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Resumen

El uso de los grafos para modelar sistemas complejos es creciente en multitud de d&mbitos.
Son extremadamente dtiles para representar interacciones, relaciones sociales e intercambio
de informacién en Internet. Analizando la estructura de estas redes, comprendiendo como
interaccionan sus distintos elementos, se puede entender mejor el comportamiento del sistema
en su conjunto. A menudo, los nodos que conforman estos grafos tienden a formar grupos al-
tamente conectados entre si y con otros grupos. Esta propiedad es conocida como estructura
de comunidades solapadas y este trabajo se ha centrado en el problema de la deteccién de
comunidades solapadas en redes dindmicas y su caracterizacion.

Para entender la probleméatica desde su base, en este trabajo se estudia la teorfa de gra-
fos desde sus definiciones béasicas hasta las caracteristicas generales, luego se hace un breve
analisis de las redes sociales desde tres perspectivas: a nivel de elementos, de grupos y de
redes. A continuacion, se detallan los tipos de problemas en la busqueda de comunidades,
tales como comunidades con informacién global, local, solapadas y dindmicas, se mencionan y
describen algunos de los algoritmos més relevantes para la deteccién de comunidades disjuntas
v solapadas. Posteriormente, se trata el tema central del presente trabajo, las redes dindmi-
cas, enfocandose en el andlisis e implementacion del algoritmo dindmico AFOCS (Adaptive
Finding Overlapping Community Structure) [34], un algoritmo adaptativo para la deteccion,
actualizacién y rastreo de la evolucién de comunidades solapadas en redes din4micas no diri-
gidas y sin pesos, apuntando a la actualizacion de forma rapida y eficiente como consecuencia
de la insercion y/o eliminacién de nodos y/o aristas dentro de una red compleja. De forma
complementaria, se formula una extension para analizar grafos ponderados no dirigidos, con
el propésito de tomar en cuenta la importancia del peso en las relaciones entre nodos, y poder
establecer un criterio adicional para formar una comunidad. Luego para comprobar el impacto
de la incorporacién de pesos en AFOCS, se compara el rendimiento del método frente a otros
algoritmos dindmicos.

Palabras Clave: comunidad, algoritmo, grafo, solapamiento, dindmica, redes.



Abstract

The use of graphs to model complex systems belonging to different domains such as social
networks and biology is increasing. They are extremely useful to represent interactions, social
relations and information exchange between nodes. Analizing the structure of these complex
systems as graphs helps to understand the behaviour of the systems as a whole. This works
focuses on the problem of detecting overlapping communities in dynamics graphs.

An extension to the dynamic algorithm AFOCS is proposed to analize dynamics weighted
and undirected graphs. A detailed experimental evaluation shows that the proposed approach

achieves competitive results w.r.t state of the art approaches.

Keywords: community, algorithm, graph, overlapping, dynamics, networks.
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1. Introduccion

Las personas y organizaciones forman comunidades en redes o grupos sociales. Este tipo
de agrupamiento llamado comunidad o cluster se basa en relaciones de alta afinidad entre un
grupo especifico de elementos o nodos, los cuales estdn densamente conectados entre si y muy
poco conectados con nodos de otras comunidades [19]. La condicionante anterior, referente a
la poca conectividad entre nodos de diferentes comunidades es el motivo de estudio del pre-
sente trabajo, enfocandose en el anilisis de comunidades solapadas o superpuestas en redes
dinamicas [34], donde uno o més nodos pueden pertenecer a dos o mas comunidades, esta-
bleciéndose relaciones entre elementos de diferentes grupos. Ademés, la mayoria de las redes
sociales evolucionan con frecuencia en el tiempo debido a la alta dindmica de los miembros
participantes de la red. En términos practicos, si bien cualquier cambio pequeno no parece
ser tan significativo en la estructura de la red, los cambios que presentan mayor frecuencia
v duracién conllevan a una transformacién impredecible de sus comunidades, en particular
cuando dichas comunidades se solapan. Dicho escenario conduce a la necesidad de reidentificar
las nuevas comunidades, lo cual es una tarea dificil especialmente en redes dindmicas debido
a que la topologia de estas redes cambia muy rapidamente. Una solucién trivial al problema
anterior, seria ejecutar reiteradamente métodos estaticos [36, 28, 22| para la detecciéon de co-
munidades solapadas para encontrar nuevas comunidades ante cualquier cambio en la red. Al
efectuar este procedimiento, se generan ciertos inconvenientes como altos tiempos de respuesta
y recursos computacionales al analizar redes muy grandes, y la ejecucion innecesaria del algo-
ritmo en partes locales de la red que no son afectadas con los cambios de topologia. Entonces,
una manera de solucionar el problema seria actualizar de forma adaptativa la estructura de
comunidad actual, basdndose inicamente en su historia evolutiva y en los cambios tnicos de
la red, para no caer en una redeteccién innecesaria.

En virtud de lo anterior, se estudia el algoritmo dindmico AFOCS (Adaptive Finding
Overlapping Community Structure) [34], método adaptativo para la deteccion, actualizacion y
rastreo de la evolucién de comunidades solapadas en grafos dindmicos no dirigidos y sin pesos.
El algoritmo consta de dos etapas, primero mediante FOCS (Finding Overlapping Community
Structure) se detectan todas las posibles comunidades solapadas en la red, y luego se aplica
AFOCS para actualizar estas comunidades como consecuencia de la insercion y/o eliminacion
de nodos y/o aristas. Con el fin de manejar eficazmente los cambios en el grafo, AFOCS se
descompone en eventos mas simples, de forma que cada evento se maneja de forma répida y
con esto se obvia la necesidad de reidentificar en todo momento la estructura de comunidad en
toda la red. También se propone una extensién para la deteccién de comunidades solapadas
en AFOCS, esto es, agregando peso a las aristas pero conservando su simetria, de esta forma,
se plantea una abstraccion de la red a un grafo ponderado no dirigido. Los resultados de esta
extension se contrastan en pruebas experimentales, donde los resultados se comparan con
otros algoritmos dindmicos.



2. Objetivos

A continuacién se presentan los objetivos generales y especificos del presente trabajo.

2.1. Objetivos Generales

Estudiar e implementar AFOCS (Adaptive Finding Overlapping Community Structure),
algoritmo de deteccion de comunidades solapadas en redes dinamicas [34].

2.2. Objetivos Especificos

= Analizar documentos de investigaciones previas para generar conocimiento base en el
desarrollo de la problemaética.

» Formular una extension en AFOCS para la deteccion de comunidades solapadas en redes
ponderadas no dirigidas.

= Implementar y realizar pruebas con la nueva extension de AFOCS, involucrando detec-
cion de solapamiento y operaciones adaptativas en redes sociales dindmicas, con el fin de
estudiar su conformacién y evolucién de comunidades, contrastando con el rendimiento
de otros algoritmos dindmicos.



3. Elementos de la Teoria de Grafos

Para comprender que los grafos son realmente una red, es necesario estudiar algunos
conceptos basicos y formales y notaciones de teoria de grafos, junto con algunas propiedades
fundamentales que caracterizan una red. A continuaciéon se detallan en forma matemaética y
textual definiciones bésicas que permiten comprender de mejor manera el tema.

3.1. Definiciones béasicas

La teoria de grafos segin el contexto de estudio, forma parte de las ciencias de la compu-
tacién, que estudia las propiedades de los grafos, estructuras que se componen de tres partes,
el conjunto de vértices, nodos o puntos, el conjunto de aristas, enlaces o lineas que pueden ser
dirigidas o no dirigidas y los pesos que pueden contener o no las aristas.

3.1.1. Grafos y grados de vértices

Un grafo es un conjunto de vértices que se pueden conectar entre si por medio de aristas,
en esencia, cada arista del grafo une exactamente dos vértices. Un grafo es definido de la
siguiente forma.

Definicion 3.1. : Un grafo G consiste de una coleccion de V vértices y de una coleccion de
E aristas, denotindose como G = (V, E). Cada arista e € E, se dice que une dos vértices,
que son denominados como puntos extremos. Si e es el enlace u,v € V, entonces se escribe
como e = (u,v). Los vértices u y v en este caso se dice que son adyacentes. La arista e se
dice que es incidente con los vértices u y v respectivamente.

A medida que se avanza en la lectura se escribirda V(G) y E(G) para denotar el conjunto
de vértices y aristas asociados al grafo G, respectivamente. Es importante tener en cuenta
que una arista se puede representar como una tupla no ordenada de dos vértices, es por dicha
razén, que (u,v) representa que los vértices u y v son adyacentes.

Un grafo que no tiene enlaces o varias aristas es llamado grafo simple. Del mismo modo,
no hay nada que prohiba que un grafo no tenga vértices en lo absoluto, lo que implica en este
caso que no tendra aristas, lo cual se denomina como grafo vacio. Caso contrario, sucede
cuando un grafo sencillo tiene n vértices, con cada vértice adyacente a cada otro vértice, es
lo que se conoce como grafo completo. Un grafo completo con n vértices es cominmente
denotado como k.

Un grafo puede ser dirigido o no dirigido, bipartito o ponderado, en donde las aristas
pueden contener pesos o no, la Figura 1 representa algunos ejemplos de estos diferentes tipos
de grafos.
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Figura 1: Ejemplo de diferentes tipos de grafos. En el caso del grafo dirigido (b), las flechas
indican la direccionalidad de cada arista. En el grafo ponderado (d) los valores asociados con
cada arista representan pesos (un grafo ponderado puede ser dirigido o no dirigido).

Definicion 3.2. : Un grafo Gg = (Vi, Vo, Ep) es llamado bipartito si los nodos del conjunto
V pueden ser particionados en dos conjuntos disjuntos Vi, y Vg, donde V = V;, UV,, de tal
manera que cada arista e € By conecta a un nodo del conjunto Vi, con un nodo del conjunto
Va. Es decir, e = (1,j) € E =i € Vy y j € Vo . En otras palabras, no existen aristas entre
nodos de la misma particion.

En muchas situaciones practicas, es conveniente referirse a los vecinos de un vértice, en
términos grafo-tedricos, los vecinos de un vértice u son formados por los vértices que son
adyacentes a v, en otras palabras, aquellos vértices a los que v se ha unido mediante una
arista. La denotacién matemaética de los vecinos de un vértice es la que sigue.

Definiciéon 3.3. : Para cualquier grafo G y vértice v € V(G), el conjunto de vecinos N(v)
de v es el conjunto de vértices (que no sea v) adyacentes a v, es decir:
Nw) ¥ (we V(@) #£w,Te € BG): e = (u,v)} (1)

Una propiedad importante de un vértice es el nimero de aristas incidentes en él, este
niimero de enlaces se llama grado de un vértice.

V(G) = {Z’] ..... 3‘5}

E(C) = {i’] ..... t’lg}

e1 = (v, v2) e = (Ve v7)
€= {i’L f’5> €11 = (2’5,f’7>
€3 = {i’z, l’S) €12 = (2’6,2’8}
ey = (v3,vs)  e13 = (vg,v7)
es = (v3,v4) e14 = (v, vg)
e = (v4,v5) 15 = (v4,0g)
e7 = (vs,v6) €15 = (v2,03)
eg = (v, v5)  e17 = (v1,v7)
e = (v1,v6) €13 = (U5, Us)

Figura 2: Un ejemplo de un grafo con ocho vértices y 18 aristas.

Definicion 3.4. : El nimero de aristas incidentes con un vértice v se denomina grado de v,
denotado como 0(v). Si existen bucles éstos se cuentan dos veces.

Un ejemplo claro es el de la Figura 2, en el caso del vértice v; existen 4 aristas incidentes,
tenemos que d(v1) = 4. La Tabla 1 muestra el resumen considerando todos los nodos del grafo.



Vertices | Grado | Aristas incidentes Vecinos

1 4 (v1,v2), {v1,v5), (v1,v6) , V1, V7) V2,V5,V6,07

U2 4 <U1, 1)2) y < > , <U2, U5> , <U2, U8> V1,03,U5,U8

v3 3 (v2,v3), <v3, v4> (v3,vs5) V2,04,V5

V4 4 <’l)37 1)4) y <’U4, U5> , <U4, U7> <U4, ’US> v3,0U5,07,U8

s 7 (v1,vs) , (v2,v5) , (v3,V5) , (V4,V5) , (vs,V6) , (U5, v7) , (U5, V8) | V1,V2,U3,V4,V6,07,U8
V6 4 <’U1, 7)6) y <’U5, U6> , <U6, ’U7> <U6, ’US> V1,05,07,U8

v7 5 (v1,v7) , (va,v7) , (vs,v7) , (v6,v7) , (U7, V8) V1,V4,V5,V6,08

v 5 <’Ug, U8> y <’U4, Ug) ; <U5, ’Ug> <’U6, ’US> y <’U7, Ug) V2,V4,U5,V6,U7

Tabla 1: Grados, aristas incidentes y vecinos de los vértices de la Figura 2.

Teorema 3.1. : Para todos los grafos G, la suma de los grados de los vértices es dos veces el
numero de aristas, es decir,
PBRIC

veV(G)

2-|E(G)] (2)

FEn el contexto de las redes sociales, el grado de un vértice es un concepto potente, ya
que se pueden utilizar los grados de un vértice para expresar la importancia de una persona
dentro de un grupo social. Es mas, el ordenamiento de los vértices de un grafo por el grado
de vértices, permite obtener una visiéon de c6mo una red de este tipo estd organizada.

3.1.2. Secuencia de grado

Al listar los grados de los vértices de un grafo se obtiene la secuencia de grado. Por
lo general los grados de los vértices se muestran en orden descendente, en cuyo caso se hace
referencia a una secuencia ordenada de grado. Un ejemplo claro, es considerar los ocho
vértices del grafo G de la Figura 2, en donde se tienen los siguientes grados de vértices:

Vértices | v1 | vo | v3 | vg | U5 | vg | V7 | U8
Grado 4 |4 |3 |4 |7 |4 |5 |5

Tabla 2: Grados de los vértices de la Figura 2.
Al ordenar estos grados en orden descendente, se tiene la siguiente secuencia de grados:
[7,5,5,4,4, 4,4, 3]

Si cada vértice tiene el mismo grado, entonces se tiene un grafo regular. En el grafo k-
regular cada vértice tiene grado k, en un caso especial, grafos 3-regular se denominan grafos
cubicos.

Para determinar si una secuencia ordenada de grados corresponde a la representacién
grafica de un grafo, Havel [24] y Hakimi [23]| postulan el siguiente teorema de construccion
que justifica el Algoritmo de Havel-Hakimi para construir un grafo a partir de una secuencia
de grado.

Teorema 3.2. (Havel-Hakimi): Considerar una lista s = [dy,da, ...,dy] de n nimeros en
orden descendente. La lista es grifica si y sdlo si s* = [d,d3, ""dzﬁn—l)] de n — 1 numeros



también es grdfica, donde:

df =

)

{dm —1 ; desde i=1,2,....d )

dit1 ; en otro caso

En simples palabras, las condiciones para que se cumpla el Teorema 3.2 son las siguientes:
= La suma de los grados de la secuencia debe ser par.

» mazx(d;) <n

= dy,dy,...,dp > 0.

= Eliminar el primer elemento de la secuencia de grados.

= Restar una unidad a los elementos restantes de la secuencia de grados.

= Si se alcanza una sucesion de ceros, entonces la secuencia de grados inicial es un grafo.

3.1.3. Subgrafos y grafos lineales

Otro concepto importante de grafos es el de subgrafos. Se dice que un grafo H es un
subgrafo de G si H consiste en un subconjunto de aristas y vértices de G. Formalmente se
tiene lo siguiente:

Definicion 3.5. : Un grafo H es un subgrafo de G si V(H) CV(G) y E(H) C E(G) tal que
para todo e € E(H) con e = (u,v), tenemos que u,v € V(H). Cuando H es un subgrafo de
G, se denotard H C G.

Por ejemplo, la Figura 3 muestra el llamado grafo cibico, con 8 vértices y tres de sus

subgrafos.
Q Gq Ga G3

Figura 3: Grafo Cubico. El grafo cibico () con 8 vértices y tres subgrafos G1,G2 v Gs.

Es importante considerar subgrafos formados por un subconjunto especifico de vértices,
éstos son llamados grafos inducidos, ya que son construidos mediante la adopcion de un
subconjunto V* de vértices y agregando cada arista del grafo original que conecta dos vértices
de V*. Formalmente, se tiene:

Definicion 3.6. : Considerar un grafo G y un subconjunto V* C V(G). El subgrafo inducido
por V* tiene conjunto de vértices V* y conjunto de aristas E* definido por:

E* Y (e e B@G)le = (u,v) u,v € V) (4)



Del mismo modo, si E* C E(G), el subgrafo inducido por E* tiene conjunto de aristas E* y
un conjunto de vértices V* definido por:

V* Y v e VQ)Be € B e = (u, )} (5)
FEl subgrafo inducido por V* o E* es escrito como G[V*] o G[E*|, respectivamente.

Algo relacionado con la nociéon de subgrafo es el grafo lineal.

Definicion 3.7. : Considere un grafo simple G = (V, E). El grafo lineal de G, denotado
como L(G) es construido desde G mediante la representacion de cada arista e = (u,v) desde
E mediante un vértice v. en L(G), y que unen dos vértices ve y vex si y solo si las aristas e y
e* son incidentes con el mismo vértice en G.

A modo de ejemplo, el grafo representado en la Figura 4 (a) contiene cuatro vértices y seis
aristas. Su correspondiente grafo lineal, mostrado en la Figura 4 (b) consiste en seis vértices.

el

el e4 e2

e3d

(a)

Figura 4: Grafo Lineal.(a) Un grafo G y (b) su grafo lineal L(G).

3.2. Representacién grafica de grafos

Hasta el momento los grafos se han descrito en términos de vértices y aristas. Ahora se
verd su representacion mediante graficos. Esto es particularmente importante cuando se tienen
que representar grafos muy grandes mediante un proceso automatizado por computadora.

3.2.1. Estructura de datos

Existen diferentes formas de representar grafos. Talvez la manera mas atractiva es me-
diante la matriz de adyacencia. Suponer que se tiene un grafo G con n vértices y m aristas.
La matriz de adyacencia correspondiente no es mas que una matriz A con n filas y n columnas
con entradas A7, j] que denota el ntimero de aristas que unen los vértices v; y v;. A modo de
ilustracion, la Figura 5 muestra un grafo simple acompanado de su matriz de adyacencia.

La matriz de adyacencia posee las siguientes propiedades:

» Una matriz de adyacencia es simétrica, esto es para todo i,j, A[i,j] = A[j,i]. Esta
propiedad refleja el hecho de que una arista es representada como un par desordenado
de vértices e = (v;, vj) = (v}, v;).



» Un grafo G es simple si y s6lo si para todo i,7, Afi,j] < 1y A[i,i] = 0. Dicho més
simple, no puede haber a lo més una arista que una los vértices v; y v;, y en particular,
no puede haber ninguna arista que una un vértice a sf mismo.

» La suma de los valores en la fila i es igual al grado del vértice v;, es decir, §(v;) =
> =1 Alis j]-

U1 Uy U3 Uy

v 2 1 1 0
v2 »| 1 0 2 0
vy | 1 2 0 1
vg | O 0 1 2

Figura 5: Un grafo con su correspondiente matriz de adyacencia.

Como alternativa, se puede utilizar la matriz de incidencia de un grafo para su repre-
sentacion grafica. Una matriz de incidencia M del grafo G consiste en n filas y m columnas de
tal manera que M3, j] cuenta el nimero de veces que la arista e; es incidente con el vértice v;.
Notar que M[i, j] toma valores 0, 1 o 2: una arista no es incidente con el vértice v;, el vértice
v; es exactamente uno de los puntos extremos, y cuando existe un bucle que une al vértice
v; asi mismo. La Figura 6 muestra la matriz de incidencia para el grafo de la Figura 5. Las
propiedades que posee una matriz de incidencia son las siguientes:

» Un grafo G no tiene bucles si y solo si para todo i, j, M[i, j] < 1.

= La suma de todos los valores de la fila i es igual al grado del vértice v;. En términos
matematicos, esto es expresado como Vi : d(v;) = 70, M[i, j].

= Debido a que cada arista tiene exactamente dos no necesariamente puntos extremos
distintos, se sabe que para todo j,> . | M[i, j] = 2.

el .m
€1 (4] e3 ey €5 Cq ey
w12 1 1 0 0 0 0
v2 »n|0 1 0 0 1 1 0
» |0 0 1T 1T 1 1 0
|0 O 0 1 0 0 2

Figura 6: Un grafo con su correspondiente matriz de incidencia.

Uno de los problemas con el uso de la matriz de adyacencia o con la matriz de incidencia,
es que sin mas optimizaciones el namero total de elementos para representar un grafo es n
0 m, respectivamente. Esto no es muy eficiente cuando se trabaja con grafos muy grandes,
especialmente cuando el ntumero de aristas es relativamente pequeno.



Una forma mas eficiente de representacion, y usado en la practica, es elaborar una lista de
aristas. En este caso, simplemente se enumeran todas las aristas de un grafo G especificando
cada arista con los vértices que son incidentes. Se debe tener en cuenta que esta representacién
crece linealmente con el namero de aristas. Por ejemplo, la representacién de la Figura 6 es:

((v1,v1) 5 (v1,v2), (v1,v3) , (V2,03) , (2, v3) , (V3,v4) , (Va, V4))

3.2.2. Isomorfismo de Grafos

Las representaciones de los grafos son independientes de coémo se dibuja un grafo. No
importa si se representa un grafo mediante la matriz de adyacencia, matriz de incidencia o
lista de aristas, lo importante es atribuir correctamente las etiquetas a los vértices y a las
aristas. De esta forma se pondran tener iguales representaciones de grafos pero con diferentes
dibujos (ver Figura 7). Esta nocion de similitud se conoce con el nombre de isomorfismo
de grafos.

Definiciéon 3.8. : Considere dos grafos G = (V,E) y G* = (V*,E*). G y G* son isomorfos
st existe una correlacion de uno es a uno ¢ : V. — V* tal que para cada arista e € E con
e = (u,v), eriste una dnica arista e* € E* con * = (¢(u), p(v)).

Dicho de otra manera, dos grafos G y G* son isomorfos si de manera tinica se pueden
mapear los vértices y aristas de G a los de G*, de tal manera que si dos vértices eran unidos
en G por un nimero determinado de aristas, sus homoélogos en G* estardn unidos por el mismo
nimero de aristas.

Figura 7: Seis diferentes dibujos de grafos con la misma representacion, es decir, grafos iso-
morfos.

En muchos casos, es relativamente sencillo comprobar si dos grafos son isomorfos, ya que
es necesario que se cumplan ciertos requisitos. Por ejemplo, los dos grafos deben tener el
mismo nimero de vértices y aristas, pero el requisito mas importante es que, es necesario
que sus respectivas secuencias ordenadas de grados sean iguales. Desafortunadamente estas
condiciones no son necesarias para que dos grafos sean isomorfos. Esencialmente, esto significa
que una vez que todas las condiciones necesarias se hayan cumplido, se tendré que recurrir a
un método de ensayo y error.



3.3. Conectividad

Cada vértice v podria ser alcanzado por cualquier otro vértice w, en el sentido de que se
podria indicar una cadena de vértices adyacentes desde v a w. Para entender mejor el concepto
de conectividad entre nodos de un grafo, se describiran algunos conceptos basicos.

Definicion 3.9. : Un subgrafo H de G es llamado componente de G si H estd conectado y
no figura conectado a un subgrafo de G con mds vértices o aristas. El nimero de componentes
de G es denotado por w(QG).

La nocién de conectividad es importante, especialmente cuando se considera la robustez
de redes. Robustez en este contexto, significa que tan bien la red permanece conectada cuando
se quitan vértices o aristas. Hay muchas redes en las cuales la robustez de uno u otro modo
desempena un papel fundamental. Ahora se formaliza esta idea al considerar lo que se conoce
como corte de vértice y arista.

Definicion 3.10. : Para un grafo G sea V* C V(G) y E* C E(G). V* es llamado un vértice
de corte si w(G—V*) > w(G). Si V* se compone de un solo vértice v, entonces v es llamado
un corte de vértice. Del mismo modo, si w(G — E*) > w(G) entonces E* es llamado una
arista de corte. Si E* se compone de una sola arista e, entonces e es llamado un corte de
arista.

La notacion usada G —V* indica el subgrafo inducido G[V (G)*]. Por convencién se denota
k(G) para indicar el tamano minimo de un corte de vértice para el grafo G, y del mismo
modo, A(G) denota el tamafio minimo de un corte de arista para el grafo G. Pues resulta que,
k(G) < A(G), sino también que x(G) es menor o igual que el grado del vértice minimo. Esta
propiedad se formula en el siguiente teorema:

Teorema 3.3. : kK(G) < ANG) <min{di(v)|v € V(G)}

Para probar que k(G) < A(G), considerar un grafo G con A(G) = k. Entonces, si k(G) > k
para algin k se dice que el grafo G es k-conectado. Del mismo modo, el grafo G es k-
aristas-conectadas si A(G) > k(G). Por dltimo, un grafo para el cual kK(G) = \G) =
min {0(v)|v € V(G)} se dice que esta 6ptimamente conectado. Si el grafo es simple enton-
ces se debe cumplir el Teorema 3.3 (ver Figura 8).

Figura 8: Grafo G en donde k(G) = 2, A\(G) = 3,0(G) = 4.

Definicion 3.11. : Considerar un grafo G y una coleccion P de (u,v)—caminos en G, con
u,v € V(G). P es vértice independiente si para todo (u,v)—caminos Py, P, € P se tie-
ne que V(P1) N V(Py) = {u,v}. La coleccion es arista independiente si para todos sus
(u,v)—caminos Py y Ps, se tiene que E(Py) N E(Py) = ¢.
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En otras palabras, dos (u,v)—caminos P; y P, son vértice independiente si s6lo comparten
los vértices v y v, en cambio, son arista independiente si no tienen ninguna arista en comun.
Usando el camino de independencia, se llega a uno de los teoremas mas fundamentales en la
teoria de grafos, formulado por el matematico Karl Menger.

Teorema 3.4. (Menger): Sea G un grafo conexo y u y v dos vértices no adyacentes en G.
El minimo nidmero de vértices en un vértice de corte que separa a u y v es igual al mdximo
nidmero de pares de caminos de vértices independientes entre u y v. Andlogamente, el minimo
numero de aristas en una arista de corte que separa o u y v, es igual al mdzimo nimero de
pares de caminos de aristas independientes entre u y v.

Para determinar el niimero minimo de aristas de un grafo k-conectado, se debe estudiar
el denominado grafo de Harary.

Definicién 3.12. : Un grafo Harary Hy, es un grafo simple k-conectado con n vértices y
con un minimo numero de aristas.

Para saber el nimero de aristas que tiene un grafo Harary, se demostrard que Hy, ,, tiene
exactamente [k - n/2] aristas, es decir, el nimero natural mas pequeno de aristas superiores
o iguales a k - n/2. Para este fin, se deben etiquetar los vértices en Hy, como 0,1,...,n —1
y organizarlos graficamente como un circulo. Siguiendo la idea de Bondy y Murty [45], se
considera los siguientes tres casos de combinaciones de k y n.

= k es par: Se construye Hy,,, uniendo cada vértice ¢ hasta sus k/2 vecinos de la mano
izquierda mas cercanos y sus k/2 vecinos de la mano derecha més cercanos.

» k es impar, n es par: En este caso, se construye Hj_1, y se agregan n/2 aristas
uniendo vértice i a su vecino de la mano izquierda a una distancia n/2 (con 0 <1 < ).
En otras palabras, se aniaden aristas <O, %) , <1, 1+ %> ) <2, 2+ %> s ees <”T72,n - 1>.

= k es impar, n es impar: En este caso, al igual que el anterior, primero se construye
Hj,_1, y se agregan (n + 1)/2 aristas <0, "T_1> , <1, 1+ ”T_1> ey <”T_1,n — 1>.

Para aclarar la construccién de estos grafos, la Figura 9 muestra los grafos Hy g, H5g y la
construccion de Hs g desde Hyg.

0

6 < > 2

(d)

Figura 9: Varios grafos Harary: (a) Hag, (b) Hszs, (¢c) Hag,y (d) Hsg9. Los bordes son los que
se suman para obtener Hsg desde Hyg, y Hsg9 desde Hy g, respectivamente.
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Ahora que se sabe el procedimiento para construir grafos Harary, es necesario tener en
cuenta que el niimero minimo de aristas para cualquier grafo simple G k-conectado es:

B(H )| =2 ()

12



4. Redes Sociales

Las redes sociales suelen representar las relaciones entre “entidades” sociales; ya sean rela-
ciones dadas por las comunicaciones entre los miembros de un grupo u otro tipo de relaciones.
Muchos analisis de redes sociales se centran en el andalisis estructural de las redes, todo esto
con el fin de ayudar a explicar el comportamiento social. Estos métodos son tradicionalmente
usados en las ciencias sociales y del comportamiento, pero hoy en dia se aplican también en
el campo de la informética con el fin de analizar y estudiar estructuralmente las relaciones
entre los elementos que componen una red compleja.

4.1. Analisis de Redes Sociales

El objetivo principal del anélisis de redes sociales (SNA) es detectar e interpretar los
patrones de las relaciones sociales entre los individuos. Sin embargo, el campo también se
adentré en muchas areas de investigacién como la medicina, los sistemas de transporte, los
sistemas de informacién, sistemas de computacién y la ciencia organizacional. A pesar de
que el dominio de la aplicacién determina la forma apropiada de analisis, los métodos que
son frecuentes en el andlisis de redes se pueden distinguir por el nivel de andlisis. Brandes y
Erlebach [10] proponen tres niveles de analisis:

» Andlisis a nivel de elementos. Una de las cuestiones fundamentales en este tipo de
anélisis es detectar la relevancia de un elemento del grafo, es decir, de un vértice o una
arista: jQué tan importante es este nodo en el grafo?. Habitualmente, las medidas para
evaluar la importancia de un nodo se basan en su centralidad en la red. La centralidad de
los elementos de las redes sociales se pueden determinar utilizando diferentes estadisticas
locales, tales como el grado (entrada/salida), el coeficiente de agrupacion para evaluar la
importancia de un nodo, la intermediacion (betweenness) para evaluar la importancia de
una arista del grafo, entre muchas otras. Ejemplos de aplicacién de este tipo de anélisis
pueden encontrarse en |9, 26].

= Andlisis a nivel de grupos. Un objetivo comun en las redes sociales es separar en grupos
a los individuos que tiene conexiones fuertes. Por ejemplo, en las redes de interaccion,
las personas que forman un grupo en particular interactiian méas estrechamente entre
si que con individuos de otros grupos de la red. Un grupo se caracteriza (entre otras
cosas) por las fuertes relaciones (conexiones) entre sus miembros. El subgrafo inducido
por este grupo tiene una mayor conectividad entre cada par de miembros dentro del
grupo en comparacion con nodos fuera del grupo. El punto de partida de todos estos
conceptos se relaciona con la idea de subgrafos cohesivos [46, 43].

= Andlisis a nivel de redes. Este enfoque pretende estudiar las propiedades del grafo en
su conjunto. Las propiedades de red son senaladas para evaluar la similitud entre redes,
ademés, los estadisticos obtenidos en la red muchas veces reflejan rasgos caracteristicos
con otras redes, por ejemplo, en un cierto dominio de aplicaciéon. Por otra parte, observar
cambios en las propiedades de una red podria proporcionar indicaciones importantes
para la interpretacion del andlisis temporal (dindmico) de la red.
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5. Deteccion de comunidades

Dentro del analisis de redes sociales (SNA) se encuentra la busqueda de comunidades en
grafos. En estos grafos, las entidades de una red social son representadas mediante nodos o
vértices y las relaciones entre estos nodos son representadas por las aristas o arcos, asi, la idea
de la bisqueda de comunidades se basa en encontrar estructuras altamente cohesivas en la red.
Segun Chakrabarti [12] una comunidad es generalmente considerada como “un conjunto de
nodos donde cada uno de éstos estd mds cerca de los otros nodos que componen la comunidad
que de los que no la componen”. De igual manera Chen [13] se refiere a las comunidades en
las redes sociales como “un conjunto de las entidades de una red social de tal manera que
éstas compartan rasgos comunes o una prozvimidad, determinada por alguna similitud entre
las entidades o una métrica relacional”. Con respecto a la afinidad entre nodos se asumira que
toda la informacién de la relacién se contempla en la existencia y el valor de la arista. Por
lo tanto, los algoritmos que se veran a continuacién buscaran encontrar comunidades dentro
del grafo, utilizando para ello, exclusivamente la informacién aportada por la topologia de
éste. Es importante sefialar que s6lo se mencionaran algunos de los algoritmos mas relevantes
para la deteccién de comunidades disjuntas y solapadas. Para una revision més completa de
la gran gama de métodos y algoritmos existentes se sugiere revisar el estudio realizado por
Santo Fortunato en relacion a la busqueda de comunidades en grafos [19].

5.1. Comunidades

Segun Fortunato [19], el primer inconveniente para realizar clustering (busqueda de co-
munidades) en un grafo es encontrar una definiciéon cuantitativa de comunidad. Sin embargo,
Fortunato sostiene que no existe una definicién universalmente aceptada, de hecho, la defi-
niciéon generalmente depende del sistema que se esta analizando y/o de las aplicaciones que
se requieran realizar. A continuacion se detallan los tipos de problemas en la busqueda de
comunidades:

= Biisqueda de comunidades con informacién Global: Una buena particion en co-
munidades puede ser definida segtun criterios o métricas globales, es decir, tomando en
cuenta las interacciones de todos los nodos del grafo. La idea central es que la insercién
o no inserciéon de un nodo a una comunidad afectara el resultado de las pertenencias de
todos los vecinos. Para abordar este tipo de problema es necesario contar con toda la
informacién del grafo.

Las comunidades también pueden ser descritas con respecto al grafo en conjunto. Exis-
ten definiciones basadas en la idea de que un grafo tiene la estructura de comunidad si
es diferente a un grafo arbitrario. Un grafo arbitrario es aquel en donde cada par de
vértices tienen la misma probabilidad P de ser adyacentes. Por lo tanto, se define un
modelo nulo, es decir, un grafo similar al original en algunos aspectos estructurales,
con el fin de realizar una comparacion, para verificar si el grafo en estudio posee la
estructura de comunidad. El modelo nulo mas conocido es el propuesto por Newman y
Girvan, y consiste en una version aleatoria del grafo original, en donde las aristas son
reconectadas al azar [31]. La semejanza entre cada par de nodos con respecto a alguna
propiedad, no importa sélo si estan conectados mediante una arista, sino, que pueden
ser estructuralmente equivalente si ellos comparten los mismos vecinos, aun si el par de
nodos no son adyacentes entre si.
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= Biisqueda de comunidades con informaciéon Local: Fn redes sociales muy grandes,
no es posible acceder a la informacién de toda la red. En estos casos se pretende descubrir
comunidades con informacién local, es decir, conociendo sélo un grupo de nodos, los
vecinos y algunas relaciones entre ellos. Chen [13] se refiere a las comunidades locales
como conjuntos de nodos con conexiones densas entre los miembros, encontradas y
evaluadas en base a informacién local y define el problema como sigue: Supongamos
que existe una porcién de nodos D de la cual se conocen todos los vecinos. Dado que
no se posee el conocimiento de toda la red, existe un grupo S del cual sé6lo se conocen
los nodos que son adyacentes a D pero no el resto de relaciones posibles. Asi la Gnica
manera de conocer todos los vecinos de un nodo s; perteneciente a S es visitandolo y
adquiriendo la informacion de sus enlaces. Al realizar este proceso se integraré este nodo
al conjunto D. Este procedimiento se realiza iterativamente de manera de ir agregando
nodos al conjunto D y decidir cuéles debiesen ser parte de la comunidad y cudles no.
Para ello se definird un conjunto C' C D el cual debe cumplir con una cierta métrica y
representa la comunidad y un conjunto B de nodos que pertenecen a D y no cumplen
con esta métrica. Un ejemplo de esta métrica es que para cada nodo ¢; € C todos sus
nodos adyacentes pertenecen a D, de manera de que la comunidad serd compuesta sélo
por miembros de los que se tenga toda la informacion y de sus vecinos, como muestra la
Figura 10. Algunos métodos para la busqueda de comunidades con informacion local son
los propuestos por Clauset [14] en los cuales define diferentes métricas para descubrir y
evaluar las comunidades.

= Biisqueda de comunidades superpuestas: Fn general, los métodos y algoritmos
tradicionales de busqueda de comunidades asumen que un nodo puede pertenecer a una
y s6lo una comunidad. Sin embargo, en las redes sociales un usuario puede tener mas
de un grupo de amigos, por lo tanto, puede pertenecer a mas de una comunidad. En la
seccién 5.4 se examinard un algoritmo actual para abordar este tipo de problemas.

= Comunidades Dindmicas: En general las redes sociales tienden a cambiar en el tiem-
po, es decir, los miembros de la(s) comunidad(es) pueden ir cambiando y/o eliminando
sus relaciones con los otros miembros de la comunidad(es), modificando la estructura
de la red y por lo tanto, variando las estructuras de las comunidades. El problema de la
busqueda de comunidades dinamicas ha sido estudiado por diversos autores [1, 4, 35].
La idea basica es estudiar los cambios en las relaciones entre los nodos, suponiendo
inicialmente un grafo G(N, A) donde n es el ntmero total de nodos participantes en
todo el periodo de estudio. Se tiene un conjunto de nodos de X = {z1,z9,...,z,} y una
secuencia H = (Py, P, ..., P;) de observaciones donde cada P; representa las particiones
de la red del conjunto X. El estudio de las comunidades dindmicas permite responder
preguntas como cudles son las comunidades que perduran en el tiempo y cuéles no,
estudiar factores internos o externos que llevan a la desaparicién de una comunidad,
quiénes son los nodos que conforman el core (centro) de una comunidad, y preguntas
globales respecto a la evolucion del propodsito de toda la comunidad [41], entre otras
tantas interrogantes. En la seccién 6 se estudia con mas detalle este tipo de redes, ya
que es el tema central del presente trabajo.
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Figura 10: Problema de la busqueda local de comunidades.

5.2. Indice de calidad: Modularidad (Q)

El término Modularidad (del inglés Modularity) fue presentado por Newman y Girvan [31]
con la finalidad de determinar la calidad de las particiones en un grafo. Esta métrica se basa
en la idea de que una distribucién de comunidades o clusters no es lo que se espera por azar
en una red, y por tanto, trata de medir la diferencia entre la cantidad de aristas existentes
en las comunidades y el nimero de aristas esperadas en una red aleatoria equivalente. A este
modelo estadistico se le debe acompaniar de un modelo nulo que especifique que es lo que se
espera por azar. Suponer el Modelo Nulo ¢ en donde se tiene un grafo no dirigido G = (V, E)
con m aristas y en la ecuacién 7 se define la probabilidad entre los vértices ¢ y j.

kik;
o 7)
m
En la ecuaciéon 7 k; y k; representan el grado del vértice i y j respectivamente. El valor
final de la probabilidad depende de la existencia de la arista que conecta el par de vértices,

por lo cual, en funcién de la naturaleza de la arista, el valor de la probabilidad p; ; entre los
vértices ¢ y j puede tomar dos formas:

V(i,j) €V ipij=

Si existe la arista {7,j} € E: 1 —p;;
Si no existe la arista {i,j} ¢ E : —p; ;

Entonces, el grado esperado de un nodo j es precisamente k; y, por tanto, el ntimero
esperado de aristas es m.

En funcién del modelo nulo ¢ y de la ecuacién 7, en la ecuacion 8 se define el Fitness de
un cluster (subconjunto de nodos) S C V para todos los pares de nodos que perteneces a S.

as) = Y (4y-52) ©)

ijes

Entonces la modularidad es definida como la suma de fitness individuales (ecuacién 8).
En consecuencia, la formula para calcular la modularidad en un grafo no dirigido y sin pesos
se describe en la ecuacion 9.

Q=55 (s - 500 ) )
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Donde A;; es el elemento de la matriz de adyacencia correspondiente a los vértices (i, j),
k; es el grado del vértice i, k; es el grado del vértice j, m es el nimero de aristas totales y
la funcién 0(c;, ¢;) es la delta de Kronecker que vale 1 si los nodos ¢ y j estan en la misma
comunidad (¢; = ¢;j) y 0 si pertenecen a comunidades distintas.

Dependiendo de la aplicacion y del tipo de grafo que se esta analizando, la métrica (ecua-
cion 9) se normaliza dividiendo por 2m para obtener valores entre [0, 1], o bien, se divide por

4m para obtener valores entre [—1,1].

La modularidad también se puede escribir como en la ecuacion 10.

A s . , .
Con ¢;; = Zij 526 (cisc) y a; = 2%, donde e;; representa el nimero de aristas dentro de
la comunidad y a; el nimero de aristas que parte fuera de c.

Generalizando para otros tipos de grafos, la modularidad se puede definir para grafos
dirigidos (ecuacion 11) y para grafos no dirigidos con pesos en la aristas (ecuacion 12).

1 ki udak'entmda
Q= 3 (4 - Bl ) ()

1 k/l’ ondera Ok‘on eraao
Q= 53 (- St ) ) 12

ij
En la ecuacion 12 los pesos en las aristas deben ser no negativos, k; . v k; . .
ponaeraao ponaeraao

son la suma de los pesos de las aristas incidentes en i y j respectivamente, A;; es el peso de
la arista {7,j} y m es la suma de los pesos de todas las aristas.

Los valores que se aproximan a ) = 1, siendo éste el maximo valor, indican una estruc-
tura de comunidad fuerte. La modularidad no deberia ser usada para comparar la calidad de
la estructura de comunidades de grafos que son muy diferentes en tamano, ya que el valor
méaximo de @) crece en paralelo al aumento del tamano del grafo. Las particiones con valores
Q@ negativos o muy cercanos a cero, puede insinuar la existencia de subgrafos con muy pocas
aristas internas y muchas aristas entre comunidades (estructura multipartito). Por lo general
una modularidad de 0.3 da indicios de una buena estructura de comunidad.

Para una deteccion basada en modularidad suponer que se tiene un grafo con estructura
de comunidades pero no se sabe cuantas comunidades existen ni cuales nodos pertenecen a
cada comunidad, entonces calculando la modularidad para todas las particiones (nodo a no-
do) posibles se puede encontrar la estructura real de comunidades en el grafo, que es aquella
particion que tiene la mayor modularidad. A continuacién se describe el pseudocodigo para
la deteccién de comunidades basado en la idea de Modularidad.
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Algoritmo 1 Pseudocodigo para la deteccion de comunidades basado en Modularidad (Q)
Input: Conjunto de nodos de un grafo G = (V, E), V(G) = {z1,22, ..., zn}

Output: Qqz, divisiéon de nodos

1: for k cluster desde z; hasta z,, do

2 Tomar todas las posibles divisiones de los nodos en esos clusters.

3:  Calcular Q en cada caso.
4
5

: end for
: return 4z, division de nodos

Segun senala Fortunato [19] la modularidad representa uno de los primeros intentos por
lograr entender los principios del problema de clustering, integrando en su funcion de cali-
dad todos los elementos esenciales, desde la definicion de comunidad, pasando por la eleccion
de un modelo nulo de comparacidn, hasta la expresion de solidez o fortaleza de las comuni-
dades y particiones encontradas. Desde ese momento muchos investigadores han tratado de
extender esta definicién a otros métodos para abordar la problemética del descubrimiento de
comunidades en una red.

5.3. Algoritmos para la deteccién de comunidades disjuntas

Pues la modularidad es una funcion que refleja que tan buena es una particién de un
grafo, mientras mayor sea el valor de ) mejor es la particién, entonces una buena estrategia
es buscar maximizar esa métrica. Por tanto, dada la gran cantidad de particiones en un grafo,
el problema de maximizar la modularidad es del tipo NP-Completo [8]. Es asi, como se han
elaborado algoritmos voraces (greedy) que permiten lograr valores aproximados al 6ptimo de
modularidad. A continuaciéon se presentan algunos de los algoritmos que permiten descubrir
comunidades sin solapamiento basados en la optimizaciéon de la modularidad y en mapeos
de paseos aleatorios (maps of random walks) en un grafo, y por tltimo se hace énfasis en
la superposicién de comunidades, por lo que se describe en la seccién 5.4.1 un método de
percolacion clique propuesto por Palla et al. [36].

5.3.1. Algoritmo de Clauset et al.

Una de las técnicas que permiten obtener valores cercanos al 6ptimo de modularidad, son
los algoritmos voraces (greedy). Newman [32] con su método aglomerativo jerarquico fue uno
de los pioneros en el area, pero debido a los problemas de eficiencia y complejidad en el méto-
do, Clauset et al. |15] realiz6 cambios en la manera en que era calculada la modularidad entre
los grupos (clusters), eliminando todas las operaciones innecesarias y mejorando la eleccion
de la métrica en cada iteracién.

Clauset et al. [15] propone un algoritmo jerarquico aglomerativo optimizado para la detec-
cién de comunidades en redes de dimensiones considerables. El algoritmo se basa en el calculo
de la modularidad de la ecuacién 9, donde valores de () superiores a 0.3 indican la presencia
de una buena estructura de comunidad en la red o grafo.

El algoritmo voraz de Clauset et al. determina a partir de un grafo constituido ya sea por
tantos nodos como comunidades, los diversos incrementos de modularidad en cada posible
union de nodos de una determinada comunidad, seleccionado un AQ maximo (ecuacion 13)
para fusionar esas comunidades.
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L kiki iy j estan conectados
AQij = {gm o ) -

otros casos
~2m
Entonces el algoritmo se puede definir de la siguiente manera:

a;

1. Calcular los valores iniciales (aumento de modularidad) de AQ; ; v a; de acuerdo a las
ecuaciones 13 y 14 respectivamente en cada posible unién de nodos, y llenar una matriz
H con el mayor valor de cada fila de la matriz AQ.

2. Seleccionar los valores AQ); ; més altos de H y unir las comunidades correspondientes,
actualizar la matriz AQ, la matriz H y a; e incrementar el valor de @ por AQ; ;.

3. Repetir el Paso 2 hasta que quede una sola comunidad.

5.3.2. Algoritmo de Blondel et al.

El algoritmo voraz (greedy) desarrollado por Blondel et al. [5] se conoce como Método
de Louvain, es un método heuristico de agregaciéon multi-nivel que se basa principalmente en
la optimizacién de la modularidad. Es extremadamente rapido para analizar grafos con una
gran cantidad de nodos y aristas, con mejores resultados en términos de modularidad que el
método propuesto por Clauset et al. [15] y permite ser aplicado sobre grafos con peso.

La heurisica se divide en dos etapas las cuales son aplicadas iterativamente. En la primera
etapa se asigna a cada nodo i € N a una comunidad distinta (cada nodo es una comunidad).
Asi, inicialmente se tiene |N| comunidades distintas. Luego se considera, para cada nodo i su
vecindario de nodos compuesto por j € V(i) C N. Posteriormente se evalia la ganancia de
modularidad de sacar al nodo ¢ de su comunidad y colocarlo en la comunidad de j. El nodo ¢
se une a la comunidad que entregue la maxima ganancia de modularidad con valor positivo,
de manera que si este no lo es, el nodo ¢ contintia en la comunidad actual. Se observa que
los nodos aislados nunca seran unidos a alguna comunidad, luego no afectan el resultado del
proceso. Este proceso es aplicado iterativa y secuencialmente hasta que no se puedan hacer
méas mejoras locales en el grafo. Blondel senala que un mismo nodo puede ser analizado varias
veces en este proceso, ademdas menciona, que aunque el proceso varia segtn el orden de los
nodos seleccionados, las pruebas realizadas senalan que esta variacién no es muy significativa
en términos de modularidad, pero si en los tiempos de ejecucién del algoritmo.

En el caso de existir un nodo aislado en el grafo, la ganancia de modularidad a una
comunidad C' puede ser calculada mediante la ecuacién 15.

in TFKisin ki) ; 2 i\’
AQ — Zm + > _ Ztot + _ Zzn _ Ztot _ k (15)
2m 2m 2m 2m 2m
Donde ), es la suma de las aristas en C, ), , es la suma de las aristas que inciden

en los nodos de C, k; es el grado del nodo i, k;;, la suma de las aristas que parten en i y
. . _ 1 . .

terminan en algin nodo de C'y m = 3 Z” A;;. Para el caso en que el nodo ¢ pertenezca

a otra comunidad, se debe evaluar el costo de remover ¢ de la comunidad, a través de una

expresion similar, mas la ganancia de modularidad al utilizar la ecuacién 15.
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La segunda etapa del algoritmo consta en construir un nuevo grafo en el cual los nuevos
nodos serdn las comunidades encontradas en la etapa anterior. Luego se construyen las nuevas
aristas como la suma de las aristas entre las comunidades fusionadas. Adicionalmente, se guar-
dan las aristas dentro de una misma comunidad como una arista circular desde la comunidad
1 a la comunidad <. Una vez que esta etapa se completa se repite la etapa uno sobre este nuevo
grafo. El autor, llama al proceso donde se utilizan estas dos etapas como una “pasada’. Las
pasadas son realizadas iterativamente hasta que no exista ninguna ganancia de modularidad
en la etapa uno. En la Figura 11 se ilustra el proceso.
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Optimization Aggregation
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Figura 11: Algoritmo de Blondel et al. o de Louvain [5].

El algoritmo de Blondel et al. ofrece una estructura jerarquica de toda la red, en cada
nivel hay un valor maximo de modularidad para cierto nimero de grupos. Pues, el limite de
resoluciéon se evita ya que la primera etapa del algoritmo sélo consiste en el desplazamiento
individual de nodos y es poco probable que se superpongan comunidades, la superposicion
puede ocurrir en las fases posteriores.

5.3.3. Algoritmo de Duch & Arenas

Duch y Arenas [17] proponen un nuevo algoritmo divisivo para la optimizacién de la modu-
laridad @ usando una heuristica de buisqueda basada en la Optimizacion Extrema (del inglés
Extremal Optimization, EO) algoritmo propuesto por Boettcher y Percus |7, 6]. Basicamente
lo que hace el algoritmo de EO es optimizar una variable global mediante la mejora extrema de
variables locales. En este caso, la variable a optimizar es ) definida en la ecuacién 10. Por lo
tanto, la definicién de las variables locales usando el problema de optimizacién extrema debe
estar relacionada con la contribucién individual de nodos ¢ a la sumatoria de la ecuacién 10
dada una cierta particiéon en comunidades,

q; = kr(i) — kziar(i) (16)
donde k(i) es el numero de aristas que un nodo i perteneciente a una comunidad r tiene
con nodos de la misma comunidad, y k; es el grado del nodo ¢. Notar que Q) = ﬁ > ;¢ donde
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i se refiere a todos los nodos del grafo dada una cierta particiéon en comunidades y m es la
cantidad de aristas totales en el grafo. Al re-escalar la variable local ¢; por el grado del nodo
1 se obtiene una contribucién adecuada del nodo ¢ a la modularidad, en relacién a su propio
grado y normalizacion en el intervalo [—1,1].

% k@
N = E = ks — Qp(j) (17)
Se considera a A; como la variable local involucrada en el proceso de optimizacién extrema
que caracteriza a un nodo i, denominéndose como el fitness del nodo 1.

El algoritmo de Duch para encontrar el 6ptimo valor de modularidad se define de la
siguiente manera:

1. Inicialmente, se divide en grafo en dos particiones aleatorias, generalmente con la misma
cantidad de nodos. Esta divisién crea una divisién de comunidades iniciales, donde se
entiende por comunidades como componentes conectados en cada particiéon.

2. En cada intervalo de tiempo, el sistema auto-organiza moviendo los nodos con el menor
fitness (ecuacion 17) de una particion a otra. En principio, cada movimiento implica el
recalculo del fitness de muchos nodos.

3. El proceso de repite hasta que se alcanza un estado 6ptimo con el maximo valor de
modularidad @. Luego, se eliminan las aristas entre las particiones y se procede re-
cursivamente con cada componente conectado resultante. El proceso termina cuando la
modularidad @) no puede optimizarse més.

Un ejemplo claro es lo que se muestra en la Figura 12-izquierda, donde se toma el ejemplo
clasico del grafo del club de karate Zachary, dicho grafo se divide en dos particiones aleato-
rias, donde el niamero inicial de comunidades en este caso es cinco (Figura 12-derecha). Luego
comienza el proceso de auto-organizacion: los nodos con “peor fitness” son seleccionados y se
mueven desde una particiéon a otra particion, este movimiento provoca un recalculo del fitness
de todos los demas nodos. Se calcula el nuevo valor para la modularidad @, y se repite el
proceso hasta que no existan cambios por mejorar.(ver Figura 13).

Figura 12: Izquierda: Inicializacién aleatoria del grafo del club de karate Zachary en dos parti-
ciones, rojo y verde. Derecha: Cinco comunidades diferentes identificadas como componentes
conectados en cada particién. Cada color define a una comunidad distinta.
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La aplicacion del algoritmo al grafo del club de karate Zachary proporciona el valor 6ptimo
de modularidad después de tres iteraciones recursivas. El grafo de descompone en cuatro
comunidades con un valor para la modularidad de 0.419.
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Figura 13: Arriba: Grafos luego de eliminar aristas en cada corte recursivo. Abajo: Evolucién
del valor de ) en cada etapa del proceso adaptativo. Las barras de separacién indican las
divisiones recursivas del grafo realizada la maxima Q.

5.3.4. Algoritmo Infomap

La forma tradicional de identificar comunidades en grafos dirigidos y con pesos ha sido
simplemente ignorar la direcciones y los pesos de las aristas, con lo que se descarta informa-
cion valiosa sobre la estructura del grafo. Pues, mapeando el flujo de todo el grafo por las
interacciones locales entre los nodos, se logra conservar la informacion sobre la direccionalidad
de las relaciones y los pesos de las aristas.

Rossvall y Bergstrom [42] proponen un algoritmo basado en compresion, llamado Infomap,
el cual se basa en la idea de baisqueda de una descripciéon comprimida de un paseo aleatorio
en un grafo dado.

El procedimiento del algoritmo Infomap es el siguiente:

1. A cada nodo se le da un nombre codificado (c6digo Huffman [25]).

2. Cada cluster recibe un nombre codificado (coédigo Huffman [25]).
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3. Los nombres de los nodos pueden volver a ser utilizados (reciclado), siempre y cuando
no se repitan en el mismo cluster.

4. El procedimiento de reciclado permite ahorrar el espacio requerido por la asignacién de
un nombre diferente a cada nodo.

5. Cuando un nodo pasa de un cluster a otro deberd indicar el nombre del nuevo cluster.

6. Si el grafo tiene una fuerte estructura de comunidad, entonces el reciclaje de los nombres
de los nodos es conveniente.

B
|§>m| ||Duuu
1141100 1400 0110 11011 10000 11011 011D 0011 10441 1001 0014 4410000 1 01104 400 04 01 0004 0 440 (44 00 110 00 111 4041 40 am ° 10
1001 0100 0111 10001 1110 0111 10001 0111 1110 D00 1110 10001 111000 10 111 000 11110 011 10 000 11110 111 10 0910 10 011 010
1111110 0111 1110 1111101 1110 000D 10100 0000 111010001 0111 01110000 111 0001 0 111 010 100 0411 00 111 00 011 00 111 00 111 [
0100 10110 11010 10111 1001 0100 1001 101111001 0100 1001 0100 10 111110 1011 111 01101 01 00910 110 111 00 011 110 111 1011 1 2
0011 0100 0011 0110 11011 011 0011 0100 1001 10111 0011 4100 10111 000 10 000 111 0001 0111 010 1010 0101011 11000 10011 0 ] 110

0111 10001 1110 10001 0111 0100 10110 111111 10110 10101 11410

Figura 14: Detecciéon de comunidades comprimiendo la descripcion del flujo de informacion
en grafos. En (A) se describe la trayectoria de un paseo aleatorio por el grafo, la linea naranja
denota la trayectoria. En (B) mediante codigo de Huffman [25] se le asigna un nombre tnico
a cada nodo del grafo. Los 314 bits que se muestran bajo el grafo describen la trayectoria de
lo mostrado en (A), se comienza con 1111100 para el primer nodo en el paseo de la esquina
superior izquierda, 1100 para el segundo nodo, etc., y terminando con 00011 para el ultimo
nodo del paseo aleatorio en la esquina inferior derecha. En (C) se muestra una descripcion de
2 niveles del paseo aleatorio, en el que los principales clusters reciben nombres tnicos, pues los
nombres de los nodos dentro de los clusters se reutilizan. Los cédigos de entrada y salida de
cada cluster se muestran a la izquierda y derecha de las flechas bajo el grafo, respectivamente.
Usando este codigo, se puede describir el paseo en 243 bits mostrados bajo el grafo en (C). Los
tres primeros bits 111 indican que el paseo comienza en el cluster de color rojo, el codigo 0000
especifica el primer nodo del paseo. En (D) se muestran los nombres de los clusters y no las
ubicaciones dentro de los mismos, proporcionando un 6ptimo granulado del grafo completo.

5.4. Algoritmos para la deteccién de comunidades solapadas

Los algoritmos anteriormente explicados dividen el grafo en comunidades donde cada nodo
pertenece a s6lo una comunidad. En las redes sociales, las personas representadas por nodos,
pueden pertenecer a varias comunidades. Es asi como nacen los métodos de superposicion que
tienen por objetivo identificar las comunidades dentro de un grafo, las cuales comparten uno
o més nodos, tal como muestra la Figura 15.

Un método para enfrentar este problema consiste en obtener una divisiéon de la red y
luego localmente buscar nodos que puedan pertenecer a méas de una comunidad, obteniendo
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asi comunidades solapadas. Diversos autores [2, 3, 48] han propuesto métodos para detectar
comunidades superpuestas, pero el método mas popular y exitoso es el expuesto por Palla
et al. [36] denominado algoritmo CPM (Clique Percolation Method, Método de Percolacion
Clique), que es implementado en el software libre Cfinder disponible en http://cfinder.org.

Figura 15: Comunidades solapadas.

5.4.1. Algoritmo CPM

Una de las técnicas mas populares y exitosas para identificar comunidades solapadas es la
expuesta por Palla et al. [36] llamada Método de Percolacion Clique (CPM). Un clique, es un
subgrafo minimo en donde todos sus nodos estan conectados entre si (grafo completo).

Este algoritmo se basa en que es muy probable que las aristas internas de una comunidad
formen cliques debido a que las comunidades son densas en aristas internas. Por otro lado, es
probable que entre comunidades no se formen cliques debido a que no debiesen existir muchas
aristas entre ellas. Palla et al. utilizan el término k-clique para referirse a un subgrafo de k
elementos que forma un clique (ver Figura 16), luego define el término de adyacencia entre dos
k-clique senalando que son adyacentes si entre ellos comparten k—1 nodos. Posteriormente, se
define una cadena de k-clique como la union de dichos elementos adyacentes. A continuacion,
sefiala que dos k-clique estaran conectados si ambos son parte de una misma cadena de k-
clique. Asi finalmente, Palla define a una comunidad de k-clique como el subgrafo con el
mayor numero de éstos conectados. Luego se deben buscar, a través de una heuristica, los
diferentes k-clique de la red para ir armando las comunidades segtn las definiciones anteriores.
Si bien incialmente el método CPM soélo servia para redes no dirigidas y sin peso, Palla et al.
extendieron su uso para ser utilizado sobre redes dirigidas [37|, y Farkas para la utilizacion de
pesos en las aristas [18]. La complejidad del algoritmo depende de muchos factores, pero en el
peor caso es una complejidad exponencial. Los autores sefialan de la capacidad del algoritmo
de tratar con grafos del orden de 10° nodos. El método CPM y sus mejoras estan disponibles
en el software CFinder disponible en http://cfinder.org.
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Figura 16: Comunidades k-clique, con
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6. Redes dinamicas

6.1. Notacion basica

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y sin pesos que representa una red, donde V es el
conjunto de N nodos y E es el conjunto de M aristas. Denotemos por = {C},Cy, Ci} la
estructura de comunidades del grafo. En contraste con la estructura de comunidades disjuntas,
no se restringe la interseccion vacia de dos comunidades, es decir, se permite que C; N C; = 0.

Para un nodo u € V, se tiene que d,, N(u), Com(u), denotan el grado, nodos vecinos
v el conjunto de comunidadesa las que pertenece el nodo u, respectivamente. Para cualquier
C C V, se define C™ y C°“ como el conjunto de aristas internas y el conjunto de aristas
externas de C (fuera de la comunidad), respectivamente.

6.2. Modelo de red dinamica

Sea Gy = (W, Ep) la red original de entrada y Gy = (V4, E}) una imagen de la red original
registrada en el tiempo t. Denotemos AV, y AF; respectivamente como los conjuntos de nodos
y aristas que se afiaden o eliminan en la red en el momento t. Notar que AG; = (AV;, AE})
describe los cambios en términos generales de toda la red. La imagen de la red en el tiempo
t+ 1 se expresa como una combinacién de la red anterior junto con el cambio o imagen actual
Gir1 = Gy U AGy. Por dltimo, una red dindmica ¢ se define como una secuencia de imégenes
de la red evolutiva: ¢ = (G, G1, Go, ...).

6.3. Funcion de densidad

Con el fin de cuantificar la bondad de una comunidad identificada, es decir, medir la
proporcién de aristas internas a la comunidad C respecto al total de sus posibles aristas
internas, se utiliza la conocida funcion de densidad 1 [20]| definida como:

o™

€]
(5)

Donde ‘Cm‘ es la cantidad de aristas internas de la comunidad C'y |C] es la cantidad de
nodos existentes. Mientras més se aproxima C' a un clique de su tamano, mayor es su valor

de densidad ¥ (C). Para que C se considere una comunidad local se propone la funciéon 7(C'),
que es el umbral necesario de densidad interna que debe poseer la comunidad C'.

1——L
() = 2 onde o(C) = <‘C|> () (19)
(5) 2

Aqui 0(C) es el umbral del namero de aristas internas que basta para que C se considere
una, comunidad local. Particularmente, un subgrafo inducido por C es una comunidad local
siy solo si (C) > 7(C) o equivalentemente ‘Cm} > ¢(C). Las funciones 7(C) y o(C) son
procedimientos locales en la comunidad candidata C' por lo que no se requiere de ningun
pardmetro de entrada por parte del usuario, ademas por la Proposiciéon 1 dichas funciones
7(C) y o(C) van en aumento.

P(C) =

donde C CV (18)

1_1

Proposicion 1. La funcion f(n) =n""n es estrictamente creciente paran > 4 y limy,_o0 f (1)

n.
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6.4. Definicion del problema

La idea es encontrar un conjunto de nodos que maximicen la funcién de densidad interna
global () = > cq¥(C), ya que cuanto mayor es la densidad interna de una comunidad,
mas clara seria su estructura.

Dada una red dinamica ¢ = (Go, G1, G2, ...) donde G es el grafo de entrada y Gy, Ga, ...
son iméagenes del grafo original obtenidas a través de una coleccion de topologias de la red
evolutiva AG1, AGa, ... en el tiempo. El problema es detectar y actualizar de manera eficien-
te la estructura de comunidades solapadas C; en cualquier tiempo ¢ utilizando solamente la
informacién de la imagen anterior C;_1, asi como hacer un seguimiento de la evolucién de las
comunidades.

En la siguiente seccion se presenta el desarrollo del método compuesto por dos fases: (1)
mediante FOCS identificar la estructura bésica de comunidades solapadas dada la imagen
original de una red estatica y (2) a través de AFOCS efectuar la actualizacion, y seguimiento
de la evolucién de las comunidades solapadas en una red din&mica.

6.5. FOCS (Busqueda de estructura de comunidades solapadas)

En primera instancia, se descubre rapidamente la estructura basica de comunidades so-
lapadas. En general, FOCS trabaja hacia la clasificacién de los nodos del grafo en diferentes
grupos o comunidades, con el fin de localizar todas las partes posibles densamente conectadas
en la red, acto seguido, combina las comunidades que se encuentran muy solapadas entre si,
es decir, aquellas que comparten una subestructura significativa. En FOCS, g (el umbral de
solapamiento) define la cantidad de subestructura que dos comunidades pueden compartir.
FOCS permite |C; N Cj| > 2 para cualquier subconjunto Cj, C; de V, por lo tanto, permite
que las comunidades se superpongan, no s6lo en un vértice, sino también en una parte de toda
la comunidad.

6.5.1. Biuasqueda de comunidades locales

Las comunidades locales conectan partes de la red cuyas densidades internas son mayores
o iguales que un cierto parametro. En FOCS, este parametro se determina automaticamente
basado en la funcién 7(-) y en el tamafio de cada parte correspondiente. Particularmente,
una comunidad local se define sobre la base de una conexiéon (u,v) cuando el numero de
conexiones internas dentro del subgrafo inducido por C' = {u,v}U(N(u) NN (v)) excede o(C),
o en otras palabras, cuando ¢(C) > 7(C) (figura 17(a)). Sin embargo, hay un problema que
eventualmente pudiera surgir durante este procedimiento: la existencia de subcomunidades en
una comunidad mas grande. En la préctica, se detectan comunidades grandes unificadas por
comunidades mas pequenas (subcomunidades) si la comunidad més grande es en si densamente
conectada. Con el fin de filtrar este caso no deseado, se impone ¥ (U;_,C;) < 7(U;_,C;)Vs =
1...]C|. FOCS detecta aquellas comunidades locales que estan compuestas por 4 o mas nodos,
identificando comunidades pequenas al final del proceso de biisqueda. Esto tiene sentido en
términos de redes sociales, ya que generalmente una comunidad esta compuesta por mas de
3 participantes. El Algoritmo 2 describe el procedimiento de busqueda, en donde su tiempo
de complejidad es O(dM) con d = maxycydy.
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Algoritmo 2 Bisqueda de comunidades locales
Input: G = (V,E)
Output: Una Coleccién de comunidades €2,

1. for (u,v) € E do

2. if Com(u) N Com(v) = then

3: Dejar que C = {u,v} U N(u) N N(v);

4: if ‘Cm’ > o(C) and |C| >4 then

5: Definir C como una comunidad local;

6: /*Se incluye C dentro de la estructura de comunidades™/
T Q. =Q,.U {C},

8: end if

9: end if

10: end for

(a) (b)

Figura 17: (a) Una comunidad local C definida por una arista (u,v). Donde ¢(C) = 0,9 >
7(C) = 0,725 (b) Combinacion de dos comunidades locales que comparten una subestructura
significativa (OS score = 1,027 > 5 = 0,8).

6.5.2. Combinacién de comunidades solapadas

Una vez realizado el proceso de busqueda, la estructura de comunidad del grafo se repre-
senta como una coleccion de (posiblemente solapadas) partes densas de la red junto con los
valores atipicos encontrados. Es posible que algunas de esas partes densas puedan compartir
subestructuras importantes, por lo que deben unirse si es que estan muy solapadas entre si.
Para lo anterior, se propone una funciéon de puntuaciéon de solapamiento (Querlapping Score)
para dos comunidades, definida como:

111 Ly

0S8(C;,C;) = — +
(Ci, Cj) min {|Ci|,|C;} mm{ICE”%

(20)

in
Cj

j

Donde I;; = C; N C;. La funcién OS(C;, C;) valora la importancia de los nodos y aristas
en comun que se comparten entre C; y Cj. En comparacion con la métrica de distancia que
se sugiere en [30], la funcién OS(-,-) no so6lo tiene en cuenta la fraccion de nodos en comun,
sino que también considera la cantidad de aristas en comin entre dos comunidades, lo que
es esencial para su combinacion. Por otra parte, la funcion OS(+,-) es simétrica y escala bien
con el tamafio de cualquier comunidad, y cuanto mayor sea su valor, las comunidades en
consideracion mas deberian combinarse. En este proceso, las comunidades C; y C; se fusionan
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si OS(C;, Cj) > B (ver figura 17(b)).

Algoritmo 3 Combinaciéon de comunidades solapadas

Input: Estructura de comunidades €2,

Output: Una refinada estructura de comunidades €2
1: Qf «— Q,
2: for C;,C; € Q, and !done do
3: if OS(CZ, Cj) > [ then
4 C < Combinar C; y Cj;
5 /*Actualizar la estructura actual®/
6 Q= (Q\{GUGHUC
7: done + false;
8 end if
9: end for

El tiempo de complejidad del Algoritmo 3 es O(NZ) donde Ny es el ntimero de comunidades
locales.

6.5.3. Revision de nodos no asignados

Cuando se ejecutan los dos algoritmos anteriores, siguen existiendo nodos y/o aristas
sobrantes debido a su poca atraccion con el resto del grafo. Debido a su tamano limitado el
Algoritmo 2 se salta las comunidades pequenas de un tamano menor a 4 nodos, y por lo tanto,
puede dejar de lado nodos sin asignar. Estos nodos no se tocaran en el Algoritmo 3 ya que no
pertenecen a ninguna comunidad local, y en consecuencia, se mantendran sin asignaciéon. Por
lo tanto, se debe volver a estos nodos, ya sea para agruparlos en comunidades o clasificarlos
como valores atipicos en funcién de su conectividad. Alternativamente, este proceso puede ser
pensado como una comunidad tratando de incorporar nodos adyacentes sin asignar que son
similares a la comunidad de acogida. Para ello, se necesita una funcion fitness con la finalidad
de cuantificar la similitud entre un nodo v y su comunidad vecina C'. Se utiliza la siguiente
funcion fitness usada en [28, 21, 30]:

_em

Teniendo en cuenta la ecuacién 21, una comunidad C incorporara cualquier nodo adyacente
sin asignar de méaxima similitud de manera greedy, siempre y cuando que el nodo recién
unido no se reduzca por la comunidad del valor fitness actual. Si no existe tal nodo, C' es
definida como una comunidad final del grafo. En tanto, los nodos que no fueron incorporados
a ninguna comunidad mediante este tltimo procedimiento, se identifican como valores atipicos.
El Algoritmo 4 detalla este procedimiento en detalle.

Feo donde C C V. (21)
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Algoritmo 4 Revision de nodos no asignados

!

Input: Una refinada estructura de comunidades 2y = {C’i, Cé, ey G
Output: Una basica estructura de comunidades Q = {Cy, Cq, ..., Ck}
1: Q= Qf
2: for u € V and Com(u) =0 do

33 NC(u) ={C;j € Q|u es adyacente a C;};
4:  for Cj € NC(u) do

5: if FCJ-U{U,} > ch then

6: Cj — Cj U {u},

7: Com(u) < Com(u) U{j};

8: end if

9: end for

10:  if Com(u) = @ then

11: Clasificar a « como valor atipico;
12:  end if

13: end for

6.6. AFOCS (Buasqueda adaptativa de estructura de comunidades solapa-
das)

En particular, AFOCS se usa para actualizar adaptativamente y rastrear las comunidades
del grafo, que fueron previamente inicializadas por FOCS. Se debe tener en cuenta que FOCS
s6lo se ejecuta una vez en Gq, después AFOCS se hara cargo y manejara todos los cambios
introducidos en el grafo. Suponer que G = (V, E) y Q = {C1,Cy, ..., Cy, } es el grafo actual y su
correspondiente estructura de comunidades solapadas, respectivamente. Para cada comunidad
C de G, por definicién el nimero de aristas que unen C' con otras comunidades es menor que
el niimero de aristas que existen dentro de la propia comunidad C.

Intuitivamente, la adicién de aristas internas o la eliminacién de aristas externas entre
comunidades de G, hara que éstas se fortalezcan y, en consecuencia, la estructura de G sera
mas clara. Del mismo modo, la eliminacién de aristas internas y la adicién de aristas exter-
nas, disminuira la densidad interna de una comunidad, y como resultado, se vera afectada la
estructura de G. El proceso de actualizaciéon es muy complicado y dificil, puesto que cualquier
cambio insignificante en la topologia del grafo, posiblemente, podria conducir a una trans-
formacién impredecible de la estructura de comunidad. Con el fin de reflejar estos cambios
en una red compleja, el modelo de grafo subyacente se actualiza con frecuencia por cualquier
inserciéon o extraccién de un nodo o un conjunto de nodos, o una arista o un conjunto de
aristas. En base a lo anterior, los cambios en el grafo se pueden ver como una coleccién de
eventos simples, cuyos detalles son los siguientes:

» newNode(V + u): Un nuevo nodo u y su(s) arista(s) adyacente(s) se insertan.

» removeNode(V — u): Un nodo u y su(s) arista(s) adyacente(s) se eliminan del grafo.

newFEdge(E + e): Una nueva arista e que conecta a dos nodos existentes se inserta.

s removeEdge(E — e): Una arista e es eliminada del grafo.
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6.6.1. Inserciéon de nuevo nodo

Cuando un nuevo nodo u y sus aristas asociadas son introducidas en el grafo, las posibi-
lidades son (1) u puede venir sin arista adyacente o (2) con muchas aristas que conectan una
0 mas posiblemente comunidades solapadas. Si u no tiene arista adyacente, simplemente u se
une en el conjunto de valores atipicos y se preserva la estructura de comunidad actual. El caso
interesante sucede, y lo hace normalmente, cuando u viene con varias aristas que conectan una
o mas comunidades existentes. Dado que las comunidades de la red pueden solaparse entre si,
es necesario determinar a cuales primero u debe unirse con el fin de maximizar la densidad
interna ganada. Por la Proposicién 2, se da una condicién necesaria para un nuevo nodo con
el fin de unirse a una comunidad existente, es decir, el algoritmo unird al nodo u en C si el
nimero de aristas que tiene u para C es suficiente:

C -1
Sin embargo, el no cumplimiento de esta condicién no implica que u no deba pertenecer
a (', ya que potencialmente puede reunir alguna subestructura de C' para formar una nueva

comunidad (Figura 18), razén por la cual también se maneja dicha posibilidad. E1 Algoritmo 5
presenta el procedimiento.

dyi > (22)

Algoritmo 5 Inserciéon de un nuevo nodo
Input: Estructura de comunidad actual ;1
Output: Una estructura de comunidad actualizada 2
1: Cp,Cs,...,Cy < Comunidades adyacentes de u;
2: fori=1to k do

3 if dyy > 4] then

4: C; +— C; U {u},

5. else

6: C <+ N(u)NCj;

7: if (C) > 7(C) and |C| > 4 then
8: C;+~ C;U {u},

9: end if

10: end if

11: end for

12: /*Comprobar nuevas comunidades desde valores atipicos™/
13: for v € Cy and Com(v) N Com(u) = 0 do

14:  C = N(u)NN(v);

15:  if ¢(C) > 7(C) and |C| > 4 then

16: Definir C' como una nueva comunidad;
17:  end if
18: end for

19: Combinar comunidades solapadas sobre C1, Cs, ..., Cr y Co;
20: Actualizar (;
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Figura 18: Cuando un nuevo nodo u es insertado, u podria reunir algunos nodos de una
comunidad existente (rojo) para formar una nueva comunidad (amarillo).

Proposicion 2. Suponer que u es un nodo recién insertado con aristas dy; para cada comu-
‘ S , 2|Cin
nidad adyacente C;, u se unird en C; st dy; > %

6.6.2. Inserciéon de nueva arista

Cuando se inserta en el grafo una nueva arista e = (u, v) que conecta dos nodos existentes
u 'y v, se pueden dar cuatro escenarios diferentes: (1) e es la tnica arista dentro de una sola
comunidad C, (2) e est& dentro de la intersecciéon de dos (0 mas) comunidades, (3) e se une a
dos comunidades que se encuentran separadas y (4) e esta cruzando comunidades solapadas. Si
e estd totalmente dentro de una comunidad C, su presencia va a fortalecer la densidad interna
de C, ya que la adiciéon de e no debe dividir a la comunidad actual C en subestructuras
més pequenas. La misma reaccién se aplica en el segundo subcaso cuando e esta dentro de
la interseccion de dos comunidades, ya que sus densidades interiores se incrementan. Asi, en
estos dos primeros casos, la estructura actual del grafo queda intacta. El manejo de los dos
ultimos subcasos es complicado, ya que cualquiera de ellos pueden, o no, tener efecto sobre la
estructura actual del grafo o de forma impredecible formar una nueva comunidad, y ademas se
pueden solapar o combinar con otros (Figura 19). Se sabe que cuando una nueva arista (u,v)
se introduce entre dos comunidades disjuntas Cy, y C,,, ni v ni v deben trasladarse a C,, o C,.
Sin embargo, todavia existe una posibilidad de que la insercién de esta nueva arista, junto
con algunas subestructuras de C,, o C,, sea suficiente para formar una nueva comunidad que
puede solaparse no sélo con Cy, y Cy, sino también con otras comunidades. Los otros subcasos
se manejan de manera similar. El Algoritmo 6 describe este procedimiento.
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Algoritmo 6 Insercién de una nueva arista (u,v)

Input: Estructura de comunidad actual ;1
Output: Una estructura de comunidad actualizada 2

1. if ((u,v) € a una sola comunidad OR (u,v) € C,, N C,) then
2: Cy Ct—l;

3: else

4:  if Com(u) N Com(v) = () then

5: C + N(u) N N(v);

6: if ¥(C) > 7(C) then

7 Definir C' como una nueva comunidad;

8: Comprobar para combinar en Com(u), Com(v) y C;
9: else

10: for D € Com(u)(or D" € Com(v)) do

11: if (DU {v}) > 7(D)(or (D" U {u}) > 7(D")) then
12: D <+ DU {v}(or D'+ D" U{u});

13: end if

14: end for

15: Combinar comunidades solapadas sobre D's(or D');
16: end if

17: Actualizar €Qy;

18:  end if

19: end if

(a) (b)

Figura 19: (a) El grafo con 4 comunidades disjuntas (no solapadas) (b) Cuando se afiade la
arista central, el centro de nodos forma una nueva comunidad (amarillo).

6.6.3. Eliminacion de nodo

Cuando un nodo u se elimina del grafo, como consecuencia, todas sus aristas adyacentes
también se eliminaran. Si u es un nodo atipico, simplemente se elimina u y sus correspondientes
aristas de la estructura actual y las comunidades del grafo se mantendran sin cambios. En
situaciones en que w no es un nodo atipico, la comunidad resultante es compleja de tratar.
Para dar una idea de este efecto, considerar los dos ejemplos ilustrados en la Figura 20. En
el primer ejemplo, cuando C' es casi un clique completo, la eliminacién de cualquier nodo no
va, a romper esa comunidad. Sin embargo, si se elimina un nodo se tienden a unir los otros
nodos dentro de una comunidad, la subestructura sobrante se divide en una méas pequena,
junto con un nodo que posteriormente se fusioné con una de sus comunidades cercanas. Por
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lo tanto, la identificacion de los restos de la estructura de C' es tarea vital una vez que el nodo
u se elimina de C. Para controlar dicho escenario, primero se examina la densidad interna
de C excluyendo el nodo eliminado u. Si el nimero de aristas internas aun es suficiente,
por ejemplo ¢¥(C \ {u}) > 7(C \ {u}), se pueden mantener con seguridad las comunidades
actuales del grafo. De lo contrario, se aplica el Algoritmo 2 en el subgrafo inducido por
C'\ {u} para identificar rapidamente las subestructuras sobrantes en C, y luego dejar que
estas subestructuras (comunidades) busquen un conjunto de nodos sin asignar de manera tal
que les ayuden a aumentar sus densidades internas. Por dltimo, a nivel local, se comprueba
para la combinacién de comunidades, en su caso, mediante el uso de un algoritmo similar al
Algoritmo 3.

Algoritmo 7 Eliminaciéon de un nodo

Input: Estructura de comunidad actual £2;_1
Output: Una estructura de comunidad actualizada 2
1: for C € Com(u) and ¥(C \ {u}) < 7(C'\ {u}) do

2. LC < Comunidades locales por el Algoritmo 2 en C' \ {u};
3:  for C; € LC and |C;| > 4 do

4: S; < nodos tal que ¥Y(C; U S;) > 7(C; U S;);

5: C; + C; US;;
6
7
8
9

end for
Combinar comunidades solapadas sobre LC,

. end for
(a) (b)

: Actualizar Qy;
Figura 20: (a) Dos comunidades solapadas (b) Cuando se retira el nodo central, la nueva
estructura se compone de dos comunidades disjuntas (no solapadas).

6.6.4. Eliminacion de arista

Cuando una arista e = (u,v) es eliminada, ocurre algo similar al insertar una nueva arista
(1) e esta entre dos comunidades disjuntas, (2) e esta dentro de una tnica comunidad, (3) e
estd dentro de la interseccion de dos (o mas) comunidades y, finalmente, (4) e esté cruzando
comunidades solapadas. En el primer subcaso, cuando e cruza dos comunidades disjuntas, su
eliminacion hard que la estructura del grafo sea méas clara (ya que ahora habran menos aristas
entre comunidades), y por lo tanto, las comunidades actuales se mantendrén sin cambios.
Cuando e estd dentro de una unica comunidad C, el manejo de su eliminacion es complicado,
va que esto puede conducir a una transformacién impredecible de dicha comunidad: C' podria
ser inalterada o bien descompuesta en partes mas pequenas si contiene subestructuras que
sean menos atractivas unas con otras, como se muestra en la Figura 21. Por lo tanto, el
problema de identificar la estructura de la comunidad restante se convierte en la parte central
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no sélo para este caso, sino también para los deméas. Para resolver lo anterior, primero se
verifica la densidad interna de la comunidad restante y, una vez mas se utiliza el Algoritmo 2
y a nivel local se identifican las subestructuras sobrantes. A continuacién, se comprueba la
combinacién de comunidades, ya que estas estructuras posiblemente pueden solaparse con las
comunidades existentes en el grafo. El procedimiento detallado se describe en el Algoritmo 8.

Algoritmo 8 Eliminacion de una arista

Input: Estructura de comunidad actual Q;_1
Output: Una estructura de comunidad actualizada (2,
1: if (u,v) es una arista atipica then

2 Q= (@1 \ {uv}) U{u} U foh:

3: else if d, =1 (or d, = 1) then

40 =1\ Cl)U{utul(v);

5: else if C' = C(u)NC(v) = then
6
7
8
9

: Q= Qy1;
. else if Y(C\ (u,v)) < 7(C\ (u,v)) then
LC <+ Comunidades locales por el Algoritmo 2 en C'\ (u,v);
Definir cada L € LC como una comunidad local de €;_1;
10:  Combinar comunidades solapadas en L’s;
11: end if
12: Actualizar €

(a) (b)

Figura 21: (a) La comunidad de origen (b) Cuando se quita la arista de puntos, la comunidad
se divide en dos comunidades solapadas.

6.7. Extension para grafos ponderados no dirigidos

Teniendo en cuenta los pesos en las aristas del grafo, se hace una abstraccién de la red a
un grafo ponderado no dirigido.
6.7.1. Definiciones relacionadas

Definiciéon 1. (grafo ponderado no dirigido) Sea G = (V,E,W) un grafo ponderado no
dirigido en donde V' es el conjunto de todos los nodos, E = {(u,v)|u,v € V'} representa el
conjunto de todas las aristas, W = {wy, € Rlu,v € V;} es el peso del conjunto de aristas,
Wy es el peso de la arista (u,v).
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Definicion 2. (interactividad) Para cualquier comunidad C; € Q, si u € V', tenemos que
w’™ denota la suma de los pesos de las aristas desde el nodo u hacia los otros nodos de la
comunidad C;. Si w™ no es igual a cero, entonces existe interactividad entre el nodo u y la
comunidad Cj.

Definicion 3. (comunidad atipica) Para cualquier comunidad C; € Q, siu € V y w™ = 0,
entonces u es llamado un valor atipico en relacion con la comunidad C;.

Definicion 4. (comunidad frontera) Para cualquier C;,Cj € Q, si uw € C; y u es interactivo
tanto con C; como con Cj, entonces u es llamado nodo frontera de la comunidad C;, y el
conjunto F; = {u|u € C;,u es un nodo frontera de C;} es llamado frontera de la comunidad

C;.

Definicion 5. (nodo puente) Si C = C;NCj yu € C y u es un vecino muy cercano de al
menos un nodo dentro de C; y Cj, entonces u es llamado nodo puente entre C; y Cj.

6.7.2. Modelo de red dinamica

Sea Go = (Vp, Ep, Wy) la red original de entrada y Gy = (V;, Et, W;) una imagen de la
red original registrada en el tiempo t. Denotemos AVy, AFE; y AW, respectivamente como
los conjuntos de nodos, aristas y pesos de aristas que se anaden o eliminan en la red en el
momento ¢t. Notar que AG; = (AVy, AE;, AW,) describe los cambios en términos generales de
toda la red. La imagen de la red en el tiempo ¢+ 1 se expresa como una combinacién de la red
anterior junto con el cambio o imagen actual Gyy1 = Gy U AG,. Por dltimo, una red dinamica
¢ se define como una secuencia de imagenes de la red evolutiva: ¢ = (Gg, G1,Ga, ...).

6.7.3. Funcién de pesos

La idea es maximizar la funcion W(Q) = > W(C) [16] de forma tal que cuanto més se
acerque a 1, la funcion de densidad 1) [20] podra alcanzar su 6ptimo valor. Tomando en cuenta
esta extension con pesos en las aristas, la deteccién de comunidades solapadas mediante FOCS
se verd limitada por el factor numérico de cada enlace, entre mas alto el valor, o mas cercano
a la media con respecto al valor méaximo permitido, y dependiendo de la densidad interna de
aristas en la comunidad, la estructura de comunidad serd mas fuerte.

in in
1 w,,! * Wy

W) =— 3 (wao — )y eo,...,1] (23)

2w

Donde wy, € [1,...,10] (enteros) es el peso de la arista (u, v), considerando que un menor
peso denota baja afinidad entre nodos, en cambio, una arista con un peso muy cercano a
diez expresa una fuerte relacién entre dos nodos, w'™ es la suma de los pesos de las aristas
incidentes en u, w es la suma de los pesos de todas las aristas de la comunidad C'. En base a
la ecuacion anterior, la funcion de densidad ¢ (C) serd dependiente del peso de cada uno de
los enlaces de la comunidad C' (ecuacion 24), esto con el fin de garantizar la bondad de dicha
comunidad no sélo tomando en cuenta la cantidad de aristas internas existentes, sino también
SUS Pesos.

Pu(C) = 9(C) x W(C) (24)

De esta forma, la aplicacion de la ecuacion 23 serd reflejada en FOCS a través de la
basqueda de comunidades locales en una red ponderada no dirigida.
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Algoritmo 9 Bisqueda de comunidades locales ponderadas
Input: G = (V,E,W)
Output: Una Coleccién de comunidades €2,

1. for (u,v) € E do

2. if Com(u) N Com(v) = then

3 Dejar que C = {u,v} U N(u) N N(v);

4 if ¢,(C) > 7(C) and |C| > 4 then

5: Definir C como una comunidad local;

6 /*Se incluye C dentro de la estructura de comunidades™/
7 Q, =Q,U{C}

8 end if

9: end if

10: end for

6.7.4. Procesando cambios en los pesos de las aristas

Se tiene que AG = (AG1, AGa, AGs, ..., AG},) representa la evolucion del grafo durante
el tiempo At, donde AG; representa un cambio importante. Las modificaciones de los pesos
de las aristas en el periodo de tiempo At se pueden expresar mediante los siguientes eventos:

» IncreaseTheEdgeW eight(W 4+ AW): Se incrementa el peso de una arista.

» ReduceTheEdgeW eight(W — AW): Se disminuye el peso de una arista.

Los cambios en los pesos de las aristas afectaran directamente el valor de densidad interna
de las comunidades, v por ende se producirdn cambios en sus estructuras. Si se aumenta o
disminuye el peso de una arista (u,v) que pertenece a la comunidad Cj, la afinidad y densidad
interna de dicha comunidad se fortalecera o debilitara, debido al aumento o disminucién del
peso en el grado de los nodos u y v. Si la arista (u,v) es un nexo de conexion entre las
comunidades disjuntas C; y C}, entonces su respectiva estructura de comunidad serd mas o
menos evidente al aumentar o reducir el peso de la arista (u,v). Para otros casos, como el
aumento o disminucién del peso en una arista que afecta la relacién entre dos comunidades
solapadas, se generaran diversos cambios, en donde serd necesario aplicar FOCS en el area
local afectada.
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6.8. Resultados experimentales

En esta seccién, se presentan resultados reales de AFOCS implementando la extensién
para grafos ponderados no dirigidos, se comparan los resultados frente a otros algoritmos
dindmicos como iLCD [11], OSLOM [29] y LabelRankT [47]. Las pruebas se llevaron a cabo
en una computadora con procesador intel core 15, con 4 gigabyte de RAM, en entorno windows.

Meétricas: Las métricas a evaluar son:

1. Informaciéon Mutua Normalizada (NMI) [28]: Enfocada en el solapamiento de comuni-
dades, mide la cantidad de informacién que se comparte entre un par de comunidades
(4, Cy, sus valores estan en el rango |0,1], donde NMI(C1,Cy) = 1 si sus estructuras son
idénticas y NMI(C1,C) = 0 si el par de comunidades son totalmente independientes.

2. Tiempo de ejecucion (seg.): Mide la cantidad de tiempo en segundos que un algoritmo
se demora en la deteccion de comunidades solapadas, como también en el procesamiento
de cada imagen del grafo original.

3. Modularidad (Q)) [31]: Mide la calidad de las comunidades encontradas en términos de
cohesion interna, es decir, valora la cantidad de aristas dentro una comunidad por sobre
aquellas que se encuentran entre comunidades. Valores () negativos o muy cercanos a
cero, puede insinuar la existencia de subgrafos con muy pocas aristas internas y muchas
aristas entre comunidades. Por lo general una modularidad de 0.3 da indicios de una
buena estructura de comunidad.

6.8.1. Estadisticas Grafo sintético

Conjunto de datos: Se ha usado un grafo ponderado no dirigido generado por el bench-
mark LFR [27], estructurado para evaluar la deteccion de comunidades solapadas. Este tipo
de redes contienen solapamiento de comunidades de diferentes tamanos que capturan las ca-
racteristicas internas de las redes del mundo real.

Configuracion: Los pardmetros introducidos en el benchmark LFR para generar el grafo
sintético son: ndmero de nodos N = 1000, grado promedio k = 15, grado maximo ky,qz = 50,
minimo exponente de la secuencia de grado t; = 2, minimo exponente de distribucién de
tamano de comunidad to = 1, tamano minimo comunidad ¢, = 20, tamano maximo comu-
nidad ¢4 = 50, cantidad de comunidades a las que pertenece un nodo o,, = 2, parametro de
mezclado p=0.1. Para la deteccion de comunidades solapadas en AFOCS+W se ha ingresado
como parametro de entrada el umbral de solapamiento 5=0.5.

En la figura 22 se realiza la comparacion entre el NMI y p (parametro de mezclado) que
indica la relacién entre la conectividad de un nodo con su comunidad y el resto del grafo,
acd se muestra que a medida que aumenta p el algoritmo con peor rendimiento es iLCD,
puesto que sus comunidades detectadas se hacen menos definidas y es mayor su dificultad
para detectar comunidades solapadas, mientras que AFOCS es competitivo frente a OSLOM,
siendo este ultimo 4.5 % maés efectivo, ya que a medida que las comunidades se hacen menos
definidas sigue siendo capaz de encontrar correctamente dichas comunidades.
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Figura 22: Resultados de NMI vs pu de AFOCS frente a otros algoritmos dindmicos, en un
grafo ponderado no dirigido. (ver datos en tabla A3)

Se procesaron seis imagenes del grafo original, las primeras cinco imagenes representan 768
inserciones de aristas cada una, mientras que la tltima imagen contiene dos eliminaciones de
nodos y una eliminacién de arista. Como se muestra en la figura 23, LabelRankT comienza con
el més alto NMI, pero a medida que evoluciona el grafo mediante la insercién de aristas, cada
vez van existiendo menos comunidades afines entre si, por tanto, la cantidad de aristas entre
comunidades disminuye progresivamente, caso similar ocurre en OSLOM e iLCD, mientras
que AFOCS presenta resultados alentadores, a medida que se avanza en el tiempo la deteccién
de comunidades solapadas es méas evidente atin con la eliminacién de nodos y arista, el NMI
aumenta paralelamente con el paso de imagenes, siendo 50.2 % mas efectivo que LabelRankT.
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Figura 23: Resultados de NMI segiin cada imagen del grafo original. Se hace la comparacion
de la calidad de deteccién de comunidades solapadas en una red dindmica con pesos segin
AFOCS, OSLOM, iLCD y LabelRankT. (ver datos en tabla A4)

Tiempo de ejecucion (seg) por imagen (t)
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Figura 24: Tiempo de ejecucién de AFOCS y otros algoritmos dindmicos segin la evoluciéon
del grafo original. (ver datos en tabla A5)
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El tiempo de procesamiento ilustrado en la figura 24 presenta diferencias de acuerdo a
la complejidad y calidad de deteccion de cada algoritmo, puesto que iLCD a medida que
procesa cada imagen detecta menos solapamiento entre comunidades, por ende, su tiempo de
ejecucion es linealmente minimo, caso similar ocurre con LabelRankT, con la salvedad que
este ultimo es capaz de detectar correctamente mas comunidades solapadas que iLCD. Los
altos niveles de NMI de AFOCS penalizan en cierta medida sus tiempos de procesamiento,
siendo 10.3x més lento que LabelRankT. Entre mas alto sea el NMI y menor sea el tiempo
de procesamiento, mejor serd el algoritmo, AFOCS presenta una alta calidad de deteccion
de solapamiento en una red dindmica, su tiempo de ejecucién a pesar de no sera tan bajo,
tiende a disminuir a medida que se insertan aristas, por lo que en términos generales presenta
resultados prometedores.

6.8.2. Estadisticas Grafo real

Conjunto de datos: Se ha usado un grafo ponderado no dirigido que modela un extracto
de la red social Facebook, representando un circulo social anénimo entre diversas personas
seglin intereses comunes.

Configuracion: El grafo esta compuesto por 63732 nodos y 408553 aristas. La evoluciéon
de la red social esta representada por 25 imagenes dado un tiempo ¢, cada imagen representa
la creacion de entre 16000 a 17000 nuevas relaciones dentro de grupos sociales, produciéndose
la insercién o migraciéon de entre 500 a 7000 personas en nuevas comunidades sociales segin
intereses comunes, la cantidad de nodos y aristas insertados/as en cada imagen se grafican
en la figura 27 y figura 26, respectivamente. Para la deteccién de comunidades solapadas en
AFOCS+W se ha ingresado como parametro de entrada el umbral de solapamiento 5=0.7.

En la figura 25 se realiza la comparaciéon entre el NMI y pu, se muestra que a medida
que aumenta u las comunidades se hacen menos definidas, por lo que se repite el escenario
para iLCD como el algoritmo con peor rendimiento, puesto que en funcién del aumento del
pardmetro de mezclado presenta mayores dificultades para detectar correctamente comunida-
des solapadas, mientras que AFOCS sigue siendo competitivo transforméndose en el segundo
algoritmo con mejor rendimiento de NMI, solo con un 4.9 % menos efectivo que OSLOM.
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Figura 25: Resultados de NMI vs p de AFOCS frente a otros algoritmos dindmicos, en un
grafo que modela un extracto de la red social Facebook. (ver datos en tabla A6)
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Figura 26: La estructura de cada imagen conforme a la inserciéon de nuevas aristas en la red
Facebook dado un tiempo ¢. (ver datos en tabla AT)
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Figura 27: La estructura de cada imagen conforme a la inserciéon de nuevos nodos en la red
Facebook dado un tiempo ¢. (ver datos en tabla AT)

La red dindmica presenta 25 cambios a través del tiempo, compuesta cada una por inser-
cioén de nodos y aristas como se ilustra en la figura 27 y figura 26, respectivamente. Al observar
la figura 28, nuevamente LabelRankT comienza con el mas alto NMI, manteniendo su alza
hasta t = 7 , en t = 8 comienza a detectar comunidades poco afines entre si, disminuyendo
progresivamente el nivel de solapamiento, caso similar ocurre en OSLOM e iLCD, en cambio,
AFOCS si bien presenta el peor comienzo en NMI da luces de resultados alentadores, ya que
a medida que se avanza en el tiempo, la detecciéon de comunidades solapadas es mas evidente,
debido a la gran cantidad de informacién que comparten miembros con miembros de otras
comunidades, el NMI aumenta paralelamente con el paso de imégenes, s6lo hasta ¢ = 20 donde
se tiende a estacionalizar el comportamiento de la red, traduciéndose en una efectividad de
6.9 % por sobre su perseguidor LabelRankT.
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Figura 28: Resultados de NMI segiin cada imagen del grafo original. Se hace la comparacion
de la calidad de deteccién de comunidades solapadas en un extracto de Facebook contrastando
los resultados de AFOCS, OSLOM, iLCD y LabelRankT. (ver datos en tabla AS)

A medida que las comunidades son mas definidas en cuanto a los niveles de informacién
que se comparten entre ellas, el tiempo de procesamiento para su deteccion se verd afecta-
do. Como se ilustra en la figura 29, OSLOM mantiene sus altos tiempos de respuesta para
procesar cada imagen de la red original, siendo 16x més lento que el resto de los algoritmos.
La alta puntuacion de NMI que registra AFOCS se respalda con sus competitivos tiempos
de procesamiento, si bien, al igual que iLCD y OSLOM en un comienzo la deteccién inicial
de comunidades solapadas demanda el doble de tiempo que el resto de la serie de tiempo, a
medida que se introducen cambios en la red, AFOCS es capaz de generar cambios localizados
en el grafo, minimizando al méximo los tiempos de respuesta, produciéndose una diferencia
de tiempo de 0.61 segundos que es casi despreciable para el tratamiento de redes grandes.
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Figura 29: Tiempo de ejecucion de AFOCS y otros algoritmos dinamicos segtn la evolucion
de la red Facebook en cada tiempo t. (ver datos en tabla A9)

Teéricamente una fuerte cohesién interna es importante para cada comunidad, ya que
da indicios de una amplia comunicacién entre la mayoria de sus miembros, pero una débil
cohesi6én interna da senales de masivas conexiones entre grupos, apuntando a un alto nivel
solapamiento entre comunidades. Como se muestra en la figura 30, la peor modularidad la
presenta el algoritmo iLCD, revelando la existencia de pocas aristas dentro de cada comu-
nidad detectada, lo que denota la conformacién de muchas comunidades pequenas que se
solapan con otras, pero atn asi, las comunidades se encuentran poco definidas en cuanto a
su disminuida estructura interna. Valores de modularidad sobre 0.3 da senales de una buena
estructura de comunidad, LabelRankT y OSLOM presentan la mejor modularidad que se
mantiene conforme evoluciona la red dinamica, esto se explica contrastando con los resulta-
dos de la figura 28, donde el NMI que da senales del solapamiento de comunidades decrece a
medida que se introducen cambios en el grafo, revelando la existencia de pocas aristas entre
comunidades en desmedro de una fuerte cohesion interna. En el caso de AFOCS, muestra los
valores de modularidad méas bajos después de iLCD, presentando un 38.4 % de peor cohesion
interna que LabelRankT, sus valores se encuentran en ciertos mérgenes de aceptacion a pesar
del alto solapamiento que es capaz de detectar.
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Figura 30: Resultados de Modularidad (Q) segun la evolucién de la red Facebook. Se hace
la comparacién de la calidad de las comunidades encontradas dentro de la red Facebook
contrastando los resultados de AFOCS+W, OSLOM, iLCD y LabelRankT. (ver datos en
tabla A10)

W promedio por imagen (t), AFOCS+W
0-35 T T T T

0.345

0.344

0.343 ! ! ! !
Tiempo t

Figura 31: Resultados de W al evaluar las comunidades en cada imagen de la red Facebook.
(ver datos en tabla Al1)
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En la figura 31 se muestran los valores promedios de la funciéon de pesos (W) al evaluar
todas las comunidades detectadas luego del procesamiento de cada imagen realizado por el
algoritmo AFOCS+W, se vislumbra un comportamiento descendente de W a medida que se
generan cambios en el grafo original, quedando en manifiesto que en primera instancia muchas
comunidades candidatas pueden ser afectadas indirectamente para que sean consideradas o
no como comunidades locales o finales. Sin embargo, en la figura 33 se observa que la densi-
dad promedio de las comunidades detectadas luego de procesar cada imagen tiene tendencia
creciente, lo que da cuenta del aumento en el namero de comunidades detectadas como se
muestra en la figura 32, donde a medida que se procesan mas cambios en el grafo el nimero
de comunidades y la densidad de cada comunidad aumenta notoriamente, sobre todo en t = 24
donde el nimero de comunidades aumenta a casi el doble que las detectadas en t = 23, esto
se produce por la alta cantidad de nodos insertados en ¢ = 24. A pesar de que los valores
promedios de la funcién de pesos no son tan altos, aveces no impide en este caso que se formen
més comunidades producto de los altos valores que entrega la funciéon de densidad.

Nuamero de comunidades por imagen (t), AFOCS+W
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Figura 32: Estructura de comunidades detectadas por AFOCS+W luego de procesar cada
imagen de la red Facebook. (ver datos en tabla A12)
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Figura 33: Funcion de densidad promedio de las comunidades detectadas por AFOCS+W
luego de procesar cada imagen de la red Facebook. (ver datos en tabla A13)
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7. Herramientas para anilisis de grafos

A continuacion se presentan diversas herramientas que permiten efectuar un anéalisis y
evaluacion de grafos.

IGraph

IGraph es una libreria de co6digo abierto, distribuida bajo licencia GPL, para el estudio y
analisis de redes/grafos. Los principales objetivos de esta libreria son proveer un conjunto de
tipos de datos y funciones para una facil implementacién de algoritmos de grafos, un manejo
rapido de grandes grafos con millones de nodos y aristas, y permitir un rapido prototipado por
medio de un lenguaje de alto nivel como R. IGraph permite manipular tanto grafos dirigidos
como no dirigidos, no admite la implementacion de hipergrafos. Por otro lado, cuenta con
implementaciones de problemas tipicos de teoria de grafos como arboles de expansién minima
y flujo de red, también implementa algoritmos para algunos métodos de anélisis estructural
dentro de un grafo. IGraph puede ser instalado como un libreria del lenguaje C, como un pa-
quete de R, como un mdédulo de extension de Python o como una extension de Ruby. IGraph
permite la deteccién de comunidades, implementando los siguientes algoritmos: método divisi-
vo de intermediacién propuesto por Newman y Girvan [31], método voraz (greedy) propuesto
por Clauset et al. [15] explicado en la secciéon 5.3.1, algoritmo basado en los vectores propios
de la matriz de modularidad (Leading Eigenvector) propuesto por Newman [33], algoritmo
Spin Glass propuesto por Reichardt [40], algoritmo Walk Trap propuesto por Pascal Pons |38]
y el algoritmo Infomap propuesto por Rossvall y Bergstrom [42] que es explicado en la sec-
cién 5.3.4. IGraph se puede descargar desde el sitio web http://igraph.org.

Gephi

Gephi es una herramienta para la exploracion, navegacion y analisis de grafos. Permite
interactuar con las distintas representaciones, manipular las estructuras, formas y colores que
revelan propiedades ocultas. Utiliza un motor de renderizado 3D para mostrar grandes gra-
fos en tiempo real y para acelerar la exploracién. Gephi se destaca por ser una herramienta
libre de codigo abierto y que corre tanto en Windows, Linux como Mac. Est4 desarrollado en
JAVA y se distribuye bajo licencia GNU GPL 3. Resulta ideal para desplegar graficos repre-
sentados mediante grafos, complejos graficos de visualizaciéon de datos utilizados en anélisis
de redes sociales. Soporta la representaciéon de grafos dirigidos, no dirigidos y mixtos, y por el
momento no permite implementar hipergrafos. Uno de los aspectos mas importantes cubier-
tos por Gephi es la interacciéon en tiempo real, permite modificar propiedades de los nodos
y aristas al mismo tiempo que se modifica la representacion o layout del grafo. Asi mismo,
permite realizar agrupaciones, filtrado, manipulacién, navegacién y proveer un facil acceso
a los datos. Gephi dispone del codigo fuente para su utilizacion y de una API denominada
Gephi Toolkit para desarrollar aplicaciones propias basadas en dicha herramienta. Gephi per-
mite la detecciéon de comunidades en grafos, implementando el Algoritmo de Blondel et al.
explicado en la secciéon 5.3.2. Gephi se puede descargar desde el sitio web https://gephi.org.

Cytoscape
Cytoscape es una plataforma de software gratis y de coédigo abierto de bioinformética

integral, disefiada para la visualizacién de rutas biolégicas y redes de interaccién molecular.
Aunque Cytoscape fue disenado originalmente para la investigacion biolégica, ahora es una
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plataforma general para el complejo andlisis y visualizaciéon de grafos.

Cytoscape permite la adicién de plugins para el analisis de redes complejas, en materia de
deteccién de comunidades, se cuenta con el plugin GLay, el cual ofrece una variada coleccién
de algoritmos de analisis y deteccién de comunidades y funciones de diseno, dindAmicamente
con enlaces desde iGraph. Los algoritmos que se implementan en GLay son el método voraz
(greedy) propuesto por Clauset et al. [15] explicado en la seccion 5.3.1, método voraz (greedy)
propuesto por Wakita [44], algoritmo Walk Trap propuesto por Pascal Pons [38], algoritmo
Label Propagation propuesto por Raghavan et al. [39], método divisivo de intermediacién pro-
puesto por Newman y Girvan [31], algoritmo basado en los vectores propios de la matriz de
modularidad (Leading Eigenvector) propuesto por Newman [33], algoritmo Spin Glass pro-
puesto por Reichardt [40] y el método voraz (greedy) propuesto por Clauset et al. [15] en la
version de iGraph (que es més rapido que la version de GLay). Cytoscape se puede descargar
desde el sitio web http://www.cytoscape.org, y los plugins se pueden descargar desde la
App Store de Cytoscape accediendo a http://apps.cytoscape.org.

Radatools

Radatools es una conjunto de programas de libre distribucién para el anélisis de redes
complejas. Se incluyen algoritmos para la detecciéon de comunidades, ellos son el algoritmo
basado en los vectores propios de la matriz de modularidad (Leading Eigenvector) propuesto
por Newman [33] y el algoritmo de Duch [17] basado en la optimizacién extrema de la modu-
laridad que es explicado en la seccién 5.3.3. Radatools se puede descargar desde el sitio web
http://deim.urv.cat/ sgomez/radatools.php.

Cfinder

Cfinder es un software gratuito para la biisqueda y visualizacién de comunidades solapadas,
implementa el algoritmo Percolacion Clique (CPM) propuesto por Palla et al. [36]. Cfinder
mediante el algoritmo CPM ofrece rapidez y eficiencia para agrupar datos representados por
grandes grafos, como redes sociales y redes genéticas. Cfinder se puede descargar desde el sitio
web http://cfinder.org.

50


http://www.cytoscape.org
http://apps.cytoscape.org
http://deim.urv.cat/~sgomez/radatools.php
http://cfinder.org

8. Conclusion

El presente trabajo ha servido para indagar en detalle sobre la mineria de grafos enfo-
cada desde las redes sociales, las cuales son modeladas desde una perspectiva novedosa. La
inmersién en el estado del arte y el estudio de los elementos matematicos de la teoria de
grafos ha ayudado para tener el conocimiento base acerca de las propiedades que poseen este
tipo de estructuras, y como estas propiedades son importantes para concebir el concepto de
comunidad dentro de una misma red.

La aplicaciéon de distintos tipos de algoritmos de acuerdo a un modelo matematico determi-
nado, ha dado a conocer las definiciones intrinsecas del concepto de comunidad. Comprender
la l6gica e implementaciéon de los métodos tradicionales de deteccion de comunidades disjuntas
y solapadas, ha permitido ampliar el conocimiento para estudiar algoritmos mas avanzados.
La utilizacion de métricas que ayudan a medir la calidad de deteccién de comunidades de los
algoritmos, se transforman en herramientas indispensables para apoyar el mejoramiento de
métodos existentes o la creacién de algoritmos nuevos.

Es asi, como el propésito final del presente trabajo ha sido estudiar la estructura de
comunidades solapadas en redes dindmicas, aquellos grafos que cambian con el tiempo y ge-
neran progresivamente nuevas estructuras de comunidad. En primera instancia, se estudi6 e
implement6 AFOCS, algoritmo dindmico capaz de detectar comunidades solapadas en redes
estaticas y dindmicas mediante dos fases, la primera comienza con FOCS en que se detectan
las primeras comunidades solapadas del grafo original, luego aplicando una medida de pun-
tuacion se realiza un refinamiento de deteccién de comunidades solapadas, donde aquellas que
se encuentran muy unidas se fusionan en una sola comunidad, teniendo como consecuencia
aumentar la densidad interna total de la nueva estructura de comunidad, un punto importan-
te, es que FOCS tiene siempre en consideracion la existencia de nodos atipicos, con el objetivo
de analizar su integraciéon una vez completada la etapa de refinamiento, para conseguir que
la densidad interna de cada comunidad aumente y su estructura sea aun més definida. En la
segunda fase, se ejecuta AFOCS, donde analiza la conformacion de comunidades solapadas
en funcién de los cambios introducidos en el grafo, es decir, se basa en la historia evolutiva
de la red para actualizar de manera adaptativa la estructura de comunidad, esto se efectua
tomando en cuenta el resultado de los cambios introducidos en la tltima imagen del grafo al
realizar una insercion y/o eliminacién de un nodo y/o arista, atacando solamente la(s) zona(s)
afectada(s) por el cambio.

Luego de estudiar el algoritmo dinamico AFOCS sobre grafos no dirigidos y sin pesos,
se propuso el desafio de integrar pesos en las aristas (conservando su simetria), a modo que
la detecciéon y conformacién de comunidades también dependa del peso en la relacion entre
cada par de nodos vy no sélo de la cantidad de aristas internas que posee cada comunidad.
Al realizar las pruebas implementando la extension de AFOCS para grafos ponderados no
dirigidos, se llegaron a resultados competitivos, puesto que el algoritmo sigue siendo capaz
de encontrar una buena definiciéon de comunidades solapadas junto con mostrar un aceptable
nivel de cohesién interna de cada comunidad, con lo cual cumple con el principio de la métrica
mas popular utilizada para medir la calidad de las particiones, la modularidad.
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Anexo A Tablas de resultados experimentales

1w | AFOCS+W | iLCD | OSLOM | LabelRankT
0.05 0.9923 0.8972 0.9971 0.9102
0.2 0.9343 0.8021 0.9923 0.8901
0.4 0.9123 0.5432 0.9821 0.6521
0.6 0.8512 0.2341 0.9723 0.5922
0.8 0.0432 0.0012 0.0512 0.0322
1.0 0.0022 0.0001 0.0123 0.0012

Tabla A3: Valores de NMI segin el pardametro de mezclado p en un grafo sintético ponderado
no dirigido.

t | AFOCS+W | iLCD | OSLOM | LabelRankT
0 0.7708 0.8323 | 0.7721 0.9231
1 0.8099 0.781 0.8123 0.8723
2 0.8312 0.6632 0.678 0.8423
3 0.8245 0.6055 | 0.5909 0.7822
4 0.9032 0.5634 | 0.5621 0.5433
5 0.9207 0.5511 0.4231 0.6723
6 0.9402 0.5212 | 0.3789 0.4379

Tabla A4: Valores de NMI en cada tiempo t en funcién de los cambios introducidos en un
grafo sintético ponderado no dirigido.

t | AFOCS+W | iLCD | OSLOM | LabelRankT
0 4.2632 1.6233 5.1021 0.6452
1 2.8753 0.2123 4.3123 0.109
2 1.7872 0.2367 | 4.0021 0.1898
3 1.6313 0.2231 4.7812 0.1212
4 1.2320 0.2432 4.2122 0.2147
5 1.5334 0.2001 4.2130 0.0921
6 2.3134 0.2199 4.0122 0.1455

Tabla A5: Tiempo (seg.) de ejecucion en el procesamiento de los cambios del grafo sintético
ponderado no dirigido en cada imagen de tiempo t.

© | AFOCS+W | iLCD | OSLOM | LabelRankT
0.05 0.9521 0.9131 0.96 0.9422
0.2 0.9109 0.8221 0.9472 0.9102
0.4 0.8611 0.4201 0.9299 0.7709
0.6 0.711 0.3328 0.8865 0.6266
0.8 0.0291 0.0027 | 0.01922 0.0395
1 0.0019 0.0001 | 0.01832 0.0021

Tabla A6: Valores de NMI segun el pardmetro de mezclado p en un grafo real (facebook)
ponderado no dirigido.
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t | N° nodos | N° aristas
1 587 16968
2 506 17062
3 434 16957
4 700 17086
5) 533 16973
6 730 16964
7 700 16953
8 765 16985
9 835 16997
10 848 17005
11 1141 16986
12 866 16965
13 985 16958
14 1107 16956
15 1034 16969
16 1344 17009
17 982 16979
18 1132 17052
19 1445 16952
20 2088 16952
21 2026 16972
22 2558 16953
23 3695 16953
24 7024 16951
25 7T 980

Tabla A7: Cantidad de nodos y aristas insertadas en cada imagen de tiempo ¢ del grafo real
(facebook) ponderado no dirigido.
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t | AFOCS+W | iLCD | OSLOM | LabelRankT
0 0.7092 0.77312 | 0.7543 0.8523
1 0.7345 0.7532 0.7134 0.8546
2 0.729 0.7812 0.7531 0.8578
3 0.7231 0.79132 | 0.7711 0.8496
4 0.7489 0.7431 0.7632 0.8342
b} 0.7512 0.7313 0.7421 0.8331
6 0.7589 0.7231 0.7369 0.8532
7 0.7565 0.6966 0.7109 0.8165
8 0.7823 0.6775 0.6854 0.7821
9 0.7845 0.6894 0.6933 0.71239
10 0.7732 0.6743 0.69 0.6923
11 0.7912 0.6509 0.6623 0.6839
12 0.8131 0.6496 0.61312 0.6981
13 0.8231 0.6311 0.6165 0.6805
14 0.8398 0.6398 0.6098 0.6722
15 0.8412 0.6195 0.5812 0.6536
16 0.8523 0.6104 0.5633 0.7231
17 0.8641 0.6041 0.5501 0.7345
18 0.8523 0.59821 0.5312 0.6934
19 0.8823 0.5912 0.5406 0.6614
20 0.8213 0.5723 0.5276 0.66
21 0.8313 0.5677 0.5033 0.6588
22 0.8299 0.5508 0.5211 0.6543
23 0.8139 0.5311 0.50996 0.6231
24 0.8023 0.5199 0.4898 0.6119
25 0.83131 0.4923 0.49 0.6093

Tabla A8: Valores de NMI en cada tiempo ¢t en funcién de los cambios introducidos en un
grafo real (facebook) ponderado no dirigido.
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t | AFOCS+W | iLCD | OSLOM | LabelRankT
0 4.8122 4.2632 | 15.2311 4.6322
1 2.1316 2.0912 | 17.3213 2.0423
2 1.7872 1.6276 | 16.4324 1.5344
3 1.6313 1.6020 | 16.2333 1.3356
4 1.2320 1.0330 | 14.0982 0.9321
5] 1.6334 1.1314 | 14.3212 1.0232
6 2.3134 1.9022 | 16.4244 1.4322
7 2.03210 1.5323 | 17.3122 1.3123
8 2.04120 1.8998 | 16.5511 1.6543
9 2.00120 1.6744 | 17.3213 1.6112
10 2.7213 2.0901 | 15.0933 2.1112
11 2.3431 1.6762 | 15.7889 1.7345
12 2.301 1.9822 | 15.2323 1.8775
13 2.2111 1.7622 | 14.2098 1.7099
14 2.09123 1.5343 | 15.2092 1.499
15 2.3132 1.3341 | 16.0993 1.2767
16 3.41123 2.0091 | 17.2333 2.1092
17 2.3123 1.7662 | 16.9882 1.5632
18 2.6543 1.9899 | 16.6766 1.8922
19 2.4323 1.3001 | 17.6533 1.12
20 2.099 1.4332 | 18.2432 1.4092
21 2.0999 1.3989 | 15.4121 1.4453
22 2.6712 1.7863 | 16.0901 1.8909
23 2.4322 1.6612 | 15.4331 1.5234
24 2.3111 1.6231 | 14.3431 1.5092
25 2.3213 1.9832 | 16.4322 2.0167

Tabla A9: Tiempo (seg.) de ejecucién en el procesamiento de los cambios del grafo real (face-
book) ponderado no dirigido en cada imagen de tiempo ¢.
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t | AFOCS+W | iLCD | OSLOM | LabelRankT
0 0.4322 0.2312 0.5431 0.697
1 0.4412 0.1966 0.5321 0.6432
2 0.439 0.1853 0.5422 0.5921
3 0.4121 0.1643 0.5498 0.6642
4 0.4396 0.16009 0.5241 0.6341
b} 0.4478 0.16231 0.5212 0.6543
6 0.4589 0.1678 0.4712 0.6123
7 0.4011 0.1633 0.4772 0.6311
8 0.4299 0.1648 0.49812 0.6323
9 0.4356 0.1709 0.5123 0.6544
10 0.4566 0.1748 0.5199 0.6782
11 0.4211 0.1753 0.5266 0.6322
12 0.4001 0.17266 0.5441 0.6912
13 0.4233 0.1605 0.5512 0.7123
14 0.4317 0.1623 0.5341 0.7199
15 0.4321 0.1665 0.5231 0.7056
16 0.4274 0.1634 0.5311 0.7154
17 0.4169 0.14 0.5512 0.7122
18 0.4365 0.1543 0.5508 0.7288
19 0.3916 0.1502 0.5367 0.7316
20 0.41 0.1497 0.5245 0.725
21 0.4094 0.1405 0.5431 0.7198
22 0.4145 0.1314 0.5432 0.7274
23 0.3717 0.1241 0.57123 0.7065
24 0.3632 0.1454 0.5314 0.7237
25 0.3867 0.11508 0.511 0.7129

Tabla A10: Valores de Modularidad (Q) en funcién de los cambios introducidos en el grafo
real (facebook) ponderado no dirigido durante cada tiempo t.
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Tabla A11: Valores promedios de la funcién de pesos (W) de las comunidades detectadas
durante el procesamiento de cada imagen.
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t | N° Comunidades
0 227
1 234
2 241
3 206
4 205
5 200
6 205
7 206
8 214
9 216
10 226
11 233
12 250
13 252
14 248
15 253
16 267
17 276
18 301
19 316
20 350
21 385
22 427
23 496
24 739
25 771

Tabla A12: Cantidad de comunidades detectadas por AFOCS+W luego de procesar cada
imagen del grafo original de la red Facebook.
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Tabla A13: Densidad promedio de las comunidades luego de procesar cada imagen de grafo
original de la red Facebook.
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