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CHAPTER 1

VARIEDADES DIFERENCIALES

1. Variedades

Las variedades son espacios topoldgicos que son localmente igual a R™ . Este
hecho permite entonces utilizar conceptos que conocemos de R™ y usarlos en la var-
iedad, al menos localmente (es decir, al menos para cada abierto). Por ejemplo, la
diferencial es un concepto bien importante de " porque nos da un modelo simple
de movimiento. El movimiento es la propiedad més importante de todo objeto en
la naturaleza, de hecho la fisica se dedica a estudiar principalmente esta caracter-
istica, el movimiento. Ya sea el movimiento de un objeto o el movimiento de los
campos en el espacio tiempo o el movimiento de las cantidades termodinamicas en
un sélido. Esa es la razén de la importancia del calculo diferencial, tanto en cien-
cias exactas, como en su aplicacién mas directa, que es la tecnologia avanzada. Las
variedades diferenciales son una generalizacion del calculo diferencial a variedades,
que llamamos variedades diferenciales. En la actualidad, las variedades diferen-
ciales tienen aplicaciéon en un gran ntmero de areas de la ciencia y la tecnologia.
Por s6lo nombrar algunas, diremos que el mejor modelo que se tiene hasta el mo-
mento del espacio tiempo es el de una variedad diferenciable. El estudio de teoria
de campos en espacios curvos necesita para su mejor comprensién de las variedades
diferenciables. La funcién de calor en termodinamica es una fafiana, es decir, una
1-forma, que es un concepto formal de variedades diferenciables. O el estudio mod-
erno del control automéatico en ingenieria, usa intensivamente la herramienta de las
variedades diferenciales, etc. En este capitulo daremos los conceptos mas impor-
tantes de las variedades y de las variedades diferenciables. Vamos a empezar por
su definicién.

DEFINICION 1. Una variedad real de dimensién n es un espacio topoldgico
de Hausdorff (M™, ty~), tal que para todo elemento p € M™ existe una terna
¢ = (Up, ¥, V) donde U, € Tyyn,V € on y ¢ : Uy — V, homeomorfismo. Ver
figura 1.

Es decir, una variedad es un espacio topoldgico que localmente es R™ (o sea,
para todo p € M™, se tiene que U, € Tasn, es homeomorfo a R™). Si en la definicién
cambiamos real por complejo, tenemos variedades complejas de dimension n. Por

hom
ejemplo, C = R2 es una variedad compleja de dimensién uno.
Para trabajar con variedades se acostumbra definir algunos conceptos de la
variedad, que estaremos usando en el futuro.

DEFINICION 2. Sea M™ una variedad, a:
o = UnyVa, Va) , U]Ua = M"™ se le denomina carta sobre M"
ac.

- U, se le llama domanio de la carta.
- (Uqsta) sele llama  sistema de coordenadas sobre U,
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FIGURE 1. Una variedad real de dimensién n es un espacio
topoldgico de Hausdorff localmente homeomorfo a R™ .

. (w(;l, a) se le llama parametrizacion de U,

=14 (Uy) se le llama imagen de la carta c,
R — R, (AL A" = (AL A") = N ose llama la i-esima
funcién coordenada sobre R™

-2l =1t o1, es la i-esima funcién coordenada del sistema de coorde-
nadas

- Sean cq Yy cg dos cartas co = (Uns Yo, Vo) ycg = (Up, s, V3). A las funciones
Yap = Vg oWt 1 Y (UaNUg) — 5 (UsNUg) y se les llama funciones de
transicion, donde Y3 es un homeomorfismo, ver figura 2.

COMENTARIO 1. Las funciones (g, ,2%) : Uy — R"
1
p— (zaa"' ,IL'Z) (p)
se pueden representar como Yo, = (zé, e ,xg)

COMENTARIO 2. Todos los conceptos de la definicion 2 dependen de los abiertos
del espacio topoldgico. Se dice entonces que son conceptos locales.

Es decir, cuando hablemos de algin concepto local, significa que este concepto
vale en los abiertos del espacio. Veamos algunos ejemplos de variedades.
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FIGURE 2. En esta figura se muestran dos cartas, con sus dominios,
sus sistemas coordenados, sus imédgenes y sus funciones de tran-
sicién.

EXEMPLO 1. (R, Txn) es una variedad real de dimensién n con una sola carta

¢ = (R, id|gn, R) .

EXEMPLO 2 (Pelota). Vamos a estudiar un ejemplo que vamos a utilizar a
lo largo de estos capitulos. Se trata de las pelotas o (52,7'52), con su topologia
heredada de R3. La pelota es una 3-esfera y es una variedad 2-dimesional real que
al menos tiene dos cartas. Estas son:

c1 = (U,04,R?*) con Uy =S*\{(0,0,1)}.
donde el homeomorfismo oy esta definido como:

04+ (m,y,z) = 1— 2 (‘Tay)
cuya inversa esta dada por:
ot (x ):;(2:17 2y, 2® +y* — 1)
=+ Y 1+x2+y2 y4Ys Yy

Andlogamente, la sequnda carta, ahora sin el polo sur, esta dada por:

¢ = (Us,0_,R?) con U= 5*\{(0,0,-1)}.
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donde el homeomorfismo o_ esta definido como:

o-(@.y,2) = 7 (@)
cuya inversa esta dada por:
0’71 (‘Tay) = ; (QZE) 2y7 _552 - 92 + 1)
N 1+ 22 4 y?

Entonces Uy UUy = S% y o, y o_ son homeomorfismos. A o, se le llama la
proyeccion estereogrdfica desde el norte y a o_ desde el sur.

ExempLO 3 (Esferas). Vamos ahora a generalizar el ejemplo anterior a cualquier
dimension, y formemos la variedad de las esferas. La esfera con su topologia
heredada de R™, es el espacio topoldgico (S™,Tsn). La m-esfera es una variedad
n-dimestonal, real que al menos tiene dos cartas. Fstas son:

1= U, 04,V1) con U =S™\{(0,---,0,1)}, WV=%R"

donde el homeomorfismo o4 esta definido como:

1
1 n+1\ __ 1 n
0’+(.’L‘,"',-T )_717xn+1(1', ,ZC)
cuya inversa esta dada por:
Ujrl(xl,---,x”): 5 ! (23@1,---,290”,:512—1—---4—96"2—1)
142"+ 4 2n?

Hay que comparar estos homeomorfismos con los de la compactificacion de R™
en el ejemplo ?77. Analogamente, la sequnda carta, ahora sin el polo sur, esta dada
por:

co = (Uz,0-, Vo) con Uy =S"\{(0,---,0,-1)}, Vo=R"
donde el homeomorfismo o_ esta definido como:

n+1) _ 1 1

- e )

o_ (1'1,...7x

cuya inversa esta dada por:

1
14?2
Entonces Uy UU; = S™ y 04 y o— son homeomorfismos. Igual que en el caso

de las pelotas, a o4 se le llama la proyeccion estereogrdfica desde el norte y a
o_ desde el sur.

12

0':1 (xl’.. . ,xn)

(2,7:1,---,2:13",—30 —---—$"2+1)

En lo que sigue, vamos a trasladar el concepto de diferencial a la variedad
utilizando los homeomofismos de ésta en R". Como sabemos como diferenciar en
R, podemos definir diferenciales en la variedad. Cuando esto se puede, se dice que
la variedad es suave. Recordemos la definicién de suave en R”.

DEFINICION 3. Sean U y V abiertos de R" y R™ respectivamente y f : U — V.
Se dice que f es suave sir' o f: U — R tiene derivadas de todos los ordenes.
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Vamos a entender lo que es una variedad diferenciable. En una forma simple se
puede decir que una variedad diferenciable es basicamente una variedad en donde
las funciones de transicion son suaves. Otra manera de decirlo es la siguiente.
Dos cartas se dicen compatibles si su funcién de transicion es suave, es decir, una
variedad se dice diferenciable si esta cubierta con cartas compatibles. Formalmente
se tiene:

DEFINICION 4. Dos cartas c,, y cg son compatibles si
i) UaNUs = 6

it) UoNUg # ¢ y las funciones de transicion son suaves.

DEFINICION 5. Un atlas sobre M™ es una coleccion de cartas compatibles que
cubran M™.

DEFINICION 6. Una variedad real diferenciable ¢ suave de dimension n es
un par (M™, A) donde M™ es una variedad real de dimension n y A es un atlas
sobre M™, ver figura 3.

FIGURE 3. Una variedad real diferenciable suave de dimension n
es una variedad real de dimensién n en donde las funciones de
transicion son suaves.

DEFINICION 7. Dos atlas A y A" sobre M" son equivalentes si c, y cj; son
compatibles para toda co € Ay cy € A'.
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Si tomamos todo el conjunto de atlas sobre M™, la relacién A ~ A’ con A
es equivalente a A’, es una relacién de equivalencia, la cual separa el conjunto de
cartas equivalentes en clases de equivalencia. Si solo usamos los representantes de
las clases, lo que se tiene es una estructura direrenciable.

DEFINICION 8. [A], el conjunto de clases de atlas sobre M"™ se llama una
estructura diferenciable sobre M™

Intiutivamente, una variedad suave es aquella que tiene una forma suave, es
decir, sin aristas o puntas como las del cuadrado o el cubo, sino es suave como el
circulo o la esfera.

EJERCICIO 1. Sean (M™,A) y (N™,B) variedades diferenciables. Demuestre
que (M™ x N™ A x B) es variedad diferenciable.

EJERCICIO 2. Sea (S™,A), A= {c1,ca} del ejercicio 3 de esferas. Demuestre
que (S™, A) es variedad diferenciable.

2. Funciones suaves

El siguiente paso es definir la diferencial en una variedad diferenciable. Para
hacer esto, lo que se acostumbra es transladar a ™ por medio de los homeomor-
fismos, la diferenciabilidad de una funcién. Vamos a iniciar con la definiciéon de
diferencial de una funcién.

DEFINICION 9. Sea f : M™ — R una funcién en una variedad (M™, A). f es
suave o diferenciable si f o 1 : 1, (Uy) — R es suave para toda carta de A,
ver figura 4.

Es decir, una funcién f que va de la variedad a los reales es suave, si su funcién

correspondiente, la que va de ™ a los reales, es suave. Para analizar la funcién f
entonces, es necesario estudiar su funcién f o1 ! correspondiente.

NOTACION 1. Se denota al conjunto de funciones suaves por C° (M™,R)
6 al conjunto de funciones suaves en la vecindad de x por C™ (M™, xz,R)

COMENTARIO 3. Observe que

a) (C® (M™ R),+,,R,-) es un dlgebra conmutativa con unidad.
b) (C° (M™,R),+,-) es anillo

c) (R, C° (M™,R),+,-) es espacio vectorial.

DEFINICION 10. Si f es suave en todo punto x € W C M™, se dice que f es
una funcion suave en W.

PROPOSICION 1. f suave implica f continua.
DeEM. 1. Sin dem. R

En base a la definicién de una funcién podemos definir la diferencial de una
funcién vectorial. Primero introduciremos la definicién formal y luego explicaremos
con cuidado el significado de esta.

DEFINICION 11. Sean M™ y N™ wvariedades y F : M™ — N™ funcién. F es
suave si para toda f € C® (N™,R) F*:C>®(N™",R) —» C®(M™ R) F*(f) =

foF es suave.

Para simplificar la notacién es conveniente definir el full-back de una funcién.
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FIGURE 4. Esta figura muestra la representacion de una funcién
f suave en una variedad de dimension n.

NOTACION 2. A F* se le llama imagen reciproca o “full-back” de f y se
denota al conjunto de “full backs” como C° (M™, N™), ver figura 5.

f-F=F'(f
Full-back

FIGURE 5. La representacion del Full-back F* de una funcién F.

Como en el caso de una funcién de una variedad a los reales, la diferenciabilidad
de una funcién que va de una variedad a otra se traduce a la diferenciabilidad de
la funcién correspondiente, en este caso es la funcién f o F', llamado el full-back,
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que va de la variedad a los reales. Asi podemos ver su diferenciabilidad tomando
en cuenta la definicién 9 anterior.

Una consecuencia interesante de las funciones suaves es que la composicién de
funciones suaves es también suave.

PROPOSICION 2. La composicion de funciones suaves es suave.

DEM. 2. Sean M™ N" y S° variedades y F': M™ — N" . G: N" — 5% y f:
S¢ — R funciones suaves. Entonces, G suave implica G*(f) = foG € C® (N™,R)
es suave y F suave implica a su vez que F*(G*(f)) = G*(f)o F = (foG)o F
= fo(GoF) = (GoF)"(f) es suave. Entonces G o F es suave, se tiene que
(GoF)"=F*oG*. 1

EJERCICIO 3. Sea ¢y = (Uy, Yu, V) carta sobre M™ variedad. Mostrar que v,
es suave y xt, = ' 01, es suave.

EJERCICIO 4. Demuestre que funciones suaves entre variedades son continuas.

Ahora podemos definir los isomorfismos de variedades diferenciables, aqui son
llamados difeomorfismos. Su definicién es clara.

DEFINICION 12. Sea F € C*®° (M™,N") biyectiva. F se dice difeomorfismo si
F~le 0= (N", M™).
DEFINICION 13. Dos variedades se dicen difeomdrficas si existe un difeo-
dif
morfismo entre ellas. Se denota M™ = N™.

NOTACION 3. Si dos variedades M™ y N™ son difeomdrficas, se denota como
M™ déf N™,
dif
La relacion M™ ~ N™ si M™ y N son difeomorficas M™ = N7, es de
nuevo una relacién de equivalencia. Entonces las variedades difeomérficas estdn
clasificadas en clases de equivalencia, lo cual ayuda mucho para su estudio.

3. Vectores Tangentes.

En esta seccidon vamos a construir los vectores tangentes a una variedad difer-
enciable. Esta construccion tiene varios objetivos, pero el mas importante es que
con los vectores tangente podemos construir un espacio vectorial en cada punto de
la variedad. A este espacio se le llama el espacio tangente. Es necesario construir
tantos vectores base del espacio tangente a la variedad diferenciable como la di-
mensién de la variedad, o sea, tantos como la dimensién al espacio R" al cual la
variedad diferenciable es homeomorfica. Ya construido el espacio tangente podemos
construir el dual a este espacio vectorial, o sea, el espacio de las transformaciones
lineales en el espacio tangente. A este espacio se le llama el espacio contangente de
la variedad. Estos dos espacios son muy importantes en modelos del espacio tiempo,
yva que la métrica de una variedad, es un elemento del espacio contangente, como
veremos mas adelante. Para simplificar un poco, cuando hablemos de variedad,
vamos a referirnos realmente a variedad diferenciable, aunque ya no se especifique
en el texto. Vamos a iniciar con la definicién de vector tangente a una variedad.

DEFINICION 14. Sea M™ wariedad y v € M"™. Un wvector tangente a la
variedad en x € M"™ es una funcion v, : C°(M" z,R) — R tal que para una
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carta ¢ == (U,%,V) € A con x € U, existe (a*,---,a") € R" tal que para toda
feC>®(M" x,R) se cumple v, (f) = Zaia‘zi (fow’l)’d}(x) (ver figura 6).
i=1

FI1GURE 6. El vector tangente formado por la funcién f y el espacio
tangente formado por este vector tangente.

Vamos a entender la definicién. Primero notemos que la funciéon ( fo 1/)*1) s ()
es una funcién que va de R" a los reales y esta evaluada en el punto ¢ (x). Por
tanto sabemos tratar con ella. También sabemos que el gradiente de una funcién
en R es un vector tangente a la superficie que forma la funcién. Es por eso que
podemos interpretrar a la funcién v, (f) como un vector tengente a la variedad.

NOTACION 4. Al conjunto de vectores tangentes sobre M™ en x € M™ se le
denota por T, M™ y se le llama espacio tangente en .

NOTACION 5. Al vector con la u-upla (0,---,1,0,---) se le denota +2 ., de tal

ozt
ol () =g (Fov™), -

Jorma que 5

El conjunto { %

z}iﬂ ., €s entonces una base de T, M™, todo vector v, se

- Seax’ =7"otp € C° (M",z,R) observemos que

n
escribe como vy = > a’
i=1

0

. 0
ozt z(x )= ort

(27 07/’71)|¢(z) = o (Tj)hp(m) =d].

La funcién v, es una derivacién, es decir, cumple con la ley de superposicién y con
la regla de Leibnitz, esto es:

PROPOSICION 3. v, € T,M™ es una derivacidn, es decir:

Z) Uz(f+g) = Ug (f)+vz(g)

i) ve (Af) = Avg (f)

ii1) vy (fg) = vz (f) g(x) + f (z) ve (g) para todo f,g € C° (M™, z,R) y para
todo \ € R.

EJERCICIO 5. Demostrar la proposicion.

Solo queda ver que el espacio formado por los vectores tangentes es, como se
espera, un espacio vectorial. Este se demuestra en la siguiente proposicién.



12 1. VARIEDADES DIFERENCIALES

PROPOSICION 4. La estructura (R, T,M™,+,-) es un espacio vectorial de di-
mension n, con

1.- (v1+w1)(f> :Um(f)+wz (f)

2.- () (f) = A(va (f)) -

El conjunto {%

Z}i_l , €s una base del espacio vectorial llamado base
=4y

coordenada.
EJERCICIO 6. Demuestren la proposicion anterior.

COMENTARIO 4. Observen que si (U,p, V) y (U, 4", V') son cartas de M™ en
x, entonces {% x}z‘:1 Y { % m}izl ., son bases del espacio tangente de la

variedad en x. Se tiene que

o "0 LI,
2 @) =0t 2| (@) = Sadst =t
x j=1 x J=1
es decir
o "9 0
ox't|, - Zl ox't|, (xj) Oz9 .

El resultado anterior nos da una férmula, como la regla de la cddena, para
cambiar de homeomorfismo en la variedad, o sea, para cambiar de sistema de co-
ordenadas. En el lenguaje de variedades, hacer un cambio de coordenadas significa
cambiar de homeomorfismo de la variedad a los reales. Hay otro tipo de cambio de
coordenadas que tiene un significado dinamico, pero de eso no platicaremos aqui.
Algunos ejemplos simples de variedades son los siguientes.

EXEMPLO 4. La variedad (R, A ={(R", id|g. ,R")}). Como 9 = id|gp. se

sigue que x* = 1° 0 id|g, = 1" entonces

Ve = Za ort

i=1

n
>
= a -
i
x =1 9
150

En tal caso T,R™ = R", donde el isomorfismo esta dado por la funcién iso definida

n
. i 9 1
como iso : T,R" — R, > a’ — (a yrre ,an)
i=1

or?

EXEMPLO 5. El espacio tangente de S™ es

=1

n+1
T,5" = {vz ER zov, =) w'vl = o} zeS CR
La demostracion detallada de esto la veremos mds adelante.

4. Uno formas

En todo espacio vectorial se pueden definir transformaciones lineales que forman
a la vez un espacio vectorial de la misma dimensién, llamado el espacio dual (ver
capitulo 3). Entoces podemos formar el conjunto de transformaciones lineales en
el espacio tangente a una variedad y formar el espacio dual. A este espacio se le
llama espacio contangente y a sus elementos, las transformaciones lineales, se les
llama formas. Vamos a ver todo esto formalmente.

Sean M™ y N variedades y F € C*° (M™,N™) con x € M™.
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DEFINICION 15. La diferencial de F en x es la funcién definida por
dFy . TyM™ — TpN"™
Uy —dF;(vy): C®(N",F(z),R) —%R
g — dFy (vz) (9) = vz (F (9))
ver figura 7.

NOTACION 6. Si denotamos dF, = Fy., podemos escribir
Fas (vz2) (9) o= ve (F7 (9))
NOTACION 7. También lo podemos denotar como
dFy (v2) (9) = v2 (g0 F) = vg 0 F* (g)

dF, (vy) = vz 0 F*

Veamos con cuidado el significado de la diferencial de una funcién. Sea ¢ =
(U,3, V) carta de M™ que contiene a © € U C M™ y C' = (W,4,V’) carta en

m
N™ que contiene a F () € W C N™. Sea v, € T, M™ con v, = Y. a; %
z=1

, Y sea

g € C®°(N™ F (z),R). Vamos a escribir explicitamente la definicién anterior en
términos de las cantidades como las leemos en ™, para poder entender mejor el
significado de la diferencial. Entonces,

dFy (vg) (9) = wva(goF)

Il
—
\'Ms

S

> &
)

j=1 \i=1 x F(z)
= YwuoF)z= (9
= 0y | pa)
Vean la figura 8. Podemos escribir
= i 0
dF; (v2) = Y (dFy (v2)) 2
st Oy | p(a)

de donde se sigue que (dF} (v3))” = v, (Y o F)
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FIGURE 7. La diferencial dF' de una funcién F. La diferencial de
F' es un mapeo entre los espacios tangente de la variedad en = y
de la variedad imagen en F(z).

FiGUuRrE 8. Figura que representa la construccion de la diferencial
de F. Aqui se representan las variedades y mapeos que toman
parte en la explicacién de la definicién.

Sélo falta demostrar que efectivamente la diferencial dF}, es una transformacion
lineal. Esta demostracion la dejaremos como ejercicio.

EJERCICIO 7. Demostrar que dF, es lineal.

Para poder decir que la diferencial dF, es realmente una diferencial, seria de
esperarse que se cumpliera la regla de la cadena. Este es el caso, vamos a demostrar
la siguiente proposicién.

PROPOSICION 5 (La regla de la cadena). d(G o F), = dGp) o dF,
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DEM. 3. Sea M™ N™ y S* variedades y F € C° (M™,N™) yG € C>* (N", 5%).
Sea x € M™ ywv, € T,M™, entonces
d(GoF),(v;) = wz0(GoF) =uv,(F*oG*)
= (VzoF*)oG" =dGp(y) (vy 0 F7)
= dGp(y) (dF; (v2)) = dGp(y) 0 dFy (vs)

Un ejemplo simple es la diferencial de la indentidad.

EXEMPLO 6. did|ym = id|7,m»  ya que

did|Mn s Ty M™ T M™
Vg —did|ym (vg): COM™R) —R
g — did| pn (vz) (9)
= Uy (id|jwn (g)) =y (goid|ym) =0y (g9) es decir
did| ypn (V) = Uy

Un caso especial de diferencial muy importante es cuando la diferencial es una
funcién inyectiva, entonces se dice que la diferencial es una inmersién: esto es:

DEFINICION 16. Una inmersion de M™ en N", es una funcion suave F :
M™ — N™ con diferencial dF, inyectiva.

Ahora vamos a definir las formas formalmente. Las formas son diferenciales
de una funcién que va de la variedad a los reales. Como los reales también son
una variedad, podemos usar la definicién de la diferencial en estas funciones. La
diferencia es que vamos a identificar al espacio tangente de los reales con los reales
mismos. De hecho son el mismo espacio. Veamos esto formalmente.

DEFINICION 17. Sea M™ wariedad, f € C*° (M™,R) y x € M™. Entonces
dfe : T.M"  — Ty R,

d
vy —  dfy (vg) = )\a ETynR, N eR
con

dfz(vz)(r):A% (r) = A=, (f*(r)) = vz (ro f) = va (f)

(recuerden que r: R — R tal que r (x) = x). Esto es

df. (v) = vs (f) dii € Ty,

Consideremos el isomorfismo J : T R — %,)\d% — J ()\d%) = )\, entonces
la composicién J o dfy : T,M™ — R, v, — J (df (v5)) = J (va (f) &) = vz (f) es
un homomorfismo de espacios lineales y J o df, es un elemento del espacio dual de
TrM" que llamaremos el espacio cotangente de la variedad en x. A los elementos
de este espacio, que denotamos como 7y M™, se llaman 1-formas en x y se denotan
como w; € Ty M™. Identificamos entonces Ty, R con R (a través del isomorfismo
J), por lo que podemos escribir

dfy T, M" — R,
vy = dfy (ve) = ve (f)-
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COMENTARIO 5. Tomemos f = z* € C* (U, R), dmi‘x Ty M™ — R tal que

Vyp — dac"‘z (vg) = vy (ml) = ;aj a7 ) (ml) =da.
En particular tomemos v, = % . entonces
. P P . _
da'l, (@ z) = o, (") = o5,

se sigue que {dmi’gﬁ}izl ., Esuna base del espacio Ty M™ llamada la base coorde-
nada dual o base de las 1-formas.

De una forma natural podemos definir campos vectoriales o campos de formas,
simplemente definiendo los espacios vectoriales para cada punto de la variedad.
Vamos a definir entoces los campos vectoriales y de formas.

DEFINICION 18. Sea M™ wvariedad y { % m} base de T, M™. Un campo vecto-
rial, es una asignacion suave de vectores para cada punto x € M™.

NOTACION 8 Se denota v (f) : M™ — R, suave, tal que v (f) (x) := v, (f). Se

tiene que v = Z a’ tal que

T—

I’L’

Za ax’ (£,

donde a* : M™ — R son funciones suaves para toda i =1,--- | n.

)

NOTACION 9. Al conjunto de campos vectoriales en M™ se denota por TM™.
COMENTARIO 6. Observen que v: C*° (M™ R) — C™ (M™,R).

DEFINICION 19. Sea M™ wvariedad y {dz } } base de TyM™. Una 1-

forma en M™ es una transformacion lineal para cada T.M™ con x € M™. Se
denota

df (v) : M — R
df (v) = v(f)
suave, tal que df (v)(z) = dfz(vs).

NOTACION 10. Al conjunto de las 1-formas en M™ se denota por \". Tenemos

que
df = bjda’
j=1

tal que

n

df (v)(z) = dfz(ve) = ij(x) dxj‘x (vz),

j=1

con bj : M™ — R funciones suaves.
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NOTACION 11. Se suele denotar al “producto” de 1-formas con vectores como

n ) n
(w,v) =w(v). Siw= Y b;jdx? yv=> a'52, entonces
=1 1

j= i=

= (S ) = L (o5

como para cada punto x € M™ se cumple dx’ ‘z ( a?ci

(w,v) = iaibi.
i=1

Observen que df : TM — C>® (M™,R).

) =0/, tenemos que

Tenemos que T*M™ es un espacio vectorial para cada punto x € M™. Su dual
en cada punto serd isomorfico a TM™ en ese punto. Nosotros vamos a identificar
ambos espacios.

DEFINICION 20. Como (T;M™)" = T,M™ para toda x € M™. Se tiene que si
weT*M™ yv e T,M", entonces v (wy) € R, con v, (Wy) = wy (Vz) = (Wy, V).
El ejemplo de las esferas es muy representativo y simple para entender el ma-

terial anterior. Vamos a tomar de nuevo este ejemplo.

EXEMPLO 7. Sea S? = {(z,y,2) € R | 22 + y> + 22 = 1} . Ya sabemos que los
homeomorfismos de la esfera son o4 : 3 — S? 0;1 : 8% — N3 dados por

_ (@) _
O':t(l',y,Z) - 1:sz(uav)
2u, 20, £(u? +v% -1
o) = : )
14 u? + v?

Entonces los vectores tangentes en S? estardn dados por
0 0 1
77| () = 5-(fooi)

(')x+ T ou oy (x)

2u 2v w402 -1
oot \ 14+ u2 402 14 u2 402 1+ u? 02

o4 ()

D] _or ovor o:or
ou” T @) Oudx Oudy Oudz|,
+ +
1 0 0 0
- _DLa-—?+) Ly —+4—]
(1 + u2 + v2)> [ (1—u”+0%) Ox uv@y Yoz o4 (2) ()

Podemos escribir

ya que
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2 2 2 2 2
2, .2 r“ty 2, .2 (1-2)"—2"+y
quv‘a @) = sy 1—u +v|a (@) = 5
" (1-2) * (1-2)
Andlogamente
0 0 0 0
= _ru— 1 — 2 — %) = 1— 2)—
dx3. xy(?z—’—( e=v) 8y+y( Z)az

Como era de esperarse, los vectores base del espacio tangente de S% son perpendic-
ulares al radio vector, es decir:

0

(1-z—a?, - 1- = 0=r.-2
(SC,y,Z) ( z x, Z'y,IL'( Z)) 0 i 896_1,_
o ’ , - 0%

Es decir, los vectores tangente, son realmente tangentes a la esfera en cada punto,
pues son perpendiculares al radio vector r. FEntonces el espacio tangente en el
-

punto = a una pelota es Ty S? = {Z € %3@ ‘T = O}

0 0 90 9 i
EJErcicio 8. Calcular BaT 0 DaT - Demostrar que {‘hli’ ‘%i} son li.

EXEMPLO 8. Los duales al espacio tangente, el espacio contangente, se encuen-

tran usando la regla <dasi, %> = 6%, se obtiene
] J

dzr xdz

d d
, T y ydz
11—z (1-2)

+7
l-—z  (1-2)°

1 _ 2 _
dz} = dz? =

Estos dos vectores (transformaciones lineales) del espacio contangente son dos uno-
formas definidas en la carta sin polo norte.
EJERcICIO 9. Calcular dzl, dx?. Demostrar que {dzi, d:ci} son li.

EXEMPLO 9. Vamos a encontrar los vectores base de TpS? cambiando las co-
ordenadas a coorenadas esfericas, definidas por

x = rsin(f)cos(yp)
= rsin(0)sin(p)
(4.1) x = rcos(h)

Cldramente, para r constante, las coordenadas cumplen que > +y> + 22 =712, o

sea, ya estan restringidas a la esfera. Con esta coordenadas se puede ver que los
vectores tangente

o y 0
dr 22 +y20p
o T 0
dy 2yl oy

0 1 0

& 71/z2+y2%
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Usando estos resultados, los vectores base del espacio tangente en coordenadas
esféricas se leen:

_8 _ 0 sin(p) 0
8m}r = (cos(f) —1) (cos(cp)% + () %>
_8 _ . d  cos(p) O
922 (cos(0) — 1) (Sln(g&)% = 5n(0) &p)

De la misma forma podemos ahora calcular los duales, las uno formas del espacio
cotangente. Se obtiene:

1

drl = o) 1 (cos(¢)d + sin(p) sin(0)dyp)
1
dl’i = m (sm(cp)d@ — COS(QO) sm(@)dg&)
Claramente podriamos definir como bases del espacio tangente y cotangente una
combinacion lineal de estos vectores, por ejemplo wi = (cos(d) — 1)dz} wi =

(cos(9) —1)dxi y a los vectores X}r, Xi como sus duales, de tal forma que podamos
hacer lo mismo con los correspondientes vectores wl w? X}_, Xf_, al multiplicar

los vectores base por (cos(f) + 1). Entonces los vectores w's y X's obtendrdn la
misma forma en ambas cartas, ambos serian

1 0  sin(p) 0
X= (COSW)% T Sm(6) a—gp)

s L[ 0 cos(p) 0
=g (Sm“")@ S0 a—gp)
dw' = r(cos(p)dd + sin(y)sin(0)dyp)

(4.2) dw? = r(sin(p)dd — cos(p)sin(0)dyp)

donde hemos puesto el factor r en caso de que el radio de la esfera no sea 1 sino r.

0 LQ Y dxt , dz? en coordenadas esféricas.

EJErcicio 10. Calcular FoT s
z 6:6Jr

En lo que sigue vamos a introducir otros dos conceptos en variedades diferen-
ciales. El primero es el paréntesis de Lie y el segundo es el concepto de vectores
p-relacionados. Ambos conceptos son muy usados en ciencias e ingenieria. Con el
paréntesis de Lie los espacios tangente pueden tener estructura de algebra. Esta
estructura puede ser muy importante para caracterizar a la variedad, si por ejem-
plo, los vectores estan asociados a alguna simetria de la variedad. Esto lo veremos
mas adelante. Por ahora definamos los paréntesis de Lie.

DEFINICION 21. Sea M™ wariedad y X yY € TM™. Se define [X,Y] = X o
Y—-YoX. Alafuncion |, | : TM"xTM"™ —-TM"(X,Y) — [X,Y] se denomina
producto 6 paréntesis de Lie de los campos vectoriales.

De la definicién se siguen sus propiedades y el hecho que con el paréntesis de
Lie, el espacio tangente es una &lgebra.

PROPOSICION 6. FEl paréntesis de Lie tiene las siquientes propiedades

i) [X,Y]=-1Y, X]

it) [aX + Y, Z)=a[X, 2]+ 8[Y,Z],[X,aY + 5Z] = a[X, Y]+ 81X, Z]
iii) [X, Y], Z) + [[Y. Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Identidad de Jacobi).
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) La estructura (TM™,+,[,];R,-) es una dlgebra, llamada Algebra de Lie de
los vectores tangentes.

EJERCICIO 11. Demostrar la proposicion.

Por supuesto los vectores coordenados conmutan, esto se ve en la siguiente
proposicién.

PROPOSICION 7. |2, 2| =0
Ozt dxj

DEM. 4. Tomamos % (%f) = 621' (% (fo1/;_1)) oY para la carta ¢ =
(U4, V)

= ai((aiuw ) w)ow)ow

- ai <ai >‘”/’

- & (B es

= %( ai 1>ow)ow1)ow
(

I
QJ‘QJ

(Hay que recordar que (fo 1/) Yo, ya que para cada punto x € M™
se tiene 225 (f)(2) = 7% z(f) 3‘21 (fo™ @) B

Para calcular con los paréntesis de Lie, es conveniente trabajar en una base
coordenada. En terminos de una base coordenada, se puede ver que los parentesis
de Lie de dos vectores se ven como:

A
@
3

8

PROPOSICION 8. [X,Y] = Z [X,Y]' 52, con
=1

i( s () v (x9)

j=1
DEM. 5. Por substitucion directa. B

Supongamos que existe una funcién ¢ que va de una variedad a otra. En la
primera variedad se tiene un vector X y en la segunda variedad se tiene un vector
Y. Si mapeamos el vector X con la diferencial dp, este mapeo no necesariamente
tiene algo que ver con el vector Y. Sin embargo, si para todo punto de la variedad se
tiene que el mapeo del vector X por medio de dy corresponde al vector Y evaluado
en el punto por ¢, se dice que estos dos vectores estan relacionados por medio de
©, que estan p-relacionados. Es decir, se tiene la definicién:

DEFINICION 22. Sean M™ y N™ variedades y o € C°(M™, N™). Se dice que
XeTM™ yY € TN™ estan ¢ -relacionados si para toda x € M™ se sigue que
do(Xe) = Yo(a), vean la figura 9.

De aqui se desprenden varias propiedades muy interesantes que despues se
usaran. Vamos a ver las mas importantes.
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o

FIGURE 9. Los vectores X y Y estdan ¢ relacionados, si para todo
elemento x de la variedad M™ se sigue que dp,(Xz) = Y, (4)-

PROPOSICION 9. Sean X € TM™ yY € TN™. X yY estdn ¢ -relacionados
sst p* oY = X o p*

DEM. 6. Sea f € C® (N",R) yx € M™. Se sigue que
doa(Xa)(f) = Xo(0*(f)) =Xao0 @™ (f) = X (9" (f)) (x) = X 0 0" (f)(2)

= X (fop) =Y (/) =Y (/) (p(x) =Y (f)ow(x) =¢" (Y (f)) (z)
P oY (f)(x) ssip* oY = X o,

es decir, el diagrama

o= (M™,R) £ C™(N",R)
X | Y|

o= (M™,R) £ 0= (N, R)
conmuta. W

Si ahora aplicamos la definicién de vectores ¢-relacionados al mismo vector,
obtenemos la definicién de @-invariante. Formalmente la definicion es:

DEFINICION 23. Sean X € TM"™ y ¢ € C®(M™,M™). X se llama ¢-
invariante o invariante bajo ¢ si X op* = ¢*o X, es decir si dpy(Xy) = Xop(a)

para toda x € M™

COMENTARIO 7. Observemos que si p : M™ — N" entonces

dp: TM™ — TN"
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tal que dp(X)(g)(y) = de(X)y(g) con p(xz) =y € N*,x € M™. Si ¢ es un
difeomorfismo entre M™ Cg N™, entonces
dps (Xz) (9) = Xa(gop) = dpg-1(y) (Xp-1(p)) (9)
= X1y (90 9)
X(¢"(9) (¢ ()
= X(¢"(9)ov (y),

entonces se tiene la identidad

Para terminar este capitulo vamos a introducir una transformacion lineal equiv-
alente a la diferencial, pero ahora en los espacios contangente a una variedad. La
manipulacion y sus propiedades son muy parecidas a las de la diferencial.

DEFINICION 24. Sean M™ y N™ wvariedades y F : M™ — N" suave. Sea
x €M™ yy=F(x) € N*. Con F podemos inducir la funcién

Fy:TyN" — T M™,
wy — Fy (wy) : T.M™ — R,
Xop — Fy (wy) (X)) = wy (dF, (X4))

Y

y notemos que wy (dF |, (Xz)) = wy 0dF|; (Xg) = wy 0 Fuy (X3), es decir, se tiene
la identidad Fyy (wy) = wy 0 Fy..

A esta funcién también se le conoce con el nombre de pull-back, su definicién
es:

DEFINICION 25. A Fj (wy) se le denomina la imagen reciproca o “pull-
back” de la 1 forma w, por F.

El Pull-back es una tranformacion lineal entre los espacios contangentes.

PROPOSICION 10. Fy es una transformacion lineal.

EJERCICIO 12. Demostrar la proposicion.

A esta transformacién lineal a veces también se le llama la diferencial del espacio
cotangente, ya que tiene propiedades de una diferencial, por ejemplo cumple la regla
de la cadena, veamos.

PROPOSICION 11. (G 0 F)gop(r) = Fi © Ghopa)

DEM. 7. Sea M™,N™ y S* variedades, F € C*°(M™, N"),G € C*°(N™,S*),
T € M™ wpy) € T}’;(Z)N", VGoF(z) € TéoF(I)SS. Entonces se tiene st wp(y) =
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G*GOF(I) (”GoF(m)) )

Fr (Wr@) = Fr@) (G*GOF(I) (UGOF(I)))
F;‘(m) °© GEoF(ag) (”GoF(m))
Wp(x) © dF';v
= GEOF(JC) (UGOF@)) © dF|$
= (vGoF(x) © dG|p(z)) © AF |,
= Vgor(z) 0 d(GoF)|;
= (G o F)ZoF(m) (’UGOF(m)) ’
vean la figura 10. A

¢ F:l‘ G*

WF(X}

'
GoFi(x)

FIGURE 10. Esquema de la demostracion de la proposicion 11.
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