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RESUMEN. La geometria algebraica sobre los complejos (y en menor medida sobre
los reales) cuenta con una maravillosa herramienta técnica llamada analitificacidn,
mediante la cual podemos usar la topologia euclideana de estos dos campos y aso-
ciarle a una variedad algebraica, un espacio topolégico Hausdorff agradable en el
que podemos realizar argumentos locales con mucha flexibilidad.

Por desgracia (o por fortuna) esta herramienta es exclusiva de estos dos campos.
Este curso presenta alternativas para hacer este proceso para ciertas topologias en
campos definidas por valores absolutos, como en el caso anterior. Esta rama se
conoce como Geometria algebraica no-arquimedeana, y tiene vinculos muy fuertes
con la combinatoria, los cuales estan agrupados bajo el término geometria tropical.

El curso se trata de aplicar técnicas del andlisis y la geometria no-arquimedeana para
el estudio de las variedades algebraicas definidas sobre campos diferentes de C y en R.
La geometria no-arquimedeana tiene reputaciéon de ser dificil, pues trabaja sobre la teoria
de esquemas —la cual de por si ya tiene reputacién de ser complicada— por lo cual hemos
dividido el curso en dos partes.

La primera parte es una motivacién geometrica en forma de vistazo a las dos vertientes
principales de la geometria tropical clasica : primero via tropicalizacién arquimedeana
(Iimite a gran escala de amibas arquimedeanas) y posteriormente por amibas de variedades
algebraicas no-arquimedeanas. Esta parte es muy geométrica, consta de muchos ejemplos
y no muy complicada de seguir.

En la segunda parte hacemos el vinculo de lo anterior con diferentes teorias de espacios
analiticos no-arquimedeanos. Esta parte introduce las dlgebras afinoides y sus espectros,
los cuales son el alma de la construccién. Al final explicamos el vinculo concreto que existe
entre estas dos partes.

Temario

Parte I. Geometria tropical clasica

1. Preliminares: Algebra y geometria de las lgebras afines sobre un campo
a) Variedades algebraicas como esquemas.
b) Analitificacién clasica: el teorema GAGA en C y en R
2. Motivacién: Algebra y geometria del semicampo tropical T.
a) Polinomios tropicales e hipersuperficies tropicales afines.
b) T-Modulos.
¢) Matroides y espacios lineales tropicales.
d) Convexidad tropical y politopos tropicales (1)
3. Geometria tropical cldsica I: el limite a gran escala de una amiba arquimedeana
a) Amibas arquimedeanas complejas y reales
b) Teorema de Mikhalkin-Jonsson
¢) Suavidad matroidal
d) Ejemplo: aplicaciones a la geometria enumerativa cldsica (f)
4. Campos valorados
a) Semianillos tropicales
b) Valores absolutos, anillos de valoracién y valoraciones de Krull
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5. Geometria tropical clasica II : El teorema fundamental de la geometria algebraica
tropical
a) Variedades téricas y variedades tdricas tropicales
b) Amibas no-arquimedeanas y el Teorema de Kapranov
¢) Degeneraciones iniciales de ideales de dlgebras afines sobre un campo valuado
d) Tropicalizaciones como ciclos algebraicos en el toro tropical (T*)"
e) Teorema de estructura de las variedades tropicales en (T*)".(f)

Parte II. Geometria algebraica rigida

6. Introduccién al andlisis no-Arquimedeano
a) Campos no-arquimedeanos de rango 1 y su topologia
b) Campos de Banach. Construcciones bésicas y Ejemplos.
c) Algebras affinoides I: el caso estricto.

7. GAGA clasico : analitificacién de Tate
a) Dominios afinoides
b) G-topologias y la topologia rigida
¢) Ejemplo: la curva de Tate

8. GAGA sobre un campo de Banach: analitificacién de Berkovich
a) Analitificacién de una variedad como espacio topolégico
b) Propiedades basicas de las Algebras de Banach affinoides
¢) Analitificacién como espacio localmente anillado

9. GAGA de Berkovich para curvas algebraicas suaves
a) Desigualdad de Abhyankar y tipos de puntos
b) Mapas en superficies de Riemann y esqueletos
¢) Tropicalizacién abstracta
d) Modelos semiestables y sus fibras especiales ()

10. Curvas tropicales abstractas
a) Espacios de moduli de curvas tropicales marcadas
11. Tropicalizacién encajada en variedades toricas

a) El mapeo de tropicalizacién
b) Relacién entre tropicalizacién encajada y tropicalizacién abstracta
¢) Esqueletos como espacios cubrientes generalizados

Parte III. Temas adicionales

12. Aplicaciones (})
a) La fibracién hibrida de Jonsson
b) Fibra de Milnor clésica y analitica & la Nicaise-Sebag
¢) Homologia tropical
13. Introduccién a la geometria algebraica tropical
a) La categorfa de los semianillos
b) Esquemas en semianillos
¢) Blueprints y Blueprints ordenados
d) Blue schemes, segtin O. Lorscheid
14. Otras nociones (1)
a) Espacios ddicos de Huber,
b) Relacién de los espacios perfectoides con los espacios ddicos
¢) Espacios de Riemann-Zariski & la Fujiwara-Kato,
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