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Mily ¢tenafi!

Kvantova chemie dava nédvod na vypocet vlastnosti molekul a materidli pouze s pomoci za-
kladnich fyzikdlnich konstant. Nadseni nad krasou chemie ukryté v jediném vzorci nebylo vzdy
sdileno. V roce 1830 Auguste Comte napsal:

,Kazdy pokus o zavedeni matematickych metod ke studiu chemickyjch problémi musi byt
povazZovdn za hluboce iraciondlni a odporujici duchu chemie. Jestlize by matematika méla hrdt
nékdy viznamnou dlohu v chemii — uchylka nastésti mdlo pravdépodobnd — vedlo by to k rychlé
degeneraci této védy.”

Ale jiz o sto let pozdé&ji (1929) pise zakladatel relativistické kvantové mechaniky Paul Dirac:

o Fyzikdlni zdakony, které jsou nezbytné pro matematickou teorii velké cdsti fyziky a veskerou
chemai, jsou zcela zndmy. Jedind potiZ tkvi v tom, Ze presné pouZiti téchto zdkoni vede k prilis
sloZitym rovnicim, nez aby se daly Tesit.

Pfesné to je hlavni mise kvantové chemie. Zakony chemie v principu zname, ale s konkrétnimi
aplikacemi se trapime (a radujeme) pres 80 let. Vérime, Ze alespon ¢ast posluchaci se na nékdy
trnitou cestu kvantové chemie vyda s ndmi. Jsme si navic skoro jisti, Zze totéZ by dnes ucinil
i Auguste Comte, pokud by se znovu narodil.

Jak tento text vznikal?

Predkladany text je komunitnim dilem, které vzniklo na zakladé prednasek z kvantové chemie
na VSCHT Praha. Na jeho tvorbé se podilelo vétsi mnozstvi autoru, at jiz studentii a spolu-
pracovniku Laboratore teoretické fotodynamiky ¢i studentu predmétu. Skripta pritom nejsou
uzaviena dalsim upravam od nové generace studenti — je dlouholetou zkuSenosti, Ze jediné uce-
nim nékoho jiného se da néco nového naucit. Vyznamny ¢esky chemik Otto Wichterle sice kdysi
poznamenal, ze zadny kolektiv jesté nevytvoril operu. Kdyby ale vidél treba dnesni Wikipedii,
mozné by vytvoril tym i na tu operu.

Co potrebuji znat, nez se pustim do studia?

Predpokladdme znalosti matematické analyzy v ramci ivodnich kurzt na VSCHT Praha. U stu-
denti predpokladame alesponn rudimentarni znalost kvantové mechaniky v rozsahu zakladnich
prednések z Anorganické chemie I a II, pripadné Fyziky II a Teoretické chemie, zaklady kvantové
teorie jsou ale stru¢né shrnuty.

Co ve skriptech chybi a co prebyva?

Text je pouze tvodem. Nejsou pokryty formalnéjsi partie kvantové chemie, pokrocilejsi tech-
niky zalozené kupiikladu na formalismu druhého kvantovani a neptilis dukladné se zabyvame
detaily kvantové chemickych algoritmii. Rada oblasti pouze nastinénych v nasem kurzu je vsak
déle probirana v navazujicich pfednaskich z molekulového modelovani, vypocetni chemie ¢i
molekulové spektroskopie. Text naopak obsahuje pasédze, které nejsou prednaseny — napiiklad
kapitoly o molekulové symetrii ¢i pevnych latkach. Pridavame je pro tplnost pro zajemce.

,Dokonalost spoc¢ivid v malickostech, ale dokonalost neni malickost*

Citatem Michelangela Buonarrotiho uvedl jeden z recenzenti, prof. Jifi Kolafa, impozantni
sbirku nejriiznéjsich chyb nalezenych v nasem textu. Dalsi fadu chyb nalezl dr. Ondiej Demel.
Obéma recenzentum jsme zavazani, textu velmi pomohli. Ctenaf presto objevi fadu dalsich pre-
klepti, gramatickych pochybeni, typografickych nesvari ¢i docela normalnich nesmysli. Budeme
za upozornéni na chyby vdécéni a v elektronické verzi je budeme pribézné upravovat.






1 Historicky nastin kvantové mechaniky

N&s kurz zacneme struénym shrnutim zakladnich kvantové mechanickych predstav. Kde se
kvantova mechanika vzala? Jak viibec nékoho napadlo vymyslet nové pohybové rovnice mikro-
svéta?

Kvantova mechanika se diive také nazyvala mechanikou vlnovou. Oba tyto nazvy reflektuji
jisté prekvapivé rysy této nové mechaniky, které se zdaji byt v rozporu s kazdodenni zkusenosti.
Ptidavné jméno ,kvantova“ odkazuje na nespojitost energetickych hladin, pojem ,,vlnovy* pak
na podvojny charakter ¢astic, které se za jistych okolnosti mohou chovat jako viny. Tyto dva
rysy kvantové mechaniky jsou hluboce provazéany.

1.1 Castice a viny

Pojdme si na zacatek zopakovat, jaky je rozdil mezi ¢asticemi a vinami. Oba tyto pojmy odka-
zuji na néjakou formu pohybu. Caéstice predstavuji objekty s definovanou hmotnosti, polohou a
hybnosti. Polohou a hybnosti je urcen stav ¢astice. Jestlize pro danou ¢astici zname jeji polohu
a hybnost v ur¢itém ¢ase, pak s pomoci pohybovych rovnic (napiiklad rovnic Newtonovych)
muzeme ur¢it polohu a hybnost ¢éstice v libovolném c¢ase budoucim — budeme tedy znat tra-
jektorii. Uvazujme nejjednodussi piipad v jedné dimenzi. Castice se na po¢atku, ¢y, nachazi v
bodé xy. Pro ¢astici pohybujici se podél osy = v potencialu V(x) muzeme zapsat pohybovou
rovnici jako )
d*x dVv
M = T (1.1)
pri¢emz FeSenim bude poloha ¢astice v ¢ase t, x(t; xq, po).
Newtonova rovnice méa povahu zékladniho zakona, ve kterém jsou dalsi mechanické zakony
obsazeny. Takto mizeme napiiklad ziskat zakon zachovani energie. Definujme si funkci H, tzv.

Hamiltonovu funkci )
g=>r v (1.2)

2m
Tato funkce je funkci ¢asu, nebot ¢astice se pohybuje a méni se tak jeji rychlost (a tedy i
hybnost a kineticka energie), stejné jako jeji poloha (a tedy energie potenciélni). Snadno nyni
dokazeme, ze H se s casem neméni. Bude nas zajimat vyraz %—If. S uvazenim, ze

v dVde
av _dVdz 1.3
dt  dz dt (13)
* dp?) _ d d dz d?
P p 2 v 2 xr T
a Pa " T W ae (14)
vidime, Ze
dH  dz [ &2z AV
af _dw /o dTw AV 1.
at  dt <m azt dx) (1.5)

Vyraz v zavorce je ovSem dle Newtonova zakona (rovnice 1.1) roven nule a tedy i %—? je rovno
nule. Energie se tudiz v klasické mechanice zachovava. Dluzno podotknout, Ze pokud umis-
time Gastici napriklad do ¢asové proménného pole, Hamiltonova funkce se bude ménit s ¢asem
explicitné a energie se pak jiz zachovavat nebude.

Newtonova mechanika popisujici ¢astice (pripadné néktera z ekvivalentnich formulaci jako
jsou formulace Lagrangeova ¢ Hamiltonova) byla historicky mimoradné uspé$né. Za vSechny
uspéchy muzeme jmenovat naptiklad spravné predpovédi existence planety Neptun.



V klasické fyzice vidime rozdil mezi vinou a ¢astici v tom, Ze pfi pohybu ¢astic se prostorem
prenasi hmota, pri vinéni se naproti tomu prostorem prenasi energie. VIna neni na rozdil od
castic plné lokalizovatelna. Hlavni rozdil mezi vlnou a ¢éstici je ale schopnost vin se skladat, jev,
ktery oznacujeme jako interferenci. Pii interferenci je amplituda slozené viny rovna souctu
amplitud jednotlivych vin. Pokud maji v daném bodé jednotlivé amplitudy stejné znaménko,
pak mluvime o konstruktivni interferenci. Tam, kde maji amplitudy jednotlivych vln opacéna
znaménka, dochéazi k destruktivni interferenci. Takovy interferencni obrazec je mozné pozoro-
vat napiiklad pfi priichodu svétla dvojstérbinou (viz obrazek 1). Vlny prochézejici stérbinami
interferuji a na stinitku tak vznika interferen¢ni obrazec.

dvojstérbina interferenéni obrazec

Obrazek 1: Interference vinéni na dvojstérbinée. Do kazZdého bodu na stinitku dopadd svétlo
vychdzejict z obou §térbin, dochdzi k interferenci a na stinitku vznikaji svetlé a tmavé prouzky,
tzv. interferenéni obrazec (obrdzky vlevo). Vpravo je model interference ze 3D tiskdrny, ktery
vytisknul Jiri Suchan

Bude uziteéné si na zacatek zopakovat nékteré veli¢iny, které charakterizuji vinéni (viz
obrézek 2). Pohyb viny (zde v jedné dimenzi) je urcen velikosti néjaké veli¢iny (napiiklad
vysky vodni hladiny ¢i intenzity elektrického pole) ménici se v prostoru a v ¢ase, oznacme si
tuto veli¢inu A(z,t).

vlnova délka A

Obrazek 2: Schematické zndzornéni viny

V nejjednodussim piipadé se bude vlna §ifit harmonicky ve sméru osy x

A(z,t) = Apsin [27r G . %)] (1.6)

kde A je tzv. vlnova délka, udavajici vzdalenost mezi dvéma nejblizsimi maximy viny pro ur¢ity
cas a T je perioda, udavajici ¢asovy interval mezi dosazenim maxima dvou po sobé jdoucich
vln pro uréité misto. Reciprokou hodnotu periody 7' oznacujeme jako frekvenci v = % Mezi
vlnovou délkou a frekvenci plati vztah .
A=

14

(1.7)

10



K popisu viny se také pouzivéa veli¢ina vlno€et v = £. Ten nam udava, kolik vinovych délek
se vieéstna na 1 m. Casto se misto vlnové délky a frekvence setkdvame se zapisem pomoci
vlnového c¢isla k a ihlové frekvence w

2m
| — 1.8
- (1.9
w=27v (1.9)
Postupné vinéni ve sméru osy = pak miuzeme zapsat pomoci téchto veli¢in
A(x,t) = Agsin(kr — wt) (1.10)

Jak jsme jiz zminili vySe, k zakladnim rysim vinéni patii jeho skladani. Slozme ted dvé viny
o stejné frekvenci, které se pohybuji proti sobé

Az, t) = Aplsin(kx — wt) + sin(kx + wt)] (1.11)

S takovouto situaci se setkavame treba pti rozvlnéni struny na kytafe. S vyuzitim vzorci pro
sinus souc¢tu thla
sin(a £+ ) = sinacos § £ cos asin (1.12)

ziskdme tpravou

A(z,t) = 2Ag sin(kz) cos(wt) = A'(x) cos(wt) (1.13)

Vidime tak, ze v tomto pripadé bude tvar viny stale stejny a celd vilna bude pouze periodicky
rist a klesat. Mluvime o tzv. stojatém vinéni. Uvidime dale, Ze tento typ vInéni je pro chemii
velmi dilezity.

Ukazuje se, ze kazdé vInéni je mozné popsat tzv. vlnovou rovnici (zde opét pro jednoroz-
mérny problém)

Az, t) 1 0%A(x,t)
ox?2 12 Of?
Z matematického hlediska jde o parcialni diferencialni rovnici druhého fadu. Tuto rovnici lze

kuprikladu pro popis pohybu struny na kytaie odvodit z Newtonovy mechaniky, v ptipadé
elektromagnetického zareni pak zase z Maxwellovych rovnic.

(1.14)

1.2 Experimenty, které zménily svét

Na konci devatenactého stoleti se fyzika zdala byt skoro dobudovana. Objekty svéta byly
uspokojivé popsany bud Newtonovou mechanikou (¢astice) ¢i Maxwellovou elektrodynamikou.
Velké soubory castic pak zpracovavala statisticka fyzika a termodynamika. Ve stoleti dvacé-
tém nicméné doslo k zasadnimu obratu a mnohé jistoty vzaly za své. Nize zbé&Zzné popiSeme
nekteré zékladni experimenty, které lidstvo privedly od svéta klasického do svéta kvantového.
Tyto experimenty z rtiznych pohledi ukazovaly na dva zékladni rysy kvantové mechaniky (a)
kvantovani energie, (b) vlnové-éasticovy dualismus.

1.2.1 Zareni absolutné ¢erného télesa

Absolutné ¢ernym télesem mame na mysli objekt, ktery pohlti veskeré dopadajici zareni, zadné
zareni tedy neni odrazeno. Muze byt realizovano tfeba dutinou s malym otvorem — svétlo mno-
hokrate narazi na stény nadoby, takze pravdépodobnost, Zze by odrazené svétlo vylétlo otvorem
zase ven, je miziva. Cerné téleso ale zaroveii musi energii vyzafovat, jinak by se v ném hroma-
dila. Badatele zajimalo, jakym zpiisobem intenzita vyzareného svétla zavisi na jeho frekvenci.
Experimentéalné bylo zjisténo, Ze hustota zareni pro malé frekvence je velmi mala a roste se
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zvysujici se frekvenci. V zavislosti na teploté pak dosahuje svého maxima a posléze zase klesa.
Maximum hustoty se navic posunuje s teplotou k vyssim frekvencim. Je to v souladu se zku-
Senosti — horkd kamna vyzaiuji v infracervené oblasti spektra, zatimco rozzhavené zelezo jiz
vyzaruje ve viditelné oblasti.

P1i teoretickém modelovani predpokladame, ze k vyzarovani svétla o urcité frekvenci dochéazi
pii oscilacich elektrického dipélu — podobné, jako je tomu u antény vysilace. Oscilujici dipol
vznika diky pohybu nabitych ¢astic. Z teorie plyne vztah mezi hustotou zafeni p(v, T') a stfedni
energii oscilatoru Foy. pii dané teplotd

Stv? _

—5 Boxc (1.15)

p(v,T) =
V klasickeé statistické mechanice ale plati, Ze stfedni energie kazdého (harmonického) oscilatoru
je nezavisla na frekvenci a rovna kgT'. To by ale znamenalo, Ze vyzarena energie poroste se
¢tvercem frekvence! To je sice pravda pro malé frekvence, ale predpovéd naprosto selhava pro
frekvence vysoké. Vzdyt by to znamenalo, Ze rozzhaveny kimen by mél byt intenzivnim zdrojem
rentgenového zateni.
Max Planck pfisel s myslenkou, Ze souladu s experimentem mutzeme dosahnout za predpo-
kladu, Ze elektromagneticky oscilator! nemiZe nabyvat libovolnych hodnot, nybrz pouze hodnot

E =nhv (1.16)

kde h je tzv. Planckova konstanta a n je celé ¢islo. Zareni pak mize byt predavino pouze po
minimalnich bali¢cich hv, coZ je nejmensi rozdil energie mezi dvéma hladinami oscildtoru. Pri
kone¢né teploté je stfedni hodnota energie oscilatoru rovna

_ h
B = 2 4 (1.17)
eFaT
a po dosazeni do vztahu 1.15 pak ziskame
Sthyd 1

p(v,T) = hu (1.18)

Tento vztah baje¢nym zpiisobem souhlasil s experimentem, pokud za hodnotu konstanty h
dosadime ¢&islo 6,626 - 10734 J - s.

Je tfeba ale vidét, Zze souladu s experimentem bylo dosazeno za pouziti v té dobé dosti blaz-
nivych predpokladi. Predné predpoklddame, Ze pohyb ¢astic je omezen jen na urcité hodnoty
energie, je kvantovan. Za druhé, predpokladame, ze svétlo je predavano do okoli ve formé ja-
kychsi dale nedélitelnych balicki energie. Neni proto nijak podivné, ze Planck celou véc nebral
prilis vazné. Planckovu predstavu ale tviréim zptisobem vyuzil Albert Einstein ve své teorii
fotoelektrického jevu, diky které se pravem pocita mezi zakladatele kvantové mechaniky:.

1.2.2 Teorie fotoelektrického jevu

Zékladni schéma fotoelektrického jevu je zobrazeno na obrazku 3. V elektrickém obvodu méfime
elektricky proud pfenasSeny elektrony, které jsou uvoliiovany z ozafovanych kovovych desticek.
Ze zavislosti proslého fotoelektrického proudu na vlozeném napéti mizeme zjistit jak maximalni
kinetickou energii vyrazenych elektront tak i jejich celkové mnozstvi.

Co bychom predpokladali z hlediska klasické teorie? K vyrazeni elektronii by mélo dojit
svétlem kazdé vinové délky, pokud bude mit dostateénou intenzitu. Ukazalo se vsak, ze k pri-
chodu fotoelektrického proudu nedochéazelo pro frekvence svétla nizsi nez urcita mezni frekvence
vy, charakteristickd pro dany kov. Energie vyrazenych elektronii pak linearné rostla s frekvenci.

I Elektromagneticky oscilator si mizeme piedstavit jako kladny a zadporny naboj spojeny pruzinkou.
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Obrazek 3: Schematické zndzornéni fotoelektrického jevu, pii ozarovdnd kovu ultrafialovymi
paprsky jsou z kovu uvolnovdany elektrony

Albert Einstein tyto vysledky interpretoval velmi odvazné. Konstatoval, ze svétlo predstavuje
proud ¢astic o energii hv a vyrazeni elektronu si pak predstavoval jako srazkovy dé&j mezi touto
svételnou ¢astici a elektronem. Hypotéza musela ptsobit velmi podivné, vidyt Newtoniv po-
hled na svétlo jako na proud ¢astic byl jiz davno opustén a Maxwellova elektrodynamika méla
za sebou mnoho tspécht. Pro zavislost kinetické energie elektronii na frekvenci zareni by pak
méla platit rovnice

Epin = hv — ¢ (1.19)

kde ¢ = hiy se nazyva vystupni prace. Rovnice vyjadiuje zachovani energie — energie fotonu se
musi rovnat vystupni praci elektronu a jeho kinetické energii.

Jestlize nafitujeme hodnotu experimentalnich dat na rovnici 1.19, ziskdme hodnotu
h = 6,626 -1073% J - s. Einsteintiv balicek energie je charakterizovan tiplné stejné jako Planckiv
balicek energie!

~

Fotoelektronova spektroskopie

Fotoelektricky jev je principem techniky nazvané fotoelektronovéa spektroskopie. Pokud
ozafujeme vzorek zafenim o dostatecné energii, dojde k vyrazeni elektront, jejichz rych-
lost mizeme mérit. S vyuzitim vztahu 1.19 pak ziskame hodnotu vystupni prace pro
dany vzorek. Tato prace predstavuje vlastné vazebnou energii, kterou je drzen elektron
v dané molekule ¢i v materidlu. Z hodnoty vazebné energie se pak da napiiklad zjis-
tit slozeni vzorku ¢i chemicka forma, ve které se nachazi urcity atom. Fotoelektronovéa
spektroskopie je hojné pouzivand zejména v oblasti védy o povrsich, nebot detekovany
jsou predevsim elektrony pochazejici z povrchovych vrstev vzorku. Je ale mozné provadét
méfeni 1 v plynné fazi.

Interpretaci fotoelektronového spektra si muzeme vyzkouset napiiklad na spektru nezna-
mého prvku na nasledujicim obrazku.

Relativni pocet elektronti

Lo, )

1400 105 65 7,5
lonizac¢ni energie [eV]

13



Vime, Ze ve fotoelektronovém spektru je vynesena hodnota vazebné energie jednotlivych
elektront. Pro elektrony ve vnitinich slupkach je vazebna energie nejvyssi, tj. elektrony
jsou drzeny u jadra nejsilnéji, pro elektrony ve valenc¢ni sféfe je hodnota ionizac¢ni energie
Ls elektrontim, pik s energii cca 105 eV (a stejnou intenzitou jako pik s nejvyssi energii)
prislusi elektrontim z orbitalu 2s. Dalsi pik s energii cca 65 €V pak odpovidé ionizaci elek-
tronii v orbitalu 2p. Intenzita tohoto piku je trojnasobna oproti predeslym, v p orbitalech
je tedy trikrat vice elektronii. Posledni pik s energii cca 7,5 eV, opét se stejnou intenzitou
jako prvni dva piky, odpovidé ionizaci elektroni z 3s orbitalu. Pfedpokladana elektronova
konfigurace je tedy 1s22s?2p®3s?, coz odpovida elektronové konfiguraci horéiku v plynné
fazi.

Priklad 1

Zadani: Pokud budeme ozafovat pary atomu hot¢iku ultrafialovym zdrojem svétla He II o
energii 52 eV (odpovida vinové délce 23,7 nm), jakd bude kinetické energie vyrazenych elektront?
Vyuzijte vazebné energie hoi¢iku v predchozim boxu.

Reseni: Zdroj svétla o energii 52 eV ma dostatecnou energii pouze k vyrazeni elektronu z orbitalu
3s. Kinetickou energii odletujicich elektront zjistime vyuzitim vztahu 1.19, kde za vystupni praci
dosadime ioniza¢ni energie pro orbital 3s (tedy 7,5 eV). Kineticka energie elektronii je 44,5 eV.

Einstein Sel ve svych tvahach jesté dale. Je-1i podle néj svétlo ¢astici, méla by tato ¢éastice
(pozdé&ji nazvana foton) mit také néjakou hybnost. JelikoZ se ale pohybuje rychlosti svétla, méla
by tato hybnost byt dana jiz relativistickym vyrazem

mov
p=mv=———u (1.20)

v2

T2
kde mg je klidova hmotnost fotonu a ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Vyraz ve jmenovateli je
nulovy, takze aby hybnost byla kone¢né ¢islo, musi mit foton nutné nulovou klidovou hmotnost.

Upravme nyni vyraz pro relativistickou hybnost

2,22 24(@2 ) 2.4

mivic®  mict (% — m§c

2 2 0 0¢ \z 0 2 4 2 4

pict = — = = + — = —myc +m'c (1.21)
T2 e T2

Do posledniho ¢élenu v predchozi rovnici nyni dosadime zndmy vzorec E = mc?, ¢im# dostaneme
E? = p*c® + mic (1.22)

Jelikoz ale pro foton plati my = 0, tak také
E = pc (1.23)

S pouzitim Planckova vztahu E = hy = hf dostavame

h
A=~ 1.24
’ (1.24)
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Laserové chlazeni atomu

Svétlo si vétsinou nespojujeme s chlazenim, spiSe mame zkuSenost, ze nas svétlo dokaze
zahtat. Svétlo je ale ¢astice. Kdyz se srazi s atomem, preda mu svou hybnost a muze jej
tim zpomalit! Pro ziskani predstavy si vypocitejme nasledujici ulohu.

Zadani: Kolik fotonfi o vlnové délce 396,96 nm zastavi atom vapniku *°Ca s molarni
hmotnosti M(Ca) = 39,96 g-mol~! vyparfovany z kovového vapniku v picce o teploté
600°C?

ReSeni: Atomy vapniku v picce maji kinetickou energii danou vztahem

3
E = §k:BT =1,.81-107% ]

Hybnost je ddna jako
p=V2mE =490-1002 kg -m-s~"

z ¢ehoz dopocitame stfedni kvadratickou rychlost
v=L —738m s
m

Atom vapniku miiZzeme zafenim ionizovat, vznikly ion uvéznit v iontové pasti a v ni ho
bombardovat zarenim. Fotony svétla udané vinové délky maji hybnost

h - —
Pfoton = y = 1,66692-107%" kg-m-s "
Pti pohlceni jednoho fotonu dojde tedy pouze k docela malé zméné rychlosti
Ay — Poton _ 2,515-102 m -5~

m

Pocet fotont n nutnych k zastaveni atomu vapniku pak zjistime z rovnice v = nAuw.
Dosazenim dojdeme k hodnoté asi n = 3-10* fotont, aby se atom vapniku zastavil.

1.2.3 Spektrum atomu vodiku

V roce 1897 objevil Joseph John Thompson elektron a v roce 1911 pak Ernest Rutherford
objevil atomové jadro. Bylo pak asi prirozené nahlizet na atom jako na soustavu ,,planet”, kde
okolo tézkého, nabitého jadra obihé lehky elektron. Takovato predstava ma ale ve skutecnosti
fadu potizi. Pfedné neni viibec jasné, proc¢ by takovyto atom mél byt stabilni. Nabita castice by
dle klasické teorie méla velmi rychle ztracet energii ve formé zafeni. Rozzhavené atomy navic
vyzaiuji svétlo jen zcela ur¢itych vinovych délek, tj. atomy maji ¢arové emisni spektrum (viz

obrazek 4), coz ale klasickd mechanika nedokaze vysvétlit.

Lyman Balmer Paschen

100 nm viditelna oblast 1000 nm 10 000 nm

Obrazek 4: Cdrové emisni spektrum atomu vodiku
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Spektrum atomu vodiku predstavuje fada ¢ar, které je mozné sdruzit do urcitych sérii (Ly-
manova, Balmerova, Paschenova. ..). Experimentéalné se ukézalo, Ze vlnocet téchto Car zavisi
na celych ¢islech n; a ny podle vztahu

1 1
v = 10973731 (—2 — —2) cm ! (1.25)
ny Ny

Niels Bohr dokazal tento vztah v roce 1913 dat do souvislosti s planetarnim modelem atomu a
jeho model mél v sobé jiz nékteré z rysu kvantové teorie. Pfedpokladal, Ze se elektron pohybuje
po kruhové draze, na které musi byt odstrediva sila rotujici ¢astice kompenzovana pritazlivou
silou elektrostatickou

mev? 1 Ze?

r drey T2

(1.26)

Nyni ale mame nekonecné mnozstvi stavii, po kterych se ¢astice mohou pohybovat — podle toho,
jakou zvolime rychlost, musime zvolit také prislusny polomér. Bohr ale navic predpokladal, ze

moment hybnosti miize nabyvat pouze hodnot celistvych nasobkt konstanty A = %

meur = hn (1.27)

Pro¢ ho néco takového napadlo? Aby to vyslo! Z podminky 1.27 vyjadiime rychlost v jako
funkci r a dosadime do podminky 1.26. Ziskame vztah

47T60h2 2
= 1.28
Zmee? " ( )
a pro rychlost
Ze? 1
= - 1.29
dregh n ( )
Po dosazeni do vztahu pro energii dostaneme
1 Ze? Z*mee* 1 13,622
E = —mev® — = — == = = V 1.30
2" T dmeor 8z2h? n? n? - (1.30)

Polomeér, rychlost i energie jsou tedy kvantovany. K pfechodu mezi dvéma elektronovymi stavy
miize dojit pouze tehdy, jestlize rozdil energii pocatecniho a kone¢ného stavu je roven energii
fotonu

E2 — E1 = hv (131)
tedy
Z’meet [ 1 1
€ (L L\ L= hen 1.32
8z2h? <n% n%) v v (1.32)
Pro vinocet fotonu tak dostaneme
Zmeet (11 11
b= (S - =) = 10973731 (= — — ) em™ (1.33)
8gh3c \ni nj n:  n3

Coz je pfesné experimentalné pozorovany vztah. Zda se tedy, ze kvantovina neni pouze energie,
ale také moment hybnosti ¢astice. Kvantovani jako by bylo obecnym rysem svéta molekul.
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1.2.4 Dalsi experimenty

Na kvantovani energie poukazovaly také dalsi experimenty, které bylo v rdmci klasické teorie
tézké vysvétlit. Kvantovani energie hraje roli napiiklad i pro tak jednoduchou veli¢inu, jako je
tepelna kapacita. Podle klasické teorie by tepelna kapacita atomarniho krystalu méla naby-
vat konstantni hodnotu 3R. Experimenty ale ukazovaly néco tplné jiného — tepelné kapacita
se snizujici se teplotou klesala a pii teploté absolutni nuly nabyvala nulové hodnoty. Vysvét-
leni prinesla opét predstava kvantovani energie. A opét to byl Albert Einstein, kdo vse jako
prvni pochopil. Tepelnd kapacita predstavuje schopnost materidlu pohlcovat energii. Pokud
ale energetické hladiny nejsou spojité, tak pti nizké teploté materiél teplo viibec neni schopen
pohlcovat. Tepelné kapacita se tak snizuje (viz také kapitola 25.3).

Dalsi z vyznamnych experimenti je tzv. Franckiv—Hertztv pokus. James Franck a
Gustav Hertz zkoumali prichod elektrického proudu skrze rtutové pary. Se vzrustajicim na-
pétim rostl i prochazejici proud, ale pfi ur¢itém napéti (a tedy pii ur¢ité kinetické energii
elektronil) zacal najednou klesat. Tato energie totiz odpovida energetickym rozdilim v atomu
rtuti. Jakmile byl dosazen tento rozdil, elektrony se zacaly srazet s atomy rtuti neelasticky a
ztracely svou energii. Jde tak o dalsi ditkaz kvantovani energie.

1.3 Dualismus viln a ¢astic

Einstein svou analyzou fotoelektrického jevu ukazal, Ze i objekt tak nepochybné vinovy, jakym je
svétlo, se za jistych okolnosti mtze chovat jako ¢astice. Tato skute¢nost je vyjadiena v rovnicich
1.23 a 1.24. V roce 1924 prisel Louis de Broglie s myslenkou, ze vztah 1.24 se da ¢ist také opacné
— kazda hmotna ¢éastice s hybnosti p = mv je charakterizovana vinovou délkou A dle vztahu

A= — (1.34)

muv

coZ je tzv. de Broglietv vztah. Sam de Broglie asi piili§ netusil, o jakou vinu by mélo jit.
Nicméné jeho vztah sehral v dalsim vyvoji kvantové teorie zésadni roli.

De Broglietiv vztah umoznuje také interpretovat Bohrovu kvantovou podminku 1.27. Elek-
tron kolem atomového jadra si pak muzeme predstavit jako stojaté vinéni, kdy na obvod kruhu
je tfeba vmeéstnat celistvy nasobek de Broglievych vinovych délek

oy = 1.35
r nmev ( )
tedy
h h (1.36)
mevr = —n = hn )
2m

Experimentalni diikkazy interference castic

Pokud by castice, naptiklad elektrony, skutecné predstavovaly viny, mély by vykazovat
vlastnosti pro vlny typické, tj. zejména interferenci. Pro pozorovani interference je po-
tfeba, aby vzdalenost stérbin byla srovnatelna s vlnovou délkou piislusné viny. Pro svétlo
to jde zaridit celkem snadno, stac¢i udélat mrizku s mikrometrovymi rozméry. V piipadeé
vysokoenergetického zareni (napiiklad Rentgenova zatreni) nebo ¢astic je ale tfeba pouzit
miizek podstatné mensich. Interferenci Rentgenova zareni muzeme pozorovat napiiklad
pii difrakei (ohybu) svétla na krystalické miiZzce, kdy dochazi k interferenci vin odraze-
nych z riznych rovin krystali. V zéavislosti na thlu pak dochazi k zesileni ¢i k zeslabeni
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intenzity odrazeného svétla. Ve dvacatych letech Davisson s Germerem provedli expe-
riment s proudem elektroni posilanych na krystal niklu. Zavislost intenzity rozptylenych
elektront na thlu vykazovala maxima a minima, podobné jako v pripadé obrazcu ziska-
vanych difrakei rentgenového zareni na krystalech!

Kvantova povaha ¢astic je ale patrné i u daleko tézsich objektii nez je elektron. V roce 1930
Stern a Estermann pozorovali difrakci paprsku helia rozptylovaného na krystalu LiF. V
roce 1999 pak byla pozorovana interference asi nejtézsiho objektu, fullerenu Cgp, se kterym
byl proveden dvoustérbinovy experiment (M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller,
G. van der Zouw, A. Zeilinger, Nature, 401, 680 (1999)). Na naméfeném interferenénim
obrazci byla patrna maxima nultého a prvnfho fadu. Priblizny néakres interferencéniho

obrazce je na nésledujicim obrazku.

signal za 50 s

Elektronova difrakce je vyuzivana v nékterych experimentalnich technikéach jako je LEED
(Low Electron Energy Diffraction). Elektrony jsou zde fokusovany na povrch materiali a
z pozorovanych difrakénich obrazeu se usuzuje na strukturu povrchu. Rozptyl helia patii
také k dodnes vyuzivanym technikam studia povrchi.

1.4 Pohybové rovnice kvantové-mechanickych castic: Schrodingerova
rovnice

Bohrova teorie dokazala popsat atom vodiku, ale brzy zacalo byt ziejmé, Ze teorie ma své
limity. Ve dvacatych letech se odehrdlo mnoho chytrych pokusii spojit klasickou mechaniku
s experimentalnim pozorovanim kvantovani energie, ale prulom pfisel az s vytvorenim zcela
nové, kvantové mechaniky. Ta se na konci dvacatych let objevila ve dvou formach, Heisenbergoveé
maticové mechanice a Schrodingerové vinové mechanice, i kdyz na prvni pohled nebylo viibec
ziejmé, Ze tyto dvé mechaniky maji néco spolecného. My zde budeme alesponi naznakem sledovat
myslenkovy postup Erwina Schrédingera.

Na zacatku je tfeba Tici, ze kvantova mechanika je zaloZzena na postulatech a jako takovou
ji nemiizeme odvodit. Mizeme ji pouze uhodnout. To ale neznamena, ze bychom neméli zadné
indicie. Schréodinger mohl postupovat takto. Reknéme, 7e nas zajimaji stacionarni stavy castic,
napiiklad atomi. Tedy stavy, ve kterych se ¢astice pohybuji periodicky. Nas bude zajimat, s
jakou energif se ¢astice mohou pohybovat. Stacionarni stavy budou nejspiSe popsény stojatou
vinou

U(z,t) = (z) cos(wt) (1.37)
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kde ¥(x,t) predstavuje tzv. vlnovou funkci, o které budeme mluvit dale. V tuto chvili nechme
otazku, co se vlastné vlni, otevienou. Pro vSechny vlny plati vilnova rovnice, méla by proto
platit i pro vlnu popisujici elektron. Tj.

PU(x,t) 1 PV(x,t)

e St 1.38
0x? v2  Ot? ( )
Po dosazeni ze vztahu 1.37 dQ@Z)( ) )
T w
P + Flp(x) =0 (1.39)
Uvazme nyni, ze
2
w=2mr = %U (1.40)

a dosadme za vlnovou délku z de Brogliova vztahu A = % a za % = E—V. Upravou dostavame

d?(x) N 8m2m

dz2 2 (B = V(z))(z) =0 (1.41)
nebo téz
I Ly ayita) - Bota) (142

Vztah 1.42 je tzv. bezc¢asova Schrodingerova rovnice. Kompaktné ji muzeme napsat ve tvaru
Hiy = Ev (1.43)
kde symbolem H rozumime operator (vice si o operéatorech povime v piisti kapitole)

- h? d?
H=———+V 1.44
2m da? (144)
Jejim TeSenim jsou mozné hodnoty energie a jim pfislusejici vinové funkce. Je to ponékud
zvlastni rovnice, nebot ma dvé neznamé veli¢iny, E a funkci ¢. Zdalo by se tedy, ze kuptikladu
energii si muzeme zvolit a vlnovou funkci k ni dopocitat. Energie by tak nebyla kvantovana —
nize se dozvime, kde se kvantovani energie bere.

1.5 Bornova interpretace vinové funkce

Co to vlastné je ona vlnova funkce? Muzeme vyjit z analogie z optiky. Roli vlnové funkce
zde hraje kupiikladu vektor intenzity elektrického pole. Intenzita svétla v uréitém bodé je pak
déna jako ¢tverec intenzity elektrického pole. Vedeni touto analogii, mizeme s Maxem Bornem
interpretovat vilnovou funkci jako amplitudu pravdépodobnosti. Ctverec vinové funkce bude mit
pak vyznam hustoty pravdépodobnosti nalezeni dané céstice v urc¢itém bodé

f(z)dz = |¥(z)]*dz (1.45)

Co méame na mysli hustotou pravdépodobnosti?

Existuje nekone¢né mnoho poloh z, kam mtzeme c¢astici umistit. Pravdépodobnost nale-
zeni Castice v jedné konkrétni poloze je tudiz nulova. MiiZzeme se ale ptat, jaka je prav-
dépodobnost, ze se castice bude nachéazet v intervalu z, x+dx. Tato pravdépodobnost
P(z,z+ dx) bude zaviset na velikosti intervalu dz. Pro nekone¢né maly interval dz bude
opét nekone¢né mala. Vydélenim P(z,x + dz) intervalem dz ziskdme kone¢nou veli¢inu,
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hustotu pravdépodobnosti f
P(z,z + dz)

fla) = =250 (1.46)

pro kterou musi platit normaliza¢ni podminka

/f(x) de =1 (1.47)

7 této interpretace pak plyne tzv. normaliza¢ni podminka

/|\IJ(:17)|2 de =1 (1.48)

kterd tika, ze castice musi byt nékde v prostoru. Tato podminka vlastné predstavuje dalsi
rovnici, kterou musime dodat ke Schrédingerové rovnici 1.43. Na vlnovou funkei pak s ohledem
na obé rovnice klademe nékolik podminek

e Vlnova funkce musi byt jednozna¢né definovana (tj. musi to byt funkce, jedné hodnoté
nezavisle proménné piislusi jedna hodnota zavisle proménné, v angli¢tiné bychom fekli,
ze vlnova funkce musi byt single valued).

e Vlnova funkce musi byt kvadraticky integrovatelna, tj. musi platit?
/|x11|2 < 00 (1.49)

e Vinové funkce musi byt spojité.

e VInova funkce musi mit spojité prvni derivace.

Priklad 2

Zadani: Které z funkcei a) - f) mohou byt vlnovymi funkcemi?

a) d)
J\ PN
c) f)
N [

Reseni: a) ne, neni spojita b) ne, neni funkce ¢) ano d) funkce nema spojitou prvni derivaci,
nicméné funkce muzZe predstavovat vinovou funkei pro singularni potencial (jako napiiklad pro
atom vodiku) e) ne, neni kvadraticky integrovatelna f) ano.

2K uvedenym podminkdm by se slugelo pfidat rtizné dodatky. VInova funkce nemusi napiiklad mit spojité
prvni derivace pro nespojity ¢i singularni potencial, ve fyzice se setkdme i s vlnovymi funkcemi, které nejsou
kvadraticky integrovatelné atd. Zde je pro nas dileZité, Ze na vinovou funkci klademe néktera omezeni.
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1.6 Casoveé zavisla Schrodingerova rovnice

Vyse jsme navodili ¢asové nezavislou Schrédingerovu rovnici, jejimz feSenim ziskdme mozné
energie, se kterymi se Castice muze pohybovat. Casové nezavisla Schrodingerova rovnice se da

odvodit z casové zavislé Schrodingerovy rovnice

Tato rovnice ndm ukazuje vyvoj stavu v ¢ase. Zname-li vinovou funkci v néjakém case t, in-
tegraci Schrodingerovy rovnice ziskdme vlnovou funkei v libovolném ¢ase ptistim (a minulém).
V chemii tato rovnice hraje roli tfeba ve spektroskopii — méme molekulu v zdkladnim stavu a
zajima nas, v jakém stavu se bude molekula nachazet po ,zapnuti vnéjsiho ¢asové zavislého
elektromagnetického pole. 7 ¢asové zavislé Schrodingerovy rovnice tak odvozujeme napiiklad
tzv. vybérova pravidla, ktera nam fikaji, které prechody jsou ve spektroskopii zakazané (t;j.
probihaji s velmi malou rychlosti) a které prechody jsou povolené. V dalsim vykladu v ramci

Lov
ihr = HY (1.50)

tohoto kurzu se ovSem s casové zavislou Schrodingerovou rovnici nesetkame.

7

Souvislost ¢asoveé zavislé a ¢asové nezavislé Schrodingerovy rovnice

Casové nezavislou Schrédingerovu rovnici je mozné odvodit z ¢asové zavislé Schrodinge-
rovy rovnice, pokud predpokladame, ze hamiltonian systému nezéavisi na Case

H=——1V(z) (1.51)

Za tohoto predpokladu muzeme pouzit metodu separace proménnych a hledat reseni
Schrédingerovy rovnice ve tvaru sou¢inu V(x,t) = ¢(z)¢(t). Schrodingerovu rovnici pak
mulzZeme napsat ve tvaru

ity ()22 = TOOTHE 4 vy o (1.52)

Pokud vydélime celou rovnici ¢lenem 1(x)¢(t), ziskdme rovnici v néasledujicim tvaru

2 2
il 000 B 1 W) | (1.53)

o(t) Ot 2m(x) Ox?
Leva strana rovnice zévisi pouze na Case, prava strana rovnice pouze na poloze. Aby
byla rovnice splnéna pro libovolné hodnoty ¢asu a polohy, musi byt obé strany rovny
konstanté. Tuto konstantu si oznac¢ime pismenem FE. Snadno se piesvédcite, ze konstanta
by skute¢né méla mit rozmér energie. Ziskame tak dveé rovnice. Rovnice vychézejici z pravé

strany neni nez ¢asové nezavislou Schrédingerovou rovnici

B2 9%)(x)
Rovnici vychézejici z levé strany musime dotesit
.1 09(t)
——=F 1.55
"ok) ot (1.55)

coz po separaci proménnych a integraci vede k

ih lng(t) = Et+C (1.56)
kde C je konstanta. Funkce ¢(f) mé pak tvar
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C _iBt _iBt

p(t) =e“en =e h =e (1.57)

kde za C' jsme dosadili nulu z divodt normalizace vlnové funkce. Vlnovou funkei systému
tedy muzeme zapsat jako

U (x,t) = p(x)e (1.58)

Je patrné, ze v tomto pripadé je feSeni Casové zavislé rovnice soucasné i feSenim casové
nezavislé rovnice. Tvary vlnovych funkci se totiz lisi pouze fazovym faktorem clenem
e~ “! ktery neovliviiuje hustotu pravdépodobnosti

U(z, )T (x,t) = (z)e P e™" = ¢(z)y" () (1.59)

Vyuzili jsme zde nékterych vlastnosti komplexnich funkei, se kterymi se blize seznamime
v oddile 28.1. Jelikoz hustota pravdépodobnosti se neméni s ¢asem, mluvime v tomto
piipadé o stacionarnich stavech.

1.7 Relace neurcitosti

Meéfeni veli¢in v kvantové mechanice mé ur¢ita specifika. Existuji skupiny veli¢in, tzv. kom-
plementéarni veli¢iny, které nelze mérit zéaroven s libovolnou presnosti. K tém patii naptiklad
dvojice poloha-hybnost ¢ x-ova a y-ovéa souradnice momentu hybnosti. Ze Schrédingerovy rov-
nice se da dokézat, ze

AxAp > g (1.60)
kde Az je neurcitost polohy a Ap je neur¢itost hybnosti. Cim presnéji mérime polohu, tim
méné presnou mame hybnost. Disledkem je mimo jiné neexistence pojmu trajektorie ¢astice
v kvantové mechanice a nerozlisitelnost identickych ¢astic. Pfedstavme si totiz, ze ve dvou
okamzicich po sobé nalezneme na stejném msisté dvé castice. Pokud ovSem nezname presné
jejich polohy i hybnosti, nemizeme vylouc¢it moznost, zZe se mezitim tyto castice prohodily.

Priklad 3

Zadani: Elektronovy svazek ma rychlost 100040,01 m-s~!. Jak pfesné miizeme uréit v daném
okamZiku polohu elektronu?
ResSeni: Neurcitost hybnosti elektronu je ddna vztahem

Ap, = (0,01)(9,11-1073") =9,11-107* kg-m-s~*

Neurcitost polohy je potom dana vztahem

Relace neurcitosti se daji ,,odvodit® také z casticové povahy svétla. Pokud chceme mé-
it presné polohu ¢éastice, miizeme ji pozorovat pomoci svétla. Nepresnost méreni bude dana
vlnovou délkou svétla A, jeji snizovani tak povede ke zvétSovani presnosti. Interakce svétla
s pozorovanym objektem na druhou stranu povede k predéni hybnosti o fadové hodnoté

Ap =~ (1.61)



Coz povede k neurc¢itosti méfeni hybnosti. Zaroven Az =~ A. Vynésobenim pak ziskdme vztah
AzxzAp ~ h (1.62)

ktery je v souladu s obecnéjsim vztahem 1.60.
Vztah neurcitosti plati také mezi energii a ¢asem

AtAE > g (1.63)

coz méa podstatné disledky napiiklad ve spektroskopii. V daném ¢asovém intervalu At jsme
schopni zmérit energii pouze s piesnosti AFE. Pokud bychom mérili energii presnéji, museli
bychom zvétsit At, coz muze byt doba experimentu nebo doba, po kterou dany stav exis-
tuje. Pokud nas tedy zajimaji procesy s velmi kratkou dobou zivota, musime pocitat s velkou
neurcitosti energie.

Tabulka 1: Srovndnd klasické a kvantové mechaniky

klas. mech. kvant. mech
Stav r,p U(z,t)
Pohybové rovnice m% =VV ih%—‘f = HU
Casové nezavislé rovnice mTUQ =F Hy = Ev
Relace neurcitosti - AxAp > g atp.

Priklad 4

Zadani: Atom kysliku, ze kterého je vyraZzen vnitini elektron, ma dobu Zivota asi 4 fs. Jakou
muzeme ocekavat nejmensi $itku spektra v rentgenovych absorpénich spektrech pro tento atom?
Vysledek uved'te v jednotkéach eV.

ResSeni: Neurcitost energie je dana vztahem

L10-34
B, qo-151.054-10

AE > Aty 5 =0,0822 &V (1.64)

Sirka spektra byva ve skutecnosti vétsi, kupiikladu diky tzv. dopplerovskému rozsiteni spek-
tra. Sitka spektra dané relacemi neurcitosti ale nemiize byt zmensena kuptikladu vylepSenymi
experimentalnimi technikami.

Kde se dozvite vice?

Popularni ivod do kvantové mechaniky spolu s diskuzi zdkladnich experimentii je mozno nalézt
v knize J. Pisat, R. Zajac, O atomoch a kvantovani, Alfa, Bratislava, 1988. Zakladni tvod
do kvantové mechaniky lze nalézt kuptikladu v Atkinsové ucebnici fyzikalni chemie. Pékné
jsou avodni kapitoly kvantové mechaniky diskutovany také ve starsi knize A. Beiser, Uvod do
moderni fyziky, Academia, Praha, 1978. Zajemcim o hlubsi pohled na historii a filozofické
otazky spojené s kvantovou mechanikou lze doporucit knihu M. Jammer, The Philosophy of
Quantum Mechanics, John Wiley, New York, 1974. Na popularnéjsi arovni je historie kvantové
mechaniky dobfe shrnuta v knize J. Kvasnica, Priekopnici modernej fyziky, Smena, Bratislava,
1987.
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2 Operatory v kvantové mechanice

V kvantové mechanice kazdé métitelné veli¢iné prirazujeme tzv. operator. Hodnoty, jichz muze
mérend veli¢ina nabyvat, ziskdme jako vlastni ¢isla daného operatoru. Vétsina uloh v kvantové
mechanice vede na feSeni vlastniho problému daného operatoru. S pojmem operatoru se proto
ted seznamime dukladnéji. Nékteré dalsi potfebné partie z matematiky pouzivané v kvantové
teorii nalezne ¢tenar v dodatcich 28.1 a 28.2.

2.1 Co je operator

Pripomenme si nejprve pojem funkce. Funkce predstavuje zobrazeni, kdy ptsobenim na ¢islo
(nezévisle proménnou) ziskdme nové ¢islo (zavisle proménnou). Operator analogicky predstavuje
zobrazeni, kdy ptusobenim na funkci ziskdme novou funkci. Piisobeni operatoru O na funkci f
zapiSeme jako X

Of =g (2.1)
kde vysledkem puisoben{ operdtoru O je nova funkce g. Poradf operatoru a funkce, na kterou
operator pusobi, neni libovolné. Operator vzdy pusobi na funkei stojici napravo od operatoru.

Abychom se blize seznamili s operatory, predstavme si nékolik prikladi operatori. Nejjed-

nodussim operatorem je asi operéator

O=1-
neboli operator identity nebo také jednotkovy operator. Tento operator ptisobi na libovolnou
funkci f a vrati funkci g takovou, ze plati g = 1- f = f. Dal$im jednoduchym operatorem muze
byt nasobeni proménnou x

~

O=uz-
Pokud tento operator bude piisobit na funkci f(z) = 22, dostaneme
Of(x)=x-f(z) =x-2> =25
Diilezitou tfidou operatoru jsou diferencialni operatory, napiiklad
A d
0O=—
dx

Vidime, Ze derivaci funkce podle proménné = mizeme chapat jako ptisobeni operatoru derivace

O na funkci f(z).

Priklad 5
Zadani: Naleznéte vysledek piisobeni operdtoru O = z — 2% na funkci f(z) = sinz.

ReSeni: ZapiSeme rovnici vyjadiujici pasobeni operatoru O na funkci f(x) a dostaneme
A dy . :
Of(x)=xz— Qd— sinx = xzsinz — 2cos x
x

Vidime, Ze vysledkem piisobeni operatoru O na funkei f(z) je nové funkee g(x) = x sin z—2 cos z.

V kvantové mechanice se casto setkime s pojmy vlastni funkce a vlastni hodnota ope-
ratoru. Tyto pojmy jsou definované rovnici

Of = \f (2.2)
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ktera se oznacuje jako vlastni problém operatoru O. Funkdi f pak nazyvame vlastni funkci
operatoru O s vlastnim &fslem \. Jinak fedeno vlastni funkce f operatoru O je takova funkce,
%e piisobi-li na ni operator O, pak vysledkem tohoto ptisobeni je ta samé funkce f vynésobena
¢islem A. S pojmem vlastni ¢islo se muzete setkat v souvislosti s maticemi v linearni algebte,
viz kapitola 2.4.

Priklad 6
d2

12
Zadani: Rozhodnéte, zda je funkce e 2 vlastni funkei operatoru g — x2. Pokud ano, jaké je
jeji vlastni ¢islo?

(M)

x

Reseni: Operator ptisobi na funkci e™ 2 nasledovné

2 5\ 22 e, 2, 2 a2
ﬁ—x e 2 =—e 2 +12% 2 —x%e 2 = —e 2
€

22

Vidime, Ze vysledkem ptisobeni operatoru je opét funkce e™ 2 vynasobena &islem —1. Jde tedy
o vlastni funkci s vlastnim ¢islem —1.

V pripadé bezcasové Schrodingerovy rovnice 2.4 je vlastni funkci operatoru H vInova funkce
U(z) s vlastnim ¢islem E, coz je celkova energie systému. Vlastni problém operatoru ma tustfedni
postaveni v kvantové mechanice, protoze feSeni vétsiny tloh znamena hledani vlastnich cisel a
vlastnich funkci prislusného operatoru.

V kvantové mechanice se setkdvame predevsim s tzv. linedrnimi operatory, pro které
plati

A(af + Bg) = aAf + BAg (2.3)

kde v a (8 jsou obecné komplexni ¢isla (vyraz musi platit pro v8echny «, g, f a g). Operator
derivace je ptikladem linedrniho operatoru, naproti tomu operator odmocniny jim neni, nebot

Vof =vaf#af

Jak uhodnout tvar operatoru?

Operatory reprezentuji napiiklad pozici, hybnost, moment hybnosti nebo celkovou energii
systému (jde o tzv. hermitovské operatory, o tom ale pozdéji). V kapitole 1 o historickém
vyvoji kvantové mechaniky jsme se seznamili se Schrodingerovou rovnici popisujici pohyb
¢astice v jedné dimenzi

(_h_2d_2 L v(g;)) U(z) = BV (z) (2.4)

Tuto rovnici muzeme prepsat jako operatorovou rovnici, tj. rovnici, ve které vystupuji

operatory X
HY(z) = BV (z) (2.5)

kde H je operator celkové energie systému, tzv. hamiltonian (Hamiltontv operator).
Porovnénim rovnice 2.4 s rovnici 2.5 zjistime pfedpis pro hamiltonian

H- (—h—2d—2 + V(x)) (2.6)

Konkrétni tvar hamiltonianu 2.6 zavisi na konkrétni formé potencialni energie V().

25



Dalsi hojné se vyskytujici operatory jsou operator hybnosti a operator polohy

R L, d
Pz = —Zﬁa (2.7)

T=ux- (2.8)

Operatory 2.7 a 2.8 jsou zapsané v tzv. souradnicové reprezentaci, kdy operéator sourad-
nice je zvolen jako prosté nésobeni danou soutadnici.

2.2 Operace s operatory

Podobné jako funkce muzeme mezi sebou séitat, nasobit, délit atd. definujeme tyto operace
i pro pocitani s operatory. Vyjdeme ze vztahu 2.1, ktery definuje ptisobeni operatoru na funkci
f a ve strucnosti si predstavime zakladni operace s operatory. Sou¢tem dvou operatori
budeme rozumét operator

C=A+B (2.9)
takovy, ze plati R o R R
Cf=(A+B)f=Af+Bf (2.10)
kde f je libovolné testovaci funkce. Pod souc¢inem operatort budeme rozumét operator
C=AB (2.11)
takovy, ze plati ) o
Cf = A(BYf) (2.12)

Stejné jako v pripadé nasobeni ¢&isel figuruje ¢islo 1 jako jednotkovy prvek vicéi nasobeni, je
i v pripadé operatorového poctu definovan jednotkovy prvek — jednotkovy operator 1 =1-

1-f=f (2.13)
Pomoci definice nasobeni operatortu 2.11 muzeme definovat druhou mocninu operatoru
A? = AA (2.14)
A dale matematickou indukei mizeme definovat n-tou mocninu operatoru
Arf = A(A"1) (2.15)

Kdyz uz umime délat mocniny, neméame v principu problém definovat jakoukoli slusné vy-
chovanou operatorovou funkeci. Stac¢i k tomu vyuzit jeji rozvoj do Taylorovy fady. Naptiklad
exponenciala operatoru je definovana jako

] ~ 1 4 1 .
&:1+A+§M+§A?” (2.16)
Obecné plati, Ze nasobeni operatori 2.11 zavisi na poradi operatori, tj. obecné neplati

AB = BA (2.17)

Abychom mohli vySetfovat komutativnost operatoru, zavadi se novy operator — komutator

A A A A

[A,B] = AB — BA (2.18)
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Kdyz je komutator dvou operatort roven nulovému operatoru (0 f=0)
[A,B] =0 (2.19)

fikame, Ze operatory AaB spolu komutuji. Kdyz se komutator nerovna nulovému operatoru,
operatory nekomutuji.

Jako priklad vysSetfovani komutatoru dvou operatori si spoc¢téme komutator mezi operato-
rem hybnosti 2.7 a soufadnice 2.8. PomtZzeme si tim, ze nechame komutator ptsobit na néjakou

funkei f(x)

o df@) o d L df(a) Cdf@)
[x,p]f(:v)——zhxv%—zhaxf(:c)——zhx 1 +zhf(x)—|—zhx—dx = ihf(z)

kde jsme v druhém kroku pouzili vzorec¢ek pro derivaci souc¢inu funkci. Nyni staci odebrat nasi
testovaci funkci a vidime, Ze pro komutator operatoru soutradnice a operatoru hybnosti je

[#,p] = ih (2.20)

proto muzeme shrnout, Ze operator hybnosti nekomutuje s operatorem soufadnice. Jak si uké-
zeme v dalsich kapitolach, tento fakt ma dalekosahlé dusledky.

Priklad 7

Zadani: V prostoru funkci dvou proménnych = a y, uréete komutator operatora A = 8% a
N _ 0

B = 7y

ReSeni: Sestavime komutator [A, 3] a nechame ho piusobit na testovaci funkci f(x,y). Dosta-

neme

1 D _ Gf(a:,y) af(:v,y) af($7y) af(:v,y) _ an(xay) 82f(:v,y) _ A
4, Bl f(z,y) = ox oy oy or  9oxdy  Oyor 0

kde posledni rovnost je splnéna tehdy, kdyz funkce f(z,y) ma spojité vSechny druhé parcialni
derivace.

Vidime, Ze vysledkem ptisobeni komutatoru je nulovy operator, proto miZzeme uzaviit, Ze ope-
ratory AaB spolu komutuji.

Z definice komutatoru 2.18 vyplyvaji tfi vlastnosti komutatoru

e Prvni vlastnosti je antisymetrie

[A, B] = —[B, 4] (2.21)

[A, B+ C]=[A, B +[A,C] (2.22)

[a-A,B] = a-[A, B (2.23)
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Na zavér této kapitoly uvedeme jedno diilezité tvrzeni. Komutuji-li spolu dva opera-
tory, tj. [A, B] = 0, pak nutné existuji spoleéné vlastni funkce f. My si dokaZeme
obracené tvrzeni, totiz, ze spoleéné vlastni funkce implikuji komutaci ptislusnych operatori.
Predpokladejme, Zze méme dva libovolné operatory AaB , pro které plati

Bf =bf

neboli operatory maji stejnou vlastni funkci f. Pak mtuzeme psat

ABf = A(bf) = abf

BAf = B(af) = abf
protoze ¢isla a a b komutuji vzdy. Odectenim predchozich dvou rovnic dostaneme
ABf — BAf = (AB—BA)f =[A,B]f =0

coz je vysledek, ktery jsme chtéli ukazat.

7~

Komutace, relace neurcitosti a zakony zachovani v kvantové mechanice

Pojem komutatoru hraje ve fyzice zasadni roli miniméalné ve dvou smérech. Predné, pokud
operatory svou veli¢in A a B spolu nekomutuji, pak se da ukazat, ze tyto veli¢iny jsou
spojeny relacemi neurcitosti (viz také kapitola 1.7). Konkrétné pak plati, ze

AAAB > %HA, 3| (2.24)

kde AA a AB jsou neurcitosti veli¢in A a B. z ¢ehoz tfeba snadno s pomoci rovnice 2.20
vyvodime realce neurcitosti mezi polohou a hybnosti

AxAp > g (2.25)

Neméné vyznamnou skutecnosti je, Ze veli¢iny, jejichz operator komutuje s hamiltonié-
nem, se zachovavaji

[A,H] =0 (2.26)
Aby se veli¢ina zachovavala, nesmi se jeji stfedni hodnota ménit v ¢ase. Musi tedy platit,
Ze
dA
— =0 2.27
gr (2.27)
Jelikoz
(A) = / T AWdz (2.28)
tak casova derivace je rovna
(A) / dw= . / ~dW
— = | —AWd U*A—dz =0 2.29
at ar v at " (2.29)

Derivace vlnovych funkei zjistime z Casové-zavislé Schrodingerovy rovnice, resp. z jeji
komplexné sdruzené verze

dw 5 du*
Y g
ih & , th e

= Hy* (2.30)
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z ¢ehoz 0 ) T )
1 ~ 1 ~
— = _—-HV =——HU~" 2.31
dt h Toodt h (2:31)

Dosazenim ziskdme vztah
/ %(H\I!*(/I\I/)dt— / %(\II*A(H\If)dt:
)

h </(ﬁ\11*)(121\1’)dx - /‘I’*A(ﬁm)dx) (2.32)

V prvnim integralu prohodime potradi funkei, a protoze operétor H je hermitovsky a
redlny, plati

/ (HU)(AV)dz = / (AD)HU*dz = / U*HAVdz (2.33)
Podminka zachovani energie ma pak tvar

i

- ( / U*HAUdz — / \IJ*AFI\IJdm) =0 (2.34)

nebo jinak .
%/\p*[m — AHWdz =0 (2.35)

Vyraz uvniti zavorky je komutéator [If[ , A] Je-li komutator nulovy, veli¢ina se zachovava.

2.3 Hermitovské operatory

Kvantova mechanika pracuje vyhradné s linearnimi operatory, aby byl splnén princip superpo-
zice, tj. jsou-li ¥ a 1y vinové funkce daného systému, pak i funkce ¢ = c191 + c219, kde ¢; a
¢ jsou libovolna komplexni ¢isla, je vinovou funkei uvazovaného systému.

Linearita operatoru ale nesta¢i. V kvantové mechanice také pozadujeme, aby byly operatory
predstavujici fyzikalni veli¢iny tzv. hermitovské

/ f*Hg dz = / gH* f* dz (2.36)

kde H* je operator komplexné sdruzeny k operatoru H.

Priklad 8

Zadani: Rozhodnéte, zda je operator derivace hermitovsky na Hilbertové prostoru funkei.
ResSeni: Vyuzijeme vzorecek pro integraci per partes

[ =g~ [ o ar = [ gar L ar

kde jsme v poslednim kroku vyuZili toho, Ze naSe funkce musi byt kvadraticky integrovatelné, a
tudiz jejich hodnota v nekonec¢nu musi byt nutné nulova. Vidime tedy, Ze jsme dostali vyraz s
opa¢nym znaménkem, a derivace tudiz neni hermitovska. To se da ale snadno spravit, pokud ji
vynéasobime komplexni jednotkou i. Rozmyslete si prodc!
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Nyni se podivame na nékolik zakladnich vlastnosti hermitovskych operatori. Predevsim,
vlastni ¢isla hermitovského operatoru jsou realna, jinymi slovy Ze komplexné sdruzené
¢islo se rovna sobé samému

a =a (2.37)

Tuto vlastnost si dokazeme. Uvazujme vlastni problém hermitovského operatoru
A f=af
Postupujme tak, ze nejprve vlastni problém komplexné sdruzime
A A

Nyni vynasobme zleva komplexné sdruzenou rovnici funkei f a pavodni rovnici funkei f* (pred-
pokladdame normalizaci) a integrujme, dostaneme

/fA*f*dxza*/ff*dxza*

/f*/lfdx - a/f*fdx —a
Protoze je operator A hermitovsky, plati
/ fA* f*dx = / f*Afde
a po odecteni poslednich rovnic dostaneme
/fA*f*dx—/f*flfdszza*—a

a tedy

coz jsme chtéli dokazat.
Déle ukdzeme, ze vlastni funkce hermitovského operatoru prislusejici riznym vlast-
nim ¢islim jsou ortogonalni, tj.

/°° Jifidx = by (2.38)

kde symbol d;; znac¢i Kroneckerovo delta, které¢ nabyva hodnoty 1 pro ¢ = j a hodnoty 0 pro
1 7.

Opét si tvrzeni dokdzeme. Predpokladejme platnost vztaht
Afi=aifi a Afj=a;f;

kde a; # a;. Prvni rovnici vynésobime zleva f; a integrujeme, druhou rovnici vynasobime zleva
f; a integrujeme, dostaneme

/f;flfidx:ai/f;fidx a /f;Afjdg;:aj/f;fjdx

Dale komplexné sdruzime naptiklad prvni rovnici a rovnice odec¢teme — diky herimiticité
operatoru A jsou levé strany stejné a tedy
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0= (a —aj)/fi*fj dx

P1i dpravach jsme vyuzili toho, Ze operator A je hermitovsky a Ze hermitovské operatory maji
redlna vlastni ¢isla. Protoze podle naSeho pocate¢niho predpokladu plati a; # a;, je zfejmé, Ze
musi platit

/fi*fj dr =0

coz jsme chtéli ukazat.

Na zéavér si uvedme bez dikazu posledni duleZitou vlastnost hermitovskych operatori. Sou-
bor vlastnich funkci hermitovského operatoru vytvari tplny soubor bazovych funkei
daného Hilbertova prostoru. To znamena, ze kdyz plati

Af; = aif;, Vi

pak libovolnou funkci g, miizeme zapsat jako linedrni kombinaci

g = Zcifi

)

kde ¢; jsou rozvojové koeficienty.

2.4 Maticova reprezentace operatori

Zabyvejme se jesté na chvili rozvojem libovolné funkce do baze daného prostoru, ktery je dan
vztahem 28.27. Potom obecnou funkci ¢ mizeme rozvinout do uplného souboru funkei ¢;

9= Zcifi

)

Pak pro vlastni problém Ag = ag muzeme psat

Z CiAfi = GZ cifi

)

Rovnici vynasobme zleva jednou konkrétni funkei z tiplného souboru funkei (napiiklad funkei
fr, predpokladame jejich normalizaci) a zintegrujme

ch/f;';/lfz dr = az Ci / frfi de = acy, (2.39)

kde jsme vyuzili toho, Ze Gplny soubor funkeci jsou vlastni funkce hermitovského operatoru, které
jsou ortogonalni. Vysledkem je, Ze v sumaci na pravé strané vyrazu 2.39 zlistane nenulovy jen
¢len ac,,. Dale zavedeme novy symbol

Ani = [ fiAfida
kde vyraz A,,; ozna¢ujeme jako maticovy element. Vysledkem je

ZAW- c; = acy, (2.40)

Rovnici 2.40 mizeme zapsat pro vSechna m a vyslednou soustavu m-rovnic zapiSeme jako
rovnici
Ac = ac (2.41)
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kde A je matice (m X i) a c je sloupcovy vektor rozvojovych koeficienti.

Vidime, Ze TeSeni vlastniho problému operatoru se redukuje na pocitani s maticemi! To
ma zésadni vyznam z vypocetniho hlediska, nebot jsme prevedli slozity problém diferenciélnich
rovnic na algebraické rovnice, se kterymi uz si umi poradit pocitace (pozor, musime ale pouzivat
kone¢nou bazi, jinak nam ani pocitace nepomohou). Vidime také, Ze vlastni ¢isla operatoru
jsou stejna jako vlastni ¢isla korespondujici matice. Za zminku také stoji, Ze tuto maticovou
reprezentaci kvantové mechaniky objevil nezavisle na Schrodingerovi Werner Heisenberg. Az
pozdéji se ukézalo, ze jsou obé tyto formulace ekvivalentni.

Zvlasté vyznamna je rovnice 2.41 pro energii

Hc = Ec (2.42)

kde vidime, energii dostaneme hledanim vlastnich ¢isel Hamiltonovy matice.

Braketova notace

V kvantové chemii se ¢asto setkdvame s tzv. braketovou notaci, kterou zavedl Paul Dirac.
V tomto oznaceni piseme napiiklad

/ frgdz = (f]g) (2.43)

a nebo

V tomto textu se s braketovou notaci setkime pouze obcas. Ctenar miize toto znadenf
chapat jako uzitecné zkraceni zapisu a dalsimu porozumeéni to nebude ku skodé. Nicméné
blizsi pohled ukaze i hlubsi divody.

V kapitole 28.2 jsme vidéli, Zze mezi vektorovymi prostory a prostory funkei je mnoho
analogii. Funkci z daného funkéniho prostoru muzeme chapat jako abstraktni vektor,
nazvéme jej ket-vektor a ozna¢me symbolem |f). Komplexné sdruzeny protéjsek je tzv.
bra-vektor, ktery zna¢ime (g|. Skalarni sou¢in mezi témito vektory je pak déan

(flg) (2.45)

coz v kvantové mechanice interpretujeme jako amplituda pravdépodobnosti, se kterou
stav f zkolabuje do stavu g.

Kde se dozvite vice?

Operatorova algebra a jeji pouziti v kvantové chemii je popsano v knize J. FiSer, Kvantovd
chemie, Academia, Praha, 1983. Detailniho pouceni vyuziti operatori v kvantové mechanice
se ¢tenari dostane v knize M. Havlicek, P. Exner, J. Blank, Linedrni operdtory v kvantové
mechanice, Karolinum, Praha, 1993.
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3 Axiomy kvantové mechaniky

Na zacatku dvacatého stoleti se zacaly hromadit indicie, Ze s klasickou mechanikou neni néco
v pofadku (viz kapitola 1) a je potfeba vybudovat mechaniku novou. Tato nova, kvantova
mechanika je zaloZena na soustavé axiomu, tedy na tvrzenich, které se nedaji dokézat. Axiomy
ale shrnuji dosavadni zkuSenosti. Z téchto axiomii se poté tvori celd stavba kvantové mechaniky.
Pokud by postulaty vedly k disledktim, jez by byly v rozporu s experimentem, bylo by tifeba
se jich vzdat. Postulaty kvantové mechaniky jsou vybudoviny pomoci pojmi, se kterymi jsme
se seznamili v pfedchozi kapitole, takZe je na Case si je tedy nyni stru¢né shrnout.

3.1 Prehled postulata

1. postulat: Stav kvantové-mechanické soustavy je plné uréen vlnovou funkei ¥(z,t). Pravdé-
podobnost nalezeni ¢astice v elementu dz kolem zq je |W(x,t)|* d.

e Pozndmka 1: Prvni postulat je vyjadienim vlnové povahy ¢astic spolu s Bornovou in-
terpretaci vinové funkce. Z prvniho postulatu tak vyplyva normaliza¢ni podminka 1.48,
vyjadrujici, ze ¢astice musi nékde byt.

e Pozndmka 2: Na vlnovou funkci jsou kladeny podminky z podkapitoly 1.5.

e Poznamka 3: Nemusime nutné pracovat s vlnovou funkei coby funkei souradnic W(z,t),
misto toho si muzeme zvolit jako nezavisle proménnou napf. hybnost a pracovat s funkei
U(p,t), ze které miuzeme ziskat hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice s danou hyb-
nosti. Pro nékteré aplikace, napiiklad pri studiu elektrické vodivosti, je tato reprezentace
vyhodnéjsi.

2. postulat: Pro kazdou méfitelnou velic¢inu v klasické mechanice (poloha, hybnost) existuje

korespondujici hermitovsky operator.

3. postulat: V experimentu je mozné zmérit pouze hodnoty fyzikalni veli¢iny, které jsou
vlastnimi hodnotami jejtho operétoru.

Dva vyse uvedené postulaty mohou byt povazovany za zobecnéni nasich spekulaci, kdy jsme
spojenim de Brogliova vztahu a klasické vinové rovnice dospéli k ¢asové-nezéavislé Schrodinge-
rové rovnici. Zjistili jsme pritom, Ze energii ziskdme jako vlastni hodnotu urcitého operatoru.

e Pozndmka 1: Operatory jsou linearni. Musi byt totiz splnén princip superpozice, tj. viny
je mozné skladat. Operatory popisujici fyzikalni veli¢iny musi také byt hermitovské. Pak
totiz budou vlastni ¢isla realné, coz bychom u experimentalné mérené veli¢iny ocekavali.

e Pozndmka 2: Spolu se Schrodingerem jsme vyspekulovali operator celkové energie

h? d2

Porovnénim s klasickym vyrazem pro energii

E= % + V(z) (3.2)

miizeme usuzovat, ze operator pro polohu bude dana jako nasobeni souradnici
T—x- (3.3)
a operator hybnosti bude

h— —z’h(% (3.4)
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Prakticky pristup, jak ziskat tvar operatoru ruznych fyzikalnich veli¢in, vyuziva operatory sou-
fadnice a hybnosti, jak jsme je ted ziskali. Postupujeme pak nasledovné, a) zavedeme operétor
souradnice a hybnosti, b) hledanou fyzikalni veli¢inu na urovni klasické fyziky vyjadiime po-
moci hybnosti a souradnice, c¢) ve vztahu nahradime hybnost a soufadnici jejich operatory a
ziskame operator libovolné fyzikalni veliciny.

4. postulat: Jestlize se ¢astice nachézi ve stavu popsaném vinovou funkei W(x,t), pak sada
identickych mérfeni veli¢iny A povede ke stfedni hodnoté?

 [UrATdx

A = [ U0 da

(3.5)
e Pozndmka 1: Pro normalizovanou vlnovou funkei ¢ (kterou budeme déle uvazovat) je

)= [vrdvda (3.6)

e Pozndmka 2: Predstavuje-li operétor A funkci A(x) zavisejici pouze na poloze (napiiklad
potencialni energie), pak interpretace vyrazu pro stiedni hodnotu je zjevna. Z rovnice

(E) = [ v @ive o= [A @@ = [ AP @)

vidime, Ze jde o soucet (integral) hodnoty potencidlni energie v ur¢itém bodu nasobené
hustotou pravdépodobnosti nalezeni ¢éastice v tomto bodu. Ctvrty postulat zde tedy dava
jasny smysl. Stejné tak ve stavu ¢ splhujici Schrodingerovu rovnici

Hip = Ev (3.8)

musi byt primérna hodnota energie rovna energii £. To ale snadno dokazeme vynasobe-
nim rovnice 3.8 komplexné sdruzenou vinovou funkei a prointegrovanim pres cely prostor

/wﬁw de = /¢*E¢ de = E/ww de =F (3.9)

étvrty postulat tyto jednotlivé vysledky pro konkrétni veli¢iny ¢i stavy zobecnuje.

5. postulat: Vyvoj kvantové-mechanického stavu se ridi casové zavislou Schrédingerovou
rovnici

Lov .
ih = HY (3.10)

Jak jsme jiz zminili, s poslednim vztahem se v tomto textu jiz nadale nebudeme potkavat.

Postulaty kvantové mechaniky nam poskytuji navod, jak prejit od klasické mechaniky k me-
chanice kvantové. Zacneme s klasickym vyrazem pro urcitou veli¢inu coby funkci soutradnic,
hybnosti a pripadné ¢asu, A(z,p,t). Kazdou dynamickou veli¢inu jsme schopni takto zapsat,
nebot v klasické mechanice poloha a hybnost plné urcuji stav systému. Pak staci jenom , pridat
st¥isky*, tj. nahradit polohu a hybnost jejimi operatory. MéFitelné hodnoty prislusné veli¢iny A
pak ziskame jako vlastni ¢isla operatoru A. Uvedeny postup je dobte vidét napiiklad v oddile
vénovaném momentu hybnosti (viz kapitola 5).

3Stredni hodnota N méfeni je definovéna jako (A) = % va A;, pro velké N.
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3.2 Kvantova mechanika pro systém o vice ¢asticich

Doposud jsme se zabyvali (aniz bychom to ¢tenéri zduraznili) pouze jednou ¢astici pohybujici
se ve sméru osy x. Casové nezavisla Schrédingerova rovnice pak méa tvar

Hip = Ev (3.11)
kde 2o
H=——— 12
s TV (@) (3.12)
Zobecnéni na tii dimenze je piimocaré
~ n: [ 0* 0? 0?
H= —— | — 4 - 4+ —_ Vv 3.13
2m <8x2 * 0y? * 822> - (3.13)

Zobecnéni pro vice ¢éastic pak v podobném duchu

A ~ N N R h? h2 h2 B2
H=T\+T+T5+ ... +Ty+V =— Ay — Ay — Az — ... — Ay +V (3.14)
2m1 ng 2m3 2mN
kde A je tzv. Laplaceiv operéator definovany jako
52 52 92
Al=—+=—+=— 1
Ox? * oy? " 0z} (8.15)

a kde i oznacuje ¢astici (elektron nebo jadro).

Priklad 9

Zadani: Zapiste Hamiltontv operator pro molekulu H;‘ .

me

Ta
T

TAB
HA HB

Regeni: Ton molekuly vodiku ma tii ¢astice, dvé jadra a elektron. V hamiltonianu tak budou
tfi ¢leny odpovidajici kinetické energii pro kazdou z ¢astic. Potencidlni energie je ddna coulom-
bovskym pritahovanim ¢i odpuzovanim mezi ¢asticemi. Celkové pak dostaneme vyraz

5 h? R? R? 1 < e? e? e? >

H=— Ay — Ag— —
QmA A 2mB B Zme 6+47T€0

ra —rB| [ra—Te| |rB Tl
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4 Neékolik jednoduchych pripadi

V této kapitole se podivame na feSeni Schrodingerovy rovnice pro nékteré jednoduché situace
vedouci k analyticky feSitelnym tloham. Probirané pfipady mohou piisobit ponékud uméle,
ale na druhou stranu diky nim ziskdme zakladni predstavu, jak funguje kvantova mechanika a
k ¢emu ndm miize byt v chemii k uzitku.

4.1 Castice v nekoneéné hluboké potencialové jameé

V prirodnich védéach se velmi casto setkdme se situaci, kdy je pohyb ¢astice omezen v néjakém
prostoru. Tak napiiklad molekula plynu se pohybuje pouze uvniti nadoby, ve které je plyn uza-
vien. Jiny priklad — elektron je diky pritahovani k atomovému jadru omezen ve svém pohybu na
oblast blizkou jadru daného atomu. Tvrzeni ,pohyb Céstice je omezen” znamena, ze potencialni
energie ¢astice mimo vyhrazenou oblast je vyrazné vyssi nez v oblasti povolené.

Priubéh potencialni energie je pro kazdy pripad jiny, ale zakladni predstavu o chovani ¢éstice
v omezeném prostoru ziskdme jiz z modelu ¢astice v nekonecné potencidlové jamé. V tomto
modelu je v intervalu (0,a) potencialni energie V(z) rovna nule, tj. V' = 0, a mimo tento
interval je potenciélni energie nekonecné, tj. V' — oo (viz obrazek 5). Castice je tak uvéznéna
uvniti jamy, tj. v intervalu (0, a), protoze nemize mit nekone¢nou hodnotu energie.

J =0 V=00

Obrazek 5: Nekonecénd potencidlovd jama

Pro vlnovou funkci ¢astice mimo jamu plati

() =0 (4.1)

pro = takové, ze © < 0 a x > L. Vyraz 4.1 je vyjadfenim skutecnosti, Ze Céstice se mimo
potencidlovou jamu nemuze vyskytovat. ReSeni Schrodingerovy rovnice mimo jamu tedy uz
mame, zbyva nam vytesit pohyb Céstice v jamé. Pro tento pripad hledame feSeni Schrodingerovy

rovnice
P i

2m  dax?

= Ey(z) (4.2)

pro x takové, ze x € (0, L).

Hledame tak vinovou funkci, ktera pokud bude dvakrat zderivovina dé sebe samu vyna-
sobenou néjakou konstantou. Takovouto funkei je obecné exponencila e, kde )\ je obecné
komplexni ¢islo, které musime urcit. Po dosazeni do 4.2 ziskdme polynom pro neurcenou kon-

stantu A
2mFE B

=0 (4.3)

VytesSenim této kvadratické rovnice tak ziskdme

A+
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2mE

A= +i = +ik (4.4)
h
¢emuZ odpovidaji dvé linedrné nezavisla feseni, €’** a e~ kde jsme jako k oznacili —VQ;?E

Obecné feseni je dano jako linearni kombinace obou partikularnich feseni (dusledek vyzadova-
ného principu superpozice)

U(z) = Ae'*® 4 Be " (4.5)

kde A a B jsou libovolné (obecné komplexni) konstanty.

Vime, ze vlnova funkce by méla byt spojita a je tedy spojita i ve dvou krajnich bodech
jamy 0 a L. Mimo interval (0, L) je vlnova funkce nulova 4.1 a feSeni 4.5 proto musi spliiovat
nésledujici okrajové podminky

$(0) =0 (4.6)
a
W(L) =0 (47)
Prvni podminku splnime tak, ze polozime A = — B, tj. misto obecné vlnové funkce 4.5 vezmeme
jen funkci ve tvaru
Y(x) = N sin(kz) (4.8)

kde N je normovaci konstanta. Vyuzili jsme pfitom Eulerova vztahu (28.11). Druhou podminku
4.7 splnime tak, Ze polozime
kL =mn, n=1,2,3,... (4.9)

kde n je prirozené ¢islo — kvantové ¢islo. V piipadé n = 0 bychom obdrzeli feSeni ¢(x) = 0,
které nema fyzikalni vyznam, nebot ¢astice by se na intervalu (0, L) viibec nevyskytovala.

To je ale zajimavy vysledek! Energie Castice, jejiz pohyb je omezen, je totiz kvantovana, tj.
muze nabyvat jen diskrétni hodnoty

n — n- = n-,
2ml? SmL2

n=123,... (4.10)

Kvantovani energie pfitom vyplyva z okrajovych podminek 4.6 a 4.7. Podotknéme, Ze volna
¢astice muze mit energii jakoukoliv (viz dodatek 28.3), takze tfeba elektron muzeme v elektro-
magnetickém poli urychlit na libovolnou energii.

Vlnové funkce piislusejici energiim danym vztahem 4.10 jsou

™I

MMﬂ:Nm%TT% n=1,23,... (4.11)

a jsou schematicky ukazany na obrazku 6.*

4CtenaF mize namitnout, Ze takova funkce nema vzdy spojité prvni derivace. To je skutetné mozné pro
nespojity potencial.
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e W
Vo (x) \ﬁ n=2
0 L

Y1 (x)

Obrazek 6: Vinové funkce pro éastici v nekonecné potencidlové jamé pron = 1, 2, 3

Zbyva nam urcit normovaci konstantu N ze vztahu 4.11 z normaliza¢ni podminky

/ | N|? sin? (?) do =1 (4.12)
=0

N = \@ (4.13)

Na ¢tenaii ponechavame ukazat, ze

Céstice v krabici a hra na kytaru

Vlnové funkce pro ¢astice v krabici ndm mohou pfipominat stojaté vinéni kytarové struny.
Neni to piekvapivé, vzdyt Schrodingerovy rovnice neni nic jiného nez lehce upravené
vlnova rovnice. Znamené to, ze napnutd struna kmita pouze tak, jak popisuji stojaté
viny 4.107 Ne tak docela. Pokud natdhneme strunu, obvykle se nam to nepodafi tak,
aby pfesné kopirovala napf. sinusovy tvar viny kmitajici se zakladni frekvenci. Spise ji

natdhneme tak, jak je ukdzano na levé ¢asti obrazku, tedy do tvaru lomené kiivky, kdy
se dvé tsecky sbihaji pravé u prstu.

Kdy7Z se struna uvolni, nezacne kmitat pouze se zékladni frekvenci, ale vibruje se spoustou
soubéznych vibraci, s dvojnasobnou, trojnasobnou, ¢étyinasobnou frekvenci (na obréazku
vpravo). Lomend kiivka predstavuje tzv. vinovy balik, nebot vlnu je mozno rozlozit do
linearni kombinace jednotlivych stojatych vin. Vlna s n = 1 kmita se zakladni frekvenci,
ostatni vlny kmitaji s tzv. vySsimi harmonickymi frekvencemi. Podle toho, jak strunu

presné natahneme, dostaneme riznou piimés vyssich harmonickych frekvenci (hudebnici
mluvi o alikvotech) a tim i riznou tzv. barvu tonu.

38




S vlnami popisujici elektrony je to tiplné stejné. Mizeme vytvorit elektron ve stavu, ktery
neni dan nékterym ze stacionarnich stavi. Kazdy takovyto stav je ale mozné vyjadrit jako
kombinaci stacionarnich stavi.

Zamysleme se jesté na chvili nad dosazenymi vysledky. Energie FE, stacionarnich stavi jsou
vétsi nez nula. Stav s energii F,, = 0 neni pro jamu o kone¢né §ifce L mozny, kvantové me-
chanickd ¢astice v omezeném prostoru se tudiz nemuze zastavit. To je v souladu s relacemi
neurcitosti, zastavené Castice by totiz méla nekonecnou neurcitost v poloze. Poloha nasi ¢as-
nulového bodu.

Vyse ziskané vlnové funkce v, (x) pro ¢astici v nekoneéné 1D jamé jsou ortogonélni resp.
ortonormalni (tj. ortogonalni a zarovei normalizované)

/Oa i (2)n(x)de = Oy, (4.14)

kde 0,,, je Kroneckerovo delta. Ortogonalita vinovych funkei by nas neméla prekvapovat, v ka-
pitole 2.3 jsme si uz ukazali, Ze vlastni funkce libovolného hermitovského operatoru by mély byt
ortogonalni — a hamiltonian hermitovskym operdtorem je. VSimnéme si také, ze pocet uzlovych
bodi, tj. boda, kde 1, (x) = 0, je roven n — 1.

Castice v krabici a Fourierovy tfady

Hamiltonian je hermitovsky operator, a tudiz jeho vlastni funkce v, (z) tvorfi aplny soubor
funkci na prislusném Hilbertové prostoru. V tomto pripadé tedy vSechny kvadraticky
integrovatelné funkce s okrajovymi podminkami ¢(0) = 0 a ¢(a) = 0 muZeme zapsat
jako

nmx

f(z) = Z Cp SIn <T> (4.15)

Tato fada ale neptedstavuje nic jiného nez specialni pripad Fourierovy fady, se kterou se
v prirodnich védéch casto setkavame.

Srovnejme si jesté chovani klasické a kvantové ¢éstice v potencidlové jamé. Klasické ¢astice
by mohla mit libovolné nizkou, i nulovou, energii. Nachazela by se se stejnou pravdépodobnosti
v libovolném bodu prostoru. Kvantova ¢astice naproti tomu musi vzdy mit minimalni energii
a pravdépodobnost jejiho vyskytu je nerovnomérna. Muzeme se ptat, kdy uz skutecnou céstici
(ktera je pochopitelné vzdy kvantova) mizeme povazovat za dostatecné klasickou. Z vyrazu
4.10 vidime, ze tomu tak bude napiiklad pro velké hmotnosti ¢astice nebo pro komparativné
malou hodnotu Planckovy konstanty.

Doposud jsme Tesili pouze pohyb ¢astice v jednorozmérné jamé. Rozsifeni na trojrozmérnou
krabici je intuitivni. Zde bude potencialni energie V(z,y,2) = 0 vSude v oblasti 0 < z < L,,
0<y<L,a0<z<0L, kde L,,L,, L, jsou rozméry uvazované jamy. Mimo tuto oblast je
potencidlni energie nekonecné, V — oc.

Schrodingerova rovnice pro tento problém je

h? < o 9* 9P

@ + 8_3/2 + @) w(%y; Z) = Ew<x7yaz) (416)

2m
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a jeji feSeni najdeme pomoci metody separace proménnych (viz kapitola 6.1). Vlnova funkce
castice v 3D jameé je pak

8 xT . . z
Uy, (2,9, 2) = msin (ﬂz x) sin (ﬂzyy> sin (WZ Z) . Mg, My,n, =1,23, ...
cliyliz T z

Y

(4.17)
a ji odpovidajici energie
mh? (n2  n)  n?
Nz, My, Mz - 2m (ﬁ—i_ﬁ—i_ﬁ) 5 nx,ny,nz - 1,2,3,... (418)
T Yy z

Na rozdil od 1D piipadu se zde setkaviame s degenerovanymi energetickymi hladinami.
To znamena, Ze dané energii odpovida nékolik nezavislych vinovych funkeci. Napriklad pro ¢éastici
v krychli (L, = L, = L,) budou stavy s n, = 2,n, = 1,n, = 1 mit stejnou energii jako stavy
ne=1,n,=2n,=1an, =1,n, =1n, =2 Pijde pfitom ale o stavy odlisné.

Pouziti v chemii: Metoda FEMO

Pomoci modelu ¢astice v nekoneéné potencidlové jamé mizeme zformulovat asi nejjedno-
dussi semiempirickou kvantové-chemickou metodu, nékdy oznacovanou zkratkou FEMO
(z angl. Free Electron Molecule Orbital). Ve FEMO metodé predpokladame, ze elektron
se pohybuje volné a nezavisle na ostatnich elektronech v oblasti dané rozméry molekul
(rozmér molekul musime ov8em znat, coz ¢ini z této metody pristup semiempiricky).
Podivejme se na prakticky piiklad, kde pomoci metody FEMO zkusime urcit barvu kya-
ninové barvicky (CHz)oNT=CH—(CH=CH-)3N(CHs),. P¥i absorpci svétla se excituji
nejméné vazané elektrony v molekule, v nasem piipadé to jsou 7w elektrony. Ve sche-
matickém nakresu této slouceniny se pravidelné stiidaji jednoduché a dvojné vazby, ve
skutecnosti jsou vSak vSechny vazby stejné dlouhé, priblizné 140 pm, a elektrony se tak
mohou volné pohybovat po celé délce Tetézce mezi koncovymi atomy dusiku, avsak za
atom dusiku se nedostanou déle nez na vzdalenost jedné vazebné délky. Skuteény po-
tencial, ve kterém se elektrony pohybuji (viz nasledujici obrazek) tak muzeme nahradit
jednorozmérnym modelem pro ¢astici v krabici o rozméru (v pm) L = N -140 + 280,
kde N je pocet vazeb, v nasem piipadé N = 8, a 280 pm pridavame kvili koncovym
skupinam (2-140 pm).

V=0
N-C-C-C-C-C-C-C-N
x=0 x=L
Pro energetické hladiny c¢éstice v krabici plati
h2n?
E,=—— =1,2,3,... 4.1
n 8mL2 ) n ) ) 37 ( 9)

Delokalizované 7 elektrony jsou umistény do jednotlivych energetickych hladin dle Pau-
liho vylucovaciho principu. Nase molekula obsahuje 10 delokalizovanych 7 elektronii,
jednoho elektronu z nejvyssi obsazené energetické hladiny s n; = 5 do nejnizsi neobsazené
energetické hladiny s ny = 6 (viz nésledujici obrazek).
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Vlnova délka svétla, kterd vyvola tento prechod, pak musi byt

hc
A= — 4.20
NG (4.20)
kde
h? 2 2
AE = olP (nj — n?) (4.21)
V naSem piipadé je rozmér potencidlové jamy L = 1400 pm. Pro AFE pak plati
(6,625 - 10734)2 _19
= <11 =3,38-107""J 4.22
8-9,103-1073-(1,4-1079)2 ’ (422)
Odtud po dosazeni ziskdme vinovou délku
h 6,626-1073*-3,0- 108
PR ’ = 5,88-10""m = 588 nm (4.23)

AFE 3,38-10-1

Podle naseho jednoduchého vypoctu by tato molekula méla absorbovat zluté svétlo, jeji
barva by tedy byla ¢ervenofialova (doplikova k zluté). Ve skute¢nosti absorpéni maximum
lezi u 519 nm a barvivo je ¢ervené, nicméné i takto jednoduchy model nam poskytnul
docela dobry odhad.

4.2 Castice v jameé konecné velikosti a pravouhla bariéra

Elektron pohybujici se v atomu ¢i molekule je ve svém pohybu omezen, ale ne absolutné. Pokud
do néj stréime s dosti velkou intenzitou, tak jsme jej schopni od molekuly oddélit, dochéazi
k ionizaci. Model c¢éastice v nekonecné potencidlové jamé tuto skutecnost nedokaze popsat.
Zkusme tedy model malicko vylepsit. Méjme potencial, ktery je nulovy uvniti krabice, tj. pro
0 <z < LjeV(zx) =0, ktery nahle vzroste na hodnotu V5 mimo tento interval, jak je vidét na
nésledujicim obrazku.

Méame ted tii oblasti a pro kazdou z nich miZeme fesit Schrodingerovu rovnici zvIast.
Uvazujme pritom situaci, kdy energie ¢astice je mensi nez ioniza¢ni energie, £ < V4. V oblastech
V(z) = Vj je FeSeni Schrodingerovy rovnice nasledujici

() = Ae"* + Be ¥ prox <0 L Y(z) = A" + B"e™F pro x> L (4.24)

kde k' = /2%(Vo — E) . Hned vidime, ze B’ = A” = 0, jinak by vlnova funkce nebyla kvad-
raticky integrovatelna (pro x — —oo je ¢(x) — 0 a taktéz pro x — —oo je opét ¥(x) — 0).
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V=0
x=0 x=1L

Obrazek 7: Modelovy potencidl pro cdstici v jamé konecné velikosti

Pro ¢astici v jamé je postup TeSeni stejny jako pro pripad ¢astice v nekonecné potencialové
jameé. Uprostied jamy ma tedy vlnova funkce tvar

Y(z) = Ae™*™ 4 Be ik (4.25)

kde A a B jsou opét obecné komplexni konstanty a k = 4/ QH—’Q .

V=",
p=AettBe gy,
w=Aek~ w=Bek>
V=0
x=0 x=1L

Obrazek 8: Modelovy potencidl pro cdstici v jdmé konecné velikosti s Tesenim pro jednotlivé
oblasti pro E <V

Na hranicich jednotlivych oblasti musi byt pritom vlnové funkce spojité a musi mit spojité
prvni derivace. Koeficienty A a B zvolime tak, aby tyto podminky byly splnény. Ziskané spek-
trum energii (£,) je ponékud odlisné od FeSeni pro ¢astici v nekonecné potencialové jameé se
stejnou Sitkou (F2°), konkrétné pro L = 0,4 nm a V) = 14 eV dostavame

n=1 E =14TeV E® =236 ¢V,
n=2 Ey=5T4eV E=943¢V,
n=3 E;=1199eV E =2124¢V.

Povsimnéme si nékolika skuteénosti

e V jamé konecné velikosti se nachézi pouze kone¢ny pocet vazanych stavi.

e Energie pro dany stav je niZsi neZ energie pro nekone¢nou potenciadlovou jamu (pozor,
energie zavisi i na hloubce jamy).

e VInové funkce zasahuje i do oblasti, kterd ma vétsi energii nez mé dané Céstice, tj. exis-
tuje urcita pravdépodobnost, Ze se Céstice vyskytne v oblasti mimo jamu. Mluvime o
kvantové-mechanickém tunelovani.
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Toto pozorovani ale neni piekvapivé. Vinova funkce v jamé konecné velikosti zasahuje i do
klasicky nedovolenych oblasti, jak je patrné na obrazku 9, takze prislusna vinova délka je delsi
nez pro pripad nekonecné jamy a odpovidajici energie nizsi.

N\
N

] 4\

L=0,4nm L=0,4nm

Obrazek 9: Schematicky ndkres vinovyjch funkci pro t¥i vdzané stavy v modelu konecné po-
tencidlové jamy s Vo = 14 eV (ndkres vlevo). Odpovidajici vinové funkce v modelu nekonecné
jamy magi mnohem vyssi energii (ndkres vpravo)

Vsimnéme si navic, ze k vétsi mite tunelovani dochéazi se zvysujici se energii. Kdyz umistime
dvé potencidlové jamy vedle sebe, dostaneme primitivni model chemické vazby. Z obrazku 10
je pak tfeba patrné, pro¢ se na chemické vazbé tucastni predevsim valenéni elektrony. VIinova
funkce silné vazanych elektroni ve vnitfnich slupkich prilis nezasahuje mimo potencialovou
jamu, takze pii priblizeni atomu na vazebnou vzdalenost se vinové funkce viibec neptekryvaji.
Naproti tomu u nejméné vazanych elektronti, jakymi jsou valen¢ni elektrony, vinové funkce
mimo jamu klesaji pomalu a v oblasti mezi jamami maji dostateény prekryv pro vznik chemické
vazby.

PAAS -
A2 RV
e Sva
L ]

X
4

N

Obrazek 10: Prekryv vinovijch funkci pro dvé jamy konecné velikosti

Podivejme se jesté na jiny pripad, kdy ¢astici v kone¢éné potencidlové jamé prevratime (viz
obrazek 11). Takovyto potencial pfedstavuje model napiiklad pro chemickou reakci s bariérou.
Na levé i pravé strané od bariéry budeme mit volnou ¢astici s oscilujici vinovou funkei. Pod
samotnou bariérou bude pak vlnova funkce exponenciilné klesat
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Y(z) = AeF® (4.26)

. - 2m(Vo—E s 2 . < 14 ) ,
kde je opét k' = % Veli¢ina = m ma rozmér délky a obvykle se o ni mluvi
jako o ,,délce tlumeni“. ¢im vice se blizi energie Castice bariére, tim vétsi je pravdépodobnost,

7e Castice bariérou projde.

V=0x=0 x=L V=0

Obrazek 11: Schematicky ndkres potencidlu s bariérou

Porad ale bude existovat moznost, Ze ¢astice s energii mensi nez je vyska bariéry projde
skrze bariéru. Jde opét o projev kvantové-mechanického tunelovani.

Tunelovani v chemii

Priichod ¢astice bariérou patii k nejvyraznéjsim rozdilim kvantové a klasické mechaniky:.
Pomoci tohoto jevu byl naptiklad vysvétlen a rozpad atomovych jader, ve kterém jadro
helia tuneluje ven z atomového jadra. Na zakladé tunelového efektu funguje skenovaci tu-
nelovaci mikroskop, ve kterém se méti proud (tedy pravdépodobnost prichodu elektront),
jehoz intenzita je ddna vzdéalenosti kovového hrotu od vodivého povrchu. Tuto vzdélenost

a morfologii povrchu lze tak zmérit na zakladé rovnice pro délku tlumeni % =4/ Wg_bﬂ)

Pro chemika je zajimavé, Ze tunelovani ovliviiuje rychlost chemickych reakci. Dobfe vidét
to bude napiiklad pii reakcich, v nichz vystupuji lehké c¢astice. Dobrym prikladem je
tfeba vymeéna protonu pfi reakci alkoholu s alkoholatem

RlO_ T RQOH — R10H I RQO_

Tunelovaci mechanismus této reakce experimentalné snadno odhalime nahrazenim atomu
vodiku za jeho tézs$i analog, deuterium. Rychlost reakce by méla vyrazné poklesnout,
nebot deuterium je dvakrat tézsi a tudiz klasictéjsi. Podotknéme jesté, Zze pii dostatecné
nizkych teplotach se tunelovani miuze silné projevit i u podstatné tézsich ¢astic nez je
vodik, napiiklad u uhliku (t¥eba pfi reakci uzavirani kruhu tripletnich 1,3-biradikalu, viz
W. T. Borden, WIREs Comput Mol Sci., 6, 20 (2016)).

4.3 Harmonicky oscilator

Linearni harmonicky oscilator (LHO) je model popisujici ¢astici na pruzince (pokud tu pruzinku
nenatahujeme piilis). Fyzikové maji LHO ve veliké oblibé, protoze se s nim jednak dobfe pracuje
a za druhé predstavuje zakladni model pro feSeni nejriznéjsich problémi, tepelnymi kapacitami
pevnych latek poc¢inaje a elektromagnetickym polem koncée. Harmonicky oscilator maji v tcté
i chemikové, mimo jiné proto, Zze pomoci néj popisuji vibrace molekul.
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Potencialni energie harmonického oscilatoru odpovida prvnim ¢lentim Taylorova rozvoje
obecného potencialu V(x) v okoli minima x = zg

V(z) = V(xe) + <%>m:wo (z — x0) + % (%)x:xo (x —20)* + ... (4.27)

Tento model se ¢asto pouziva pro popis vibraci viceatomovych molekul (vibrace mizeme popi-
sovat s vyuZitim tzv. norméalnich soufadnic pomoci systému nezavislych LHO, viz kapitola 14.2).
Musime si byt ale védomi jistych omezeni tohoto modelu. Skuteéna potencialni energie mole-
kuly (a nebo pruzinky) ma tvar, jaky je vidét na obrazku 12, molekuly se zkratka v jisté chvili
roztrhnou. To model LHO nezahrnuje. Pro malé vychylky je to ale model obvykle piijatelny.
Prvni derivace potencidlu je v minimu rovna nule, navic zvolime-li vhodnou referen¢ni hla-
dinu, naptiklad ode¢tenim hodnoty V'(zg), vztah 4.27 se zjednodusi do tvaru
1 [/d*V
V(z) = 5 <@>z:xo (z — x0)? (4.28)

ktery odpovidé potencidlu LHO. Druhou derivaci potencialu oznac¢ujeme jako silovou konstantu
k.

Ptipomenme si nejdiive klasické pohybové rovnice pro harmonicky oscilator. Pohybovou
rovnici popisujici pohyb ¢astice je pak druhy Newtoniv zakon

d?z
Obecnym feSenim této diferencialni rovnice je
x = Acos(wt) + Bsin(wt) (4.30)

kde A a B jsou konstanty, které se ur¢i z poc¢ateéni podminky a w je tthlova frekvence oscilatoru

k
w=21r=4]— (4.31)
m

a potencialni energii harmonického oscilatoru miizeme pak prepsat jako
1
V(z) = —mw?a? (4.32)

Ukazeme si nyni kvantové feSeni. Vyjdeme ze Schrodingerovy rovnice, kde za potencialni
energii systému dosadime potencialni energii LHO

R a1,
——— 4 —mwz® | Y(z) = EY(x) (4.33)
x
Rovnici 4.33 matematici dokazi snadno tesit, byt je feSeni lehce otravné. Strucné, jak by se

postupovalo. Schrodingerova rovnice pro LHO 4.33 je diferencialni rovnici s nelinearnimi koefi-
cienty u nulté derivace. Tento typ rovnice se Tesi tak, zZe nejprve rovnici upravime do tvaru

d2 I'mE 2,2
(@) (’; —”%—‘jgﬂ) Y(z) =0 (4.34)

Rovnice ve tvaru 4.34 se dale Tesi zavedenim bezrozmérnych proménnych

¢ = %x (4.35)
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V(R)

R, R
Obrazek 12: Skutecnd potencidlni energie dvouatomové molekuly (plnd édra) a model LHO
(pFeruSovand cdra). Rovnovdznd vzddlenost R. odpovidd minimu na kiivce potencidlni ener-

gie, (R) je vibracné zprimérovand vzddlenost. Pro harmonické systémy je (R.) priblizné
stejné jako (R)

a= % (4.36)
) A= 2B 4.37
= (4.37)
Rovnice 4.34 tak nabude tvar
d2
2 a-eue -0 (438)

Pri feSeni se dale postupuje tak, ze nejprve hledame asymptotické feseni vinové funkce 1 pro
& — £00, kdy v rovnici 4.38 ¢len s A zanedbavame. Vysledkem je asymptotické feSeni ve tvaru

Y(E) = Ae™ T + Be¥ (4.39)
kde A a B jsou libovolné konstanty. Pro B # 0 ve vyrazu 4.39 vlnova funkce diverguje a nelze
ji normovat, proto se vinova funkce 1 (£) asymptoticky chova jako funkce

52

P(§) = Ae 2 (4.40)
a tak muzeme reSeni rovnice 4.38 hledat ve tvaru
_£
() =v(§)e 2 (4.41)

kde v(&) je zatim neur¢end funkce. Dosadime-li predpokladané teseni 4.41 do rovnice 4.38,

dostaneme po malé upraveé diferencialni rovnici
d%v dv

— +

— —2

T A=1)v=0 (4.42)

Diferenciélni rovnice 4.42 se teSi pomoci rozvoje hledané funkce v mocninou fadu, kde na-

konec dojdeme k rekurentnimu vztahu mezi koeficienty fady. Aby funkce v(§) pro & — +oo
nedivergovala, musi dosud neurcité A\ splihovat podminku

A=2n+1, n=0,1,2,... (4.43)
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S pfihlédnutim ke vztahu 4.37 dostaneme pro energie stacionarnich stavu

2

1
En:hw(n—i——), n=0,1,2,... (4.44)

Vidime, ze kvantovani energii je opét dano okrajovymi podminkami kladenymi na uvazovany
systém. Z rovnice 4.44 také plyne, Zze kdyz za n dosadime n = 0, neboli poc¢itame energii
nulové hladiny LHO, dostaneme

Ey=5 (4.45)

Energie zakladniho stavu je, podobné jako v pripadé ¢astice v nekoneéné potencialové jame,
nenulova. To je podstatny rozdil oproti klasické fyzice, kde ¢astice mize mit nulovou energii
v minimu potencialni energie V(x).

Nenulovost energie tizce souvisi s relacemi neurcitosti. Energie 4.45 je nékdy oznacovana
jako energie nulovych kmitt a Ize ji napiiklad ovérit v piipadé kmitt krystalové miizky, kde na
rozdil od klasické fyziky vlivem nenulovosti kmiti nevymizi rozmazani difrakéniho obrazce ani
pri snizovani teploty k absolutni nule 7" — 0.

Provedeme-li zpétné dosazeni vSech pouzitych substituci a provedeme-li normalizaci vinové
funkce, ziskdme vinové funkce LHO ve tvaru

11 as?
@@):(%) T¢I, =012, (4.46)

kde funkce H, () je funkce v(§) ze vztahu 4.41 a nazyvame je Hermitovy polynomy

H, () = <—1>"e€2§—; e (4.47)

Priklad 10

Zadani: Molekula HCI silné absorbuje v infradervené oblasti spektra u 2991 cm™'. Spoététe
silovou konstantu k pro tuto molekulu.

Regeni: V molekule HCl kmitaji oba atomy, amplituda kmitani pro atomy ale neni stejn,
protoze maji rozdilné hmotnosti. MtzZeme si ale pfedstavit, Ze kmita jen jedna Céstice, které
prisoudime redukovanou hmotnost p (viz nasledujici obrazek, blizsi vysvétleni v kapitole 6).

T T-
4—1 2 mim,
ml m2 r 'u' h m1 + mz
teziste teziste

Redukované hmotnost je tedy

mygmer 1,008 34,969
my +me; 1,008 + 34,969

=0,979 g-mol~!

MiuZzeme si vSimnout, Ze je témér rovna hmotnosti vodikul!
Vime, Ze v piiblizeni harmonického oscilatoru plati pro thlovou frekvenci kmitani

k
W =2V = 4| —
n

47



Pti absorpci v infracervené oblasti dochazi k excitaci ze zakladni vibra¢ni hladiny do vyssi. Pro
frekvenci absorbovaného fotonu plati

v=cr=3-108-2991-10% = 8,97-10'3 Hz
Pro k pak plati

k= (2mv)%p = (27 -8,97-10'%)2.0,9796 - 1,66 - 10727 = 516 N-m !

Elektromagnetické pole jako soustava harmonickych oscilatori

Klasicka energie nesena vinou je
_ L (o B i () + B8 cog?
E = 1 eoE§ sin®(wt) + — cos®(wt) (4.48)
Ho

kde Ej je amplituda intenzity elektrického pole, By je amplituda magnetické indukce a w
je frekvence. Prvni ¢len odpovida energii elektrického pole, druhy energii magnetického
pole. Obé tyto ¢asti nesou v priméru stejnou energii, jen si ji mezi sebou prelévaji. Prvni
¢ast si ozna¢me jako funkei g(t)

q(t) =4/ %Eg sin?(wt) (4.49)
p(t) =4/ 2—‘;03(2) cos?(wt) (4.50)

Aby si byly obé ¢asti rovny (a energie se tak zachovavala) musi platit
B
Ho

a druhou ¢ast jako funkei p(t)

eoEg = (4.51)

Funkei p(t) tak muzeme piepsat jako

p() = 1/ gEo cos?(wt) (4.52)

Hned vidime, Ze celkovou energii mizeme napsat jako

E= % (p* + w?q) (4.53)

coz je ale vyraz pro energii klasického harmonického oscilatoru ¢astice o hmotnosti m = 1.
Elektromagnetické pole tak muzeme vidét jako harmonicky oscilator. Muzeme pritom
aplikovat kvantové-mechanicka pravidla i na tento elektromagneticky oscilator, kdy pro
energii dostaneme

e (s D) o

Vidime ted, Ze energie elektromagnetického pole je kvantovana a Ze u elektromagnetického
pole existuji nulové kmity. Mezi g a p, které odpovidaji elektrickému a magnetickému poli,
plati relace neurcitosti. I vakuum by tam mélo obsahovat nulové elektromagnetické kmity
— a jakkoliv to zni podivné, experimenty jsou s touto predstavou v souladu.
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5 Rotac¢ni pohyb v kvantové mechanice

Rotac¢ni pohyb a s nim souvisejici moment hybnosti na prvni pohled neptisobi jako téma, které
by bylo pro chemika obzvlasté palc¢ivé. Ve skutec¢nosti je ale z kvantové teorie pro chemika
kvantové ¢islo v mikrovlnné spektroskopii — vSechny tyto pojmy jsou spojeny s momentem
hybnosti. Nemtzeme asi predstirat, ze by §lo o téma pro chemika pftili§ zabavné — o to je vSak

V této kapitole se nejprve podivame na pohyb po kruznici, kde pomérné snadno zjistime,
ze rotacni energie a také moment hybnosti jsou kvantovany. Poté se ponotfime do formalnéj-
sich detailti kvantové teorie rotace, celkem dikladné probereme vlastnosti operatori momentu
hybnosti a zjistime, jaké hodnoty tato dulezita veli¢ina miize nabyvat.

5.1 Pohyb castice po kruznici

Podivejme se nejdiive na c¢éstici, ktera se pohybuje po kruznici. Ctenar si mize predstavit
tfeba 7 elektron molekuly benzenu, ktery rotuje v podstaté bez bariér podél uhlikového skeletu.
Energie rota¢niho pohybu je svazana s velikosti hybnosti dané ¢astice p a tim také s momentem
hybnosti. Zvolme si soustavu souradnic zyz a uvazujme pohyb v roviné zy. Pak z-ové slozka
momentu hybnosti je dana jako L, = pr
2 2
ol & (5.1)

2m;  2m;r?

kde m;r?> = I nazyvame momentem setrvac¢nosti. Hmotnost éastice budeme v této kapitole

oznacovat jako m;, aby se nam nepletla s kvantovym ¢islem m, které za chvili zavedeme.
Moment hybnosti mizeme s pomoci de Brogliova vztahu mezi hybnosti a vlnovou délkou
zapsat jako L, = i%. Vinova délka A\ ale nemuze byt libovolné, nebot ¢astice se pohybuje na
kruznici. Po otoceni o tihel 27 musi mit vlnova funkce stejnou hodnotu (viz obrazek 13). To
bude splnéno tehdy, jestlize obvod kruznice bude roven celistvému nasobku vinovych délek

27r = mA (5.2)

pro libovolné m = 0, £1, £2, ... Zjistujeme tak, ze moment hybnosti mize nabyvat jen urcitych
hodnot — je kvantovan

=5 =

a tudiz je kvantované také energie pohybu rotujici ¢astice

L, hm (5.3)

L2 h? 2
E : 1 (5.4)

2m;r2  2m,r?

Ziskali jsme tak rychle dvoji pouceni. Pfedné vidime, ze kvantovany mohou byt i jiné veli¢iny
nez energie — zde napfiklad moment hybnosti. Dale vidime, Ze rotacni energie je kvantovéina,
poznatek zasadni dulezitosti pro nejriznéjsi spektroskopie.
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Obrazek 13: Vinovd délka pro cistici pohybugjici se na kruZnici je takovd, Ze na kruznici se
vejde jeji celociselny nasobek (vlevo). Pokud by vinovd délka cdstice na kruznici nevyhovovala
rovnici 5.2, funkce by byla nespojitd (vpravo)

Priklad 11

Zadani: V benzenu se 6 7 elektronii pohybuje po kruznici o poloméru r = 1,4 A (viz obrazek).
Pouzijme pro tento piipad variantu FEMO, tj. elektrony se po kruhu pohybuji volné a nezavisle
na ostatnich elektronech. Elektronovou konfiguraci mizeme napsat jako 1m2m?. Vypoditejte

v

—H— —H-x
5

Excitace o nejnizsi energii odpovidé prechodu z hladiny s m = 1 na m = 2. Bude tedy platit

h2
AE =Fy— F = 22 12
2 L™ o2 ( )
Zaroven ale plati rezonanéni podminka
hc
AE = —
A

Spojenim téchto rovnice dostaneme

_ 8myr?er?  8-9,109-1077-(1,4-10710)2.3.10% - 72

A= — 9213
3h 3.6,626-10-34 i

Experimentalni hodnota 268 nm, nejsme tedy pfilis daleko od presné hodnoty.
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Ke stejnému vysledku jako v rovnici 5.4 dojdeme (byt trochu komplikovanéji) i pfimym
reSenim Schrédingerovy rovnice. Hamiltonian pro ¢astici na kruznici mtuzeme zapsat jako

. [ 0*  9?
H= 2m, <8m2 * 8y2) (5:5)

pricemz ale musi platit vazné podminka

2+ y* =12 (5.6)

kde r je polomér kruznice. Kartézské soutadnice se pro tento problém moc nehodi a bude

VVVVVV

soufadnicemi vztahy

T =1rCcosd (5.7)
y=rsing (5.8)
protozZe r je vzdéalenost bodu od zvoleného pocatku a ¢ je thel, ktery sviré privodi¢ uvazovaného
bodu s osou z. Transformace operatoru je tiloha sice ponékud zdlouhavé, ale ne zvlast obtizna.

~

Diferencialni operatory v polarnich soutradnicich

Pro vyjadreni operatori v jinych souradnicich si musime pripomenout derivace slozenych
funkei. Napiiklad pro derivaci slozené funkce ¥ (r(z,y), ¢(x,y)) podle = plati

W(r(z,9). 6(x,y)) _ 9 96 99 or

= 5.9
ox 0¢p Oxr  Or Ox (59)
Potiebujeme predevsim vyjadfit ¢len %, ktery ziskdme derivaci rovnic transformacnich
vztahi pro prechod do polarnich soutradnic
0 0 1 i i
% _ 0 (o)=L Yy ¥ rdné_ g gy
or  Ox 7 1+ (%) e x? + y? 7 r

Pak také potifebujeme ziskat vyraz %. Zacneme tim, ze zderivujeme rovnici 5.6 na levé i
pravé strané (na pravé strané derivujeme sloZenou funkci)

or
2x = 2r — 5.11
T =2r o (5.11)
7 toho ale vidime, ze
or «x
e 12
5 = 5 = 08 o (5.12)
Pro operaci derivovani dle z dostaneme
0 sing 0 0
Y _ il - 5.13
Ox r  0¢ Fease or (5.13)
Podobné se da odvodit vztah pro derivaci podle y
0 cos¢ 0 0
= — 4+ sing — 14
dy r 0¢ sing or (5.14)

Pro ucely popisu pohybu po kruznici bude druhy ¢len nulovy, nebot vzdalenost r pova-
zujeme za konstantni, takze druhy ¢len na pravé strané muzeme vynechat.
Nechavame na tvaze Ctenari, zda si zkusi dokazat, ze

o? 0? 1 0?

e + ay2 = ﬁang (515)
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Vysledna Schrodingerova rovnice v polarnich soufadnicich mé jednoduchy tvar

0*v 2IF
—=—Y (5.16)
02 72
ktery je identicky s tvarem Schrédingerovy rovnice pro ¢astici v jednorozmérné potencidlové
jameé (viz rovnice 4.2), az na dva detaily. Hmotnost m je nahrazena momentem setrvacnosti /.

A okrajové podminky zde nabyvaji tvar

U(p + 21) = U(o) (5.17)

ktery vychézi z vyse diskutovaného argumentu o jednoznac¢né definovanosti vlnové funkce. Re-
Seni Schrodingerovy rovnice je dano jako

U(p) = —z=e"? (5.18)
kde m = i—vQEIE. Podminka 5.17 vede k podmince pro m ve tvaru

e =1, (5.19)

z ¢ehoz vychazi jiz zminéna podminka pro kvantové ¢islo m = 0, +1, £2, ... Snadno pak ziskame
i vyrazy pro kvantovanou hodnotu energie 5.4 a momentu hybnosti 5.3.

5.2 Rotace ¢astice ve trech rozmérech

Na prikladu ¢éastice rotujici po kruznici jsme celkem rychle vidéli, Ze rota¢ni energie i moment

Vv eiNv s

Ptitom pro chemika je to diilezita tloha — tfeba elektron v atomu vodiku je toho prikladem.

Klasickd mechanika nas opét uci, Ze energie ¢astice rotujici v trojrozmérném prostoru je opét

spojené s velikosti vektoru momentu hybnosti
_Lp
Comr?

(5.20)

Pokud tedy budeme schopni vypocitat energii rotujici ¢astice, ziskdme tak i mozné hod-
noty momentu hybnosti a naopak, z hodnot momentu hybnosti ziskAme mozné rotac¢ni energie.
Vydéame se ted druhou cestou a budeme se snazit ziskat mozné hodnoty momentu hybnosti.
5.2.1 Operator momentu hybnosti
P1i odvozeni kvantové mechanického operdtoru momentu hybnosti vyjdeme z toho, Ze moment
hybnosti L je vyjadfen pomoci pozice r a hybnosti p

L=rxp (5.21)

pro které zname piislugné operatory (viz vztahy 2.8 a 2.7 v kapitole 2, v prislusnych kapitolach
jsme zavedli operatory v 1D, zde dale pracujeme ve 3D)

p=—ihV a F=r (5.22)

Dosazenim operatori 5.22 do defini¢niho vztahu momentu hybnosti 5.21 ziskame operator hyb-
nosti

L=—ili(rxV) (5.23)
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Pro jeho slozky plyne z definice vektorového sou¢inu

> . 0 0
L, = gp. — zp, = —ih (yg - Za—y) (5.24)
> e 0 0
L, = zp, — &p, = —ih (z% - x£> (5.25)
> o 0 0

Podobné jako pro pohyb ¢astice na kruznici, ani pfi pohybu ¢astice na kouli nejsou kartéz-
ské souradnice prilis praktickou volbou. Mizeme ale pouzit sférické soutadnice (r, 6, ¢), kde r
je vzdalenost bodu od zvoleného pocatku, 0 je thel, ktery svira privodi¢ uvazovaného bodu
s osou z a ¢ je uhel, ktery svira pruvodic¢ s osou z. Abychom mohli prejit od kartézského sou-
rfadného systému do sférické souradné soustavy, musime odvodit transformacni rovnice, které
jednoznac¢né urcuji transformaci soutadnic (z,y, z) — (r, 0, ¢). Z geometrickych tvah odvodime
transformad¢ni rovnice

x =rsinfcos ¢ (5.27)
y =rsinfsin ¢ (5.28)
2z =rcosf (5.29)

Obdobné odvodime transformaéni rovnice pro inverzni transformaci (r, 0, ¢) — (z,y, z)

r? = a® +y? 4 22 (5.30)
cosf = = (5.31)

r

oy
tang = = (5.32)

T

Dale nas bude zajimat, jakym zptsobem se zméni operatory momentu hybnosti, kdyz od
kartézskych souradnic prejdeme k soutadnicim sférickym. Protoze ve vyrazech 5.24, 5.25 a 5.26
pro operatory slozek momentu hybnosti vystupuji parcialni derivace, nejprve si tyto derivace
vyjadiime (ndznak navodu muze ¢tenar nalézt v boxu v kapitole 5.1)

r ) or ) ) or
e sin  cos ¢, oy sin 6 sin ¢, 5 = cos (5.33)
00  cosfcosp 00 cosfsing 00  sinf
e T WL e . (5.34)
% _ sing dp  cos¢ @ _0 (5.35)

dx  rsin@ 9y  rsinf 9z
Pomoci vztaht 5.33, 5.34 a 5.35 a pravidlu o derivaci slozené funkce se pri trose praci daji
odvodit vyrazy pro operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych souradnicich

> L. 0 0
L, =ih (sm qb% + cot 0 cos ¢8_¢) (5.36)
L,=ih|— ¢2+ t 0si gbﬁ (5.37)
y =1 cos ¢ + cot f'sin 9 :
N 0
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Z rovnice 5.38 vidime, pro¢ se konvenc¢né pracuje se z-ovou slozkou momentu hybnosti — jeji
vyjadreni ve sférickych souradnicich je totiz nejjednodussi.

Kdyz mame vyjadieny jednotlivé operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych sourad-
nicich, neni problém vyjadfit ve sférickych souradnicich i operator kvadratu momentu hybnosti.
Ten je definovan jako

[*=12+ L2+ 12 (5.39)

a ve sférickych souradnicich ma tvar

2 g2 L O (.0 1
L7=-n [sme 90 \""0%5 ) T 57 g ag2 (540)

5.2.2 Komutacni relace operatoru momentu hybnosti

Kvantova mechanika nas uci, ze pouze veli¢iny s komutujicimi operdtory mizeme mérit zaroven.
Je proto uziteéné s nimi zac¢it. Zacnéme s komutatory mezi jednotlivymi slozkami momentu
hybnosti, naptiklad L, a L,. Nejde o obtizny tkol, jenom je tieba jisté icetni obezfetnosti

Loy Lyl = [9D2 = D3, 2P0 — Po?] =

GD22D0 — GPuEDs — 2D, 2Ps + EDyiPs — 2PyID. + Da2P, + ED.0Ps — EPyDLE =

GPaps? — BPyE — 2Bay + P, 2P — DPoiDs + SPuby + EPyP — EPypoE =

Jpe(—ih) + @p,(ih) = ik(@p, — Jp.) = ihL, (5.41)
kde jsme vyuzili komuta¢nich vztahti mezi polohou a hybnosti [Z, p,] = ih. Operatory Z a tieba
Py spolu naopak komutuji, coZ umoznuje posouvat piislusné operatory v soucinu dle potieby.
Cyklickou zaménou dostaneme i komutaé¢ni vztahy pro dalsi slozky.

[L,,L.] =ihLy, [L.,L,)=ihL, (5.42)

Jak se komutacni relace mezi operatory a z nich plynouci souc¢asné méritelné velic¢iny, projevi
u méfeni momentu hybnosti? Z komutac¢nich relaci 5.42 vidime, ze operatory jednotlivych slozek
momentu hybnosti spolu nekomutuji. To znamena, Ze soucasné nemiizeme presné zméfit vic
jak jednu slozku vektoru momentu hybnosti. Odvodme jesté komutacni vztahy mezi ¢tvercem
momentu hybnosti a slozkami momentu hybnosti. Protoze plati (dokazte!)

[A%2, B] = [A, BJA + A[A, B] (5.43)

muzeme napiiklad pro z-ovou slozku momentu hybnosti psat
(L%, L) = (L3 + Ly + L2, L] £ (L3, L] + (L, L] + (L2, L.]

(Lo, L)Ly + Ly[Ly, L) + [Ly, L)Ly + Ly[L,, L) + 0 =
—ihLyL, —ihL, L, +ihL L, +ikL,L, = 0 (5.44)
Uprava oznadend jako a plyne z toho, 7e komutator Je linearn{ v prvnim argumentu. Uprava b
vychézi ze vztahu (5.43) a déle z toho, ze [L%, L,] = 0, protoZe operator komutuje sam se sebou

vzdy. Uprava ¢ je dosazenim z diive odvozenych komutacnich relaci (5.42). Analogicky jako pro
z-ovou slozku muzeme komutacni relace odvodit i pro ostatni slozky

Il
Il

Ile

L% L) = £, L) = [17. 1] = 0] (5.45)

Operatory slozek momentu hybnosti tedy komutuji s operatorem ¢tverce momentu hybnosti
(viz relace 5.45). MuZzeme tedy soucasné zméfit jednu slozku (typicky se voli z-ova) vektoru
momentu hybnosti a ¢tverec velikosti vektoru momentu hybnosti.
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5.2.3 Jaky miiZeme namérit moment hybnosti?

V kapitole 3 jsme uvedli jeden z postulatt kvantové mechaniky, totiz Ze méfenim dané velic¢iny
ziskame vlastni ¢isla prislusna operatoru, ktery zastupuje mérenou veli¢inu. Proto vysledkem
méreni momentu hybnosti budou vlastni ¢isla operatoru momentu hybnosti. Vztah 5.45 nam
fika, Ze soucasné muzeme zméfit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jeho z-ovou slozku.
Protoze vlastni ¢isla operatori jsou urc¢ené rovnici vlastniho problému, zapiSeme si prislusné
vlasti problémy téchto dvou operatori

LYY =¢Y

LY =bY

kde Y je spolecné vlastni funkce operatora L? a L,. Protoze z kapitoly 2.2 vime, ze kdyz dva
operatory komutuji, maji spole¢ny soubor vlastnich funkci, b a ¢ jsou vlastni ¢isla pfislusnych
operatort.

Mozné hodnoty operatoru momentu hybnosti mtizeme hledat dvojim zptisobem. V klasickém
postupu vyjadiime operatory L? a L, ve sférickych soufadnicich a fesime vzniklé diferencialni
rovnice. Tento postup naznacujeme v boxu nize. V dodatku 28.4 ukazujeme alternativni postup
zalozené vyhradné na komutacnich vlastnostech téchto operatori. Vysledkem jsou nasledujici
hodnoty

c=hI(+1)| kde 1=0,1,2,... (5.46)

kde m=0,+1,42,..., = (5.47)

Hledani vlastnich hodnot a vlastnich funkci momentu hybnosti

Ze t11 moznych slozek momentu hybnosti jsme si zvolili slozku z-ovou. Pfislusny operéator
vyjadieny ve sférickych soutfadnicich (rov. 5.38) tady totiz vypada nejpéknéji, pritom ale
ziskana vlastni hodnota musi byt stejna jako pro libovolnou jinou slozku. V§imnéme si, ze
v rovnici 5.38 se vyskytuje pouze tihel ¢, takZe vlastni funkce operatoru L, musi zaviset
pouze na tomto thlu, T(¢). JenZe operator i? pusobi na soufadnice obou uhli, 6 i ¢.
Jeho vlastni funkce musi byt zavisla na obou téchto soufadnicich, Y = Y'(0, ¢). Zaroven
oba operatory musi mit spole¢nou sadu vlastnich funkci. To mtuzeme zajistit pouze tak,
ze budeme predpokladat ono spole¢né feseni ve tvaru

Y =S(0)T (o) (5.48)
nebot pak se funkce S(#) chova vidi operatoru L, jako konstanta.
L)Y = L.ST = SL.T = bST (5.49)
a my tak fesime pouze tlohu
L,T =bT (5.50)

Vlastni problém pro z-tovou slozku momentu hybnosti mtizeme pomoci 5.38 napsat ex-
plicitné

—ih=— =bT (5.51)
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coz je rovnice zrala na Teseni metodou separace proménnych — dobie je to vidét po malé
apravé

.dT

— 7 — =

L4
T h

Integraci rovnice 5.52 ziskame feSeni ve tvaru

de (5.52)

T = Ae'n? (5.53)

kde A je integra¢ni konstanta. S funkci 7' méme ale potiz — neni jednoznac¢né definovana.
Pokud souradnici ¢ oto¢ime o 27, ocitneme se na stejném misté v prostoru, ale hodnota
funkce bude obecné jina! Musime proto dodat omezujici podminku

T(¢ + 27) = T(¢) (5.54)

Dosazenim do 5.53 a 5.54 ziskame

e =1 (5.55)

S pouzitim Eulerova vztahu e = cosx + isinz vidime, Ze rovnici 5.55 splnime jenom
tehdy, kdyz
x=2mm, kde m=0,£1,£2,..., =+l (5.56)

z Cehoz ale okamzité vidime, ze vlastni ¢isla operatoru z-ové slozky momentu hybnosti
jsou
b=nhm, kde m=0,£1,+2, ..., £l (5.57)

Pro vlastni funkce operatoru ¢tverce momentu hybnosti Y (6, ¢) muzeme zapsat

Y(0,6) = 5(0)T(9) = 5(0) 5 ™ (5.58)

Dosazeni sférickych harmonickych funkei 5.58 do vlastntho problému operatoru L2 vede
k diferencidlni rovnici, ktera se fesi pomoci rozvoje do tzv. ortogonalnich polynom,
konkrétné pomoci tzv. pridruzenych Legendrovych polynomi Sllml(cos 0), tj.

S(6) = S™ cos (5.59)
Vyslednou sférickou harmonickou funkei ¥;™ tak miizeme zapsat ve tvaru
Y0, ¢) = Ny 5™ cosfe™® (5.60)

kde Ny, je normovaci faktor

N \/(z — |m|)!(2 + 1) a0
4 (l + |m|)!

Funkce Y, (6, ¢) jsou obecné komplexni funkce, jedna se o 3D funkce v komplexni roviné.
Proto nezobrazujeme piimo sférické harmonické funkce, ale jejich linearni kombinace.
Grafy nékolika téchto funkci naleznete na obrazku 14 (viz také box v kapitole 7.2). Zob-
razené grafy vam nejspiSe budou pripadat povédomé — vzdyt to jsou prece obrazky orbi-
tali! Vskutku je tomu tak — grafické znazornéni riznych orbitalt totiz popisuje elektrony
s riznymi hodnotami momentu hybnosti. Vice uvidime v kapitole 7.2.
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Obrazek 14: Grafy sférickijch harmonickych funkci ve sférickijch souradnicich pro vybrand

kvantovd ¢&isla | a m

Hlavnim poucenim z této kapitoly je, métitelné hodnoty momentu hybnosti nemohou byt
libovolné, ale nabyvaji urcitych diskrétnich hodnot. Rikame, ze moment hybnosti je kvantovan.
Kromé kvantovani energie (ktera souvisi s kvadratem momentu hybnosti) je zde ale také kvan-
tovana mozna orientace rotace. Mluvime o tzv. prostorovém kvantovani. Vhodnou grafickou
ilustraci prostorového kvantovani a komutacnich vlastnosti je tzv. vektorovy model momentu

hybnosti (obrazek 15).

e

IL| = A/I({ + 1)

v

Obrazek 15: Vektorovy model momentu hybnosti. ProtoZe jednotlivé slozky vektoru momentu
hybnosti spolu nekomutuji, nemizZeme soucasné zméfit vice nez jednu slozku, konvencné se
voli z-ovd slozka. Ostatni sloZky, x-ovd a y-ovd, jsou tudiZ neurcéené, coZ se zndzornuje pomoct
rotacéniho kuZele. Velikost |L| vektoru momentu hybnosti je soucasné méritelnd spolu s jednou
sloZkou. To znamend, Ze o vektoru momentu hybnosti z méreni dostaneme udaje o velikosti

a prumétu do z-ové osy

5.2.4 Energie rotujici Castice

Pokud zname velikost momentu hybnosti, miizeme pomoci vztahu 5.20 ziskat i hodnotu energie,

konkrétné vidime, ze

Elm —

_ L
21

_l(l+1)h

2

21

=1(l+1)

2

2m,;r2

(5.62)

Energie pritom zavisi jenom na kvantovém ¢isle [, ale ur¢itému kvantovému ¢islu [ prislusi 271+ 1
hodnot kvantovych ¢isel m. Jinymi slovy, hladina o uré¢ité energii je (21 + 1)krat degenerovana.
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Priklad 12

Zadani: V molekule fullerenu Cgy se pohybuje 60 7 elektront na povrchu koule o poloméru

vy

je prvni pik pozorovan u 404 nm.

Reseni: Elektronové hladiny spolu s jejich obsazenim dle Pauliho principu jsou znézornény na
nésledujicim obrazku.

=5
/=

4
[ =

+ + + + + + + + +
—H——H- —H- - —H e

Zaplnény jsou vSechny slupky az do [ = 5, kterd ale neni zcela zaplnéna. Uvazujme obecny
prechod z hladiny /; do hladiny /5. Potom bude platit

AE=Fy B = lt1) b1 =
= L, ll_2mir222 1 (1 DY
kde jsme jako jiz mnohokrat pouzili rezonanéni podminku. A potom mtzeme vyjadfit jako
\ = 2m;r2he 1
N h? lo (l2—|—1) —ll(ll—i-l)

Nejnizsi energii ziskdAme pii pfechodu ze zcela zaplnéné hladiny s [y = 4 do hladiny s l; = 5, mozné
jsou ale i vyssi prechody. VSechny tyto energie v zésadé odpovidaji experimentalné méfenym
datam (viz D. W. Ball, J. Chem. Educ., 71, 463 (1994)).

experiment [nm] teoretickd hodnota prechod mezi kvantovymi &isly [

404 398 l=4—1=5
328 332 l=5—=>1=6
256 249 l=7—1=8
211 nepfirazeno nepfirazeno
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6 Pohyb dvou castic

Do této chvile jsme se zabyvali pouze pohybem jedné ¢astice v jednom rozméru. Tusime pritom,
ze popis pohybu dvou a vice ¢astic bude o néco slozitéjsi. Pokud nas ale zajimaji jen dvé ¢astice,
zustane vSe pomérné jednoduché. Uz z klasické mechaniky totiz vime, zZe pohyb dvou ¢astic

Yo

YV

Resenf problému dvou ¢astic je v chemii velmi duilezité. Budeme ho potfebovat pii hledéni
energetickych stavi rotujici ¢i vibrujici molekuly nebo pfi popisu atomi vodikového typu.

6.1 Metoda separace proménnych

Uvazujme pohyb dvou ¢astic podél osy z, pricemz predpokladame, Ze ¢astice na sebe neptsobi.
Hamiltonidn pak muzeme zapsat jako soucet hamiltoniant popisujicich jednotlivé céstice

H = H, + H, (6.1)

kde H, zavisi pouze na souradnici prvni ¢astice z; a Hy pouze na soufadnici druhé castice .
Schrodingerova rovnice pak bude vypadat nasledovné

(ﬁl + ﬁ2)¢($1, T2) = Ep(x1, 72) (6.2)

Vlnovou funkei pro dvé c¢astice budeme hledat ve tvaru sou¢inu vlnovych funkei popisujicich
nezavislé castice

Y(x1, v2) = P1(21)Ya(2) (6.3)

Takovémuto zapisu fikdme separace proménnych. NejspiSe je zfejmé, pro¢ hleddme TeSeni
v tomto tvaru. VIinova funkce je spojena s pravdépodobnosti vyskytu elektronu. Ctverec vlnové
funkce udava pravdépodobnost, Ze se ¢astice 1 nachazi v poloze x, a zaroven se ¢astice 2 nachéazi
v poloze 5.

P(1,2) = [(z1,2) [
= |¢1($1)|2|¢2($2)’2 =
= P(1)P(2) (6.4)

Vidime, ze tato pravdépodobnost je rovna pravdépodobnosti, Ze se ¢astice 1 nachézi v poloze
x1 nezavisle na poloze Castice 2, nasobena pravdépodobnosti nalezeni ¢astice 2 v bodé xy bez
ohledu na polohu ¢astice 1. Jinymi slovy predpokladame, Ze nalezeni obou ¢astic jsou nezavislé
jevy. To je predpoklad rozumny, nebot obé ¢astice na sebe silové nepusobi.

Prepisme Schrédingerovu rovnici pomoci vlnové funkce v separovaném tvaru

Hyty (21)(22) + Hoty (1) (72) = By (z1)1)2(@2) (6.5)

Hamiltonidn prvni ¢astice H; ptsobi pouze na prvni ¢astici. Vlnovou funkei druhé c¢éstice
tedy muzeme brat z pohledu ptisobeni H; jako konstantu. Po vydéleni 115 upravime Schro-
dingerovu rovnici do nasledujiciho tvaru

Hypy(z1)  Hytby(zo)
(1) Vo(r2)

—E (6.6)
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Prvni ze s¢itanct na levé strané rovnice 6.6 je funkei pouze souradnice z1, druhy pak pouze
soufadnice . Soucet obou ¢leni musi byt pritom konstantni pro kazdou kombinaci x; a xs.
To obecné je mozno splnit tak, Zze oba dva sc¢itance jsou rovny konstantam, které si oznacime
jako E a Fs

ﬁﬂbl(%) = E1 (1) (6.7)
Hotpo(2) = Bathy(s) (6.8)
pricemz

Schrédingerova rovnice pro dvé proménné se nam tak rozpadla na dvé Schrodingerovy
,rovnicky“ o jedné proménné. Misto jedné slozité tlohy tak vyfesime dvé tlohy jednoduché.
Energie pohybu obou ¢astic dohromady je dana souctem energii jednotlivych céastic a vinova
funkce pro dvé ¢astice je dana soucCinem dvou jednocasticovych vlnovych funkci. Nase tvahy
muzeme snadno rozsitit na situaci, kdy se

e jedna Castice pohybuje ve dvou rozmérech (a pohyb ve dvou rozmérech neni svazan)

U(x,y) = Pi(x)a(y) (6.10)

e dvé nezavislé castice pohybuji ve tfech rozmérech

w(xl, Y1, 21, T2, Y2, 22) = %(3‘317 Y1, Zl)%(@; Y2, 22) (6~11)

e N castic pohybuje ve tfech rozmérech
N
w(xlv Y1, 215 - Tiy Yiy Ziy -y TN YN ZN) = H %(%a Yis Z’L) (612)
i=1

Transformace mnohacésticové (mnohadimenzionélni) Schrédingerovy rovnice na fadu jed-
nocasticovych Schrodingerovych rovnic patii k zakladnim postuptim kvantové teorie molekul.
V pripadé pohybu nezavislych ¢astic neprovadime zadné ptiblizeni. Technika separace promén-
nych se ale pouziva i v pripadech, kdy pohyb ¢astic striktné nezéavisly neni.

Priklad 13

Zadani: Naleznéte energie Castice v nekonecné jamé o dvou rozmeérech L, a L,. Uvniti jamy je
V=0.

ReSeni: Hamiltonian ma tvar

A K2 92 h2 92

H-_* Y _* 9

2m 0x2  2m Oy?

——

H s
kde reSeni rovnic

Hiyy = E1n
Hotby = Fathy

zname 4.10 a 4.11. S vyuzitim 6.3 a 6.9
272 2 2
mh* [ n n
En%ny = :5 + g
2m \ Lz L
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a prislusna vlnova funkce je pak

b= 2 “in (nxmc) “in (nyﬂy>
LxLy Lx Ly

kde n, a ny jsou kvantova ¢isla analogickd kvantovému ¢islu n pro ¢astici v nekonecné jameé.

6.2 Pohyb svazanych c¢astic a radiadlni Schrodingerova rovnice

Podivejme se nyni na pohyb dvou ¢astic, které na sebe silové ptisobi, napiiklad proton a elek-
tron. Potencialni energie je funkci souradnic obou ¢éstic. Protoze na sebe ¢éstice silové ptisobi,
nemiuzeme nyni bezmyslenkovité pouzit metodu separace proménnych jako v predchozim od-
stavci. Po urcitém tsili se nam to vSak pfesto podafi. Klicem bude transformace souiadnic.

6.2.1 Oddéleni pohybu tézisté

Pouzijeme-li kartézské souradnice, potfebujeme dohromady tii souradnice pro Céstici 1 a tii
soutadnice pro ¢astici 2. Energetické ptisobeni mezi ¢asticemi ale zavisi pouze na relativni poloze
obou ¢astic. Proto si misto soufadnic (x1, ¥y, 21, %2, Yo, 22) vychazejicich z pocatku soustavy
soufadnic zavedeme relativni soufadnice (z,y, 2)

r =T — X1

Y=Y2— % (6.13)
Z =29 — 21

¢i ve vektorovém zapisu
r=ryo—1r; (6.14)

Potencialni energie jiz neni funkei Sesti souradnic kartézskych, ale pouze tif soutfadnic rela-
tivnich.

Zbavili jsme se tak kartézskych soufadnic jednotlivych ¢astic pti popisu potencialni energie.
Ted se ale musime vyporadat jesté s energii kinetickou. Kromé relativnich soufadnic r zavedeme
jesté souradnice tézisté R

R = Ty + maly (6.15)
my + mo

Yvoew

Pohyb obou ¢astic pak miizeme vyjadrit pomoci pohybu tézisté a relativniho pohybu obou
Castic, viz obrazek 16.

ry

Obrazek 16: llustrace transformace soutadnic
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vvorv

relativni polohy r

n=R+——2 (6.16)
mi + Mo
my
rr=R-—— 6.17
2 my + Mo ( )
Kineticka energie systému dvou ¢astic je v klasické fyzice definovana jako
1 dI‘l 2 1 dI‘2 2
T— = -1 - —_= 6.18
le(dt) +2m2(dt (6.18)
Pomoci vztaht 6.16 a 6.17 si mtzeme vztah pro kinetickou energii upravit na
1. (dR\® 1 [dr\”
T=-M|— —u| = 6.19
> <dt) +2“<dt) (6.19)
kde M = my + my je celkova a p redukovana hmotnost definované jako
mi1me
= 6.20
T (6.20)
Vztah 6.19 pro kinetickou energii miizeme prepsat pomoci hybnosti
pr® | |p:|®
T = 6.21
2M + 20 ( )

kde jsme si zavedli vektory hybnosti spojené s pohybem molekuly jako celku (pr) a s relativnim
pohybem obou ¢astic (py).

6.2.2 Schrodingerova rovnice pro ¢astice s centralnim potencidlem

Uvazujme nyni, ze potencialni energie je pouze funkei vzdélenosti obou ¢astic (mluvime o tzv.
centralnim potencialu). Jinymi slovy uvazujme, Ze nezélezi na orientaci ¢astic

Ve = V(r) (6.22)

Celkovou energii je pak mozné zapsat jako soucet Cleni zavisejicich pouze na souradnicich

Yvoev

do kvantové mechaniky dostaneme pro hamiltonian

ki

2M  2p

Prvni ¢len popisuje translaéni kinetickou energii. Naopak druhy a tfeti ¢len zaviseji pouze

na vzdalenosti obou c¢éstic. Ziskali jsme hamiltonian, ktery ndm umozihuje provést separaci

proménnych, tj. vlnovou funkei nyni muzeme rozdélit na ¢ast popisujici translaci (¢1.(R)) a na
¢ast popisujici relativni pohyb (¢ (r))

+ Vi (6.23)

1/] = 2[}tr(]gf)l/}int (I‘) (624)

Schrodingerova rovnice se tak rozpadne na rovnice dvé

Pt (R) = Eytbu(R) (6.25)
(% + ‘A/I'> wint(r) = Eintwint(r) (626)
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a stejné tak energii muzeme rozdélit na prispévky energie transla¢ni a vnitini (relativni)
E = E,. + Fy. Translacni pohyb prozatim ponechme stranou a podivejme se na Schrodin-
gerovu rovnici popisujici relativni pohyb dvou ¢astic. Za¢néme zapisem hamiltonianu v kartéz-
skych souradnicich

2 2 2 2 2
=Py —hA+f/ h (a_ 8—+a—)+ffr (6.27)
241 244 2,u ox?  Oy? 022
kde z, y a z jsou kartézské slozky relativnich soutradnic. Pokud mame v imyslu zabyvat se
pohybem v centralnim poli, neni kartézsky souradnicovy systém prili§ vhodny. Centralni pole se
vyznacuje sféricky symetrickym potencialem, proto je pfirozené piejit ke sférickym souradnicim.

Laplacian ve sférickych souradnicich ma tvar

02 20 1 02 1 0 1 0? ”? 20 1 .
A=—+-—— oSt + ———— -0 =+ — -7 6.28
or? + ror T2 r2 802 00 + r2sin® @ 0¢?  Or2 + ror  r2h? (6.28)
K zéapisu hamiltonianu ve sférickych souradnicich jsme tedy pouzili operator momentu hybnosti.
Z kapitoly 5 vime, Ze vlastni funkce L? jsou sférické harmonické funkce. Hamiltonian je zapsan
ve tvaru, ktery umozinuje provést separaci proménnych. R
MiuZeme si nyni polozit otazku, zda hamiltonidn komutuje s L?, tj. zda plati

[H,L% =T, L%+ [V,L}] =0 (6.29)

Clen s operatorem kinetické energie se po dosazeni z rovnice 6.28 rozpadne na dva c¢leny

. 0? 20 1 4y
o] | 2 72
[T’L} N [ <8r2+rar)+2ur2L ’L]

B 2 20 ., 1 ) s
= —ﬂ{er;EL} 2u[ L,L] (6.30)

z nichZ prvni ¢len je nulovy, protoZze operator L? nepusobi na 7, a druhy ¢len je nulovy, protoze
L2 komutuje sam se sebou. Podobné budeme postupovat u komutatoru s operatorem potencialni
energie. Potencidlni energie u centralntho pole zavisi pouze na r, zatimco L2 zavisf na o ad,
proto bude i tento komutéator nulovy. Tim jsme dokazali, Ze hamiltonian u systému s centralnim
polem komutuje s L2. Podobné bychom dokazali, Ze

[H,L.] =0 (6.31)

Hamiltoniédn tedy komutuje jak se ¢tvercem operatoru momentu hybnosti, tak s jeho z-ovou
slozkou. To predevsim znamena, Ze pri pohybu dvou ¢astic v centralnim potencialu se zachovava
moment hybnosti i jeho z-tova slozka.’

Tvar hamiltonidnu 6.27 nadm umoznuje zapsat vlnovou funkci v polarnich soutradnicich ve
tvaru soucinu sférické harmonické funkce a néjaké doposud neurcené radialni vinové funkce

¥ = R(r)Y,"(6,¢) (6.32)

5Zakon zachovani momentu hybnosti je pfimym diisledkem toho, Ze potenciilni energie zavisi jen na vzda-
lenosti. Pokud je systém invariantni vici rotaci, plati nutné zdkon zachovani momentu hybnostu a tim padem
plati, ze [H, L*] = [H,L,] = 0.
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Takto definovanou vlnovou funkci nyni dosadime do Schrodingerovy rovnice, kde je hamiltonian
vyjadien podle rovnic 6.27 a 6.28

. (0% 2 1.
H)=——|5z5+- Y0 — —I? m m =
= ER(r)Y,"(0,¢)
Po aplikaci L? a vydéleni Y (0, ¢) dostaneme tzv. radialni Schrédingerovu rovnici
h? (0*°R  20R L(l+1)h?
=22 A = .34
24 (87“2 7‘87") 2412 i+ Vi=ER (6.34)

Rovnice plati pro obecny potencial V', takze se nam tvar 6.34 bude hodit pro atom vodiku
nebo pro popis vibrace dvouatomovych molekul.
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7 Atom vodiku

Nalezeni spektra energii atomu vodiku bylo jednim z prvnich vitézstvi kvantové mechaniky.
Podle klasické fyziky by naboj, ktery se pohybuje se zrychlenim (elektron obihajici proton),
mél vyzarovat elektromagnetické zareni. To vede ke ztraté energie a elektron by nakonec mél
zkolabovat do atomového jadra. Atom vodiku by tak byl nestabilni, s dobou Zivota fadoveé 1 ps.
Stabilitu atomt vysvétluje az kvantova mechanika.

Problém atomu vodiku predstavuje typicky piiklad problému dvou ¢astic s centralnim poten-
cidlem, ktery jsme v obecném pripadé vytesili v minulé kapitole. Pro atom vodiku je potencialni
energie V(1) predstavovana coulombovskym pfitahovanim mezi elektronem a protonem

1 e?
Vir)=— — 7.1
(r) dmeg T (1)
Hamiltonidn mé proto tvar
. h? 1 e
H=——A—- — (7.2)
21 dmeg 1

Jak jsme jiz ukazali, pro centralni problém je vyhodné piejit do sférickych souradnic, ve
kterych ma Schrédingerova rovnice atomu vodiku tvar

h? (1 0y 1 0 o 1 0% 1 2
21 (7"2 or + r2sin @ 00 (Smeae) T T281n206¢2) Ameq r7/1 (0 (7.3)

Namisto redukované hmotnosti budeme dale pouzivat hmotnost elektronu — jelikoz je proton
1836krat tézsi elektronu, nedopustime s velké chyby. VInova funkce atomu vodiku musi mit tvar

U(r,0,¢) = R(r)Y,"(0,9) (7.4)
kde R(r) je radialni ¢ast vinové funkce a Y;™(6, ¢) jsou sférické harmonické funkce, se kterymi
jsme se seznamili v kapitole 5.

7.1 Spektrum energii

Energetické spektrum atomu vodiku ziskdme dosazenim konkrétniho potencidlu do radialni
Schrodingerovy rovnice, viz vztah 6.34.

2 2 2
h <8R 2Q§)+ZU+Dh}{ 1

62
“R=ER (7.5)

B 2me \ Or? r Or 2mer? B dreg T

Resenim radialni rovnice ziskdme hodnoty energie, které zavisi na kvantovém ¢isle n

etme 1

By= e,
32hn2m2ed n?

n=123,... (7.6)

Vidime, Ze energie je zaporna a dostavame tzv. vazané stavy (pro ionizaci atomu ve vazanych
stavech je potieba dodat energii, napiiklad formou elektromagnetického zareni).

~

ReSeni radidlni rovnice

Pro zéjemce nacrtneme zpiisob TeSeni radialni rovnice. Nejprve zavedeme substituci
u = rR(r). Rovnice 7.5 tak prejde na tvar
d®u 2m, [ €? I(1+1)h? 2m.E
= — U

dr? * h? | 4dmegr 2m 12 “= h?

(7.7)
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Abychom rovnici dale zjednodusili, zavedeme nasledujici substituce

2m e? 2m.E
= < b=1(1+1), N=" 7.8
o= (%) =0 b=+ D), i (79
kde predpokladame, ze F < 0. Rovnice 7.7 se déle zjednodusi na tvar (predpokladéame,
ze A > 0)
d*u a b 5
a2t (; - —) u=Nu (79)

Nejprve vyfesime rovnici 7.9 pro pfipad, ze r — 0o, zaméfime se tedy na asymptotické
chovani. Kdyz je r velké, prejde rovnice 7.9 na tvar

d?u
32 = A (7.10)
kde symbolem ~ zdtraziujeme, ze TeSeni je priblizné a plati pouze v limité r — oo.
Regenim této rovnice je

u o~ e (7.11)
Aby u mohla vystupovat jako vlnova funkce, musi spliiovat podminku u — 0 pro r — oo,
protoze jinak by nebylo mozné funkci u normalizovat (nebyla by kvadraticky integrova-
telnd). Proto fyzikalné smysluplnym feSenim je pouze

u~e " (7.12)
Dale budeme predpokladat, ze funkci v muzeme zapsat jako
uw=L(r)e (7.13)

kde L(r) je zatim nezndma funkce v r. Substituci predpokladu 7.13 do rovnice 7.9 dosta-
neme (pozor, funkei v musime derivovat podle pravidla o derivaci sou¢inu funkei)

d’L dL a b
—N— - L= 14
dr? Adr i (r 7"2) 0 (7.14)

Reseni této rovnice budeme hledat ve tvaru mocninného rozvoje
L(r) = Z Cpr™ (7.15)

coz po dosazeni poskytne rovnici

> efln(n—1) =B r" 2 — (2nX —a)r" '} =0 (7.16)

n

Suma v rovnici 7.16 musi byt rovna nule pro v8echny hodnoty r". To bude splnéno jen
kdyz bude platit rekurentni vztah mezi koeficienty

2n\ —a
Chp1= |———| ¢
e nin+1)—b] ™
Pokud mé fada vést k normalizované vinové funkci u, musime pozadovat, aby rfada ptesla

na polynom, tj. aby vSechny koeficienty ¢, od dané hodnoty n byly nulové. To se stane
jen tehdy, kdyz citatel v 7.17 bude pro dané n roven nule

(7.17)

2nA =a (7.18)
Dosazenim vysledku 7.18 do substituce 7.8 dostaneme hodnoty energie
a’h?
= 7.19
8men? ( )
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Zavedeme-li Bohriv atomovy polomér, ktery je dan vztahem

h2

=4 7.20
ag = 4meg e (7.20)
a dosadime-li ho do rovnice 7.6 dostaneme
1 e 1

E,=— — 7.21
4dmeg 2a9 N2 ( )

Po ¢iselném dosazeni )
E, = —13,605—2 eV (7.22)

n

coz je stejny vztah jako energie pro Bohriv atom vodiku.

Vidime, Ze energie atomu vodiku zavisi pouze na jediném kvantovém ¢isle n, které ozna-
¢ujeme jako hlavni kvantové ¢islo. To viibec neni samoziejmé. V radialni rovnici vystupuje
kvantové ¢islo [ a o¢ekavali bychom tak mozna, Ze i na ném bude energie zaviset! Z podminek,
které klademe na vinovou funkci pak vyplyvéa, ze pro dané kvantové ¢islo n, nemutze byt hodnota
vedlejstho kvantového ¢isla [ libovolna, ale je dana jako

1=0,....n—1] (7.23)

Soucasné magnetické kvantové ¢islo m; nabyva hodnot, které jsou dany vlastnostmi momentu
hybnosti

lmy=—1,...,0,...,+] (7.24)

Soubor ti1 kvantovych ¢isel parametrizuje dany kvantovy stav. Pov§imnéme si skutecnosti, ze
pohyb ve 3D prostoru je popsan trojici kvantovych ¢isel, obdobné jako v pfipadé tiirozmérné
potencidlové jamy v kapitole 4.

Energie zékladniho stavu F; neni degenerovéna, protoze je popsana kvantovymi ¢isly n = 1,
Il =m; =0 a jeji ¢iselnad hodnota se rovnd —1 Ry = —13,605eV. Energetickd jednotka Rydberg
(Ry) je definovana jako

etme

Ry = ——= 7.25
YT 3onir2el (7.25)

a spolu s Bohrovym atomovym polomérem tvori pfirozené jednotky pfi popisu svéta atomii.
Vy$8i energetické stavy atomu vodiku E,,, n = 2,3,4,... jsou degenerované — jedné hod-

noté energie prislusi vice hodnot kvantovych ¢isel [ a m. Pro kazdé [ mame celkem 2/+ 1 hodnot
m. Proto pro stupen degenerace hladiny n plati

n—1

gn =Y (21+1)=n’ (7.26)

=0

Energetické hladiny atomu vodiku jsou znazornény na obrazku 17. Muzeme si v§imnout toho,
ze energetické hladiny spektra vodiku nejsou od sebe vzdaleny ekvidistantné, jak tomu bylo
v piipadé harmonického oscilatoru, ale ze vzdalenosti jednotlivych hladin se zmensuji, kdyz se
energie blizi disociacni limité, tj. £, = 0.
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volny elektron 7=

0 s — 6 —() 38 eV
n=5 —-0.54¢eV
n=4 —0.85¢eV
n=3 —151eV
n=2 —34eV

E
n=1 —13.6¢V

Obrazek 17: Energetické hladiny atomu vodiku

O tom, ze je spektrum vodiku slozené z diskrétnich hladin, svéd¢i i spektroskopickéd méreni.
Pric¢inou ¢arovych atomovych spekter je pravé diskrétni charakter energetickych hladin. Aby
doslo k prechodu elektronu mezi hladinami f a ¢, musi dojit k absorpci nebo emisi fotonu
o frekvenci dané rezonan¢ni podminkou

_ By — Eil

. (7.27)

v
Podle toho jaka je hodnota kvantového cisla n, ze které pozorovany ptrechod vychézi, délime
prechody do nékolika sérii, n = 1 odpovidd Lymanové sérii v UV oblasti, n = 2 odpovida

Balmerové sérii ve viditelné oblasti a napt. n = 3 odpovida Paschenové sérii v IR oblasti (viz
obrazek 18)

— n = oo
0 ........................................................................................... n==~6
n=>5
1 n=4
Paschenova série
n=>3
Balmerova série 2
n=2 - £ £ £ E
= = [ [ 7o)
Sq 0 © o ~
Sen=2 & n=4 &nz38% n=6 n=5 n=4%
o Im Iﬂw ]
Ao ~
Lymanova série Lyt Balmer Paschen
n=1

Obrazek 18: FElektronové prechody v atomu vodiku. Na obrdzku vlevo jsou zndzornény jed-
notlivé série, na obrdzku vpravo pak schéma spektra atomu vodiku s jednotlivymi sériemi

Analogicky jako pro atom vodiku bychom vyfesili Schrédingerovu rovnici pro tzv. atomy
vodikového typu, tj. atomy a ionty s jedinym elektronem, jako jsou He™t, Li?* nebo t¥eba U*.

Hamiltonian by byl pouze mirné pozménén
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. R (0% 20 [(1+1)R? 1 Ze?
H=— — 4+ —— — 7.28
2me (87’2 * 7"(97“) * 2mer? dmey T (7.28)
kde Z je protonové ¢islo atomu. Piislusné energetické hladiny pak jsou
1 Z%? 1 Z*meet 1
E,=— € - - 2 (7.29)

drey 2ay n? 8e2h? n?

Exotické atomy

Energetické hladiny dle rovnice 7.29 jsou platné pro jakékoliv dvé castice, které jsou
spolu drzeny coulombovskou interakci. Pokud témito ¢asticemi nejsou elektron a jadro,
mluvime o tzv. exotickych atomech. Piikladem miize byt pozitronium, ¢astice tvorena
elektronem a pozitronem (viz obrazek vlevo).

pozitron ;
My, = Me g

\ elektron : m, elektron m,

antimion m,

v

tron a elektron by spolu mély anihilovat za vyzareni dvou nebo tii fotoni! Pfedtim nez
se tak ale stane, kolem sebe tyto dvé ¢astice mnohokrate obéhnou, jde tedy o metasta-
bilni atom. Podle relativni orientace spini elektronu a pozitronu se pozitronium mize
nachézet ve dvou stavech — singletnim 'Sy (tzv. para forma, p-Ps s dobou Zivota 125 ps)
a tripletnim 3S; (tzv. orto forma s dobou Zivota 142 ns). Energetické hladiny pozitronia
jsou stejné jako pro atom vodiku, rozdil je pouze v tom, zZe nyni opravdu musime pocitat
s redukovanou hmotnosti

Z%uet 1 1
= ———— = —6,8— eV 7.30
8z2h? n? n? © (7.30)
kde p je redukovand hmostnost
MpozMMe Me
=B e _ = 7.31
b e 2 (7.31)

Jak bychom predpokladali, ve vyssich stavech je doba zZivota pozitronia vié¢i anihilaci
delsi, v %S stavu napiiklad 1,2 us. Ackoliv pozitronium Zije jenom kratce, je mozné s
nim vytvorit slouceniny, existuje tak napriklad hydrid pozitronia PsH nebo pozitroniova
analogie kyanovodiku PsCN.

Jinym exotickym atomem je tzv. mionium Mu, ¢astice tvorena elektronem a antimi-
onem, c¢astici asi 200krat tézsi nez elektron. Tento atom zije asi 2,2 us, coz umoziuje
vytvoreni fady slouc¢enin, napiiklad mionidu sodného NaMu nebo chloridu mionia MuCI.
Nechavame na ctenafi ukazat, Ze energetické spektrum atomu muonia se lisi jen velmi
mélo od spektra atomu vodiku. Reakce s atomy mionia jsou velmi vhodné pro studium
kvantovych efektt u chemickych reakei.
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Energetické hladiny atomu vodiku z rovnice 7.29 ve skutecnosti nejsou aplné presné. Korekce
téchto hladin vyplyva z efekti spojenych s teorii relativity a obecné s nasim ponékud zjedno-
dusenym pohledem na interakci mezi nabitymi ¢asticemi. Jak vypadaji energetické hladiny se
zahrnutim riznych korekef je ukdzano na obrazku 19. V pripadé atomu vodiku jsou odchylky od
vztahu 7.29 zajimavym testem kvantové elektrodynamiky, pro chemika vSak zadny prakticky
vyznam nemaji.O relativistickych korekcich se vice dozvime v kapitole 24.

E n
7 3D 3D F=2
— 3 3Py,|3D;, 3P3p 3Ds, o T F=]
3815 3Py, 3S,,,3P,, — F=0
- F=2
2 2P, 2Py —— F=1
k - V 2Sl"2 le
s o ——F=0
250, 2Py 2Py, ——F=1
—F=0
—1 IS 1/2 —
— F=0
Bohrtiv model Jemna struktura Hyperjemna struktura
= zanedbani spinu  dle Diracovy teorie =~ jaderné efekty

~ [-s vazba
relativistické efekty

Obrazek 19: Energetické hladiny atomu vodiku se zahrnutim dosud zndmych korekci. Ener-
getickd osy pro jemnou i hyperjemnou strukturu jsou pro prehlednost zvétseny

7.2 Vlnové funkce pro atom vodiku

Celkova vinové funkce vazanych stavii atomu vodiku je soucinem radialni ¢asti vlnové funkce
a sférickych harmonickych funkci

wnlmz (Tv Qv ¢) - Rnl(T)YEm(‘ga ¢) (732)

atvoripron=1,2,3,...,1=0,...,n—1am; = —I,..., 4+l Gplny ortonormalni systém funkci,
do kterého je mozné rozvinout feSeni bezc¢asové Schrédingerovy rovnice pro vazané stavy.

Z rekurentniho vztahu 7.17 muZzeme dostat i vyjadieni radialni ¢asti vinové funkce R,;(&)
ve tvaru

Ru(€) = Nue 36 L2 (€) (7.33)
kde 5
£=— (7.34)
nag
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a L2T1(€) jsou tzv. pFidruzené Laguerrovy polynomy. Normalizaéni konstanta je rovna

n+l
2\* (n—1-1)!
an =
nag) 2n((n+1)!)3
Pro atomy vodikového typu ziskame opét stejné funkce, pouze parametr £ je nyni definovan
jako

1
2

(7.35)

g 22T (7.36)

nag

Nékteré radialni funkce pro atomy vodikového typu jsou uvedeny v tabulce 2. Funkce jsou
zobrazeny na obréazku 20.

Tabulka 2: Radidlng funkce pro atomy vodikového typu pro riznd n al

n 1 Ry(r)
% —Zr
1 0 é) e a0
ao
1 (2
2 0 7§<%

[\
—_
S
=
Ve ~ N——
SN
N——
/N
[\~
SN
N———
[
ol |
S|y

_ 2Zr 27212 gfr
(1 320 T 270 )e 0
3
2

w
[—
N
S
/N
SN
N——
/
o
Olﬁ
N——
/N
—_
oo
SN
N——
@)
W
)
o

3 2 —Zr
22 (Z\2 [ zr =
3 2 25 (2) (&) e

Pravdépodobnost nalezeni elektronu v objemovém elementu kolem bodu r je rovna
Ap(r,0,8) = [Yoim (7, 0, 6) 212y sin ¢ dBdlg (7.37)

kde faktor r?sin@ je jakobidn transformace z kartézskych do sférickych soufadnic. Integraci
vztahu 7.37 pfes cely prostorovy thel ziskdme pravdépodobnost nalezeni elektronu v oblasti
mezi (r,r + dr)

dP(r) = 47| Ry (r)[*r3dr (7.38)

Vyraz Py(r) = 47| Ry (r)|?r? oznatujeme jako radialni hustotu pravdépodobnosti, tyto
pravdépodobnosti jsou vyneseny na obrazku 20.
Obdobné pro pravdépodobnost nalezeni elektronu v uréitém prostorovém uhlu (0,60 + df) a
(¢, ¢ + do) ziskdme vztah
ap(0, 6) = V" (6, 6) | sin 6d6dg (7.39)

Angularni hustoty pravdépodobnosti jsou ukidzany na obrazku 21.
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2s
7 Ry, I(r)Z
015
0
2p
7 Ry ()}

015

3s
7 Ry ()

3d
7 Ry ()

Obrazek 20: V grafech vlevo jsou vyneseny radidlni hustoty pravdépodobnosti Py, konkrétné
Pio, Py, Po1, Psg, P31 a Psa. V pravé cdsti jsou vyneseny prislusné radidlni cdsti vinové

funkce pro atom vodiku

Ry 1(r)
2.0

3 ria

t - L r/ag

Ry (1)
0.15

0.10
0.05

r/ao

k U 1w 20 il o

Ry i(r)
0.08
0.06
0.04
0.02

-0.02

Ry 1(¥)
0.04
0.03
0.02
0.01

r/ao
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Obrazek 21: Anguldrni hustoty pravdépodobnosti atomu vodiku |Y;™(

my

m,

%8@

=43

0,)|? pro rizmd l a

Komplexni a realné vinové funkce vodiku

Podivejme se ted jesté jednou na funkce, které jsme ziskali feSenim Schrodingerovy rov-
nice. V pfipadé angularni vlnové funkce jsme ziskali sférické harmonické funkce (viz vztah
5.60). Nékteré normované funkce pro atom vodiku jsou v néasledujici tabulce.

l my Ylml (07 Qb)
0 O \/ %

—_

3
0 \/ 15 cosl
1 +£1 /& sinfe*?

Funkce 2pg neméa zadnou imaginarni ¢ast, je to pouze funkce cosinus. Funkce cosinus ma
maxima v bodech # = 0 a # = 7, coz odpovidé ose z, tuto funkci tedy typicky oznac¢ujeme
jako p, orbital. Ale jak to bude pro funkce 2p4,? Funkce maji imaginarni ¢ast, coz nam
nedovoli je polozit na jednu redlnou osu jako funkci pg. V tomto piipadé (jako v mnoha
jinych v kvantové mechanice) si miizeme pomoci linearni kombinaci téchto funkei. Ctenar

se snadno presveéddci, ze pokud vytvoiime kombinace

7(1/)2,1,1 - %,1,—1) = Py

—(¢2,1,1 —p1,1) = by

S

(7.40)

(7.41)
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dostaneme ryze realné (resp. ryze imaginarni) funkce. Prvni funkce zavisi pouze na sin 6
a cos a lezi v ose x, druha funkce zavisi jen na sin # sin ¢ a lezi v ose y. Takto vytvorené
orbitaly nejsou z fyzikalntho hlediska o nic lepsi nebo hor$i nez ptuvodni, jen odrazeji
nasi volbu, jak se chceme divat na kvantové stavy. Kvantové ¢islo m; uz ale neni dobrym
kvantovym ¢islem (linearni kombinace m; neni vlastnim ¢islem operatoru nékteré z kom-
ponent momentu hybnosti). Obé kombinace ale maji stejnou hodnotu energie a momentu
hybnosti, protoze kvantova ¢isla n a [ ziustavaji stejna. Zatimco pro matematické feSent
realné orbitaly hodi, pokud uvazuje o orientaci elektronové hustoty kolem molekuly. Jak
vypada tato kombinace pro p, orbital je zndzornéno na nasledujicim obrazku.

N\ N\ ]
: y+2x®y—'

X

7.3 Zeemaniv jev

V roce 1896 si holandsky fyzik Pieter Zeeman povSiml, Ze pokud vystavime atomy vnéjsimu
magnetickému poli, dochézi k rozstépeni atomovych spektralnich ¢ar. V néasledujici podkapitole
se budeme zabyvat vysvétlenim tohoto jevu na piikladu atomu vodiku, nejdfive ale zopakujeme
zaklady magnetismu.

V kapitole 5 jsme se blize seznamili s orbitalnim momentem, ktery je v klasické fyzice

definovan vztahem
L=rxp (7.42)

kde r je kolma vzdalenost od osy otaceni a p = mv je hybnost. Vektor momentu hybnosti L je
kolmy k roviné definované vektory p ar. V piipadé atomu vodiku si mizeme predstavit elektron,
ktery obiha kolem atomového jadra. Protoze elektron nese elementarni naboj e, vytvari pfi svém
pohybu proudovou smycku, ktera je zdrojem magnetického pole. Z kurzu elektromagnetismu
vime, ze velikost magneticktho momentu vytvareného proudem [ tvorictho smyckou o plose
A je T A. Tento vztah vyuzijeme pro nasi situaci, kdy pravé jeden elektron obiha po kruznici
(navic v homogennim magnetickém poli)

=14 oo e oL (7.43)

QUﬂ 2 2me  2me

kde v je rychlost pohybu elektronu, r je jeho polomér, m, hmotnost, p hybnost a e elementarni
naboj. Mizeme pak usuzovat, ze analogicky vztah bude platit pro cely vektor

e

I S (7.44)

Vztah 7.44 je uveden pro piipad elektronu, uvazujeme hmotnost m,. a naboj e. Obecné by ve
vztahu figurovala hmotnost ¢astice m a néboj céstice q.

Uvazujme nyni atom vodiku, ve kterém obih4 elektron. Potencialni energie interakce mag-
netického momentu s vnéjsim magnetickym polem je dana jako

Ut = —p-B = —|p|Bcos b (7.45)
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kde p je magneticky moment, B je magneticka indukce vnéjsiho pole a 6 je thel, ktery sviraji
tyto vektory. Bez Gjmy na obecnosti zvolme smér magnetického pole ve sméru osy z, pak vztah
8.20 mizeme prepsat jako

h
Ui = —1.B = ( 26 ) mB (7.46)

e

Vyraz <2fnhe> se oznacuje jako Bohriiv magneton 3. a ma hodnotu 9,27-10724J - T~!. Vidime,
ze ve vnéjsim magnetickém poli zavisi energie elektronu na magnetickém kvantovém cisle m.
Napfiklad elektronovy stav s vedlejsim kvantovym ¢islem [ = 1 (p-orbital) by se mél ve vnéjsim
magnetickém poli rozstépit do tif riiznych stavi s riznou energii podle hodnot magnetického
kvantového ¢isla m = —1,0,1. V atomovém spektru poté mizeme pozorovat rozstépeni hladin,
pricemz vzdalenost mezi ¢arami zavisi na velikosti magnetického pole, tj. magnetické indukci
B (viz obréazek 22). Zeemanuv jev je tak pfimym experimentalnim potvrzenim prostorového
kvantovani momentu hybnosti.

E

B=0 B#0

Obrazek 22: gtépem’ car v magnetickém poli

Ve skutecnosti se ukézalo, ze Stépeni atomovych hladin v magnetickém poli je o dost slozi-
t&j81, nez ukazuji nase dosavadni uvahy. Neobvyklé chovani atomii v magnetickém poli (anoméalni
Zeemantv jev) bylo mozno vysvétlit az po zavedeni dodateéného momentu hybnosti elektronu,
tedy spinu. Nejjasnéjsi experimentélni diikkaz existence spinu podal experiment provedeny v roce
1922 Otto Sternem a Walterem Gerlachem. Tento experiment budeme diskutovat v dalsi kapi-
tole.
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8 Elektronovy spin

Elektronovy spin je velicina ponékud zahadna. Nema obdobu v klasickém svété a Spatné se
tak predstavuje. V kvantové mechanice se spin objevuje jako experimentalni fakt, z fady ex-
perimentu totiz vyplyva, Ze kromé orbitalntho momentu mé elektron jesté néjaky dodatecny
moment hybnosti. Asi nejpfimocareji je existence spinu patrnéd ze Sternova—Gerlachova expe-
rimentu. V nerelativistické kvantové teorii pak existenci spinu postulujeme. Elektronovy spin
ovSem prirozenym zptsobem vyplynul ze snahy vytvorit relativistickou kvantovou teorii, viz
kapitola 24.

V této kapitole se dozvime, odkud se spin vzal a jak jej lze mérit. I to je pro chemii dilezité,
nebot nékteré z prominentnich experimentalnich technik jsou zaloZené na méfeni vlastnosti
spojenych se spinem (techniky magnetické rezonance). Spin je ale hlavné spojen s Pauliho
vylucovacim principem, o ¢emz se dozvime vice v kapitole 10.

8.1 Sterntv—Gerlachliv experiment

Cilem Sternova—Gerlachova experimentu bylo prokazat tzv. prostorové kvantovani momentu
hybnosti — mame tim na mysli rtizné hodnoty z-ové slozky momentu hybnosti ¢astice, naptiklad
elektronu v atomu, jak jsme si popsali v kapitole 5. Oc¢ekévali bychom napiiklad, Zze u atomu
s elektronem v orbitalu p (I = 1) zmé&fime tii hodnoty projekce momentu hybnosti do osy z,
odpovidajici magnetickym kvantovym ¢islim m; = —1,0, 1. Experiment provedeny v roce 1922
Walterem Gerlachem a Otto Sternem v tomto sméru diikaz nepiinesl, prinesl ale uplné jiné a
nepiedpokladané poznatky.

Experimentalni aparatura (viz obrazek 23) Sternova—Gerlachova experimentu se sestéavala
z picky, ve které se zahrivaly atomy stiibra. Pary stfibra opoustély picku malym otvorem a vy-
tvarely paprsek atomii. Paprsek prochazel nehomogennim magnetickym polem a dopadal na
sklenénou tabulku, kde se atomy usazovaly. Pfedpokladem experimentu je, Ze atomy stiibra
maji nenulovy magneticky moment. Atomy s nenulovym magnetickym momentem interaguji
s nehomogennim magnetickym polem a jsou vychyleny z pfimého sméru v zavislosti na prosto-
rové orientaci magnetického momentu. Zvolime-li orientaci nehomogenniho magnetického pole
ve sméru osy z, pak pro silu, kterd zptisobuje vychyleni atomt z ptimé drahy plati

oU

F,=—— 8.1

P (8.1)

kde Uy = —p-B = —pu, B, je potencidlni energie atomi stiibra v magnetickém poli oriento-

vaném ve smeéru z-ové osy. Proto

0B

F,=pu,— 8.2

Hag (8.2)

Podle predstav klasické fyziky bude magneticky moment stiitbrnych atomu orientovan v pro-
storu zcela nahodné a jeho pramét do osy z tak bude také nabyvat libovolnych hodnot od — ||
do |u|, kde |p] je velikost magnetického momentu ¢astice. Na stinitku bychom dostali pfimou
¢aru o velikosti ve sméru z-ové osy odpovidajici dopadium stifbrnych atomu. Stiibrné atomy
ale dopadaly na stinitko pouze ve dvou bodech, které odpovidaly magnetickému momentu

eh
2m,

P =Etpp, pp= (8.3)
kde pup je Bohriiv magneton.

Stern s Gerlachem byli nadSeni, nebot tento experiment potvrzoval kvantovani momentu
hybnosti ve sméru osy z. Jenze pozornéjsi pohled uz ukazuje, Ze zde néco nesouhlasi. Atom
stiibra ma 47 elektront, z nichZz 46 je sparovanych, nepfispivajicich k orbitalnimu momentu
hybnosti. Zbyvajici 1 nesparovany elektron ma také nulovy orbitalni moment hybnosti, protoze
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nehomogenni
magnetické
pole

Obrazek 23: Schématické zobrazeni experimentdlni aparatury, kterou pouZili Stern s Ger-
lachem p7i experimentu, kterym chiéli prokdzat prostorové kvantovdnt orbitdlniho momentu
hybnosti. Ve skutecnosti prokdzali existenci spinu, dalstho momentu hybnosti elektronu. Apa-
ratura se sklddala z picky s atomy stribra, které ze zahtdly a opoustély picku malgm otvorem,
pricemsz tvofily atomovy paprsek. Atomy prochdzely nehomogennim magnetickym polem a vy-
chylovaly se v zdvislosti na prostorové orientaci spinu. Po dopadu na stinitko se vytvorily dvé
stopy odpovidagici dvéma prostorovym projekcim spinu — spin nahoru a spin doli. Ddle je
zobrazeno porovndni ocekdvané distribuce dopadi atomi stFibra na stinitko podle klasické

(CM) a kvantové (QM) mechaniky

obsazuje orbital 5s (I = 0). Celkovy orbitalni moment hybnosti atomi st¥ibra je tedy L = 0,
a tak by dle rovnice 7.44 méla byt nulova i hodnota magnetického momentu atomu. Muzeme
pripustit, Ze onen nesparovany elektron se z né¢jakych diivodu bude nachazet v p orbitalu. V této
situaci by se ale mél svazek st¥ibra rozpadat na t¥i, nikoliv na dva podsvazky!

Pozorovany nenulovy magneticky moment atomu stiibra musi byt vyvolan dalsim momen-
tem hybnosti — nazvéme jej spinem. Musime mu ale pfisoudit vedlejsi kvantové c¢islo %, aby
odpovidajici magnetické kvantové ¢islo, jdouci od —I do [ po jedné, mélo jenom dvé hodnoty
(v ptipadé spinu ono ,vedlejsi kvantové ¢islo” oznacujeme symbolem s, nikoliv symbolem ).

Sternuv—Gerlachiiv experiment predstavuje pfimou experimentélni metodu umoznujici mé-
Iit spin ¢astice. Pro uplnost dodejme, Ze koncept spinu elektronu byl zaveden az v roce 1925
holandskymi fyziky Georgem Uhlenbeckem a Samuelem Goudsmitem, kdyz analyzovali ato-
mové spektra. I pfesto je Sterniv-Gerlachiiv experiment povazovan za experimentalni dikaz
existence elektronového spinu.

Je spin zpusoben rotaci elektronu kolem své osy?

Slovo ,,spin“ je odvozeno z anglického slovesa to spin, tedy tociti se, viriti, vrtéti se.
Odkazuje na predstavu, Ze spin je moment hybnosti spojeny s vlastni rotaci ¢éastice. Na
prvni pohled nejde o nerozumnou predstavu, musime se s ni ale rychle rozloucit.
Rotujici objekt jako je planeta Zemé otacejici se kolem své osy je spojen s momentem
hybnosti (ozna¢me jej jako S a mluvme o ném jako o spinovém momentu hybnosti ¢
kratce o spinu), ktery vypocitame jako

S=1Iw (8.4)

kde I je moment setrvacnosti souvisejici s distribuci hmoty objektu okolo osy rotace a
w je uhlova rychlost. Rotujici nabity objekt pak dava vznik magnetickému momentu dle

rovnice 7.44 .
=—S 8.5
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kde ¢ je naboj rotujictho télesa. Velikost magneticktho momentu mizeme zmérit
Sternovym—Gerlachovym experimentem.

V ¢em je tedy potiz? Predné, elektron je povazovian za bodovou CGéstici a neda se tak
mluvit o jeho rotaci. Jinymi slovy, moment setrvacnosti je nulovy, I — 0, a proto by mél
byt nulovy i elektronovy spin, S — 0. Muzeme ale pripustit, Ze elementarni céstice jsou
velmi malé rotujici kulicky. Pokud to ale udélame, ziskdme c¢éstici rotujici kolem své osy
vyrazné rychleji nez je rychlost svétla. Nezbyva nam tak nez si spin nijak nepfedstavovat
a prijmout jeho existenci jako fakt, podobné, jako prijimame u ¢éstic jako danou vlastnost
jeji naboj nebo t¥eba hmotnost (,,gravitacni ndboj*).

8.2 Spin v kvantové mechanice

Zavedme nyni spin do formalismu kvantové mechaniky. Ze Sternova—Gerlachova experimentu
jsme nahlédli, Ze spin méa vlastnosti momentu hybnosti a pro spin by tak mély platit analogické
vztahy. V kapitole 5 jsme dospéli k zavéru, ze velikost orbitdlntho momentu hybnosti L je

kvantovana
Ll =+Il(l+ 1)k, 1=0,1,2,... (8.6)

kde [ je vedlejsi kvantové Cislo. A dale, Zze jedna ze sloZek orbitalniho momentu hybnosti,
reknéme L, je také kvantovana

LZ:mlh, ml:—l,...,O,...,~|—l (87)

kde m; je magnetické kvantové ¢islo. Kvantovani slozky orbitalnitho momentu hybnosti je vy-
jadrenim prostorového kvantovani, tj. Ze vektor orbitalntho momentu hybnosti mize mit jen
urc¢ité prostorové orientace.

Je rozumné predpokladat, Ze pro spin budou platit obdobné vztahy jako pro orbitalni mo-
ment hybnosti. Proto velikost spinového momentu hybnosti S je kvantovana jako

S| = v/5(s + 1) (8.8)

1
29

kde s je spinové kvantové ¢islo, které v pripadé elektronu mé hodnotu s = 3, a tak velikost

spinu elektronu je |S| = 4/ 2A. Podobné i jedna z komponent spinu, konvenéné S, je kvantovana
J 1 J J

‘Szzmsh, ms=—58,...,0,...,+s (8.9)

kde mg je magnetické spinové kvantové ¢islo, které v pripadé elektronu nabyva hodnot m, = j:%.
Elektron se tak miize nachézet ve dvou stavech liSicich se primétem momentu hybnosti do
osy z. Vidime, ze vztahy 8.8 a 8.9 pro spin jsou obdobou vztahti 8.6 a 8.7 pro orbitalni moment
hybnosti, s tim rozdilem, Ze v pfipadé spinu nabyva spinové kvantové Cislo s polociselnych
hodnot.

V tvodu jsme poznali, Ze moment hybnosti je pri¢inou nenulového magnetického momentu
(viz vztahy 7.44 a 8.5). Mezi spinovym momentem a magnetickym momentem plati trochu
komplikovanéjsi vztah nez pro piipad orbitdlniho momentu hybnosti

e
2m,

ps = go=—$ (8.10)

kde g. je tzv. g-faktor, ktery pro elektron mé hodnotu g. = 2. V nerelativistické kvantové
mechanice je g-faktor veli¢inou, ktera musi byt zméfena, v ramci relativistické kvantové teorie
elektronu je ovSem mozné jej vypocitat.
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Z experimentu vyplyva toliko hodnota velikosti momentu hybnosti a primétu momentu
hybnosti do osy z. Abychom teorii ucinili iplnou, mizeme formélné zapsat operatorové rovnice
pro operatory spinového momentu S? a S,

S20 = W2s(s+ Do, 528 = h2s(s +1)3 (8.11)

S, = %ha, S.8 = —%hﬁ (8.12)

kde av a 3 jsou tzv. spinové vlnové funkce. Vinova funkce o ndm netika nic jiného, nez ze elek-
tron ma spin mifici ,nahoru*, tedy mg = %, vlnové funkce f ma zase spin orientovany ,,dolu”,
tedy je charakterizovdna spinovym magnetickym ¢islem mg = —%. Formélné tuto skutecnost
zapiSeme nasledujicimi rovnicemi

a(B)=1, a(-3)=0 (8.13)

B(3) =0, B(=)=1 (8.14)
Spinové funkce tak nejsou funkcemi prostorovych souradnic, nybrz magnetickych kvantovych
¢isel jednotlivych elektronii.
Takto zavedené spinové vinové funkce jsou normalizované. Protoze proménna mg nabyva
pouze dvou diskrétnich hodnot —i—% a —%, normalizaci myslime

1

2

[latmapar = 37 JamP =a

=1
ST 2

DO [—

Ja(

N[ =

) Fal=

Ja (=

)=1+0=1 (8.15)

N
DO =

V rovnici 8.15 zna¢i dr integraci pres cely prostor. Protoze spinové funkce jsou definovany
na diskrétnich hodnotach spinovych magnetickych ¢isel, pfestavuje integrace na sumaci. Suma
vyjde jednotkova. Stejny zavér bychom dostali v pripadé spinové vinové funkce .

Spinové vinové funkce jsou i ortogonalni. Ditkaz provedeme nasledovné

1
2

[ atmBmadr = 37 arm)sm) = a* (25 () +a* (<53 (~5) =0+0=0 (16)

1
ms=—35

kde mame na paméti, ze nutna podminka orthogonality vinovych funkci je, Ze integral, v tomto
piipadé suma, pies cely prostor je rovna nule.

Na prvni pohled miiZe zavedeni spinovych operatori a spinovych funkeci piisobit samotuicelné.
Ukaze se v8ak, ze pro zapis vlnové funkce atomi s vice elektrony tyto funkce budeme potiebovat.

-

Spin a vlnova funkce atomu vodiku

V predchozi kapitole jsme vypocitali vinové funkce atomu vodiku. Tak tieba elektron
ve stavu 1s byl charakterizovan vinovou funkci, ktera zavisela na tfech prostorovych
soufadnicich: 1s(r, 8, ¢) = Wy 0(r,0,¢). Nyni ale vime, Ze elektron je charakterizovan
také svym spinem, takze plna vinova funkce nyni zavisi na ¢tyfech soutradnicich, 7,60, ¢ a
ms. TakZze pro elektron se spinem ,,nahoru“ bychom méli psat 1s(r, 6, gb)a(—{—%). Pri feseni
Schrodingerovy rovnice jsme ale mohli na spin zapomenout, nebot v hamiltonidnu neni
zadny clen, ktery by pusobil na spinovou soutradnici. Rovnici

H1s(r,0, ¢)a(m,) = Els(r, 0, )a(m,) (8.17)
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proto muzeme napsat ve formé
a(ms)H1s(r, 0, ¢) = Els(r,0, p)a(m,) (8.18)

resp.

His(r,0,¢) = E1s(r, 0, ¢) (8.19)

Spin tedy nemusime v tomto pripadé uvazovat. Ale pozor, v okamziku, kdy atom umistime
do vnéjsiho magnetického pole, objevi se v hamiltonianu interakéni ¢len

@

Ui = —pB = —ge7 S B (8.20)

e
kde jiz vystupuje spinovy operator a energie potom bude rizna pro « a [ elektron. Spin
hraje také zésadni roli pro vicelektronové systémy, a to i kdyz zadné pole nezapojime.

8.3 Spin v magnetickém poli

V pripadé Sternova-Gerlachova experimentu jsme se setkali s tim, Ze spin elektronu interaguje
s vnéjsim magnetickym polem. Pro potencialni energii této interakce je mozné psat

Ui = —ps - B (8.21)

kde B je magneticka indukce vnéjstho magnetického pole. Orientujeme-li pole ve sméru osy z,
tj. B = (0,0, B.), a za magneticky moment dosadime ze vztahu 8.10, dostaneme pro potencialni
energii interakce

e
2me

e

Uint = _,U/sz = —0e BzSz = _ge%Bzhms = VBthS (822>
e

Za z-ovou komponentu spinu jsme dosadili jeji vlastni hodnotu S, = msh a dale konstanty

—3<= jsme zahrnuli do jednoho faktoru v, ktery se nazyva gyromagneticky pomér. Protoze

kvantové ¢islo mg v pripadé elektronu mize nabyvat dvou hodnot :I:%, dojde ve vnéjsim magne-

tickém poli k rizné silné interakci elektront s vnéjsim polem v zavislosti na prostorové orientaci

jejich spinti. Rozdil energii dany riiznou orientaci spinu je roven
AUy = vB.h (8.23)

Rovnice 8.23 je zakladem experimentalnich technik EPR (elektronova paramagneticka re-
zonance) a NMR (nuklearni magneticka rezonance) spektroskopie.
V pripadé NMR je nutné uvazovat gyromagneticky pomér pro sledované jadro

e
2m

p
kde m, a gy jsou hmotnost protonu a g-faktor daného jadra. Spinovy moment jadra se obvykle
oznacuje symbolem I a odpovidajici kvantové ¢isla pak jako I a M;. Néktera jadra maji nulovy
spin (t¥eba 60), jiné poloviéni spin (napt. 'H ¢ 13C), jiné jednotkovy (napi. ?H) a t¥eba 33Cl
ma spin % V chemii se nejcastéji setkavame se spektroskopiemi zalozenymi na prechodech pro
jadra protonu 'H a uhliku 3C. Atomova jadra v molekulach jsou ovlivnéna magnetickym polem
generovanym okolnimi elektrony a spektréalni poloha piku tak zavisi na chemickém okoli daného
jadra. Hodnoty g-faktori a gyromagnetickych poméri pro néktera jadra bézné pouzivand v
NMR spektroskopii jsou v tabulce 3.
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prvek [ gN YN
'H 1 55857 267,513
BC 1 14048 67,2828
BN 1 -0,5664 -27,116
YF 1 5253736 251,662
sp. 3 2,2632 108,291

Tabulka 3: Hodnoty g-faktori a gyromagnetickigjch poméri pro nékterd béznd jddra

Priklad 14
Zadani: Spoditejte dvé mozné energie nuklearniho spinu pro jadro 'H v magnetickém poli 5,50 T.

Reseni: Energie jsou dany vztahem
Ut = yvhmsB. = £7,76-107°0 J

Zadani: Spocitejte energeticky rozdil téchto dvou stavi. Jakou vinovou délku by muselo mit
elektromagnetické zareni, aby doslo k absorpci z jednoho stavu do druhého?

ReSeni: Energeticky rozdil bude
AE =2 |Up| = 1,55-1072° J

VInova délka fotonu pak je
c c
h

Zobrazovani magnetickou rezonanci

Technika magnetické rezonance je rozsahle vyuzivana v mediciné — rozlozeni koncentrace
protont dokaze skvéle vizualizovat lidské télo. V prikladu vyse jsme ale vidéli, ze vinova
délka zareni v protonové magnetické rezonanci dosahuje radové metrii — zobrazeni s touto
presnosti by nebylo dost dobré ani pro nejvétsi savce. Mizeme ale udélat jeden trik,
pacienta vlozime do nehomogenniho magnetického pole, takze rezonancéni podminka je
splnéna pouze v konkrétnim bodé, ktery chceme vizualizovat.

Prvni experiment tohoto druhu provedl Paul C. Lauterbur v roce 1973 (Nature, 242,
190-191 (1973)). Svou techniku pojmenoval zeugmatografie, nazev se vsak neudrzel. Prvni
sken lidského téla pomoci magnetické rezonance byl pak porizen Sirem Peterem Mansfiel-
dem v roce 1977 a jednalo se o prst jeho studenta Andrewa Maudsleyho (viz ¢lanek British
Journal of Radiology, 50, 188-194 (1977)).
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9 Priblizné metody

V predchozich oddilech jsme si ukédzali feSeni Schrodingerovy rovnice pro nékteré jednoduché
pripady. Analyticky feSitelnych tloh je ale velmi malo. Je mozné feSit rovnice také numericky,
ale to nejsme schopni provést pro vétsi pocet ¢astic. V chemii pritom bézné potiebujeme po-
psat atomy a molekuly o desitkach ¢ stovkach c¢astic. Jsme pak odkazani na feSeni priblizna.

vvvvvv

setkavame, totiz varia¢ni a poruchové metody.

9.1 Varia¢ni princip

Prirodni zékony mohou byt casto formulovany rtznymi ekvivalentnimi zptsoby. Principy kla-
sické mechaniky lze naptiklad formulovat pomoci soustavy diferencialnich rovnic (napf. New-
tonovych), ale stejné platny je i tzv. princip minimalni akce. Podobné muzeme zakony klasické
optiky formulovat pomoci zékont odrazu a lomu, ale stejné dobfe pomoci tzv. Fermatova prin-
cipu, dle kterého se paprsek mezi dvéma body pohybuje po draze, na které stravi nejkratsi cas.
Fermatuv princip je ptikladem variacniho principu. S variaénim principem se hojné setkavame
také v kvantové mechanice.

9.1.1 Variac¢ni princip v kvantové mechanice

Dle variacni teorému je stfedni energie vypocitana s libovolnou zkusmou normovanou vl-
novou funkci ® vzdy vétsi nebo rovna energii zakladniho stavu systému

£ = /@*F[cpdT > E, (9.1)

kde FEj energie zakladniho stavu a jako € jsme si oznacili varia¢ni integral se zkusmou vlnovou
funkef ®.5 Toto tvrzeni je dileZité. Piedstavme si, Ze jsme dvéma rdznymi zptisoby odhadli
zkusmou vlnovou funkei. Varia¢ni princip umozni rozhodnout, které z nich je lepsi — spravnéjsi
bude spis TeSeni s nizsi energii. Jak uvidime nize, varia¢ni princip navic umoziuje zkusmou
vlnovou funkci efektivné nalézt.

Dikaz varia¢niho principu

Predpokladejme nyni, ze zndme presné feseni Schrodingerovy rovnice, tj. Ze jsme schopni
vytesit rovnici

Kazdou zkusmou vlnovou funkci ¢ pak muzeme zapsat ve tvaru linearni kombinace vlast-
nich funkci Hamiltonova operatoru

=3 ey (9.3

6Zkusma vlnova funkce piedstavuje aproximaci piesné vinové funkce. Vétginou je funkei sady parametrii,
které hledame tak, aby byla vysledna energie minimélni.
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nebot vlastni funkce hamiltonianu vytvaii aplny soubor funkei. Rozvoj nyni dosadime do
levé strany rovnice 9.1

/CI)*]:]CI)dT S / (Z C]:’QZJ;:I:IZC”/JZ) dr = ZZCZCZ /@b;ﬁiﬂﬂ:ﬁ' = ZZCZCZEk(Skl
k l k l k l
(9.4)

kde jsme vyuzili skutec¢nosti, ze H Uy = By a zaroven jsme vyuzili ortogonalitu vlastnich
funket, tj. [ ¢fdT = dp. Rovnici si nynf mizeme prepsat do jednodussiho tvaru

/@*ﬁlcpdT = |al* B (9.5)

k

Pokud je nase funkce ® normovand, plati Y, |cx|* = 1. Z definice pfitom plati, ze Ey <
E, < E5 atd. Tudiz vyraz 9.5 bude urc¢ité vétsi nez Ey

/@*FI(I)dT = |al’Ee > |al’Eo=Eo Y _ el = Ey (9.6)
k k k

coz neni nic jiného nez varia¢ni teorém. Ekvivalenci mezi Schréodingerovou rovnici a mi-
nimalizaci funkcionéalu energie ukazujeme také jinym zpiisobem v dodatku 28.5.

. J

P1i praktickém pouziti uvazujeme vétsinou zkusmou vinovou funkei zavisejici na nékolika

parametrech, oznac¢me si je tfeba A{, Ao, ..., obecné \;. Minimalizace varia¢niho integralu
[ ®*Hddr
A, A, .) =F——"—>F 9.7
8( 1y N2, ) f o*Pdr — 0 ( )

vidi témto parametrim pak umozni nalezeni jejich optimalnich hodnot. Jmenovatel ve vyse
uvedeném vyrazu je samoziejmé pro normované funkce ¢ jednotkovy. Variac¢ni optimalizace
se v tomto pfipadé redukuje na nalezeni ¢isel A\, Ao, ..., pro které nabyva priblizna energie
£(A1, A2, ...) minima. Podminkou minima je z matematického hlediska nulovost derivaci pfiblizné
energie £(Aq, Ag, ...) VUi parametrim J\;

Oe

o =0 i (9.8)

Priklad 15

Platnost varia¢niho principu si ukdzeme na piikladu jednorozmérné potencidlové jamy. Zkusmé
vinova funkce musi spliiovat okrajové podminky, tedy ®(0) = 0 a ®(L) = 0. Nejjednodussi
takovou funkci bude nejspi§ kvadratickd funkce. Necht méa tedy zkusmé funkce ® néasledujici
tvar

b =Nzx(L—x)

Nejprve uré¢ime normu dle rovnice

tedy
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Normovana zkusmé funkce je tak

30
o= ﬁaz(L —x)

Pripomenme si jesté, jak vypadéa hamiltonian pro ¢astici v jednodimenzionalni potencialové jamé
- R? d?
T T 2mda?

Nyni mizeme uplatnit vztah 9.1
. A n? 30 (L d?(zL — 2?)

Po vy¢isleni dostaneme

5h? > n E
E = =
Am?mIL?2 — 8mL? 0

Resenf tak vede k hodnoté 0,127 B L2’ zatimco presné feSeni je 0,125g> L2 N&s odhad byl do-
cela dobry! Na konkrétnim piikladu jsme si tak ukazali platnost varia¢niho teorému. V tomto
pripadé jsme nemuseli parametry zkusmé vlnové funkce optimalizovat, jediny parametr N byl
dén normalizaci.

Krabicovy model atomu vodiku

Predstavme si atom vodiku jako krychli o hrané L. Pokud uprostied krychle nebude
proton budeme Védét ze energie zékladniho stavu (zde kinetickd energie) bude rovna

cvv .

h? 3h?
Bra=gop (et ny+n) = o
Z rovnice je vidét, Ze kinetickd energie zavisi na velikosti krychle L — ¢im vétsi L, tim
mé Castice mensi energii. My ale mame v centru atomu i proton, kterym jsou elektrony
pritahovany a udrzovany v malém prostoru. Cfm mensi bude rozmér atomu, tim nizsf
bude potencialni energie pritahujicich se elektronu a protonu. Maliéko nekorektné pted-
pokladejme, Ze primérné vzdalenost mezi protonem a elektronem Je Z. Celkova energie
atomu vodiku je

(9.9)

3h? 1 4e?
E=Egu+Eyu=— — —— 9.10
kin + Epot = g 75 T dreo L (9.10)

Délka krychle L ale neni nic jiného nez variacni parametr. Abychom dostali minimum
energie, musime minimalizovat zavislost E(L)

dE 6h? 1 4e?
i — =0 9.11
dL 8mL3 * e L2 ( )
ReSenfm této rovnice je optimalni hodnota L
23
L =4reg— — =392 pm (9.12)

me? 16
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Vyslo nam, Ze atom je krychle o hrané 392 pm a jeho energie (po dosazeni) v zakladnim
stavu je —1,18-107*® J, tj. —7,4 eV. Soulad s presnym vysledkem neni tZasny, ale je
rozumny (tj. fadové spravny).

9.1.2 Linearni variadéni funkcional

V kvantové chemii hledame ¢asto zkusmou funkci jako linearni kombinaci pfedem definovanych
funkci. Optimalizujeme pak pouze prispévky jednotlivych funkei k celkové vinové funkei, tj.
hledame nejlepsi mozné rozvojové koeficienty. Tak v chemii jsme si napiiklad zvykli hledat
molekulové orbitaly jako linedrni kombinace atomovych orbitalii.

Zapisme tedy vlnovou funkci jako linearni kombinaci bazovych funkei

= crfe (9.13)
k

kde fx je sada nam znamych vhodnych funkei (predpokladejme také pro zjednoduseni zéapisu, Ze
realnych) a ¢, jsou rozvojové koeficienty. Ty budeme variacné optimalizovat. Takto definovanou
vlnovou funkci dosadime do vyrazu varia¢niho integralu 9.7

o f(I)*H@dT B ka Clcfk]:] Zl leldT . Zk,l Ckclffkf{fldT

£ = = = 9.14
[ o*ddr I3 et > afidr D ki cxer [ fiufidr (6.14)
Definujme si nyni matici pfekryvu S pomoci jejich maticovych elementi
Su= [ fusidr (9.15)
a Hamiltonovu matici H s elementy
Hy, = /fk[:[fldT (9.16)
Matice S a H jsou symetrické. Variacni integral pak ma tvar
crerH,
__ 2oty (0.17)
>k CrCSk

Pojdme nyni hledat optimalni hodnoty rozvojovych koeficient ¢; pro tento rozvoj. Nejdiive
vyraz 9.17 prepiSeme do tvaru

£ Z CkClSk:l = Z CkClHk:l (918)
k1l

k.l

Nyni zderivujme levou i pravou stranu této rovnice podle ¢;, tj. provedeme operaci %. Na levé

strané musime k vyrazu pristupovat jako k souc¢inu funkci. Dostaneme

0. 0 0 0 0
3;: chclSkl + 62 (8C;Cl5kl + azl Ck:Skl> = Z (acck aHy + ail Ckal) (919)
1 k},l (A (2 (A (A

k.l k.l

Prvni ¢len na levé strané bude nulovy, nebot % = 0 (hledame totiz varia¢né optimalni reseni).
1

Derivace jednotlivych ¢lentd se déle zjednodusi, uvazujeme-li % = Ok
1
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g Z CkSk:i + Z ClSli = Z CkH]“' + Z ClHli (920)
k l k l

kde ovSem sumy pies s¢itaci indexy £ a [ jsou identické a my muzeme rovnici 9.20 zapsat ve
tvaru

Z Cr (Hik: — ESik) =0 (921)

Jde o soustavu linearnich rovnic (danou rovnici totiz miuzeme zapsat pro vSechna i), jejimz
reSenim jsou rozvojové koeficienty c,. Mluvime o soustavé sekularnich rovnic. Je zde ale
maly zadrhel, k formulaci téchto rovnic potfebujeme znat hodnotu energie €. To je ale hodnota,
kterou hledame! V&imnéme si, ze jedno teSeni zname okamzité, ¢, = 0. Jde o tzv. trividlni
feSeni. To nas ale nezajimé, nulové feSeni totiz nepredstavuje vlnovou funkci. Linearni algebra
nés uci, ze soustava rovnic s nulovou pravou stranou mé netrivialni feSeni pouze tehdy, jestlize
je determinant soustavy (v tomto piipadé tedy sekularni determinant) nulovy

H—eS| =0 (9.22)

Sekularni determinant pfedstavuje algebraickou rovnici pro nezndmou hodnotu €. Pro rozvoj
vlnové funkce do dvou béazovych funkci ptijde o rovnici kvadratickou, pro rozséhlejsi rozvoje
pijde o rovnice vyssich rada.

Priklad 16

Jednodimenzionalni potencialovou jamu si nyni vyfesime i pomoci bdzového rozvoje 9.13. Vlno-
vou funkci definujeme ve tvaru ¢ = c12%(L—xz)+cox(L—x)?. Postup je nasledujici — a) spo¢itame
v8echny integraly Hy; a Sk, b) polozime sekularni determinant roven nule a vypocitame energie
g, ¢) pro kazdou hodnotu € vypocitame rozvojové koeficienty ze sekularnich rovnic.

Priklad vyfeSseny v programu Mathematica je dostupny na webovych strdnkich predmétu
(https : /| Jufch.vscht.cz/studium/mgr/kvantova _chemie).

Priklad 17

Pouziti varia¢niho principu si ukdZeme na zapisu molekulového orbitalu dvouatomové molekuly
(napf. Hg) jako linedrni kombinace dvou atomovych orbitala (x4 a xp) lezicich na jednotli-
vych atomech (predpokladejme, Ze atomové orbitaly jsou redlné a jsou stejné, jen jsou jinak
centrované)

® =caxa+cBXB

Oznaéime si maticové elementy Hy; a Sk pomoci symbola pro atomy A a B

Hap = /XAﬁXBdT
Hpn = /XAﬁXAdTZHBB

Sap = /XAXBdT
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Dalsim krokem bude sestaveni sekuldrniho determinantu

Han—€¢  Hap—¢€SaB

=0
Hap —eSap  Hpp—c¢

Sekularni determinant posléze s vyuzitim Hqs = Hpp vylesime (jde o kvadratickou rovnici) a
dostaneme vztah pro e

I Hypp £ Hpp
1,2 1+ Sap
Déle vyfesime sekularni rovnice
cA(Haa —eSaa) +cp(Hap —€Sap) = ca(Haa—¢)+cp(Hap —eSap) =0
ca(Hpa —eSpa) + cg(Hpp —eSpp) = ca(Hap —eSap)+cp(Han—¢) =0

Do sekularnich rovnic si dosadime vztahy za €12 a po vy¢isleni dostaneme c4 = cp (pro 1) a
ca = —cp (pro €2). Ze dvou atomovych orbitalt tedy dostaneme vazebny molekulovy orbital ®;
a antivazebny molekulovy orbital ®9

O =calxa+ xB), ®y =ca(xa — xB)

9.2 Poruchova teorie
Predpokladejme, ze feSime Schrodingerovu rovnici pro néjaky slozity problém

Hip, = By, (9.23)

Zmame pritom FeSeni jednodussiho problému, ktery se od ptivodniho problému moc nelisi

HORO — 5Oy, (9.24)

n n

vvvvvv

K feSeni problémt tohoto typu pouziviame poruchovou teorii.

Priklady pouziti poruchové teorie

Chceme napiiklad popsat vibraci molekuly v anharmonickém potencialu s kubickym a
kvartickym ¢lenem

~ R 4> 1, ., . 4
Pricemz analyticky jsme schopni vyfesit problém pro harmonicky potencial
. h? d2 1
HO = — 1 _fy? 9.26
2m da? * 2"t (9.26)

Hamiltonidn harmonického systému tak reprezentuje neporuseny systém a kubické a kvar-
tické cleny predstavuji malou poruchu

H=HO 4 cz® + da* (9.27)

Doufame pritom, Ze se feSeni pro neporuseny systém nebude dramaticky lisit od plného
feseni.
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S jinym piikladem pouziti poruchové metody se setkame v kapitole 10, vénované vicelek-
tronovym atomtm. Bude pro nas snadné vyfesit problém, kdy jsou atomy pfitahovany
k atomovému jadru, ale mezi sebou se neodpuzuji. Takovyto referencéni systém neni ve
skutecnosti uplné nesmyslny, jadro ma vétsi naboj nez kazdy z elektroni a mezielektro-
novou repulzi tak mizeme povazovat za poruchu. Dluzno ale podotknout, Ze v tomto
pripadé je porucha dost velkd a nemtzeme ocekavat presné vysledky.

Obecné si tedy hamiltonian definujeme pomoci piiblizného hamiltonidnu a poruchy

H=H9 4+ )\{' (9.28)

pfiemz A je parametr slouzici k postupnému zapnuti poruchy (A = 0 znamend, Ze méame
neporuseny systém, A = 1 znamen4, Ze je naopak plné zapnuté porucha).

Protoze hamiltonian zavisi na poruchovém parametru A, bude na ném zaviset také vlnova
funkce a energie. Vlnovou funkci a energii si rozepiSeme ve formé Taylorova rozvoje okolo
neporuseného reseni

P = 0 + AWM + 2P + (9.29)
E,=E9 4 \XEW £ \2E® 4 (9.30)

BEn

kde jsme si jako 1/1n oznacili 81”" a jako B Jsme si oznacili (analogicky pro vyssi poruchové

prispévky).

Pojdme se ted domluvit na nékolika odchylkach od doposud bézného zapisu. Predné, pro
tsporu mista budeme v tomto oddile vyuzivat braketovou notaci, které se jinak v tomto textu
vyhybame. Bude tedy platit, ze

[ s = (i) (9.31)

[ vt = (vl ) (9.32)

Domluvme se také na to, ze v dalsim odvozeni budeme pracovat s jinou normalizaci vlnové

. : ) ) - , 0) . . )

funkce, nez na kterou jsme zvykli. Vlnovéa funkce neporuseného systému wé) je normalizovana
béznym zptsobem

[0 u0ar = (o) - 9.33)

Pro pfesné feseni W, ale nebudeme predpoklddat normalizaci na jednicku, ale pouZzijeme ma-
zanou normalizaci s vyuzitim vinové funkce neporuseného systému

[ e = (001 =1 (0.34)

pricemz je tfeba si uvédomit, ze normalizace vinové funkce nema vliv na vypocitanou energii
— vynésobeni vinové funkce konstantou (normou) nemé vliv na hodnotu energie ze Schrédin-
gerovy rovnice Hy, = 2Un. Nase volba nam ale usnadni praci. Podivejme se, jak. Do norma-
liza¢ni podminky 9.34 dosadime poruchovou vlnovou funkei 9.29 (déle jiz pouzijeme vyhradné
braketovou notaci)

1= @O + A @D [w0) + 3 @O + . (9.35)
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Prvni ¢len pravé strany posledni rovnice je jednotkovy, protoze vlnova funkce neporuseného
systému je normalizovana. Proto musi byt dalsi ¢leny nulové

(G leR) =0
PPy =0
Uvidime, ze diky tomu se zbavime nékterych nepotiebnych ¢lenti v odvozeni.

Ted k samotnym rovnicim poruchové teorie. Hamiltonian 9.28, energii 9.30 i vInovou funkci
9.29 dosadime do Schrodingerovy rovnice

(9.36)

(ﬁf@) + Aﬁ’) (0@ + XD+ 2N2P@ + ) =
= (BQ + 2AED + N EP + ..) (O + 20 + 2\29@ 4 ) (9.37)

Rovnici sefadime dle mocnin A\

X (HOG® — BOO) + X (HOBD + 90 — EPy® — EDy®) +
22 (HOWD + Byl = EPy® — EPy® - EQy0) +.. =0 (9.38)

Vzhledem k tomu, Ze rovnice musi platit pro libovolnou hodnotu parametru A\, musi se kazda
zavorka zvlast rovnat nule. Schrédingerova rovnice se tedy rozpada na nasledujici rovnice

HOYO = B0y (9.39)
< 7O qun) b0 = <E7<11> — ﬁ') 7o (9.40)
(I:_,(O) _ ET(LO)> P = E@ypO 4 <E7(11) _ ﬁ/> N (9.41)

Rovnice budeme fesit postupné. Prvni rovnici neni nez Schrédingerova rovnice pro neporu-
Seny systém. Z druhé rovnice ziskdme korekci k energii a k vinové funkeci v ramci prvniho radu
poruchové teorie. Vyuzijeme rovnice 9.40. Predpokladejme, ze funkce @bq(lo) tvori uplny soubor
funkci. Rovnici 9.40 nyni vynasobime komplexné sdruzenou funkei ¢£S)* a zintegrujeme pres
cely prostor. V braketové notaci

($AOWDY - B9 (@) = ED (901u®) - (v Bw0)  (9.42)

Prvni ¢len v predchozi rovnici si miiZeme upravit s vyuzitim hermiticity operatoru H©

(e D) /w " HO (! dT—/¢ Oxdr = EQ (OpP)  (9.43)
Rovnice 9.42 pak pfejde na tvar

(B — BY) (v@1i) = BD (w1 — (w8 ) (9-44)

Nyni mohou nastat dva pripady
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e m = n: Pokud m = n, celd leva strana rovnice 9.44 vypadne a my dostaneme okamzité
korekei k energii

ED = (w01 [y) (9.45)

Porucha energie v prvnim stupni tedy odpovida poruse zprimérované pies neporusenou
vlnovou funkci.

e m # n: rovnice 9.44 v tomto pripadé prejde na tvar

(BY = BD) (6@1i) = = (W0 171 = -, (9.46)

Tento vysledek nam pomuze vyjadrit korekci prvniho fadu k vlnové funkci. Poruchu ve
vlnové funkci prvniho fadu si vyjadiime jako linedrni kombinaci bazovych funkei

PP =" e (9.47)
a dosadime do rovnice 9.46

(B = BO) Y e (w@p”) = = (v A 1w ) (9.48)

i

Jelikoz ale <w7(72)|@/)§0) > = 0, dostavame

(B — BO) e = — (40171 (9.49)

z ¢ehoz vyjadiime rozvojovy koeficient ¢, jako

CALAT
n= = (9.50)

Korekci prvniho fadu k vlnové funkci tedy dostaneme pomoci nasledujiciho vztahu

0y £y71,1,(0)
SO H | > o
(1) < 0) _ mn (0)

Podobnym zptisobem, jaky jsme si zde ukazali pro korekce prvniho fadu k energii a vinové
funkci, lze odvodit i vztahy pro vyssi fady poruchové energie. Zde uvedeme pouze konecny
vztah pro energii s poruchou druhého radu, energie EP pak bude

H I
E® ~EY + B 4 _ 9.52
Z ET(LO) — Er(g) ( )
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Jisty problém zde predstavuje skutec¢nost, ze k vypoctu poruchové energie potrebujeme znét
celé energetické spektrum (tj. energii zédkladniho i vSech excitovanych stavii) energii neporuse-
ného systému. To je v mnoha pripadech zna¢éné neprakticky pozadavek. Pokud vime, jak energie
systému priblizné vypadaji, mizeme v néktery pripadech nahradit sumu ve jmenovateli rovnice
9.52 prumérnou excitac¢ni energii a dospét k tzv. uzaviraci aproximaci, ktera dale zjednodusi
tvar rovnice pro energii.

Posledni problém, jemuz jsme se zde nevénovali jsou degenerované stavy. Pro degenerované
stavy poruchové teorie, jak jsme si ji zde formulovali, nefunguje, protoze ¢len Er(r?) — ET(LO) bude
nulovy a vztahy pro rozvojové koeficienty ¢; budou divergovat. Pro degenerované vztahy existuje
mirné odlisna formulace poruchové teorie.
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10 Viceelektronové atomy a Pauliho princip

diku (muZeme fesit jen dvoucasticové problémy, ale v klasické mechanice je to zrovna tak).
Tato situace je pro chemika pochopitelné malo uspokojiva. Pomoci kvantové teorie bychom
chtéli zkoumat vlastnosti atomiu a molekul, ve kterych se pohybuje mnoho elektront. Ptislusné
Schrodingerovy rovnice jsou ale piilis komplikované, takze nejsme schopni najit feSeni ana-
lytické a bohuzel ani feSeni numericky pfesné. Nezbyva ndm proto nez se vydat do kalnych
vod pribliznych metod. Regeni Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku ndm nicméné poskytne
dobry zaklad, ze kterého je mozné se odrazit k pribliznému feSeni problému viceelektronovych
atomu. Zakladni postupy si muzeme ukazat jiz na ,nejjednodussim slozitém atomu‘, atomu
helia.

10.1 Atom helia

V atomu helia na sebe pusobi ti ¢astice, jadro helia s protonovym (resp. ndbojovym) ¢islem
Z = 2 a dva elektrony. Nebude nam tudiz zatézko napsat pro helium hamiltonian

h? 1 Ze?  Ze? 1 e
+ +

H=——— (A1 +Ay) — — (10.1)

2me 47T€0 T T9 47T€0 T12 ’

kde hamiltoniédn zapisujeme v soufadnicové soustavé umisténé do jadra helia (viz obrazek 24).

e (x2,Y2,22)

e (x1,¥1,21)

He

Obrazek 24: Vzddlenosti mezi ¢dsticemi v atomu helia. Stied souradné soustavy uvazujeme
v jddru atomu

Symbol
92 92 92
AN=——+——+=— 10.2
oz? Oy 023 (102)
oznacuje Laplacetiiv operator prvniho elektronu souvisi s jeho kinetickou energii a
0? 0? 0?
Ay (10.3)

=t ast s
dz Oy 022

je analogicky Laplacetiv operator prislusejici druhému elektronu, r; je vzdalenost mezi jadrem
helia a prvnim elektronem, 7y je vzdalenost mezi jadrem helia a druhym elektronem a rq5 je
vzdalenost mezi obéma elektrony. Schrodingerova rovnice je v tomto piipadé parcialni diferen-
cialni rovnici druhého fadu, jejimz feSenim je (vlnova) funkce Sesti proménnych, kupiikladu
kartézskych soutradnic obou elektroni zi, y1, 21, X2, Y2 a 2o nebo sférickych soufadnic téchto
elektront 7, 61, ¢1, 12, 02, 2. Bohuzel ani v jedné sadé souradnic se nam nepodaii hamiltonian
separovat, nemuzeme jej napsat jako soucet ¢lent zavisejicich na soufadnicich pouze jednoho
elektronu a ¢lenu zavisejictho pouze na souradnicich elektronu druhého. Hamiltonian miizeme
zapsat nasledujicim zptisobem

92



ﬁ:H1+ﬁ2+ﬁ12 (104)
kde hamiltonian
. h2 1 Ze?
o=t -2 (10.5)

1
2m,e dmeg 11

pusobi toliko na sourfadnice prvniho elektronu a hamiltonian

. K2 1 Ze?
Hy = — Ay — — 10.6
2 2me 2 dmeg 1o ( )

pouze na soutadnice elektronu druhého. Problém piisobi ¢len popisujici odpuzovani mezi elek-
trony

1 e? 1 e?

Amteg T1o B dmeq |r1 — ra|

Hyy = (10.7)

Kdyz zanedbame odpuzovani mezi elektrony, situace je rizova — celkovou vinovou funkei snadno
zapiSeme jako souc¢in dvou vlnovych funkei ¢; a ¢ (pouZijeme metodu separace proménnych,
srov. rovnici 6.3)

Y= ¢102 (10.8)

pricemz ¢, zavisi pouze na soufadnicich prvniho elektronu a je dana feSenim rovnice

Hypy = By (10.9)

Tato rovnice ale neni nez Schrédingerova rovnice pro atom vodikového typu! Jeji feSeni tudiz
zZname

3
1 Z 2 _Zr
=—|— @ 10.10
¢1 ﬁ (Go) e 9 ( )
kde Bohrtuv polomér 1ze vyjadrit pomoci fundamentalnich fyzikalnich konstant
47T€0h2
= 10.11
o Mee? ( )

Analogické vztahy plati pro vinovou funkci ¢, takze celkovou vinovou funkci muzeme napsat
jako

]_ Z3 _Zn Zro

Y=¢192=——73e we w0 (10.12)

3
T ag

Energie atomu helia pfi zanedbani ¢lenu His (tedy pri zanedbéani odpuzovani elektroni) je pak
déna vztahem

z: 72

E=F +E,=-13,6 (—2 + > eV =—13,6-8 eV = —108,8 ¢V (10.13)
n

n2

Tato hodnota je po ¢ertech vzdalena od hodnoty zmérené experimentalné (—79,0 eV). Ctenar
muze byt navic znejistén skutecnosti, ze vypocitana hodnota je nizs$i nez hodnota experimen-
talni. Neprotivi se tento vysledek varia¢nimu principu? Po bliz§im ohledani zjistime, Ze nikoliv.
Varia¢ni princip pravi, Ze energie vypocitand s pfibliznou vlnovou funkei pomoci spravného
hamiltonianu je vzdy vyssi nez energie skutecna. Nase zjednodusSeni ale nespoc¢ivalo v nalezeni
priblizné vlnové funkce pro presny hamiltonian, nybrz v nalezeni presného feSeni pro priblizny
hamiltonian.
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Z predchoziho vypoctu vyplyva, ze mezielektronové odpuzovani v nasich tivahach zanedbat
nemuzeme. V nasledujicich oddilech si ukazeme, kterak elektronovou energii atomu helia vypo-
¢itat s vyuzitim dvou cest, pomoci poruchového i varia¢niho ptistupu.

10.1.1 Vypocet elektronové energie atomu helia poruchovym pristupem

V poruchové teorii predpokladéme, Ze jsme schopni nalézt feSenf pro priblizny hamiltonian HO
a pomoci tohoto feSeni pak hledame Feseni pro presny hamiltonian H=H®O 4+ H' Zvolme si
jako hamiltonidn nultého fadu soucet

HO = [, + H, (10.14)

ve kterém je zanedbéno mezielektronové odpuzovani. Resenf pro tento systém zname. Korekce
prvniho fadu pro energii (srov. oddil 9.2, vztah 9.45) je pak dana jako

EW = / YO H YO dr (10.15)

coz v naSem piipadé konkrétné znamena Sestidimenzionélni integraci pres (sférické) souradnice
obou elektront

(1) 1 Z6€2 7Zr1 Zr2 1
EWY = py— e e w0 —1r?sinfrs sin fydridrodf dfydéide,  (10.16)
0 Qg 12
0000 00

kde jsme za ¥ dosadili ze vztahu 10.12. Vyrazy r?sinf; a r2sinf, piedstavuji jakobian
transformace z kartézskych do sférickych soutradnic.

Vyéisleni tohoto integralu je pondkud svizelné, ale proveditelné.” Po provedeni ziskame ko-
rekci prvniho fadu. Celkova energie v rdmci poruchové metody prvniho fadu vyjde

E=E94+FED = _108,8 + 34,0 = —74,8 ¢V (10.17)

Souhlas s experimentem jiz tedy neni iplné $patny! V poruchové metodé bychom mohli pokra-
¢ovat i do vyssich fadu. Pro helium vychézi korekce vyssich radua

E® —4,3 eV
E® = 016V

Postupné tak v ramci poruchové metody konvergujeme k experimentalni hodnoté.

10.1.2 Vypocet elektronové energie atomu helia varia¢nim pristupem

Pii varia¢nim feseni potFebujeme najit néjakou pribliznou (ale rozumnou) vlnovou funkci, ktera
mé nedourcené parametry. Vyjdéme z funkce ve tvaru

1 Z’ 3 _Z/r _Z,r
o =— (—) e e @ (10.18)

™ \ Qg

"Vyéisleni je mozné nalézt v knize Ira N. Levine, Quantum Chemistry Pearson Prentice Hall, 2014.
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Tato funkce vypadéa jako vinovéa funkce atomu helia, ve kterém se elektrony neodpuzuji. Misto
nabojového ¢isla Z = 2 mame ale nyni ve funkci neurceny parametr Z’. Fyzikalné si mizeme
predstavit, ze diky pritomnosti druhého elektronu ,,vidi“ prvni elektron jadro o mensim naboji,
nez jaky skutecné ma. Jinymi slovy, elektrony stini atomové jadro. Hodnotu parametru 2,
tj. efektivniho naboje jadra, je tfeba urcit na zakladé variacni optimalizace energie vzhledem
k parametrim zkusmé funkce.

Musime zac¢it vyjadfenim funkcionalu energie, tj. zavislosti energie na konkrétni formé
zkusmé funkce (pojem funkcionalu blize objashujeme v kapitole 17). Za¢neme tim, Ze si ha-
miltonidn 10.1 zapiSeme v mazané formé

A h? Z'e? Z'e? e? e? e?
H=|- A+ Ag) — — ARA A4 —
( Qme( 1+ A) dmegry 47r50r2) + )47r507’1 * )47r€07"2 4megria
X (10.19)
kdy pfitom pro hamiltonian H}, zjevné plati®
H\® = E'd® (10.20)
kde 0 72,2
e
E =- 10.21
87’(’80&0 ( )

Pro funkcional energie pak plati

- 2 O+ P O+ P O+ P
E:/CID*HCDdT:E’—i— ° {(Z’—Z)/ dT+(Z’—Z)/ d7+/ dT}

4dmeg T T2 r12
(10.22)
coz po lehce otravném vycisleni integralt vede k vyrazu
E- (22227 57) ¢ (10.23)
8 471'80(10 ’

Vsimnéme si, Ze ve funkcionalu energie nam vystupuje jak nabojové ¢islo Z (z hamiltonianu,
nejde o varia¢ni parametr), tak efektivni nabojové ¢islo Z’. Optimalni hodnotu Z’ nalezneme
jako minimum funkcionalu energie, tj. polozenim derivace tohoto funkcionalu nule

27 — 27 + g =0 (10.24)
z ¢ehoz po dosazeni 7 = 2
7' =1,6875

Efektivni naboj je tak o dost nizsi nez naboj samotného jadra helia. Po dosazeni optimalni
hodnoty Z’ do funkcionalu energie dostaneme hodnotu

2

5
E=|(1,6875)% —2-2-1,6875 + 2 -1,6875| — = —77.48 &V (10.25)
8 471'80610

To je vsak jiz hodnota energie, ktera je ve velmi slusném souladu s experimentem.

8Jde totiz o hamiltonian atomu vodikového typu s jadrem o nidbojovém &isle Z’, pro néjZ feSeni zname.
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Mohli bychom tuto hodnotu jesté néjak vylepsit? Nepochybné mohli, ale potiebovali bychom
elektronti, zanedbéva korelaci jejich pohybii. Pokrocilejsi metody elektronové struktury musi
jit za ramec této aproximace. O tom se dozvime vice v oddilu o metodach popisu elektronové
struktury molekul, viz kapitola 16.

10.2 Atomy o vice nez dvou elektronech

Poté, co jsme se naladili ispéchem kvantovych vypoc¢ti pro atom helia, mizeme byt v pokuseni
uplatnit cely postup i na dalsi atomy. Vezmémez si tfeba atom lithia. Zde zkusmou vlnovou
funkci budeme hledat jako

pricemz ¢; bude podobné jako v ptipadé helia dano jako
1 Z/ % Z/T‘Z'
= — [ = T ag 10.27
o= (Z) e (10.27

Vypocet vede k energii lithia —230 eV. Experimentalni hodnota je ovSsem pouze —203,5 eV.
Tento vysledek se jevi byt v pfimém rozporu s variaénim principem. Je snad néco Spatné
s varia¢nim principem nebo s prirodou? Pouceny ¢tenar asi tusi, ze problém nastal ignorovanim
Pauliho vylu¢ovaciho principu. Vlnovou funkei predpokladame ve formeé

o = 1s(1)1s(2)1s(3) (10.28)

neboli uvazujeme elektronovou konfiguraci 1s3. PouZivame zde zkracenou symboliku, kdy sym-
bolem ,1“ méme na mysli vSechny soufadnice elektronu 1 atd. To neni symbol, se kterym
bychom se v uc¢ebnicich chemie setkivali. Je tfeba na tomto misté ale pfipomenout, Ze s Pau-
liho principem kvantova mechanika az do této chvile nepocitala. Je tfeba si o ném fici vice.

10.3 Antisymetrie vinové funkce a Pauliho vylucovaci princip

Pauliho vylucovaci princip zné vétsina studenti jiz ze stfedni Skoly. Zhruba fec¢eno nam tvrdi,
ze dva elektrony se v atomu (¢ v molekule, pevné latce a kdekoliv jinde) nemohou nachézet ve
stejném kvantovém stavu. Wolfgang Pauli tento princip formuloval na zakladé studia atomovych
spekter jako experimentélni skutecnost. Hned také rozumeél, ze vylucovaci princip je tizce spojen
se symetrii mnohacésticové vinové funkce pti zdmeéné elektron.
Kvantové-mechanické ¢astice (jako jsou elektrony) jsou nerozlisitelné, nemtzeme je , obarvit*

a sledovat, jak se pohybuji. Je to diisledek relaci neurcitosti. Pokud bychom pohyb né&jaké ¢as-
tice chtéli sledovat, potfebovali bychom znat polohu ¢éstice v daném c¢ase, ale také jeji rychlost.
Ta nam totiz fekne, kde prislusnou céstici muzeme ocekavat v nésledujicim okamziku. Oboji
informaci ale zaroven nemuzeme ziskat s libovolnou pfesnosti, nemé tak smysl mluvit o tra-
jektorii ¢astice a ¢astice nemiizeme rozlisit. Nemuzeme nijak poznat, pokud se dva elektrony
prohodi. V jazyku kvantové mechaniky nerozlisitelnost ¢astic vyjadiime vztahem

[W(L,2)P = [y(2,1)] (10.29)

Tato rovnice nam 1ika, ze pravdépodobnost, Ze se na misté A bude nachazet prvni ¢astice a na
misté B druha castice, musi byt stejna jako pravdépodobnost nalezeni ¢astice 1 na misté B
a Castice 2 na misté A.

Rovnici 10.29 mizeme realizovat dvéma zpisoby
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P(1,2) =(2,1) (10.30)

¢(17 2) = —¢(2> 1) (10.31)

V prvnim piipadé fikdme, Zze vinova funkce je symetricka vi¢i permutaci dvou ¢astic. ééstice,
které splhuji toto pravidlo, se nazyvaji Boseho ¢astice nebo prosté bosony. Ukazuje se, Ze
jde o castice s celociselnou hodnotou spinu a Ze pro tyto ¢astice neplati Pauliho vylucovaci
princip (viz dale). Naproti tomu ¢astice s vinovou funkei antisymetrickou vii¢i permutaci ¢as-
tic nazyvame Fermiho ¢asticemi (nebo fermiony). Fermiony maji polociselny spin a Pauliho
vylucovaci princip pro né plati. K bosoniim nalezi kupiikladu foton nebo atom helia, k fermi-
onim pak elektron. To, zda je dané ¢astice fermion nebo boson, je tieba zjistit experimentem
(tFeba tak, Ze zjistime, zda pro danou ¢astici plati nebo neplati vyluc¢ovaci princip). V kvantové
mechanice tuto skutecnost zavadime jako postulat, ktery pfiradime k péti jiz formulovanym
postulatim.

Postulat ¢islo 6: Pri zaméné dvou elektroni musi vlnova funkce zménit znaménko.
(Spinové-statisticky postulat)

Ukazme si nyni souvislost mezi antisymetrii vinové funkce a vylu¢ovacim principem. Pred-
stavme si elektrony, které jsou charakterizovany polohou a primétem spinu do osy z

q; = (I‘i, msi) (1032)

Jelikoz jde o fermiony, musi platit

V(q1, 42,93, - - -qn) = —U(q2,q1, 63, - - - qN) (10.33)

Uvazme nyni situaci, kdy oba elektrony maji presné stejnou polohu a také stejnou hodnotu
projekce spinu, jinymi slovy ¢ = ¢o = ¢. Pfedchozi rovnice pak nabyva tvaru

(4,4, s, - ~QN) = —@/’(%q,%a . --QN) (10‘34)

z ¢ehoz ale okamzité plyne, ze

V(4,4,a3,---qn) =0 (10.35)

Pravdépodobnost, Zze by se dva elektrony se stejnou projekci spinu do osy z (nadile bu-
deme uzivat vyrazu ,se stejnym spinem®) mohly nachazet na stejném misté, je nulova. Toto
,odpuzovani® elektronii nesouvisi s elektrostatickymi silami, je pfimym diisledkem antisymetrie
vinové funkce. Mluvime o Pauliho repulzi. Skutecnost, Ze se dva atomy helia odpuzuji na
kratké vzdalenosti, je ddna dominantné Pauliho repulzi. Plati to v zasadé pro libovolné atomy
¢i molekuly.

Pojdme se ted podivat, jak se antisymetrie vinové funkce a Pauliho repulze projevi ve vinové
funkci v rameci orbitalnitho modelu. Navazeme na néas vyklad atomu helia, kde jsme hledali feseni
Schrodingerovy rovnice ve tvaru soucinu

¥(1,2,...N) = 1(1)p2(2) ... on(N) (10.36)
ktery pro pripad dvou elektronii
¥(1,2) = ¢1(1)h2(2)
Takto zapsana vlnova funkce ale neni antisymetrickd (dokonce ani ne symetrickd, permutaci
elektronii ziskdme tplné jinou funkei). Nejjednodussi funkce bude mit nasledujici tvar
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1
V2

kde faktor \/LE pridavame z davodu normalizace.

¥(1,2) = —= [¢1(1)$2(2) — 91(2)¢2(1)] (10.37)

Vlnovéa funkce dvou elektroni popsanych stejnou jednoelektronovou funkei (tj. ¢1 = ¢9) ale
nezbytné musi byt identicky rovna nule
1
V2
To by odpovidalo prazdné soustavé, v niz se ale systém nemuze vyskytovat. Pravé toto tvrzeni
zname z chemickych ucebnic jako Pauliho vylucovaci princip. Zde vidime, Ze tento ptvodné
na zéakladé spektroskopickych experimentii odvozeny princip tzce souvisi s antisymetrii vinové

funkce.

V predchozim textu jsme se spinem nezabyvali a jednoelektronovou funkci jsme oznacovali
jako ¢. Na tomto misté je ale vhodné zminit, Ze jednoelektronova vlnova funkce, kterou lépe
ozna¢ime jako ¢, mé svou prostorovou ¢ast ¢ (zavisejici na prostorovych souradnicich r) a

spinovou ¢ast « ¢i [, které jsou formélné funkci magnetického spinového ¢isla elektronu my.
Celkoveé pak

¥(1,2) = —= [01(1)$1(2) — ¢1(2)¢1(1)] = 0 (10.38)

i = ¢(r;)a(mg;) nebo p; = ¢(r;)B(ms;) (10.39)

Ve zkracené notaci bychom pak psali jako argument funkci jen 1, 2...a mysleli tim proménné
elektronu 1, 2....

1= ¢(1)a(1) nebo ¢y = ¢(1)5(1) (10.40)

Mluvime pak o tzv. spinorbitalu. Spinorbitaly a vlnova funkce atomu helia v zadkladnim stavu
by pak vypadaly takto

1(r,my) = 1s(r)a(ms)
@a(r,ms) = 1s(r)B(ms)
b = = [1s(Da()1s(2)5(2) - 15(2)a@)1s(1)5(1)] = (10.41)

Pro poradek si znovu ujasnéme, ze predchazejici rovnice je zkratkou pro vyraz

1
Y= Els(rl)ls(rg) [a(mg)B(ms2) — a(mgz)B(ms)] (10.42)

Celkova vlnova funkce je tedy dédna soucinem prostorové ¢asti a ¢asti spinové. V hamiltonianu
se ale spin nevyskytuje a my nakonec fesime Schrodingerovu rovnici pouze pro prostorovou ¢ast
vlnové funkce

Hl1s(1)1s(2) = E1s(1)1s(2) (10.43)

Na nasich predchozich vypoctech se tak nic nezménilo. V pripadé obecné mnohaelektronové
vlnové funkce spin ignorovat nemizeme a diky tomu ma tfeba tripletni stav jinou energii nez
stav singletni.
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Jak spin méni energii aneb Hundovo pravidlo

Uvazme atom helia, jehoZ jeden elektron je excitovan do 2s orbitalu, méame tedy konfigu-
raci 1s'2st. Tato elektronova konfigurace je kompatibilni jak s tripletnim, tak se singlet-
nim elektronovym stavem — dva elektrony nemusi mit opacny spin, pokud jsou v jiném
orbitalu. Spinovou funkci pro dvouelektronovy atom v singletnim stavu jsme jiz vidéli,
ma tvar

a(1)5(2) — a(2)5(1) (10.44)
a je tedy antisymetrickd vici zdmeéné elektronii. Prostorové ¢ast vinové funkce tak musi

byt symetrickd vici zaméné elektroni, aby soucin téchto dvou funkei byl antisymetricky.
Pro celkovou vlnovou funkci tak plati

¥s(1,2) = [1s(1)2s(2) + 15(2)2s(1)] [«(1)5(2) — (2)5(1)] (10.45)
Spinova funkce pro tripletni stav miize mit néktery z nasledujicich tvart
a(l)a(2)
a(1)B(2) + «(2)5(1)
B1)B(2)

kdy prislusné spinové funkce se lisi projekci celkového spinového momentu do osy z,
jinymi slovy celkovym magnetickym spinovym ¢islem Mg, o kterém bude jesté fe¢ pozdéji.
Tripletni stav bude tedy trikrat degenerovany. Ve vSech piipadech je ale spinova funkce
symetrickd vici zameéné elektront. Prostorovéa ¢ast tak bude muset byt antisymetricka,
aby takovou byla i celkova vlnova funkce (spinova ¢ést je zde napiiklad pro a(1)a(2))

r(1,2) = [1s(1)25(2) — 15(2)2s(1)] [a(1)x(2)] (10.46)
Po dosazeni do Schrédingerovy rovnice miizeme celou rovnici vydélit spinovou funkei
a TeSime rovnici pouze pro prostorovou ¢ast. Ale pozor, matematicky tvar téchto funkei
je ted jiny pro singletni a tripletni stav, a tudiz i energie bude odlina pro tyto dva stavy,
i kdyz elektrony v nich obsazuji stejné orbitaly!
Pokud bychom vypocet provedli, vyslo by nam, Ze tripletni stav mé nizsi energii. Miizeme
tomu porozumét tak, ze konstrukce tripletni vinové funkce zabranuje, aby se dva elektrony
dostaly prilis blizko k sobé, nebot pro 1 — 2 bude ¥1(1,2) — 0. Pro singletni stav tato
podminka neplati. Zjisténi, Ze tripletni stavy obsazujici stejné orbitaly maji nizsi energii
nez stavy singletni, je jednim z Hundovych pravidel, o kterych se vice dozvime v kapitole
12.1.
Nézorny priklad Hundova pravidla si miuZzeme ukazat pro jednodimenzionalni piipad (viz
Castice v jameé nebo elektrony pohybujici se volné v molekule barviva). Na obrazku vlevo
dole jsou dvé€ nejnizsi jednocésticové vinové funkce pro ¢astici v krabici oznacené jako
s(r) a p(r), kde r je vzdélenost. Nad témito funkcemi jsou znézornény dvoucasticové
funkce s(r1)p(r2) a s(r2)p(r1). Soutadnice r; a ro odpovidaji soufadnicim prvniho a dru-
hého elektronu, vinova funkce je znazornéna pomoci vrstevnicového diagramu (Cervené
jsou zaporné hodnoty, modie kladné). Vpravo jsou pak ukazany symetrické a antisyme-
trické kombinace funkci. V okoli diagonaly, tj. 71 = 79, jsou oba elektrony blizko sebe,
na diagonale pak musi byt pravdépodobnost souc¢asného vyskytu nulova. Pro antisymet-
rickou kombinaci to je splnéno, nikoliv ale pro symetrickou. Ta ma proto mnohem vyssi
coulombovskou energii.
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s(r)p(ry) + p(rz)s(ry)

s(r1)p(r2) s(ry)p(ry) @ |
1 7 r 7‘ r; -
| %aN s(r)
/ \ ’
P \\/ s(ry)p(ry) — p(ry)s(ry)

Nejjednodussi obecny tvar antisymetrické vinové funkce pro N-elektronovy systém ziskame
ve formé tzv. Slaterova determinantu

-

1 |e20l) ©2(2) -+ 2

=N T (1047)
on(1) en(2) - en(N)

Diky vlastnostem determinantu je antisymetrie vinové funkce automaticky zajisténa (vzpo-
mente si na definici determinantu, ze které snadno nahlédnete, Ze zaména sloupce nebo fadku
v determinantu vede ke zméné jeho znaménka, takovato zdména odpovida prohozeni elektronii).
Tvar vlnové funkce 10.37 je specidlnim pripadem Slaterova determinantu pro N = 2.

Pro atom lithia bychom zapsali Slatertiv determinant ve tvaru

1s(Da(l) 1s(2)a(2) 1s(3)a(3)
¢=% Is(1)B(1) 1s(2)8(2) 1s(3)5(3) (10.48)
25()a(l) 25(2)a(2) 2s(3)a(3)

Zde jiz ovsem nemuzeme vinovou funkci zapsat jako soucin prostorové a spinové ¢asti. Kdyz
nyni budeme v této formé hledat energii atomu lithia v ramci poruchového piistupu, ziskame

EO — B+ E+ Ey = —2755 6V
EY = @O H ) =835 eV
E = EO 1L ED = _192 eV

. 11 1\ &
H’:(—+—+—> ‘ (10.49)

12 13 ro3 ) 4meg

Varia¢nim fesenim pak ziskame energii

E=-2012¢V

Tedy hodnotu vyssi (ale zaroven relativné blizko) v porovnani s hodnotou experimentélni,
—203,5 eV.
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11 Hartreeho a Hartreeho—Fockova metoda

V této kapitole zformulujeme obecny zpisob, ktery nam umozni systematickym zptisobem fesit
Schrédingerovu rovnici pro N-elektronovy atom (a obecné N-elektronovou molekulu) pomoci
varia¢niho principu. Budeme promyslet opét pripad atomu helia, rozsifeni na viceelektronové
atomy a na molekuly je ale pfimocaré.

V predchozich oddilech jsme vidéli, ze je rozumné hledat vlnovou funkci atomu helia ve
formé soucinu

V= 12 (11.1)

Tato rovnice 1ka, Ze pohyb prvniho a druhého elektronu je nezavisly. Ne Ze by se ty dva elek-
trony ,necitily”, nicméné predpokladéame, Ze elektron ,citi“ jenom primérné pole generované
druhym elektronem. V tomto oddile budeme pro jednoelektronové vinové funkce pouzivat sym-
boly g1 a g2, aby nedochazelo k ziménéam s thlovou proménnou ¢. Pro jednoelektronové funkce
mizeme predpokladat tvar

g = h1(7“1)5/2?11(917¢1) (11.2)
g2 = ha(ra)Y;* (62, $2) (11.3)

kde Y, jsou sférické harmonické funkce. Vychazime totiz z predpokladu, ze kazdy elektron se
bude pohybovat v centralné-symetrickém poli (vice pak nize).

Predpokladejme nyni, Ze nam nékdo prozradil tvar jednoelektronové vinové funkce ¢o a
nam zbyva dopocitat vinovou funkci ¢;. Prvni elektron se bude pohybovat v elektrostatickém
poli jadra helia a déle na néj bude piisobit druhy elektron, jehoz rozlozeni v prostoru ale diky
znalosti vinové funkce ¢o zndme. Elektron 1 se tak pohybuje v efektivnim potencialu

. 2 2 702

Vi(ry, 01, 1) = %50 %dT - ﬁ (11.4)
kde prvni ¢len popisuje piisobeni elektronového oblaku druhého elektronu a druhy ¢len prita-
hovani elektronu k jadru.

Udélejme jesté jedno dalsi priblizeni, totiz to, ze zprumérujeme tento potencial pfes th-
lové souradnice, nebot predpokladame, Ze se elektron pohybuje v centralnim poli (a ted tuto
podminku tedy vnutime)

(]27r foﬂ ‘71(7”17 81, ¢1> sin 91d91d¢1

Viln) = 2 (T sin 0,d0,dg, (1L5)
Vlnovou funkei ¢g; pak nalezneme feSenim jednoelektronové Schrodingerovy rovnice
72
(_QmeAl + V1(7”1)> g1 = €16 (11.6)
N ~ .

Takovouto rovnici uz jsme schopni fesit, byt by se tak délo numerickymi metodami. Jelikoz pak
jde o rovnici s centralné-symetrickym potencidlem, takze bude platit

[H,L%) =[H,L.]=0 (11.7)

a velikost momentu hybnosti i projekce momentu hybnosti do jedné z os se budou zachovévat.
Kvantova ¢isla [ a m budou tudiz ,,dobra kvantova ¢isla““. Jednoelektronové vinové funkce budou
i tentokrate charakterizovany kvantovymi ¢isly n, [ a m, nicméné hladiny o stejném hlavnim
kvantovém c¢isle n jiz nebudou nutné degenerované.
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Mame ale jednu potiz. Celou dobu predpokladéame, Ze zname vinovou funkci go. Jenze my
ji ve skute¢nosti nezname! V rovnici 11.6 se tak objevuje neznama funkce go. Mohli bychom
celou uvahu provést i naopak, budeme predpokladat, ze zname vinovou funkci g; a budeme se
snazit vypocitat vlnovou funkci go pomoci rovnice

h2
(_Zm Ay + Vz@"z)) g2 = €202 (11.8)

e
N J/
-~

ho

kde v efektivnim potencialu Va(ry) bude vystupovat jednoelektronovéa funkce g;. Dostaneme
tak soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé funkce, g; a g, (rovnice 11.6 a 11.8). Jde o slozitou
soustavu integro-diferencialnich a k tomu nelineérnich rovnic.” Resenf pak hledéme iterativnim
zpusobem, pomoci tzv. metody self-konzistentniho pole (SCF, z angl. Self-Consistent Field).
Vypocet zacneme hrubym odhadem tvaru vlnovych funkci ¢g; a ¢go. Pomoci téchto odhadu
vlnovych funkci uréime efektivni pole, ve kterych se oba elektrony pohybuji, jinymi slovy,
pouzijeme tyto funkce ke konstrukci jednoelektronovych hamiltoniani v rovnici 11.6. Vyfesenim
rovnice 11.6 ziskdme novou sadu funkei g; a go. Celé kolecko se muze opakovat, do doby, nez se
funkce jiz dale neméni (viz obrazek 25).

odhad gia g5

vytvoteni efektivniho
pole pro pohyb elektronti

hoai+l — i1 i+l

higi™ =" g1 ANO
hoLi+1l _ i+l i+

h95"" = €793

|

ligi se gttt od gt

i+1 i
ag; odg;?

| e

feSeni

Obrazek 25: Reseni Hartreeho a Hartreeho—Fockouvijch rovnic se prakticky provddi iterativ-
nim zpisobem pomoct metody SCF

Konverguje SCF kolecko?

Nikde neni zaruceno, ze nas SCF zavede ke spravnému reseni. Konvergence muze byt
velmi pomala a funkce mohou také chaoticky poskakovat — zejména u molekul se slozitéjsi
elektronovou strukturou nas konvergence SCF kolecka muze notné pozlobit. V pribéhu
casu se ale vyvinula fada trikd, jak konvergenci pomoci. Predné je dulezité zacit s ro-
zumnym pocatecnim odhadem. Ten miizeme ziskat tfeba pomoci semiempirické rozsitené

9Zatimco v diferencidlnich rovnicich vystupuje hledana funkce v derivaci, v integro-diferencialnich rovnicich
navic 1 v integralu. Zde se integral ukryva v definici efektivnich potenciala V;, viz rovnice 11.4.
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Hiickelovy metody, o které bude fe¢ pozdé&ji. Pokrocilejsi algoritmy odhaduji také novou
sadu funkci za pomoci celé historie optimalizace. Piikladem je ¢asto pouzivany algorit-
mus DIIS (z anglického Direct Inversion in Iterative Subspace). Jinym trikem je umélé
navyseni energie neobsazenych orbitala (v angl. tzv. Level Shifting).

Ptredvedeny postup predstavuje tzv. Hartreeho metodu. NaSe ,odvozeni bylo heuris-
tické, ke stejnému vysledku bychom ale dosli s pouzitim variaéniho poc¢tu (viz kapitola 28.5).
Obecné v Hartreeho metodé predpokladame zkusmou vlnovou funkci ve tvaru soucinu N jed-
noelektronovych vinovych funkei

) = 3019293 ... gN (119)

Kazdy z elektroni se pak pohybuje v efektivnim potencialu

2

N 12 72
Vilri, 01, 61) = — Z 9.y, - 2 (11.10)

471'80 Tij I 471'607”1'

ktery zprimérujeme podobné jako v rovnici 11.5. Pro kazdy z orbitali g; pak resime jedno-
elektronovou Schrédingerovu rovnici ve tvaru

kde h; = 2 12 A, + V;. Mluvime o Hartreeho rovnicich.

Jak Vypo<31tame celkovou energii? Naivné bychom se mohli domnivat, Ze staci secist ener-
gie jednotlivych elektront £ = ). ¢;. Udélali bychom ale chybu, energie £; v sobé zahrnuje
coulombovské odpuzovani s druhym az N-tym elektronem. Energie interakce mezi prvnim a
druhym elektronem se ale vyskytuje i ve ¢lenu 5. Mezielektronovou repulzi bychom tak zapo-

¢itali dvakrat. Celkova energie bude proto dédna vztahem

E= Z@ Ty e 47'T€‘09; Woirar, =3 e 4, (11.12)
i=1 j=i+1 i=1 i=1 j=it+1
kde druhy clen predstavuje odpuzovani mezi dvéma oblaky elektront, ktery odecitame, aby
nebyl zapocitan dvakrat. Integral J;; nazyvame coulombovskym integralem.
Hartreeho metoda je bohuzel pro elektrony nepouzitelna. V minulé kapitole jsme si vysvétlili,
ze vinova funkce popisujici elektrony musi byt antisymetrickd viici permutaci elektronti. Musime
ji tedy zapsat ve formé Slaterova determinantu

b=— |7 : : (11.13)
gn(1)B(L) gn(2)B(2) - gn(N)B(N)

pricemz v tomto piipadé mluvime o Hartreeho—Fockové metodé.
Podivejme se ted, jak bude vypadat vyraz pro energii pro tfiatomovy systém, jako je atom
lithia

g(Da(l) gi(2)a(2) g1(3)(3)
g2(1)B(1)  92(2)B(2) 92(3)B3(3) (11.14)
g3(De(1) g3(2)a(2) g3(3)a(3)

Tuto funkci si miizeme explicitné rozepsat do tvaru

b =

C5>|H
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® = § (DRREWIE) - 0 (VaDnGaa)56)-
~2(101(2)5(BLa(2)a(3) + 95D 2)g2(B)a( V(23 + (11.15)

+92(1)g3(2)91(3)5(1)
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Potrebujeme ted vy¢islit energii

E://////(ID*f]@drldrgdrgdmsldmsgdmsg (1116)

kde jsme ted explicitné vyznacili integraci pfes prostorové a sumaci pres spinové soufadnice
v8ech t¥f elektronii (sumace je pres viechny hodnoty my;). Hamiltonian mtizeme zapsat ve tvaru

H=H, + Hy+ Hy + Hyy + Hy3 + Hos (11.17)
kde
R h2 1 22
H=—"" A — ¢ (11.18)

2me | Admeg 1y

je jednoeletronovy hamiltonian pro -ty elektron a ptisobi toliko na soutradnice prvniho elektronu
a hamiltonidn

. 1 €2
= = 11.19
J 471'80 Tz'j ( )

predstavuje coulombovské odpuzovani elektront.

Integral 11.16 se tedy rozpadne do 6x6x6 ¢lenii. To vypadéa jako ponékud otravna prace, ale
nastésti vétsina integrali bude nulové, a to diky spinovy funkcim. Jelikoz hamiltonidn v sobé nic,
co by ptisobilo na spin, neobsahuje, objevi se v rovnicich vzdy integral s prekryvem spinovych
funkci mezi funkci pfed hamiltonianem a za hamiltonianem, takze napiiklad vyraz

/ / / / / / 91(1)792(2)"95(3)" (1) 8(2)(3) H1291 (1) 95(2)92(3)(1)a(2)5(3)  (11.20)
dridrodrsdmg dmgadmes

muzeme rozepsat jako
/ / 01(1)*92(2)* Hiagn (1)ga(2)dr drs / 4a(3)" ga(3)dlrs

(11.21)
[ atan, [ s@a@dn [a@s6)dm,

Posledni dva ¢leny jsou ale nulové, a proto nemusime cely piispévek uvazovat.

Nenulové budou jenom ty z ¢lent v integralu 11.16, kde funkce pfed a za hamiltonidnem
bude mit identickou spinovou funkeci. Prvni funkei v rovnici 11.15 tak kombinujeme pouze samu
se sebou a s funkei Sestou, druha funkce bude mit nenulové ¢leny sama se sebou a se ¢tvrtou
funkci a treti funkce bude mit nenulové integraly v kombinaci sama se sebou a s patou funkei.
U jednoelektronovych operatori navic snadno zjistime, Ze musime uvazovat pouze integraly,
kde pred operdtorem H; i za nim stoji stejna funkce (nulovost ostatnich ¢lend nam zajisti
ortogonalita funkei g;).
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Pokud se tedy pustime do préce naznacené vyse (vyZzaduje to trochu ucetniho zépalu, ale
¢tenéri toto cviceni doporuc¢ujeme) dostaneme koneény vyraz pro energii

1 - .
B =5 (0 [ smaar +6 [ G @

+6/9§(3)ﬁ193(3)dr3+6//9;(1)95(2)ﬁ1291(1)92(2)d1‘1d1‘2+

11.22
+6// gf(l)gg(?’)ﬁwgl(1)92(3)011'1(11“3 +6// 9;(2)g§(3)ff23g2(2)92(2)d1‘2d1‘3— ( |
-3 [[ 600650 Hrsanl 1)1 3
coz ale miizeme zapsat ponékud elegantnéji ve formeé
E = Hi1+ Hao + Hsz + Jio + J13 + Jaz — Ki3 (11.23)
kde H;; jsou maticové elementy jednoelektronovych integrali
H; = /gz 1gz (11.24)

Jij jsou coulombovské integraly

ij

// gf(rl)g;(rﬂr—Lgi(I‘l)gj(Ié)dhdrz (11.25)

a K;; nazyvame vyménnymi integraly

47T€0

e? 1
Kii = Tnes / / 9;(r1)g; (r2))r_129i(r1)gj<r2)dr1dr2 (11.26)

Energii bychom mohli obdobné vyjadrit pro atom (¢i molekulu) o libovolném poétu elek-
tronu. Ucetnictvi integralu se znacné zjednodusi pomoci tzv. Slaterovych—Condovych pravidel
(viz dodatek 28.7), s pomoci kterych bychom dostali obecny vyraz pro energii

bE= Z H“ + Z Z g méi,mstij) (11.27)

=1 j=i+1

Po uré¢itém usili jsme se tedy dopracovali k vyrazu pro energii pro vlnovou funkci vyjadie-
nou ve Slaterové determinantu. Energii ale zatim nespocitdme, nezname totiz jednoelektronové
vlnové funkce (orbitaly) g;(r)! Potfebovali bychom jednoelektronové rovnice analogické Hartre-
eho rovnicim 11.11. Rovnice pro orbitaly v Harteeho metodé jsme ziskali heuristicky — hledali
jsme kvantové rovnice popisujici pohyb i-tého elektronu v poli atomovych jader a zprimeérova-
ného elektrostatického pole od ostatnich elektronii. V ramci Hartreeho-Fockovy teorie se ale ve
vyrazu pro energii objevuje jesté vyménny ¢len, ktery je dusledkem antisymetrie vinové funkce.
Ten neumime klasicky interpretovat, takze nemuzeme doufat, Ze bychom rovnice pro orbitaly
jednoduse uhodli.

PomiiZzeme si ale varia¢nim principem. Spravné orbitaly budou ty, se kterymi po dosazeni
do vztahu pro energii 11.27 dostaneme nejmensi moznou energii — jakkoliv mal& zména opti-
malnich orbitali pak povede ke zvySeni energie. Nalezeni funkce, ktera minimalizuje ur¢itou
veli¢inu je predmétem tzv. variacniho poc¢tu. Jeho aplikace na vyraz pro energii 11.27 nas znovu
dovede k soustavé jednoelektronovych Schrédingerovych rovnic, k tzv. Fockovym rovnicim
(viz dodatek 28.6).
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Fo; = ;6 (11.28)

kde operator F ma tvar

A

N

F=hi+Y) (J} — §(mas, msj)f(j> (11.29)
J(#1)

a popisuje tak pohyb jedné castice v poli atomovych jader pod vlivem coulombovské a vy-

ménné interakce popsané coulombovskym operatorem J a vyménnym operatorem K , které

jsou definovany vztahy

fjf(rl)zf(rl);go/lgjg?' dry (11.30)
K;f(r1) =gj(r1)4;o/gj(r2:f(r2>dr2 (11.31)

Resenfm Fockovych rovnic dostaneme sadu atomovych orbitali ¢; a jim prislusejicich orbitalnich
energif ¢;.

Celkovou energii vypocitame podobné jako v Hartreeho metodé také pomoci souctu orbi-
talnich energii, od kterych jsou odecteny ¢leny, které bychom jinak zapocitali dvakrat

N N N

i=1 j=i+1

kde ke coulombovskému integralu J;; prfidanému uz v Hartreeho metodé pribyva opét vyménny
integral.

Koopmansuv teorém

Tjalling Koopmans byl nizozemsky matematik a ekonom, ktery v roce 1975 ziskal Nobe-
lovu cenu za ekonomii (piesnéji Cenu §védské narodni banky za rozvoj ekonomické védy
na paméatku Alfreda Nobela) za teorii optimélni alokace zdroja. To je moZna uzitecné.
7 doby jeho mladi po ném ztstal ale jeden teorém, ktery je uziteény urcité. Tvrdi, Ze io-
nizacni energie (IE) i-tého elektronu je az na znaménko rovna orbitalni energii doty¢ného
elektronu

Tvrzeni miize znit jednoduse. Jestlize orbitalni energie 71k, s jakou energii se pohybuje
elektron v atomu ¢i molekule, tak dodani této energie musi zptusobit jeho ionizaci. To by
ale platilo presné pro jednoelektronovy systém. Mame-li v systému vice elektront, staci
k ionizaci energie o néco mensi, nez se kterou se vyrazeny elektron v atomu pohybuje.
Ostatni elektrony totiz v prubéhu ionizace svou orbitalni energii snizuji (vyraZeny elek-
tron jim uz nepiekazi) a o tuto energii se snizuje ioniza¢ni energie. Koopmansiuv teorém
plati tedy pouze priblizné. Napiiklad pro vyrazeni elektronu z atomu argonu je dle Ko-
opmansova teorému potieba 16,1 eV (spoc¢itano s aug-cc-pVQZ bazi), ve skutecnosti ale
staci 15,8 eV. Pro molekulu vody je jiz souhlas horsi, hodnota ioniza¢ni energie vypoci-
tané dle Koopmansova teorému ¢ini 13,9 eV, zatimco experiment poskytuje hodnotu 12,6
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eV. Pro ionizaci z nizsich hladin je chyba jesté vétsi, srovnani je v nésledujicim obréazku.
Experimentalni data jsou z Winter et al., J. Phys. Chem. A, 108, 2625 (2004). Pro nej-
nizsi orbital molekuly vody je chyba dokonce 18,5 eV. Platnost Koopmansova teorému
pro elektronové afinity je obecné horsi nez pro ioniza¢ni energii.

experiment Koopmansiv teorém

b, 12,6 eV 13,9 ¢V
3a, ‘ 14,8 eV 15,9 eV
fotoelektronové spektrum
1b, “ 18,6 eV 19,9 eV
e gas
Leirrflrmdiarrilrpives eriea lepndiviralid:. 235 32,6 eV 37,0 eV
-40 -30 -20 -10 0
vazebna energie /eV
la, & s41ev 559.5 eV

11.1 Roothanovy rovnice

Jednoelektronové funkce g; (tedy atomové orbitaly viceelektronovych atomi) vétsinou hledame
ve formé line4drni kombinace néjakych znamych funkei y;

9 =Y CiXi (11.34)

Vyhoda je zfejmé, nemusime hledat neznamé funkce g;, ale pouze neznamé ¢isla c;;. Misto
soustavy nelinearnich integro-diferencialnich rovnic (Fockovych rovnic) Fesime pouze soustavu
(nelinearnich) algebraickych rovnic. Jde o nam jiz dobfe znamé sekularni rovnice, viz kapitola
9.1.2

Z(E — ESij>Cj =0 (1135)
J
resp. v maticovém zapisu

Fc =¢eSc (11.36)

Podminkou netrivialniho feSeni je nulova hodnota sekularniho determinantu

det|F — eS| =0 (11.37)

z ¢ehoz dostaneme mozné hodnoty energii. Uvedené rovnice se nazyvaji rovnicemi Rootha-
novymi.
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11.2 Baze atomovych orbitala

Sadu funkci y; nazyvame bazi atomovych orbitali. Tyto béze se pouzivaji i pro molekuly,
nékteré priklady pouziti jsou proto diskutovany pravé pro molekuly. Béazové funkce mohou byt
napiiklad

e Orbitaly atomi vodikového typu. Bohuzel tyto funkce jsou pro vyssi hodnoty hlavnich
kvantovych ¢isel dosti komplikované. Navic je tfeba fadu integralii provadét numericky:.

e Orbitaly tzv. Slaterova typu (STO, z angl. Slater Type Orbitals). Jde o exponencialni
funkce

X(r) = (26)™+ ((2n))) "7 pnlemér (11.38)

kde n = 1,2... a parametr £ > 0. Na rozdil od funkci vodikového typu nemaji STO
radialni uzly. Pro atomy vétsinou neni s témito funkcemi potiz, pro molekuly ale nejsou
vSechny typy integralii analyticky vypocitatelné.

e Gaussovské funkce. Tyto funkce maji tvar

x(r) = Nre—or (11.39)

Vyhodou gaussovskych funkef je skute¢nost, Ze sou¢in dvou gaussiant je zase gaussian, je-
nom lokalizovany na spojnici ptivodnich dvou gaussianti. Vsechny maticové elementy jsou
analyticky vypocitatelné. Samoziejmé tyto funkce maji i své nevyhody (napiiklad ne-
spravné asymptotické chovani), pouzivé se proto linearni kombinace gaussovskych funkei.

e Rovinné vlny. Tyto funkce maji tvar

1 .
_ (iG-r)
x(r) =—=e 11.40
) VQ ( )
kde 2 a G jsou parametry. Tento typ baze se pouziva hojné v oblasti vypoctu periodickych

systému, tj. krystali. Pro atomy nebo molekuly to piili§ vhodné baze neni, nebot jde o
funkce delokalizované.

7 praktického hlediska je uzitecné seznamit se jesté s nékterymi pojmy

e Minimalni baze. V minimalni bazi jsou obsazeny pouze funkce popisujici orbitaly ob-
sazené pouze v zakladnim stavu pfislusného atomu. Minimalni béze pro atom helia tak
obsahuje pouze funkce popisujici 1s orbitaly.

e Rozsifena baze. Tato baze obsahuje funkce jdouci za ramec minimélni baze. Naptiklad
tzv. polarizaéni funkce (funkce s vy$sim vedlejsim kvantovym ¢&islem [, nez je nejvyssi
vedlejsi kvantové ¢islo v zékladnim stavu atomu) ¢ funkee diftzni, tj. funkce s velmi
malym exponentem v rovnici 11.39. Tyto funkce jsou diilezité tfeba pro popis aniontii
nebo pro popis slabych mezimolekularnich interakei.

Zmaceni béazi atomovych orbitali neni tiplné systematické a je zapleveleno historickym vy-
vojem oboru. Z pohledu uzivatele je uzitecné mit prehled o casto uzivanych zkratkach, jako
STO-3G, 6-31G*, def2-SVP ¢i aug-cc-pVDZ. Orientace v ,,zoologické zahradé” bazi atomovych
orbitali patii k nezbytné vybavé praktikujicitho kvantového chemika. Pro detailnéjsi diskusi od-
kazujeme Ctenafe napiiklad na knihu Ira N. Levine, Quantum Chemistry, 2009 Pearson Pren-
tice Hall. Ctenaii s touhou provadét vlastni vypocty by neméla uniknout ze zietele stranka
https : | /bse.pnl.gov/bse/portal poskytujici Sirokou Skalu bazi pro pouziti v nejrozmanitéjsich
kvantové-chemickych programech.
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Konvergence vysledki s velikosti baze muze byt dosti pomalé, viz Tabulka 4, kde jsou uka-
zény energie a disociacni energie pro molekulu Hs. V tabulce si také miizete vSimnout, Ze ani
s nejvetsi bazi cc-pV6Z neposkytuje Hartreeho-Fockova metoda vysledky srovnatelné s expe-
rimentem. Rozdil je pomérné zna¢ny, v jednotkach eV je to 1,11 eV, a je dusledkem toho, Ze
Hartreeho—Fockova metoda nezahrnuje elektronovou korelaci.

Tabulka 4: Konvergence elektronové energie molekuly Ha, dvou atomi H a disociacni energie
D., tj. rozdilu energii vypocitané pomoci Hartreeho—Fockovy metody. *Teoretickd hodnota je
prevzata z prace J. Chem. Phys., 49, 404-410 (1961). **Experimentdlni hodnota je pievzata
z ¢lanku J. Mol. Spec., 5, 482-498 (1961)

béze E(Hy) |a.u.] E(2H) [a.u.] D, |a.u.
STO-3G —1,11709436545 —0,93316370077 —0,18393066468
6-31G —1,12682233855  —0,99646581840 —0,13035652017
6-31G* —1,12682233857  —0,99646581840 —0,13035652017
6-31+G* —1,13140288201  —0,99760220485 —0,13380067716
cc-pVDZ —1,12857425565  —0,99855680684 —0,13001744881
cc-pVTZ —1,13298757810  —0,99961962260 —0,13336795550
ce-pVQZ —1,13349380340  —0,99989113717 —0,13360266623
cc-pVoZ —1,13364491399  —0,99998907032 —0,13365584367
cc-pV6Z —1,13366238012  —0,99999848902 —0,13366389110
ref. hodnota —1,17447498301°* —0,17445%*
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12 Periodicky zakon pohledem kvantové teorie

Periodicky zékon byl formulovin dédvno pred vznikem kvantové mechaniky. Pivodné tvrdil, Ze
vlastnosti prvku jsou periodickou funkci jejich atomové hmotnosti, pozdéji pod vlivem studia
rentgenovych spekter byla atomova hmotnost nahrazena protonovym cislem. Kvantova me-
chanika davé periodickému zakonu novou interpretaci a na periodickou tabulku nahlizi jako na
kvantové-mechanickou strukturu. V tomto oddile si kvantové-mechanicky pohled na periodicitu
vlastnosti prvki struc¢né predstavime.

Zopakujme si nejdiive, jakym zpiisobem jsou z elektront obihajicich kolem jader sestaveny
atomy. Zakladnim principtim porozumime v rdmci Hartreeho-Fockovy teorie. Vystavba atomi
je zaloZzena na nasledujicich pravidlech, vychazejicich z feSeni Schrodingerovy rovnice.

e Vystavbovy princip. U atomu vodikového typu je energie jednoelektronového stavu
déna vyhradné hlavnim kvantovym ¢islem n. V atomech s vice elektrony je jiz degenerace
riznych stavi se stejnym kvantovym ¢islem sejmuta. Poradi jednoelektronovych stavi,
které typicky nalézame u neutralnich atomi, nazyvame vystavbovym principem. Poradi je
1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 4f 5d 6p 7s 5f 6d 7p 8s (lze si ho zapamatovat napiiklad
pomoci obrazku 26). Podotknéme ovSem, Ze vystavbovy princip neni nenarusitelné dogma
a pofadi orbitali mize byt v riznych atomech a iontech rizné.

Obrazek 26: Poradi orbitali, které casto nachdzime v neutrdlnich atomech, se nazjvd vy-
stavbovym principem. Pofadi se v obrdzku cte od orbitalu 1s a pak se pokracuje diagondlné
po Sipkdch

e Pauliho vylucovaci princip. Bez Pauliho principu by periodicka tabulka neexistovala,
vSechny prvky by v zédkladnim stavu byly jenom riizné vypasené atomy vodiku. Elektrony
neobsazuji vyssi hladiny pro elektrostatické odpuzovani s jiz pritomnymi elektrony, jsou
puzeny daleko zésadnéjsim pozadavkem antisymetrie vlnové funkce.

e Pravidlo maximalni multiplicity. Mluvime také o Hundovu pravidlo — pravidel spo-
jenych se jménem Friedricha Hunda je ale vice. O Hundovych pravidlech bude fec¢eno vice
dale.
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Z Koopmansova teorému vime, Ze ioniza¢ni energie ¢-tého elektronu IE; je rovna orbitalni energii
prislusného elektronu ¢; (az na znaménko). Pro energii nejvyse obsazeného elektronu (HOMO
elektronu, z angl. Highest Occupied Molecular Orbital) piiblizné plati

IE = —EHOMO (121)

Orbitalni energie nejnizsiho neobsazeného elektronu (LUMO elektronu, z angl. Lowest Unoccu-
pied Molecular Orbital) je zase piiblizné rovna elektronové afinité (EA)

EA = —ELUMO (122)

Podivejme se, jak se vyviji s protonovym ¢islem ioniza¢ni energie HOMO elektronu. Pro
atom vodikového typu by platilo
Z2
IE ~ poy (12.3)
kde n je hlavni kvantové ¢islo a Z je protonové ¢&islo. U viceelektronovych atomii bude platit
podobny vztah, ale s malymi korekcemi. Vnitini elektrony velmi efektivné stini nédboj jadra,
takze HOMO elektron citi efektivni ndboj Z’' rovny protonovému ¢islu zmensenému o vétsinu
z elektronu ve vnitinich slupkéich. Jestlize se budeme pohybovat v periodé od lithia k neonu,
ocekavali bychom rostouci ioniza¢ni energii — roste totiz protonové ¢islo a naboj jadra nenf jesté
stinén. Jestlize ale od neonu pfejdeme k sodiku, vzroste najednou skokové hlavni kvantové ¢islo
n a navic efektivni protonové ¢islo se zmensi diky stinéni naboje jadra vnitinimi elektrony.
Ioniza¢ni energie by se proto méla spiSe blizit lithiu nezli neonu. To skute¢né pozorujeme (viz
obrazek 27).
Podobné uvahy vysvétli i periodické zmény elektronové afinity, poloméru atomu, ktery je
dan vztahem

TZ2

~ — 12.4
R~ (124)

¢i tfeba periodicita elektronegativity, kterou miizeme dle Mullikena definovat jako

X = 0,187(IE + EA) + 0,17 (12.5)
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Obrazek 27: lonizacni energie, elektronové afinity ¢i poloméry atomi se s protonovym ¢is-
lem periodicky meéni. Tato periodicita je dusledkem zdkladnich kvantové-mechanickijch zdkonai
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12.1 Scitdni momentu hybnosti a atomové termy

Jednoelektronové atomy jsou charakterizovany nejen energii, ale také velikosti momentu hyb-
nosti (kvantové ¢islo /) a projekei momentu hybnosti do urcité osy (konven¢né do osy z, kvantové
¢islo my). Jestlize studujeme atomy s vice elektrony, mohlo a mélo by nas zajimat, jakym zpiiso-
bem se momenty hybnosti jednotlivych elektronii s¢itaji do celkového momentu hybnosti atomu.
Hodnota momentu hybnosti totiz urcuje stav daného atomu a naptiklad ve spektroskopii se se
symbolikou momentu hybnosti ¢asto setkame.

mp

my,

Obrazek 28: Grafické zndzornéni skladani momentu hybnosti v klasické fyzice. V kvantové
mechanice umime urcit celkovy moment hybnosti z priumeétid jednotlivijich momenti do osy z

V klasické mechanice vektory s¢itat mizeme, pokud zndme vSechny tfi jejich komponenty, tj.

IV wrvs

relacim neumime urcit najednou vSechny tii slozky vektoru momentu hybnosti. Miazeme ale
urcit celkovy moment hybnosti a projekci momentu hybnosti do osy z, tj. m;. Celkovy moment
hybnosti L by mél splhovat kvantové-mechanicka pravidla jako jakykoliv jiny moment hybnosti.
Pro jeho velikost tak bude platit

IL| = h/L(L + 1) (12.6)

a pro projekci do sméru osy z pak

L. = hMj, (12.7)

kde L =0,1,2... a M, =), my; nabyva hodnot —L,—L +1,...,0,..., L.
Uvazme piipad dvou elektroni, z nichz kazdy se nachézi v orbitalu p (zatim neuvazujeme
spin). Elektrony maji kvantova ¢isla

o= 1 (12.8)
lh =1
Moment hybnosti ve sméru osy z nabyva hodnot m; = —1,0, 1. Ud€élejme si nasledujici tabulku,

kde s¢éitame m; pro nasSe elektrony, pocitame tedy M,
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-1 -1 =2
-1 0 -1
-1 1 0
0 -1 -1
0 0 0
0 1 1
1 -1 0
1 0 1
1 1 2

Vidime, ze bude existovat stav, pro ktery kvantové ¢islo My, urc¢ujici projekci celkového momentu
hybnosti do osy z nabyva hodnoty 2. Tomu ale odpovida stav s velikosti momentu hybnosti
daného kvantovym c¢islem L = 2. K tomuto kvantovému ¢islu ovSem piislusi jesté hodnoty
M = +1,0,—1,—-2. V tabulce ndm tedy zbyvaji hodnoty M; = —1,0,0, 1. Je zjevné, ze musi
existovat i stav s hodnotou L = 1. Tomu odpovidaji hodnoty M, = —1,0,1. Zbyva tedy jesté
M = 0, ¢emuz odpovida L = 0. Vidime tedy, Ze pro dva elektrony s kvantovym cislem [ = 1
muzeme dostat hodnoty celkového momentu hybnosti L = 2,1,0. VSimnéte si, Zze abychom
dospéli k tomuto zavéru, stacily nam pouze hodnoty m;, ze kterych jsme spocitali M.

Tuto nasi tvahu mizeme zobecnit. Mame-li dva elektrony ve stavu l; a [y, pak celkovy
orbitalni moment hybnosti mtze nabyvat hodnot

L=l —lf,....Ii +1 (12.9)

Stejnym zpusobem miizeme pracovat i se spinem. Celkové spinové kvantové ¢islo S nabyva
hodnot
S:|81—82‘,...,81+82 (1210)

Pro Mg plati zcela analogicky Mg = Y. ms;, kde m, muze nabyvat pouze hodnot —i—% a —%, coZ
odpovida spinu « a . Pro dva elektrony existuji ¢tyfi kombinace spinu (viz obréazek 29), které
jsou charakterizovany ¢islem Mg = 0,1, —1,0. Stejné jako v pfedchozim piipadé jsou hodnoty
Mg = +1 konzistentni s S = 1 a protoze Mg nabyva hodnot Mg = —S5,...,S, do této skupiny
budou patrit t¥i hodnoty Mg = 1,0, —1. Tyto konfigurace oznacuje tripletni stav. Posledni
hodnota Mg = 0 pak odpovida S = 0. Tato konfigurace odpovida singletnimu stavu.

M 0 1 -1 0
Obrazek 29: Mozné orientace spinu dvou elektrond
Muzeme ted secist celkovy orbitalni moment L a celkovy spinovy moment S do celkového
momentu J = L 4+ S. Pravidlo pro séitani bude stejné, pro kvantové ¢islo J definujici velikost
celkového momentu hybnosti bude platit
J=|L-S|,...,L+S (12.11)

Stav atomu potom zapisujeme pomoci tzv. atomového termu (viz obrazek 30). Musime mit
ovSem na paméti, Ze ne vSechny soucty jsou v atomech mozné (diky Pauliho vylu¢ovacimu
principu).
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25+1 LJ

Obrazek 30: Symbol pouZivany pro wvyjddieni elektronového stavu mnohoelektronového
atomu, L, S a J jsou kvantovd ¢isla popsand v textu

Priklad 18

Zadani: Pri plamenovych zkouskich je nejsnadnéjsi poznat pritomnost sodiku diky vyzarfovani
intenzivniho zlutého svétla. Toto svétlo odpovida prechodu nepéarového elektronu z 3p orbitalu
sodiku do orbitalu 3s. Uz v 19. stoleti se zjistilo, Ze jde o dvé velmi blizko lezici ¢ary, jedna
u 589,0 nm a druhd u 589,6 nm (viz obréazek). Jakym atomovym termim odpovidaji dva
excitované stavz odpovédné za sodikovy dublet?

3p

0,597 nm
589,6 nm ot
589,0 nm .I.

3s

Regeni: Sodik s neparovym elektronem v 3s orbitalu se miZe nachéazet ve dvou stavech lisicich
se kvantovym ¢islem J. Elektronové konfiguraci, pfi které je neparovy elektron v orbitalu 3p,
odpovidé kvantové ¢islo L = 1 a kvantové &islo S = % Potom kvantové ¢islo J nabyva hodnot
J=|L—S|lazL+S, tedy J =73 a3

Piijde tedy o piechody ze stavii 2P1 a 2P3 do 2Sg stavu, coz je zakladni stav atomu sodiku. Dle
2 2
Hundovych pravidel (viz dale) bude energeticky niZze stav 2P, tj. pfechod s charakterizovany
2
vlnovou délkou 589,6 nm odpovida deexcitaci z tohoto stavu.

12.1.1 Hundova pravidla

Potadi jednotlivych atomovych termu dle energie je dano tzv. Hundovymi pravidly. Nize
uvadime jejich prehled.

e Term s maximalni multiplicitou ma nejnizsi energii.
e Je-li multiplicita dvou termu stejna, pak nizsi energii mé term s vyssi hodnotou L.

e Je-li multiplicita i L dvou termi stejné, pak pro slupky méné nez z poloviny zaplnéné mé
nizsi energii stav s nizsim J.
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Prvni pravidlo vychazi z vyrazu pro energii v rdmci Hartreeho—Fockovy metody. Energe-
ticky rozdil je zde nejvétsi a pravidlo ma prioritu. Na druhou stranu, v nerelativistické kvantové
mechanice by se energie stavi lisicich se pouze hodnotou celkového momentu hybnosti J viitbec
neméla lisit. Rozdil energii je zplisoben tzv. spinorbitalni vazbou. Zhruba feceno, elektron
rotujici kolem jadra generuje magnetické pole. Spin elektronu je vici tomuto poli riznym zpt-
sobem orientovan a tim je ovlivnéna i jeho energie. V hamiltonianu tak pribyva ¢len

Hgo = €LS (12.12)

Parametr £ ma pro lehka jadra jen velmi malou hodnotu. Ta vSak rychle roste a pro tézka jadra je
tfeba spinorbitalni vazbu brat v potaz. S¢itani momentt hybnosti, jak jsme jej predstavili vyse,
muzeme uplatiovat jenom v situacich, kdy je efekt spinorbitalni vazby maly, naopak pro velmi
silnou spinorbitalni vazbu musime nejdiive vypocitat sou¢et momentu hybnosti a spinového
momentu pro kazdy elektron a az poté vypocitat celkovy moment hybnosti. Mluvime o dvou
typech vazby

e L-S vazba (Russelova—Saundersova). Zde nejdfive s¢itame orbitalni moment hybnosti
pro cely atom, zvlasté spinovy moment pro cely atom a teprve na konci se¢teme oba
momenty. Uplatiiuje se v situacich, kdy je mezielektronova repulze vyznamnéjsim efektem
v porovnani se spinorbitalni vazbou.

e j-j vazba. Zde nejdiive s¢itame orbitalni a spinovy moment pro jednotlivé elektrony
a s¢éitame teprve vysledny moment hybnosti.

Ve druhém pripadé nepredstavuji kvantova ¢isla L a S ,,dobra* kvantova ¢isla, tj. neindexuji
zadny ze stavi.

Priklad 19

Zadani: S pomoci Hundovych pravidel odvodte atomovy term odpovidajici zdkladnimu stavu
atomu uhliku.

Reseni: Zakladni elektronovy stav mé plnou elektronovou konfiguraci
1s% 282 2p?

nebo ve zkracené podobé
[He]2s? 2p?

PlIné zaplnéné slupky pro urceni termu nemusime uvazovat, nebot nijak nepfispivaji k celkovému
momentu hybnosti. Zakladni stav atomu uhliku tedy odpovida elektronové konfiguraci 2p2.
Kvantova ¢isla jednotlivych elektronti mohou nabyvat hodnot m; = —1,0,1 a ms = —f—%, —%. Pro
prvni elektron je tak moznych Sest kombinaci m; a ms. Druhy elektron bude mit k dispozici
o jednu kombinaci méné kvili Pauliho vylucovacimu principu, tj. pét. Celkové by bylo mozné
sestavit 30 kombinaci, nicméné vime, Ze elektrony jsou nerozliSitelné a kombinaci tak mtze byt
jen polovina, tj. 15. VSechny kombinace jsou znazornéné na nasledujicim obrazku.
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P¥i uréeni atomovych termi ted muZeme postupovat tplné stejné jako v pfedchozim textu,
idealné si prepiSeme obrizek do formy tabulky. V tabulce najdeme nejvyssi hodnoty My = 2
a My = —2, coz odpovida termu D. Oba mikrostavy s hodnotami My = 2 a My = —2 maji
Mg = 0, coz odpovida 2S + 1 = 1, tedy singletu 'D. Stavu D pak jesté pifsluseji hodnoty
My = —1,0,1, viechny maji hodnotu Mg = 0. Celkové je v tabulce stavii 'D pét.

Déle je nejvyssi hodnotou My = 1 a My = —1, coz odpovida termu P. V tabulce vidime, Ze
pro |Mp| = 1 miizeme najit hodnotu Mg = 1, bude se tedy jednat o triplet *P. Tomuto termu
odpovida 9 mikrostavii. Jediny zbyvajici stav s My, = Mg = 0 odpovida singletu 'S.

mp myz Mp omg msa Mg Term
-1 -1 =2 i -1 0 D

1 1 3

o -1 -1 i -1 - P
1 1

o -1 -1 -+ L 0 }3P1D

o -1 -1 & -1 o0
1 1 3

o -1 -1 & 1 1 P
1 1

o o o & -2 0

1 -1 0 -3 3+ 0o (°PID'S
1 1

1 -1 o 1 -1 o0
1 1 3

1 -1 o0 -3 -1 -1 P

1 -1 0 3 i 1 °p
1 1 3

1 o0 1 -1 -1 - P
1 1

1 o 1 -2 1 o0 }3P -

1 o 1 3 -1 0
1 1 3

r o 1 1 1 P
1 1 1

11 o2 1o -1 D
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13 Kvantova teorie molekul

Popis molekul pomoci metod kvantové teorie je tistiednim tématem kvantové chemie. Na roz-
dil od atomu nejsou molekuly stredové symetrické, coz vypocty jejich vlastnosti komplikuje.
V dusledku nizsi soumeérnosti se tak napiiklad v molekulach pii elektronovém pohybu nezacho-
vava moment hybnosti. V pfipadé molekul se musime kromé pohybu elektrontt vyrovnat také
s pohyby atomovych jader. Atomové jadra jsou daleko tézsi nez elektrony, takze jejich popis
na kvantové drovni neni vzdy nezbytné nutny. Je ovSem treba védét, jakd jsou omezeni kla-
sického pohledu na atomova jadra. Diky rozdilné hmotnosti jader a elektroni mizeme pohyb
atomovych jader a elektroni (¢asto) oddélit. To je podstatou tzv. Bornovy—Oppenheimerovy
aproximace vedouci k predstavé hyperplochy potencialni energie. Tento koncept je pro chemika

zazity natolik, Ze si mozna ani neuvédomi jeho pfibliznou povahu.

13.1 Molekulovy hamiltonian

Nemeélo by nam jiz byt zatézko zapsat pro molekulu hamiltonidn. Ten musi obsahovat vSechny
silové interakce mezi jadry a elektrony. Pti zanedbani relativistickych efekti mé nasledujici tvar

H=Tv+T,+ Van + Ve + Vee (13.1)

kde Tx je operator kinetické energie jader

. 72
Ty = — A 13.2
1, operator kinetické energie elektront
A h?
T.=) —5 A (13.3)
X me

VAN popisuje coulombovské odpuzovani mezi jadry

Z ZsZre (13.4)
47T€0 ’RJ - RJ/

Ve popisuje pritahovani mezi jadry a elektrony
~ ZJ€
We = 13.5
N 47TEOZZ‘RJ—I" ( )

a Vie popisuje odpuzovani mezi elektrony

Vee 47?50 Z Z |r2 — 1| (13.6)

Ve vyse uvedenych vyrazech jsou R; a r; symboly pro polohové vektory pro jadro J a elektron
1, symbol Z; pak zna¢i ndbojové ¢islo jadra J.
Nasim tkolem je vyfesit Schrodingerovu rovnici

Hip = Ev (13.7)

kde vinova funkce v je funkci jak soutradnic elektroni, tak soufadnic atomovych jader.
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13.2 Bornova—Oppenheimerova aproximace

Pfesné teseni Schrodingerovy rovnice s molekulovym hamiltonidnem je zna¢né komplikované.
Situaci ndm ale hodné zjednodusi oddéleni pohybu elektront a atomovych jader v ramci
Bornovy—Oppenheimerovy aproximace (BOA). Nejprve se na BOA podivame strucné
s nadhledem, poté jiz budeme matematicky rigor6zné;jsi.

13.2.1 Bornova—Oppenheimerova aproximace: Prvni pohled

Vv

I nejlehéi atomové jadro (proton) je priblizné 1800krat tézsi neZ elektron. Pohybuje se proto
také mnohem pomaleji nez elektron. ,Kvantovy* elektron tak v kazdé chvili vidi v podstaté
stojici ,klasickd” atomova jadra. Pro kazdou geometrii jader mtizeme proto vyftesit elektronovou
Schrodingerovu rovnici a vypocitat prislusnou energii, se kterou se elektrony v molekule v dané
geometrii pohybuji

ﬁelwel = Ee1¢el (138)
kde Hq je elektronovy hamiltonidn
Hel = Te + VNe + ‘Zze + VNN (139)

a Eg je elektronova energie (energie, se kterou se v molekule pohybuji elektrony, tato ener-
gie v sobé vétsinou zahrnuje i coulombovské odpuzovani mezi atomovymi jadry). 1 je pak
elektronova vinova funkce. Ta je funkci souradnic elektront r;, parametricky je ale zavisla i na
soutradnicich atomovych jader. Pojmem , parametricka zavislost“ mame na mysli, Ze elektronova
vlnové funkce bude jind pro kazdou geometrii R a pro kazdou geometrii spoc¢itame také jinou
elektronovou energii Fy.

Zavislost elektronové energie na soufadnicich atomovych jader se pro dvouatomové mole-
kuly nazyva kfivkou potencialni energie, pro viceatomové molekuly potom hyperplochou
potencialni energie. Hyperplocha potencialni energie je tustfedni pojem teoretické chemie,
ktery dava chemikovi jasnou predstavu o strukture a reaktivité molekul.

~

Co vy¢ist z kfivek potencialni energie?

Koncept hyperplochy potencialni energie si miizeme ukézat na konkrétnim ptikladé nej-
jednodussi molekuly vodiku. Nasledujici obrazek zobrazuje hyperplochy potencialnich
energii pro Hy a Hj. Hyperplochy (nebo v tomto piipadé kiivky) potencidlni energie
nam tikaji, jak na sebe ptsobi atomy ¢i molekuly. K¥ivka 12; zobrazuje zakladni elektro-
novy stav, ma minimum ve vzdalenosti 0,74 nm. Tato vzdalenost odpovidé rovnovazné
geometrii molekuly Hy. K¥ivka 'Y znézoriiuje elektronové excitovany tripletni stav a
sebe. Z této kiivky vidime, Ze molekula Hy se v tripletnim stavu rozpadéa. Na obrazku
také vidime k¥ivky potencialni energie pro molekulovy ion Hy a jeho prvni excitovany
stav (tentokrat je to dubletni stav) HJ. Prvni ionizovany stav H ma minimum pro
mezijadernou vzdalenost priblizné 1,0 nm.

Na obrazku jsou také vyznaceny dilezité prechody mezi jednotlivymi stavy. Excitacni
energie je energie piislusejici prfechodu mezi danymi elektronovymi stavy. Ioniza¢ni ener-
gie je energie, kterou musime dodat molekule, abychom z ni odstépili elektron. Pii obou
typech prechodu typicky dochazi ke zméné geometrie excitované nebo ionizované mole-
kuly, definujeme proto dva typy excitacni a ionizacni energie — adiabatickou a vertikalni
(v obrazku jsou ukdzany jen pro ionizacni energie). Adiabatickd energie je minimalni
energie, kterou musime dodat molekule, tj. odpovida prechodu mezi nultou vibra¢ni hla-
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dinou zakladniho stavu a nultou vibra¢ni hladinou excitovaného nebo ionizovaného stavu.
Vertikalni energie pak v souladu s Franckovym—Condonovym principem odpovidé pre-
chodu mezi zdkladnim stavem a vibracné excitovanym stavem, ktery odpovidéa stejné
geometrii jako zékladni stav.

~ adiabaticka
~~ . . ~ .
ioniza¢ni energie
vertikalni
ionizaéni energie SR
1y +
H, g e
disociacni energie
v=20
excitacni energie
05 07 1.0 2.0 3.0

R/A

Dalsi priklad topologie hyperplochy si vyptj¢ime ze zakladniho kurzu organické chemie, bude
nas zajimat energie spojena s rotaci methylové skupiny v ethanu. Neptjde jiz o dvouatomovou
molekulu, presto si vystac¢ime s jednorozmérnou kiivkou — bude nas totiz zajimat jenom prufez
hyperplochou potencialni energie. Molekula ethanu obsahuje dvé methylové skupiny, kdyz jednu
skupinu oto¢ime, méni se potencialni energie této molekuly. Dva limitni piiklady nazyvame
zakrytova a stiidava konformace. Obrézek 31 ukazuje energetiku otaceni methylové skupiny,
jak ji ziskdme z kvantové-chemickych vypoctu.

—
—
N

E/kJ-mol!

0° 6‘O° 1200 180° 240° 300° 360°
dihedralni Ghel

Obrazek 31: Zadvislost potencidlni energie na otoceni methylovijch skupin v molekule ethanu
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Posledni ptiklad nam ukaze, ze pojem hyperplocha potencidlni energie je dulezity také v che-
mické kinetice. Podivejme se na vznik bromovodiku podle nasledujici reakce

H, + Br — HBr + H (13.10)

r(H+Br)/nm

r(H+H)/nm

Obrazek 32: Vrstevnicovy diagram potencidlni energie pro reakci Br + HBr a model vytvo-
reny na 3D tiskdrné Jirim Suchanem. Cervend kiivka na modelu zobrazuje nejméné ndrocnou
cestu od reaktanti k produktim. Sedlovij bod na kivce je oznacen jako 3. Modrd kiivka naproti
tomu odpovidd ,nejpiiméjsi“ cesteé, bod A je sedlovy bod

P1i této reakei se prenese atom vodiku k bromu, jedna chemicka vazba zanikne a druhé vznikne.
Elektronova energie systému o tfech atomech zavisi na trech souradnicich, coz jiz ve dvou roz-
mérech neznazornime. Vybereme si proto jenom dvé souradnice, vzdalenost mezi dvéma atomy
vodiku a vzdalenost mezi atomem vodiku a atomem bromu. Zavislost energie na geometrii pak
znazornime pomoci vrstevnicového diagramu (viz obrazek 32). Udaje ve vrstevnicovém dia-
gramu odecitame podobné jako v mapé. Analogicky také hledame nejméné nérocénou cestu od
reaktant k produktim, tj. idolim reaktantt pres sedlo k udoli produktu (obrazek znazoriuje
ak¢ni koordinata. V pravé ¢asti obrazku pak vidime energeticky profil reakce podél této reakéni
koordinaty.

Hyperplocha potencialni energie je smysluplny pojem, pouze pokud je pohyb atomovych
jader a elektronti nezavisly. Matematicky tuto nezavislost formulujeme tak, Ze celkovou vlnovou
funkci zapiSeme jako soucin vlnové funkce elektroni (1) a vinové funkce jader (x)

¥ = x(R)¢a(r; R) (13.11)

13.2.2 Bornova—Oppenheimerova aproximace: Odvozeni
Vyjdeme z elektronového hamiltonianu, ktery popisuje elektrony pro stojici jadra v konkrétni
geometrii R;

I:[el = Te + VNe + ‘A/ee + VNN (1312)

Elektronovy hamiltonian ptisobi toliko na funkce soutadnic elektroni (pficemz ale tento elek-
tronovy hamiltonian je rizny pro rizné soufadnice jader R;). VyfeSme nejdiive pro kazdou
z moznych geometrii elektronovou Schrédingerovu rovnici
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Hatl = By (13.13)
Index ¢ ndm urcuje elektronovy stav. Znovu pripomenme, Ze feSenim je vinova funkce souradnic
elektronti parametricky zavisld na souradnicich jader

v = (i R) (13.14)

Pod pojmem ,parametrickd zéavislost® mame na mysli, Ze vinova funkce je rizna pro ruzné
soufadnice jader, pficemz ale ¢tverec vlnové funkce nemé vyznam hustoty pravdépodobnosti
nalezeni jader v urcité geometrii R;.

Sada vlastnich funkci elektronového hamiltonianu vytvari uplny soubor funkci a muzeme
tedy kazdou funkci souradnic elektronii rozvinout do baze vlastnich funkci elektronového ha-
miltonianu. Mizeme to ucinit i pro celkovou vlnovou funkci

= > Ry (R (13.15)

kde y;(R) jsou rozvojové koeficienty, které zavisi na poloze jader. Doposud jsme se nedopustili
zadné aproximace.

Dosadime tedy vlnovou funkci ¥ (r,R) do Schrédingerovy rovnice Hy = Ev, jejiz levou
stranu si dale upravime

Hp = (T + Ha)xty) =Y (TN(XWS)) + BV ) (13.16)
Nyni upravime prvni ¢len pravé strany posledni rovnice. Vyklad zjednodusime tim, Ze budeme
uvazovat operator kinetické energie pouze v jednom rozméru, tj.

. h? d?
NT oM dR?
Nésledné se zamétrime na pisobeni operatoru kinetické energie jader
0 5 0 gy | dy
e = (‘bel are YR ar TN am > (13.17)

Na tomto misté se dopustime aproximace — zanedbame posledni dva ¢leny z rovnice 13.17, tedy
polozime

R 4 )2
TNXWS) ~ ——wel d];;l
Toto zanedbani je podstata Bornovy—Oppenheimerovy aproximace. Vidime, Ze obecné bude
platit tim lépe, ¢im méné se bude elektronova vlnova funkce ménit s geometrii. Muzete si
vSimnout, Ze pro rychle se pohybujici jadra by Bornova—Oppenheimerova aproximace nemusela
fungovat tplné dobfte.

Vratme se jesté k rovnlcl 13.16. Rovnici nejprve vynasobime komplexné sdruzenou elektro-
novou vlnovou funkei w i a nasledné prointegrujeme pies soufadnice elektronti r

(13.18)

> (TN(Xiwg’)) +vE ) EZ¢ Yo )" a pOté/dT (13.19)

%

Schrédingerova rovnice (v jednom rozméru) nabude tvaru

Z(Tin o uar D [ oo df> £y [ ulinar a0

7
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Vzhledem k tomu, Ze elektronové vlnové funkce jsou ortonormalni, rovnice se zjednodusi na

Z (TNXi(Sij + XiEg)éij) = EZ 0ijXi (13.21)

(2

Kroneckerovo 0 nakonec vybere pouze ¢leny pro i = j

(Tx+ ED) x5 = Bx; (13.22)

Rovnice 13.22 predstavuje Schrédingerovu rovnici pro pohyb atomovych jader. Vidime, ze jadra
se pohybuji v potencialu daného elektronovou energii pro jednotlivé geometrie.

Bornova—Oppenheimerova aproximace pro ¢asové zavislou Schrodingerovu
rovnici

Analogickym  postupem  jako pro stacionarni piipad se da  odvodit
Bornova—Oppenheimerova aproximace i pro stavy nestacionarni. Pokud nés zajima
¢asovy vyvoj stavu, napiiklad vyvoj vinového baltku po jeho vytvoreni v excitovaném
stavu, potfebujeme najit ¢asové zavislou vlnovou funkci W (r, R, t), ktera spliuje rovnici

iha\ll (r,R,t)
ot

V ramci BOA opét rozsekneme tlohu na dvé ¢asti, nejdiive vyresime stacionérni elektro-
novou Schrodingerovu rovnici

_ (TN + ﬁel) U (r,R, 1) (13.23)

Hate (r;R) = Eq (R) ¢a (r; R) (13.24)

a posléze Tesime nestacionarni Schrodingerovu rovnici pro pohyb atomovych jader na
vybraném j-tém elektronovém stavu

ox (R, 1)
ot

V ramci BOA je pak celkova vinové funkce dana jako

ih - (TR n Eel) X (R, 1) (13.25)

U (r, R, ) = v (r;R) x (R, ) (13.26)

13.2.3 Meze platnosti Bornovy—Oppenheimerovy aproximace

Neni uplné tézké naleznout piiklady, kdy Bornova—Oppenheimerova aproximace selhéva. Vez-
méme si molekulu chloridu sodného (viz obrazek 33). NaCl je v zakladnim stavu vazana iontovou
vazbou, minimum zakladniho stavu si tedy mitiZzeme pfiblizné popsat jako Na™Cl~. KdyZ od
sebe oddalujeme atomy chloru a sodiku, roste energie, az dojde k rozpadu chemické vazby.
Molekula se mtize rozpadnout dvéma zptisoby, na Na™ a C1~ nebo na Na a Cl, pficem# jedna
limita odpovida zédkladnimu a druha excitovanému stavu.

Ted uvazujme, Ze molekulu chloridu sodného excitujeme. Kovalentné vazany excitovany
stav v geometrii globalntho minima nenf stabilni a bude se proto rozpadat. Tento rozpad by se
dle Bornovy—Oppenheimerovy aproximace mél odehravat na jedné kiivce potencialni energie
a vysledkem by tak mély byt ionty NatCl™. Ve skutecnosti vzniknou oba produkty, jak ion-
tovy, tak kovalentni. V oblasti kiiZzeni stavii se totiz elektronova vlnova funkce s mezijadernou
vzdalenosti dramaticky méni a druhy a treti ¢len v rovnici 13.17 proto neni mozné zanedbat.
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Na----Cl

Na*----Cl” iontova forma

Na----Cl kovalentni forma

0 5 10 15
NaCl mezijaderna vzdalenost /A

Obrazek 33: Ukdzka selhdani Bornovy—Oppenheimerovy aprozimace. V kruhu je oblast kii-
Zent stavii, kde se charakter vinové funkce dramaticky meéni s mezijadernou vzddlenosti

Schrodingerovu rovnice nad ramec Bornovy—Oppenheimerovy aproximace

V okamziku selhani Bornovy—Oppenheimerovy aproximace jiz nemuzeme uvazovat Schro-
dingerovu rovnici ve tvaru 13.25 (pro ¢asové-zavisly pripad) nebo 13.22 (pro pripad ¢asové
nezavisly), ale musime brat v potaz i ¢leny, které jsme v rovnici 13.17 zanedbali. Vysledné
rovnice pak maji pro ¢asové-nezavisly pripad tvar

. , d
(TN + Eé?) Xi = 1 XJ + Z Wi <_2fjiﬁ + Kji) Xi (13.27)

a pro casoveé-zavisly pripad
in ot <TN + E1 ) x; (R, t) + Z Wi —ijiﬁ = B ) 2 (13.28)

kde fj = [, d(}%\ll] dr a Kj; = [, d%%? T d7 (pro jednoduchost opét uvazujeme pouze
jednorozmérny piipad). Rovnlce popisujici pohyb resp. vibrace atomovych jader v kazdém
elektronovém stavu nejsou nezavislé, ale jsou propojeny pomoci operatoru f;; a K;;. Mize
tak dochézet k prenosu populace mezi jednotlivymi elektronovymi stavy.

Dodejme jesté, ze miizeme uvazovat pouze diagonalni ¢leny f;; a K;; (prvni z téchto ¢lent
je ovSem nulovy). Budeme pak stéle mit nezavislé rovnice pro pohyb jader na jednom
kazdém z elektronovych stavii. Mluvime o adiabatické aproximaci. Ta byva mnohdy
povazovana za synonymum Bornovy-Oppenheimerovy aproximace, coz ale neni uplné

presné.
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14 Pohyb atomt v molekulach: Vibrace, rotace a translace

Atomova jadra mohou obecné konat transla¢ni, vibracni nebo rota¢ni pohyby. Translaci mame
na mysli pohyb, kdy se neméni orientace molekuly v prostoru ani mezijaderné vzdélenosti v

vy

Yvoew

molekuly v prostoru. Vsechny tyto pohyby jsou kvantované.

Transla¢ni pohyb molekuly v uzavieném prostoru jsme jiz popsali v kapitole vénované ¢astici
v nekonecné potencidlové jamé. V této kapitole se pak budeme vénovat vnitinim pohybtm
molekuly. Jde o oblast, ktera je tradicné doménou spektroskopie. Kvantova chemie ptitom slouzi
jako dilezity nastroj, pomoci kterého spektroskopickd data mtuzeme interpretovat a modelovat.

14.1 Vibrace a rotace dvouatomovych molekul

V minulé kapitole jsme si ukazali Schrodingerovu rovnici pro atomova jadra v rdmci Bornovy—
Oppenheimerovy aproximace

(T + Ea) x = Ex (14.1)

kde E je elektronové energie jako funkce soutradnic atomového jadra, x je vlnovéa funkce popi-
sujici pohyb atomovych jader (tedy translaci, vibraci a rotaci molekuly) a F je celkova energie
molekuly zahrnujici energii pohybu elektronu i jader. Jelikoz uvazujeme dvouatomovou mole-
kulu, bude elektronova energie E. pouze funkci vzdalenosti dvou jader (ozna¢me je jako J a
J') a tudiz nezavisla na jejich orientaci

Eel = Ee1<|RJ — R’J'D = Eel(r) (142)

vy

Prvnim krokem pfi feseni Schrodingerovy rovnice pro pohyb jader je oddéleni pohybu tézisté
od relativniho pohybu ¢astic. Cely postup je popséan v kapitole o problému dvou ¢astic (viz
6.2.1), kde zjistime, jak se dostat k rovnicim

]f[trwtr(R) - Etrwtr(R) (143)
f{intwint (I‘) = Eintwint(r) (144>

vy

tivni pohyb atomt v molekule, tedy vibrace nebo rotace. Translaci jsme se vénovali v kapitole 4,
nyni se v dalsim vykladu zaméfime na vibrace a rotace.
Rovnici 14.4 miazeme rozepsat nasledovné

h2
(_ZAI‘ + Eel(r)) 77Z)int = Eint¢int (145)

coz predstavuje Schrodingerovu rovnici pro ¢astici pohybujici se v centralnim potencialu. Také
centréalnimu potencialu jsme se vénovali v kapitole s problémem dvou ¢éstic 6.2.2. Ukéazali jsme
si, ze FeSeni hledame ve tvaru soucinu sférické harmonické funkce a radiélni vinové funkce

Vi (r,0,0) = R(r)Y;™ (6, 1)) (14.6)

Takovouto vinovou funkci miizeme dosadit do Schrodingerovy rovnice a posléze pokratit sféric-
kymi harmonickymi funkcemi, abychom dostali radidlni Schrédingerovu rovnici 6.34

R (2R 2dR\ 1(+1)R . -
——( i —R) DR o VR~ Bk (14.7)

24 \ dr? rdr 2412
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kterou si dale zjednodusime zavedenim substituce
F(r)=rR(r) (14.8)

na
h? d*F [(1+1)R?

Jde o analogickou rovnici, jako byla radialni rovnice u atomu vodiku — jen potencidlni energie
je zde jina. Rovnici 14.9 je mozné zjednodusit, zavedeme-li si dvé aproximace.

2 } F = By F (14.9)

e Nejprve pouzijeme Tayloriv rozvoj do druhého fadu pro vyjadieni zavislosti elektronové
energie na mezijaderné vzdalenosti

dEel 1 dzEel 2
E, ~ Eq(R, — R, — — R, 14.10
~ B >+( ~ ) 1R+ ( - ) (r - R.) (14.10)

kde R, je rovnovazna mezijaderna vzdalenost molekuly. Prvni ¢len urcuje pouze relativni
hladinu energie, a proto si muzeme zvolit Fq(R.) = 0. Druhy ¢len je nulovy, protoze
rozvijime elektronovou energii v minimu (pro r = R,) a teprve tfeti ¢len bude nenulovy.

Zavedeme-1i si substituce
k’ _ (dQEel)
dr? (14.11)

r=r— R

miizeme Tayloriv rozvoj energie prepsat do tvaru

1 /d2E, 1
Eg~ = ° — R.)? = Zka? 14.12
! 2<d7’2>(r Re)” = gka (14.12)

Vidime tedy, ze jsme slozity mezimolekulovy potencial nahradili parabolou. Aproximu-
jeme chemickou vazbu modelem harmonického oscilatoru.

e Déle udélame Tayloriv rozvoj jesté pro druhy ¢len (odpovidajici rotaci). V zavorce rovnice
14.9 méame ¢len %2, pro ktery mtuzeme psat

1 1 1 1 1 2 3
— = - - [1-= — ... 14.13
Re

ze kterého budeme v tomto piipadé uvazovat pouze nulty ¢len rozvoje v x

1 1

5~ (14.14)

To se miize zdat jako dosti drasticka aproximace. Fyzikalné to znamené, ze béhem rotacniho
pohybu mame fixni vzdalenosti jader a tudiz zanedbavame vliv vibrace. Mluvime o aproximaci
tuhého rotoru. Uvazujeme-li tyto dvé aproximace, rovnice 14.9 prejde na

h? d*F 1, , 1{+1)n?

SR o B Ul L B OB o 14.15
24 dr? * 2"t * 2uR? ‘ ( )
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a po zméné poradi ¢lenu na

h? d*F [(1+1)Rh?
- k 2 = | By — e+1)n
241 dr? 2uR?
Posledni rovnice je rovnici pro jednodimenzionalni harmonicky oscilator. PfepiSme si ji jesté
zavedenim

(14.16)

[(1+1) h?
E =F,, — —%— 14.17
- (14.17)
na
2 d’°F
— k F=FF 14.1
©2u dr? + (14.18)
Energii harmonického oscilatoru zname a mizeme tedy dale psat
, 1
B = n+§ hv (14.19)
kde
1 Jk
V= —4/|— (14.20)
2\ p

P1i uvazovani téchto vztahi dostaneme konecny vztah pro vnitini energii molekuly, tedy

1 Rl + 1)
Eint ~ (TL + 5) hv + TRE = Evib + Erot (1421)

Dva ¢leny v posledni rovnici zastupuji harmonicky oscilator (vibrace) a tuhy rotor (rotace).
Poznamenejme, ze ve spektroskopické komunité se obvykle kvantové ¢islo | oznacuje pisme-
nem J a rotacni energie se zapisuje pomoci rotacni konstanty B udavané v jednotkach vinoctia

By = heBJ(J + 1) (14.22)
kde
h
B=—— 14.23
82 pcr? ( )

Aproximace harmonického oscilatoru a tuhého rotoru ma sva omezeni. Harmonicky oscilator
nepopisuje disociaci molekuly a ma ekvidistantni vibra¢ni hladiny, kdezto z experimentalnich
vibra¢nich spekter vime, zZe tomu tak u skute¢nych molekul neni. Misto harmonického oscilatoru
je mozné pouzit tfeba oscilatoru Morseova

Eq = D, [1 — 5] (14.24)
ktery uz uvazuje disociaci vazby (disocia¢ni energie je D, a parametr a se vztahuje k Sifce
potenciélu, a =,/ %) Pokud bychom chtéli vibrace a rotace popsat jesté presnéji, bylo by tfeba
uvazovat Coriolisovy interakce, tedy skute¢nost, ze vibra¢ni a rotacni pohyb neni nezavisly.
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Obrazek 34: Potencidl Morseho oscildtoru jako funkce vazebné délky R. Energetickd nula
je zvolena tak, aby odpovidala minimu potencidlu. Teckovand kiiwka ukazuje harmonicky
oscildtor, ktery je dobrou aproximaci Morseho oscildtoru v oblasti minima. Dy a D, jsou
disociacni energie vici nulté vibracni hladiné a vici minimu potencidlu

14.2 Vibrac¢ni a rotac¢ni spektroskopie

Ptechody mezi vibra¢nimi a rota¢nimi hladinami jsou vyuzivany v ruznych spektroskopickych
technikach. Infracervena (IR) spektroskopie studuje absorpci elektromagnetického zéreni v ob-
lasti vinovych délek fadové jednotek az stovek mikrometrii, coz odpovida praveé prechodiim mezi
vibra¢nimi hladinami (viz pfiklad 10), mikrovinné spektroskopie naproti tomu studuje absorpci
v oblasti vlnovych délek milimetrovych a vétsich, coz odpovida rota¢nim piechodiim molekul.
Je pritom mozné stejné energetické hladiny vyuzit i v jiném usporadéni nez v absorp¢nim ex-
perimentu, napiiklad pomoci tzv. neelastického (Ramanova) rozptylu. My se na tomto misté
pouze stru¢né zminime o absorpénich spektroskopiich.

7 pohledu spektroskopie potiebujeme znat energetické hladiny, které jsou pro dvouatomové
molekuly dany vztahem 14.21. Existence dvou hladin a splnéni rezonan¢ni podminky

E;—E; = hv (14.25)

jesté ale negarantuje, ze k absorpci zareni skutecné dojde. Potfebujeme vypocitat také prav-
dépodobnost prechodu mezi nimi. Zatimco energetické rozdily urcuji pozici spektralniho piku,
pravdépodobnost prechodu urcuje jeho vysku. Z ¢asové zavislé poruchové teorie (kterou se zde
nezabyvame) vyplyva, ze pravdépodobnost svétlem iniciovaného prechodu mezi dvéma stavy je
umérna druhé mocniné absolutni hodnoty integralu

iy = [ vpindr (14.26)

kde ¢; je vinova funkce molekuly pred absorpci zafeni, ¢} je vinova funkce molekuly po ab-
sorpci a fi je operator dipolového momentu. Uvedené vlnové funkce zavisi na soufadnicich
odpovidajicich danému pohybu, takze v pripadé IR spektroskopie jde o vibra¢ni vlnové funkce
zéavisejici na mezijaderné vzdalenosti r. Na mezijaderné vzdalenosti zavisi také operator dipo-
lového momentu fi (molekula bude mit pro kazdou geometrii jiny dipolovy moment). Veli¢inu
p;p nazyvame tranzitnim dip6lovym momentem a setkdme se s ni v tomto kurzu jesté jed-
nou, v kapitole o elektronové excitovanych stavech. Analyza tranzitniho dipélového momentu
vede k tzv. vybérovym pravidliim, které nam tikaji, které prechody jsou ,,povolené* a které
,zakdzané®.
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Podivejme se na prechody mezi vibra¢nimi stavy dvouatomové molekuly. Vlnovou funkci
pocatecniho stavu 1; a vlnovou funkei stavu excitovaného vy zname z feSeni problému harmo-
nického oscilatoru. Dipdlovy moment molekuly zavisi na mezijaderné vzdalenosti r. Mtuzeme
jej pritom rozvinout do Taylorovy fady (zde pro 1D piipad)

dp 1d%u 2
= - 14.2
wla) = p(Re) + -0+ 5-sa” + (14.27)
z ¢ehoz pro tranzitni dipolovy moment ziskavame vztah
; 14.2
sz( /wfwl d7—+ /wfxwz d7—+ 2d 2 /w 'lpldT_‘_ ( 8)

Prvni ¢len je nulovy, nebot vlastni funkce harmonického oscilatoru jsou ortogonalni. Soustiedme
se ted na ¢len druhy (vyssi cleny, véetné kvadratického, budeme zanedbavat). Abychom v ex-
perimentu pozorovali prechod mezi vibra¢nimi stavy, musi byt tranzitni dipélovy moment ne-
nulovy a musi tedy platit

dp
70 (14.29)
a
/ Yo dr #0 (14.30)

P1i vibraci se tak musi ménit dipélovy moment molekuly a zaroven musi byt integral 14.30
nenulovy. Ve vibra¢ni spektroskopii tak neuvidime homonuklearni molekuly, jejichz dipoélovy
moment je roven nule pro vSechny geometrie, zato napriklad HCI bude mit v IR spektru velmi
vysokou intenzitu. Analyza integralu 14.30 pak ukazuje, Ze k prechodiim dojde pouze pokud se
vibra¢ni kvantové ¢islo zméni o jednicku, tj. prislusné vybérové pravidlo ma tvar

An = +1 (14.31)

V IR spektru tak pro jednu vibraci vidime pouze jeden pik.

Podobné pro rota¢ni prechody miuzeme odvodit, Ze k pfechodiim mezi rota¢nimi stavy dojde
pouze pokud se kvantové ¢islo J zméni o jednicku a zaroven bude mit molekula nenulovy
dipoélovy moment. Ve spektru potom vidime ekvidistantné vzdélené piky, vzdéalenost je presné
2B

EJl — EJO = hCBJ1<J1 + 1) — hCBJ()(JO + 1) = hCB . 1(1 + 1) — hCB . 0(0 + 1) = 2hCB (1432)

a tedy
Av =2B (14.33)

Priklad 20

Zadani: Délky vazeb jsou urc¢ovany ze spektroskopickych métreni, kterd jsou velice presna. Ro-
tac¢ni spektrum molekuly HCI je v nasledujicim obrazku.
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2B
21,2 cm™?

absorbance

vlno¢et ¥ /cm ™!

Z rota¢niho spektra HCI vime, Ze vzdalenost mezi dvéma piky je 2B, v naSem piipadé je presné
zméteno, ze B = 10,59342 cm™!. Hmotnosti 'H a 3°Cl jsou 1,0078250 a 34,9688527 a.u. Odvod'te
délku vazby v molekule HCI.

Reseni: Pro rotaéni konstantu B plati

B h
- 8m2ucrd

kde p je redukovana hmotnost. Hodnota u je

 mamn  1,0078- 34,9688
M amH ~ 1,0078 + 34, 9688

[ h
= ——— =12745-10"10
To 8721cB ,2745 - 10 m

Zakazy se i v zivoté bézné porusuji a neni proto divu, Ze obcas vidime ve spektroskopii
i prechody zakézané. Vybérova pravidla jsou podminéna pouzitymi aproximacemi, v nasem
pripadé harmonickym chovanim vazby. Pokud bychom naptiklad Taylortav rozvoj 14.10 ukon¢ili
az po ¢tvrtém ¢lenu, byly by povoleny i vibraéni prechody (An = £2). Témto piechodtiim se
fikd vy3$si harmonické tony (angl. overtones) a bézné je ve spektrech muzeme najit, i kdyz s
nizsi intenzitou.

=0,9801u = 1,6274-10"*"kg

Potom délka vazby v HCI je

Rotacni spektroskopie: Zékladni néstroj astrochemie

O vesmiru a jeho chemii se jen tézko poucujeme piimym odbérem vzorku. Jsme odkézani
na svétlo a spektroskopii. Hmota ve Vesmiru zaii v nejriznéjsich spektralnich oblastech,
ale astrochemikové maji nejradéji zafeni mikrovinné. To totiz snadno prochazi atmosfé-
rou Zemé a k jeho detekci neni tfeba naro¢ného vynaseni piistroju na obéznou drahu.
Zaroven pomoci mikrovinnych spekter muzeme molekuly jasné identifikovat. Bohuzel i
zde narazime na omezeni. Napiiklad molekulu vodiku, ve vesmiru jednu z nejbéznéjsich
molekul, nejsme kviili vybérovym pravidlim schopni pomoci mikrovinné spektroskopie
identifikovat, molekula vodiku mé totiz nulovy dipélovy moment. Podobné nevidime me-
than CHy. Zde si ovSem umime poradit, izotopolog methanu CH3D jiz nenulovy dipolovy
moment ma.
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P1i kvantové-chemickych vypoctech s pouzitim bézné dostupnych programovych baliki neni
obtizné ziskat parametry vibrac¢nich a rotacnich spekter v ramci modelu tuhy rotor-harmonicky
oscilator. Vypocty uvazujici anharmonické korekce a vazbu mezi vibra¢nim a rotaénim pohybem
jsou jiz ponékud komplikovanéjsi a vyzaduji jistou zkuSenost.

14.3 Vibrace a rotace viceatomovych molekul

Molekula o N atomech je popséna celkem 3N kartézsk}’/mi soufadnicemi (1, Y1, 21-- TN, YN, ZN)-
dalsi t¥i (u linearnich molekul dvé souradnice) a zbyva nam tak 3N — 6 vnitfnich soufadnic
(3N — 5 pro linearni molekuly) popisujicich vibraci molekuly. Ve vibra¢nich spektrech bychom
tak méli vidét 3N — 6 pika (pokud tedy napf. ze symetrickych divodii nedojde k degeneraci
hladin). Vypocet vibra¢nich frekvenci pro tyto pohyby je v harmonické aproximaci jen o néco
obtiznéjsi nez pro dvouatomové molekuly.

Potencialni energii v okoli minima miizeme v kartézskych soutradnicich zapsat opét ve formé
Taylorova rozvoje do druhého fadu

1 0*Ee 1
Eel = 5 Z Z axlagj‘j T;rj = 5 Z Z H,-jxixj (1434)

kde matici druhych derivaci elektronové energie H s maticovymi elementy

0?Eq

Hi ;=
J 8@8%

(14.35)

nazyvame Hessova matice ¢i hessian.

Ukazuje se, ze lze najit soustavu soufadnic, ve které bude tato matice diagonalni. Navic
derivace podél tii téchto novych souradnic odpovidajici translaci a tii souradnic odpovidajic
rotaci bude nulova. Pokud tedy prejdeme od kartézskych soufadnic k témto tzv. normalnim
modiam L1, Y1, 21 TN YN 2N~ 415 G2, -5 @3N -6 budou pro riizné ¢ a 5 smisené druhé derivace
nulové, 88 gel = 0. Potencialni energii v harmonické aproximaci pak muzeme psat ve tvaru

136 52
a612

Ea= < Z 2 (14.36)

=1

Zaroven se transformaci do normalnich médii nezméni operator kinetické energie (obvykle ovsem
transformaci volime tak, Zze hmotnost spojena s danym vibra¢nim pohybem je jednotkova).
Vibra¢ni hamiltonidn v normélnich médech mé pak tvar

23V6 g2 N6 pop 3N—6
ol h a a el 2

Hyr = = Z Z = 2 hi(q) (14.37)

=1

kde jsme zjistili, Ze hamiltonian muzeme zapsat jako soucet hamiltoniant pro jednotlivé nor-
méalni mody

A h2 0?2 1 82Eel
e =5 oe Yoo ®

Schrédingerovu rovnici ted muzeme fesit znamym trikem separace proménnych, tj. dostaneme
3N — 6 Schrodingerovych rovnicek® pro jednotlivé vibrace

(14.38)

fliwz'(%‘) = Evibr,i¢i(Qi) (14-39)
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Kazda z téchto rovnic ale pfedstavuje Schrodingerovu rovnici pro harmonicky oscilator, takze
muZeme rovnou psat

1
Evibr,i = (nz + 5) hVi (1440)
kde frekvenci i-té vibrace ziskame jako

azEel

e (14.41)

V; = —
27 m

Celkova energie je pak dana souctem energii jednotlivych moda. V IR spektru polyatomické
molekuly bychom pak méli vidét 3N — 6 piki, pokud jsou ovSsem piislusné piechody povoleny.

Vibra¢ni prechody ve vodé a v oxidu uhli¢itém

H;O méa 3 atomy, coz odpovidd 3-3 — 6 = 3 normélnim médum. Tyto vibrace jsou
graficky znézornény na néasledujicim obrazku. Kazdy obrazek ukazuje jednu normélni
vibraci, 8ipky pak ukazuji vychylky atomu (jejich délka je zna¢né prehnana vzhledem
ke skute¢nym vychylkam). Molekula HoO méa permantni dipélovy moment a vidime, Ze
se ve vSech pripadech pfi vibra¢nim pohybu méni. V8echny tfi moédy jsou proto aktivni
v IR spektru. Vibrace v tomto piipadé spektroskopici nazyvaji jako valen¢ni, pokud se
natahuje a zkracuje vazba, nebo deformacni, pokud dochézi ke zménam ve vazebnych
tihlech. (Nazvi pro vibrace viceatomovych molekul je cela fada, napt. nuzkova, kroutiva,
kyvava nebo kolébava).

du du u
—— %0 — %0 ——*0
dq, dq, dqs
P
Valenér}i V’ibrace valenéni vibrace deformaéni vibrace
symetricka antisymetrické

Molekula CO; je lineérni, tj. pocet vibra¢nich modu je 3-3 — 5 = 4. Vibrace jsou zné-
zornéné na nasledujicim obrazku. Molekula CO, oproti molekule HoO nema permanentni
dipoélovy moment, pii symetrické valenéni vibraci tak ke zméné dipolu nedochazi a tato
vibrace v IR spektru viditelna neni. Pti antisymetrické valenc¢ni i pfi deformac¢ni vibraci
ale v molekule dipélovy moment vznika, proto budou tyto moédy v IR spektru viditelné.
Miizeme si také vSimnout, Ze obé deformacni vibrace odpovidaji stejnému pohybu, jen
v jiné roviné. Témto dvéma vibracim musi odpovidat stejna energie, ve spektru tak uvi-
dime jen jeden pik, ktery je dvakrat degenerovany.
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d
-0 @0~
dq,

valen¢ni vibrace symetricka

du 0
~ ——
valenc¢ni vibrace antisymetricka deformaéni vibrace

Vibra¢ni mody muzeme ziskat z kvantové chemickych programi. Kromé vinoéti ( Frequen-
cies) vypisuji programy i symetrii jednotlivych modia (viz kapitola 23), redukovanou
hmotnost (Red. masses), intenzitu jednotlivych pohybu v infracervené (IR Inten) spek-
troskopii. Déle je uveden vektor posunu jednotlivych atomu v molekule pro dany pohyb
v kartézskych soufadnicich (tj. normalni souradnice daného vibrac¢niho pohybu. Pro mo-
lekulu vody vypada vystup z programu Gaussian napfiklad takto

1 2 3

A? A? A°
Frequencies -- 1713.1015 3727.0793 3849.1471
Red. masses -- 1.0825 1.0453 1.0810
Frc consts -- 1.8717 8.5556 9.4365
IR Inten -- 75.7882 1.6934 19.3852
Atom AN X Y Z X Y Z X Y Z

1 1 0.43 0.56 0.00 -0.58 0.40 0.00 0.55-0.44 0.00
2 1 -0.43 0.56 0.00 0.58 0.40 0.00 0.55 0.44 0.00
3 8 0.00-0.07 0.00 0.00-0.05 0.00 -0.07 0.00 0.00

Analyza energetickych stavii pro rota¢ni stavy viceatomovych molekul je (podobné jako pro

NV weiv s

kula muze rotovat s nenulovym momentem setrvac¢nosti podle vice os a jeji rota¢ni vlastnosti
tak charakterizuje tenzor momentu setrvacnosti, kdy naptiklad pro slozku I, plati

N
Lo =Y mi(y} +27) (14.42)
=1

¢i pro slozku I,

N
i=1
a analogicky pro zbylych sedm slozek. VSechny tyto slozky vytvari matici

Ix:p I:py Imz
l= |1, I,y I, (14.44)
sz Izy Izz
Ptesny tvar této matice zavisi na orientaci soufadné soustavy v prostoru. Ta se d& nastavit tak,
aby matice | byla diagonalni
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I, 0 0
=0 1, 0 (14.45)
0 0 I,

z ¢ehoz je vidét, Ze rotujici molekulu v zasadé charakterizuji tfi hodnoty momentu setrvac-
nosti, I,, I, a I.. Hodnoty téchto momenti setrvacnosti miZzeme ziskat z kvantové chemic-
kych programi. Ve vystupu bychom hledali pod pojmem Moments of inertia vlastni hodnoty
(Eigenvalues). Pro molekulu vody vystup vypada nasledovné

Principal axes and moments of inertia in atomic units:
1 2 3

Eigenvalues -- 2.29147 4.17512 6.46659
X 1.00000 0.00000 0.00000
Y 0.00000 1.00000 0.00000

Z 0.00000 0.00000 1.00000
This molecule is an asymmetric top.

Podle hodnot téchto momentt setrvac¢nosti pak ziskdvame riizné vztahy pro rota¢ni energie.
Nejjednodussi je situace v pripadé, kdy I, = I, = I., jednéd se o tzv. sféricky nebo kulovy
setrvacnik (spherical top). Typ setrvacniku nam také kvantové mechanické programy vypisuji
(viz This molecule is an asymmetric top vySe, vidime, Ze molekula vody je nesymetricky se-
trvacénik). Molekulu charakterizuje jenom jedna hodnota momentu setrva¢nosti a pro energii
rotacnich stavi uzijeme stejny vztah jako v pripadé linearni molekuly, byt stupné degenerace se

vvvvvv

na specializované texty vénované spektroskopii.
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15 Elektronova struktura molekul

Ustiednim tikolem kvantové chemie po zavedeni Bornovy-Oppenheimerovy aproximace je vy-
pocet elektronové energie molekul

Helwel(r7 R) - Eel(R)wel(r; R) (151)

kde elektronova energie zavisi na konkrétni geometrii molekuly, tj. na souradnicich atomovych
jader R. V této kapitole probereme teseni rovnice 15.1 pro dvouatomové molekuly. Zac¢neme
piitom nejjednodussi molekulou, totiZ iontem molekuly vodiku Hj .

15.1 Jednoelektronové molekuly: Ion molekuly vodiku

Ta

T,
H, AB H,

Obrazek 35: Souradnice pouzité v hamiltonidnu iontu molekuly vodiku
Ton molekuly vodiku je tvofen dvéma jadry (konkrétné protony), oznac¢me si je jako jadra A a B,

a jednim elektronem, viz obrazek 35. Pro takovyto utvar ndm neni zatézko napsat elektronovy
hamiltonian

A h? e? 1 1
Hy=—-A,— —+ — 15.2
! 2me 4meq <TA + 7’3) ( g )
kde o o o
Ae = — —_— —_— 1 .
Ox? * 0y? - 022 (153)

je Laplaceuv operétor v souradnicich elektronu x., ye, z.. 74 je vzdélenost elektronu k jadru A

a rg je vzdalenost elektronu k jadru B.1° Nadale bude pongkud pohodInéjsi pracovat v soustave

atomovych jednotek, ve kterych polozime h = m, = e = 47360 =1

Atomové jednotky

Atomové jednotky se v kvantové chemii pouzivaji velice ¢asto, protoze velmi zjednodusuji
zapis molekulového hamiltonianu. Jak jiz bylo zminéno v predchozim textu, jsou zvoleny
pomoci vztahti h = m, = e = —— = 1. Ze znalosti hodnoty téchto konstant v soustavé

4Ameg
SI (viz tabulka nize) mizeme nalézt prevodni vztahy pro dalsi veli¢iny.

10V elektronovém hamiltonidnu muZe, ale nemusi, byt piidan ¢len popisujici coulombovské odpuzovani mezi

jadry 477150 TiQB . Z pohledu elektronové vinové funkce tento ¢len piedstavuje konstantu. Zde mezijadernou repulzi

vynechavame.
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veli¢ina symbol a.u. hodnota v SI jednotkéch

elementarni naboj e 1 1,602176565(35) - 1071 C

hmotnost elektronu  m, 1 9,10938291(40) - 107! kg

akce h 1 1,054571726(47) - 1073* J s

elektricka konstanta 1 8,9875517873681 - 10° kg -m3 - s72. C~2

4reg

Fyzikalni veli¢iny v systému atomovych jednotek ziskame nésledujicim zptisobem

veliéina definice fyzikalni vyznam hodnota v SI jednotkach
délka ag = i?f; Bohrtiv polomér 5,29177-107 " m
energie F = mh—ig dvojnasobek  ioniza¢ntho 4,359-10718 J

eap

potencialu atomu vodiku

¢as, ktery potfebuje elek- 2,4188-10717 s
tron na prvnim Bohroveé po-

loméru, aby jedenkrat obéhl

kolem jadra

&=

cas tg =

Atomové jednotky méame v kvantové chemii v oblibé, nebot se zbavime fady nepottebnych
konstant v nasich rovnicich (podivejte se tfeba na hamiltonian 15.4). Ciselné hodnoty
napiiklad délek ¢i energii navic vychézi v péknych cislech. Naptiklad atom vodiku v
zékladnim stavu se v pruméru pohybuje 1 a.u. od jadra a jeho energie je —0,5 a.u.

Hamiltonién ma v atomovych jednotkach tvar

- 1 1 1
Hy=—A——+— 15.4
: 2 (TA + TB) ( )

Elektronovou Schrédingerovu rovnici s timto hamiltonidanem je mozné fesit analyticky. Nés
docela dobte odrazit od nasi znalosti elektronové struktury atomi. Kdybychom méli v blizkosti
elektronu pouze jadro A, pak bychom feSeni znali — vinova funkce by byla dana atomovym
orbitalem vodiku 1s4. Stejné tak kdyby se elektron pohyboval v blizkosti jadra B a jadro A se
v okoli viibec nevyskytovalo, pak by presnym fesenim byl orbital 1sg. Pfipomenme, Ze atomové
orbitaly 1s4 a 1sp jsou matematickymi funkcemi souradnic elektronii, konkrétné (v atomovych
jednotkéch)

1s4 = k2r—2ehra

s (15.5)
Isg = k2 ze M8
kde pro jadro vodiku o nabojovém ¢isle Z = 1 je k = 1 (pro elektron v poli jadra He™ je pak
k = 2 atd.). Pokud jsou obé jadra hodné daleko od sebe, je presné feseni dano jako

¢ = calsa+cplsp (15.6)
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Pokud se totiz elektron nachézi v blizkosti jadra A, je hodnota vlnové funkce 1sp pro velké
vzdalenosti r 45 zanedbatelnd a tento elektron je v zasadé popsan orbitalem 1s4, tj. chova se
jako elektron atomu A. Nebo se elektron nachézi v blizkosti jadra B a chova se jako elektron
atomu B. My budeme predpokladat, Ze tuto formu vlnové funkce muizeme pouzit pro vSechny
mezijaderné vzdélenosti. Vyraz 15.6 predstavuje zkusmou vlnovou funkci ve smyslu varia¢niho
principu — tato funkce je zavisla na rozvojovych koeficientech c4 a cp, které musime urcit
minimalizaci funkcionalu energie.!

Tento tvar vinové funkce je zarodkem metody oznacované zkratkou MO-LCAO (z angl.
Molecular Orbitals — Linear Combination of Atomic Orbitals). Hledame vinovou funkei jednoho
elektronu pohybujiciho se v molekule (hledame tzv. molekulovy orbital) ve formé linearni
kombinace atomovych orbitalt. To je klasicky pfiklad linearniho funkcionalu, ktery vede
k sekularnim rovnicim, se kterymi jsme se jiz setkali v kapitole 9.1.2

ca(Haa — ESaa) +cp(Hap — ESap) =0

15.7
ca(Hpa — ESpa) + cg(Hgg — ESpp) =0 ( )

Coulombovsky integrdl H44 a Hpp, rezonan¢ni integral H p a prekryvovy integral Sp maji
v naSem piipadé tvar

1 1 1
Hypy=Hpp = -k*—k — —— —e 2"as (k + —)
2 TAB TAB
1
Hyp = —ékSAB —k (2= k)(1L+k ryg)etras (15.8)

1
Sap = e Fran (1 +krap+ §k27,243>

Netrivialni feSeni sekularnich rovnic ziskdme pouze pro nulovy sekularni determinant

Hpapg — ESpa Hap — ESap

=0 15.9
Hpa— ESpa Hpp — ESap (15.9)

coz vede ke dvéma moZnym hodnotam energie (uvazme pfitom, ze hodnota rezonan¢niho inte-
gralu H,p je zapornd)

 Haa+ Hap
= AT A

Ey=—24 A8 (15.10)

Jestlize dosadime energii £y zpét do sekularnich rovnic v kapitole 9.1.2; ziskdme vztah (vyzkou-
Sejte!)

Cqp = CB (1511)

Pokud do sekulérnich rovnic dosadime za energii hodnotu FEjs, ziskdme vztah

cA = —Cp (15.12)

1 Jako varia¢ni parametr miizeme pouzit také parametr k. Ten je spojen s nabojovym &islem. Je jasné, Ze pro
disociovanou strukturu s velkou mezijadernou vzdalenosti r 4 g bude optimélni hodnota k& = 1 a popisujeme dva
atomy vodiku. Pokud ale obé jadra pfiblizime na velmi malou vzdalenost, vinova funkce se bude blizit orbitalu
1s iontu atomu helia, a tedy k& = 2.
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Hodnoty rozvojovych koeficienti se tak v absolutni hodnoté musi rovnat, lisi se pouze jejich
znaménko. Tento vysledek jsme ani nemuseli poc¢itat z varia¢niho principu, nebot to plyne
primo ze symetrie problému.

Mame tak dvoji feseni. Pro zakladni stav s energii F; je feSenim molekulovy orbital, ktery
je souctem atomovych orbitalt

¢1 = ca(lsa + 1sp) (15.13)

Mluvime o tzv. vazebném orbitalu. Pro excitovany stav s energii Fs je fesenim Schrodinge-
rovy rovnice rozdil atomovych orbitala

o =ca(lsy — 1sp) (15.14)

Zde mluvime o antivazebném orbitalu. Obrézek 36 vysvétluje toto oznaceni. Ve vazebném
orbitalu je maximum elektronové hustoty soustiedéno do oblasti mezi atomovymi jadry. Ta-
kovéto usporadani podporuje priblizovani atomovych jader. Na druhou stranu v antivazebném
orbitalu elektrony mezi jadry piilis nejsou a obé jadra se tak od sebe odpuzuji.'?

Tap TaB

Sa Sp U Satsp

Sa S4 — Sp

Obrazek 36: Vazebny a antivazebny orbital iontu molekuly vodiku

Z rovnice 15.8 muzeme do grafu vynést energie £; a Ey v zavislosti na mezijaderné vzdale-
nosti r4p. Pridame-li jesté mezijadernou repulzi ﬁ, ziskdme potencidlové krivky zobrazené na
obrazku 37.

Pro uplnost zbyva doplnit, ze konkrétni hodnotu rozvojového koeficientu c, ziskame z nor-
maliza¢nich podminek

1= / |p1|2dT = & /(1s34 + 18% + 21s41sp)dT = % (2 + 2S4B)
(15.15)

1= / |po2dT = /(1s?4 + 184 — 21s41s5)dT = A (2 — 2S45)

a prostorova ¢ast vlnové funkce tak ma tvar

120brazek by mohl vzbuzovat dojem, %e hnaci silou chemické vazby je elektrostatické stinéni odpudivé inter-
akce mezi jadry. To je ale prinejmensim nepiesné. Hlavnim tahounem poklesu energie pii vzniku vazby je pokles
kinetické energie elektronii.
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¢, antivazebny orbital

()

¢1vazebny orbital

0 2 4 6 8

R, R

Obrazek 37: Potencidlové kivivky dvou nejnizsich stavi iontu molekuly vodiku

1SA + 1SB
P = —F—
2(1+ Sap) (15.16)
" 1s4 — 1sp ’
2=
2(1 — Sap)

15.1.1 Molekulové orbitaly excitovanych stavi

Vypocet elektronové energie iontu molekuly vodiku predstaveny v minulé kapitole je pouze
velmi priblizny. Jak bychom jej mohli vylepsit? Jednou z moznosti by bylo povazovat k v 15.5
za variacni parametr. To je ale matematicky ponékud obtiznéjsi tkol, neméli bychom pak jiz
linearni funkcional. Jinou, fyzikalné dobfe motivovanou, moznosti je rozvinout molekulové or-
bitaly do rozsahlejsi mnoziny atomovych orbitalii, napiiklad uvazovat elektron pohybujici se
ne pouze v zékladnim stavu atomu vodiku, ale i v jeho stavech excitovanych. Mohli bychom
napiiklad psat

¢ = c1lsp+ colsp + 3284 + c428p +
+ ¢52(p1) 4+ c62(p1) 5 + c72(po) 4 + ¢s2(Po) g + Co2(p—1) 4 + c102(p-1)5  (15.17)

Takovyto rozvoj zvysi flexibilitu vlnové funkce. Diilezité je predevsim pridani orbitali typu
p — ty umoznuji posilit pravdépodobnost nalezeni elektronu v ur¢itém sméru, neboli umozni
,polarizaci“ vlnové funkce (proto mluvime o polariza¢nich bazovych funkcich, viz také kapitola
11.2).

Sekularni rovnice nyni jiz predstavuji soustavu deseti rovnic pro deset neznamych rozvo-
jovych koeficienti. Porad ale jde o soustavu linearnich rovnic, které jsou snadno fesSitelné. Na
misto dvou stavii ale nyni ziskame stavi deset. V zékladnim stavu ziskdme feSenim funkci, je-
jimz dominantnim ¢lenem bude soucet 1s4+1sp, ale v urcité malé mife budou k feSeni ptispivat
i orbitaly 2s4, (2po)a, 2sp ¢i (2pg)p. V excitovanych stavech se zaénou vyraznéji uplatiovat i
vyssi atomové orbitaly. Pii kombinovani atomovych orbitalii do orbitalti molekulovych budou
platit nasledujici pravidla.
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e V jednom molekulovém orbitalu se budou vyraznéji uplathovat pouze atomové orbitaly
o podobné energii. To vyplyva jednak z matematiky celého problému, jednak i ze selského
rozumu. Jestlize se elektron v atomu A pohybuje s ur¢itou energii, nemuzeme asi ¢ekat,
ze se v blizkosti atomu B jeho energie zavratné zméni.

e Kombinuji se toliko atomové orbitaly o stejné symetrii viic¢i prvkim symetrie dané mole-
kuly (viz kapitola 23). Nebude se tak kombinovat orbital 1s4 s orbitalem (2p;)g, nebot
tyto orbitaly maji nulovy pfekryv. Diky tomu miZzeme fesit zvIast sekularni problém pro
o a 7 elektrony

lo = c1lsa+ colsp + 3254 + ca2sp + ¢52(po) 4 + c62(Po) 5
Ir = 612(p1)A + 022(p1)B + 032(p_1)A + 042([)_1)3 (1518)

15.1.2 Klasifikace molekulovych orbitali a elektronové termy

Jednoelektronové vinové funkce molekul, tj. molekulové orbitaly, muzeme klasifikovat s ohledem
na chovani vinové funkece vici prvkim symetrie molekul (viz kapitola 23). Vsechny dvouatomové
molekuly maji osu symetrie s nekonecnou ¢etnosti C,,. Homonuklearni dvoutomové maji navic
stted symetrie.

Z hlediska chovani vlnové funkce vici ose symetrie C,, mluvime o

e orbitalu o, jestlize rotace kolem osy C', poneché orbital nezménén,

e orbitalu 7, jestlize je osa C. obsaZzena v jedné uzlové roviné (tj. v roving, ve které je
hodnota vinové funkce nulova),

e orbitalu 9, jestlize je osa Cy, obsazena ve dvou uzlovych rovinach.

A takto bychom mohli pokracovat déle. Z hlediska ptisobeni operace stfedu symetrie miuzeme
orbitaly klasifikovat jako

e g (z ném. gerade), kdy operace zrcadleni dle stfedu symetrie neméni znaménko vinové
funkce

e u (z ném. ungerade), kdy operace zrcadleni dle stfedu symetrie méni znaménko vinové
funkce, viz obrazek 38.

*

1o 1oy,

P S /7 =
— S a
= ¢

Obrazek 38: Priklad klasifikace molekulovych orbitali

Pro ion vodiku bychom tak ziskali diagram molekulovych orbitalti znazornény na obrazku
39. Vsimnéte si, Ze molekulové orbitaly se ¢isluji podle své symetrie, po 1o, tak nasleduje 107,
204, 207, 30, atd.
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Obrazek 39: Molekulové orbitaly iontu vodiku. Vievo je diagram molekulovijch orbitali a
vpravo je vizualizace prislusného molekulového orbitalu

Klasifikace orbitalii dle symetrie ma jesté hlubsi vyznam. Symetrie je obvykle znakem za-
chovani urcité fyzikalni veli¢iny. U molekul uz nemutzeme predpokladat zachovani momentu
hybnosti jako u atomu, nebot elektrony v molekulach se nepohybuji v centralnim poli. Dvou-
atomové molekuly maji porad jesté valcovou symetrii a zachovava se tak primét momentu
hybnosti do osy z, L,. Zavedeme-li si nyni kvantové ¢islo A = |my|, kde m; = 0, £1,+2 atd.,
muzeme udélat nasledujici pfifazeni symetrie orbitalt k primétim momentu hybnosti do osy z.

AoJo|1]2]3]4

oznaéeni‘a‘w‘é‘go‘v

15.2 Viceelektronové molekuly: Od molekuly vodiku dale

Nen{ asi snadné nadchnout chemika pro otazky spojené s iontem molekuly vodiku. Skute¢né,
skoro vSe, co chemika zajimé, mé elektront vice. Molekulové orbitaly popisujici jednoelektro-
nové molekuly jsou ale stavebnim kamenem, ze kterého postavime mnohaelektronovou vino-
vou funkci, podobné jako jsme z atomovych orbitalt sestavili vinovou funkci vicelektronového
atomu.

Osvézime si postup postup na piikladu dvouatomové molekuly vodiku. Elektronovy hamil-
tonidn molekuly vodiku jiz vypada komplikovanéji nez pro ion molekuly vodiku

- 1 11111
Ho = =5 (At + Ae2) = (—+—+—+———) (15.19)

1A "B T24 2B T12
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Obrazek 40: Soufradnice pouZité v hamiltonidnu molekuly vodiku

kde pouzité souradnice jsou vysvétleny na obrazku 40 a kde opét vynechdvame repulzi mezi ato-
movymi jadry. Podobné jako u atomu hélia méame problém s repulzi mezi elektrony, tj. se ¢lenem
%. Kdyby jej nebylo, byl by hamiltonian separovatelny. Nicméné v rdmci Hartreeho—Fockovy
metody budeme predpokladat nezavisly pohyb elektront a ze sady jednoelektronovych vino-
vych funkei {p;} ziskdme mnohalektronovou vlnovou funkei ve tvaru Slaterova determinantu

(zde pro spinorbitaly ;)

5 o

1 a2 (1 w2(2) - o N

vl T (15.20)
en(1) on(2) -+ pn(N)

pricemz optimélni jednoelektronové vinové funkce ziskdme varia¢ni optimalizaci, ktera vede
k soustavé jednoelektronovych Fockovych rovnic (zde jiz zapsano jen pro prostorové ¢asti spi-
norbitala ¢;)

Figy = i (15.21)

kde operator F} zavisi na viech ostatnich orbitalech.

Vse co bylo feceno pro molekulové orbitaly iontu molekuly vodiku plati i pro molekulové
orbitaly viceelektronovych molekul. Stale tak hledame molekulové orbitaly ¢ jako linearni kom-
binace atomovych orbitald x;

Gi(r;) = Z%’Xj(ri) (15.22)

pricemz rozvojové koeficienty c;; ziskdvame pomoci varia¢niho principu. V minimalni bézi by
vlnové funkce v ramci metody MO méla tvar

dnio(1,2) = N[1sa(1) + 1sp(D)][1s4(2) + 155(2)] [a(1)B(2) — a(2)8(1)] (15.23)

kde antisymetrie vlnové funkce je dosazeno diky spinové ¢asti.

-~

Alternativni cesta: Metoda valen¢ni vazby

V ramci metody MO postupujeme tak, ze nejdiive vytvofime z atomovych orbitali orbi-
taly molekulové a ty pak poskladame do Slaterova determinantu, abychom ziskali mnoha-
elektronovou vinovou funkci. Existuji ale i jiné pristupy, kdy mnohaelektronovou vinovou
funkci poskladdme piimo z atomovych orbitali.
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Miizeme pfemyslet nasledovné. Pokud budou dva atomy vodiku hodné daleko od sebe,
bude prvni elektron u jadra A a druhy elektron u jadra B, v obou pfipadech v 1s
orbitalu. Molekula pak bude pfesné popsan vlnovou funkei 1s4(1)1sp(2). Stejné dobie
mize byt ale popsan funkei 1s4(2)1sg(1). Obecné tedy bude popsan linearni kombinaci
1s4(1)1sp(2) + 1s4(2)1sp(1). Tento soucet je symetricky viuci zaméné elektront, ale an-
tisymetrii dosdhneme prostiednictvim spinové funkce. Celkova vinova funkce pak bude
mit tvar

Yva(1,2) = N[1sa(D1ss(2) + 1sa@)1sp(1)] [a(1)B(2) — a(2)8L)]  (15.24)

kde index VB oznacuje vlnovou funkei v ramci metody valenéni vazby (z angl. valence
bond). Tato funkce popisuje presné dva disociované vodiky, nicméné my budeme piredpo-
kladat, ze rozumné funguje i pro vazebnou oblast.

Srovnejme ted vlnovou funkci ziskanou metodami MO a VB. Vidime, Ze metoda MO
mé navic ¢leny 1s4(1)1sp(1) + 1s4(2)1sp(2). Tyto ¢leny popisuji struktury, kde oba elek-
trony jsou u jednoho jadra, tj. H"H™, resp. H"H". Tyto iontové struktury maji stejnou
vahu jako struktury kovalentni a je tak zfejmé, Ze metoda MO neni schopna spravné
popsat disociaci molekuly. Srovnani metod MO, VB, metody VB se zahrnutim iontovych
prispévki a experimentalnich vysledkt poskytuje nésledujici tabulka.

Typ vlnové funkce Vazebn4 energie/kJ - mol™!  Vazebna délka/pm
VB 303 87
MO 255 84
VB s iontovymi prispévky 396 74,9
Experiment 458 74,1

Je zde vidét, ze metoda MO poskytuje lepsi hodnotu mezijaderné vzdélenosti, metoda
VB pak lepsi energetiku (taktéZ viz nasledujici obrazek).

E

metoda MO

0.1

metoda VB

0.1
piesné feSeni

1 [ 1 1 1 | 1
R, R/a,

S pouzitim varia¢nfho principu mizeme vinovou funkci vylepsit tim, Ze iontové struktury
do vlnové funkce primichame jenom c¢astecné (mluvime o metodé VB+\)

wVB—i-)\(l; 2) = N[18A<1>1SB(2) I 1SA<2)1SB(1)+
+ A(1s4(1)1sp(2) + 1s4(2)1s5(2)] [a(1)5(2) — a(2)5(1)]
kde parametr \ udava prispévek iontovych struktur. Hodnotu tohoto parametru miizeme
urcit varia¢né, pro optimélni geometrii vychézi jen asi 0,17. Ptispévek je to docela maly,
ale ma velky vyznam, jak je vidét z predchozi tabulky.

(15.25)
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Bohuzel pro molekuly s vice elektrony pocet rezonanc¢nich struktur rychle roste a
pristup metody valen¢ni vazby za¢ina byt ponékud neprakticky. Chemik je (aniz by to
mozné védél) na teorii VB docela zvykly. Napiiklad znamé rezonanéni struktury ben-
zenu se daji interpretovat jako vlnové funkce, které je mozné poskladat z prislusnych
atomovych orbitalu.

15.2.1 Molekulové orbitaly dvouatomovych molekul

Hladiny molekulovych orbitalii dvouatomovych molekul jsou duvérné zndmé kazdému pecli-
véjsimu Ctenéfi zdkladnich ucebnic anorganické chemie. Uplatiiuji se pfitom dvé vysSe zminéna
pravidla o kombinovani orbitalii. Molekulové orbitaly jsou velmi podobné jako pro ion vodiku
(viz obréazek 39), hladiny se pak pro jednotlivé molekuly zapliuji podle vystavbového principu.
Schéma molekulovych orbitalu ale neni dogma, muzete si na nasledujicim obrazku 41 vSimnout,
ze poradi elektronovych hladin v homonukledrnich dvouatomovych molekuldch se méni mezi
02 a NQ.

orbitalni energie
-+ .
-+

Obrazek 41: Jednoelektronové stavy v homonukledrnich dvouatomouvych molekuldch

Pripomenme také, Ze s vySe uvedenymi orbitalnimi diagramy je spojen pojem rad vazby,
definovany jako

*

ne. —mn

2
ktery nam iika, ,kolikandsobna“ je prislusna vazba. Cislo n, je pocet elektront ve vazebnych
orbitalech a n* je pocet elektronii v antivazebnych orbitalech. Tak naptiklad vidime, Ze mole-
kula dusiku je vazana trojnou vazbou. Také by ndm neméla uniknout prekvapiva prediktivni
sila kvalitativni teorie molekulovych orbitali. Z diagramu pro molekulu Os kuptikladu hned
vidime, Ze tato molekula by méla byt paramagnetickd, nebot predstavuje dle Hundova pravidla
biradikal, ma totiz dva neparové elektrony. Paramagnetickd povaha kysliku byla ale fyzikim
znama jiz kratce po jeho zkapalnéni a schopnost vysvétlit tento jev z prvotnich principti notné
prispél ke zvysSeni kreditu metody molekulovych orbitali.

BO = (15.26)
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Zatim jsme se divali pouze na homonukledrni dvouatomové molekuly. Nic nam ale nebréni
hledat molekulové orbitaly popisujici pohyb elektront v dvouatomovych molekulach s riznymi
atomy. Podivejme se na pfipad molekuly NO. Energie 2p orbitalu atomu dusiku je —15 eV,
energie 2p orbitalu atomu kysliku je —17 eV. Orbitalni diagram je zobrazen na obréazku 42.

N (AO) NO (MO) O (AO)

Obrazek 42: Orbitdlni diagram molekuly NO, zndzornény jsou pouye interakce orbitali 2p
a 2s obou atoma

Jelikoz je energie atomu kysliku nizsi, budou MO vazebnych orbitalii tvoreny z vétsi miry prave
orbitaly atomu O a na tom tak bude soustfedén vétsi zéporny naboj. Vsimnéme si také, ze
molekula NO predstavuje dle tohoto schématu radikal.

Podivejme se jesté na jeden piipad, na molekulu fluorovodiku. Elektron v orbitalu 1s atomu
vodiku ma energii —13,6 €V, elektron v orbitalu 2p atomu fluoru mé hodnotu —17,4 eV. Orbi-
talni diagram je ukézan na obréazku 43.

_ 4o
—H—3 G )
3, 3
F (AO) HF (MO) H (AO)

Obrazek 43: Orbitdlni diagram molekuly HF, molekulové orbitaly jsou schematicky nakres-
leny vpravo
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S orbitalem 1s atomu vodiku se ze symetrickych divodii miize kombinovat pouze jediny z orbi-
tali 2p atomu fluoru. Zbylé dva orbitaly se vazby netcastni, nejsou vazebné, ani antivazebné,
nybrz nevazebné. Opét vidime, ze vazebny orbital bude mit vétsi prispévek od atomu fluoru,
konkrétné

¢1 = 0,341sp + 0,842p,p (15.27)

naopak antivazebny orbital bude mit vétsi prispévek od atomu vodiku

¢2 = 0,441sy — 0,632p,p (15.28)

jelikoz v zékladnim stavu elektrony nevazebny orbital nezapliuji, bude vétsi elektronova hustota
lokalizovana na atomu fluoru, a ten tak bude mit zdporny parcialni naboj. Tento typ tvah je
zékladem tzv. Mullikenovy popula¢ni analyzy, o které bude fe¢ v kapitole 19.

15.2.2 Skladani momentu hybnosti v dvouatomovych molekulach, molekulové termy

Ve vicelektronovych dvouatomovych molekulach miizeme primét momentu hybnosti do sméru
osy z s¢itat. Celkové magnetické kvantové ¢islo My vicelektronové molekuly je dano prostym
sou¢tem magnetickych kvantovych ¢isel m; jednotlivych elektront. Mizeme zavést kvantové
¢islo

A =|M;) (15.29)

a zavadime znaceni

A Jof1]2]3]|4
oznaéeni‘Z‘H‘A‘go‘F

K symbolu molekulovych termi pridavame, podobné jako u atomu, i informaci o celkovém
spinovém momentu S, resp. o spinové multiplicité 25 + 1. PiSeme tedy

25N (15.30)

Priklad 21
Zadani A: Méjme elektronovou konfiguraci molekuly oo. Uréete mozné stavy této molekuly.
Regeni A:
Iy, 3%
Zadani B: Mé&jme elektronovou konfiguraci molekuly ww. UrCete mozné stavy této molekuly.
Reseni B:
Iy 3%, 1A, 3A

Muzeme pak jesté uvazovat celkovy moment hybnosti 2 dany souc¢tem orbitalniho a spi-
nového momentu molekuly. Odpovidajici kvantové ¢islo nabyva v souladu s teorii momentu
hybnosti hodnot

A+S,A+S—1,...,A—S (15.31)
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Priklad 22
Zadani: V jakych podstavech se mize nachazet molekula ve stavu 4117

ResSeni:

Energetické rozstépeni téchto stavi je pro prvky o malém protonovém cisle velmi malé, je
déno pouze spinorbitalni interakei, o které jiz byla fe¢ v kapitole 12.

-

Molekuly a jaderné spiny atomovych jader: Ortho a para vodik

Atom vodiku je tvoren protonem a elektronem. V molekule vodiku tak mame dva protony
a kazdy z nich ma svij vlastni jaderny spin. Tyto jaderné spiny se mohou parovat dvojim
zpusobem, bud vytvari singletni stav (celkové I = 0, éemuZz odpovida magnetické spinové
¢islo M; = 0), mluvime o para vodiku a nebo stav tripletni (I = 1, ¢emuZ odpovida
My = 0,+£1), mluvime o ortho vodiku. Za vysoké teploty tak méame pomér ortho ku para
vodiku 3:1. P1i nizkych teplotédch na druhou stranu dominuje para vodik.

15.3 Molekulové orbitaly viceatomovych molekul

Doposud jsme diskutovali pouze dvouatomové molekuly. Elektronovou energii miizeme ale pro-
stfednictvim Hartreeho—Fockovy metody stejné dobie hledat i pro molekuly viceatomové.

Opét budeme hledat molekulové orbitaly jako linearni kombinaci atomovych orbitala. Tyto
molekulové orbitaly nemiizeme jiz klasifikovat s ohledem na chovani vi¢i ose symetrie C,, nebot
molekuly obecné takovouto symetrii nevykazuji. I nizsi symetrie ale mohou slouzit k oznac¢ovani
molekulovych orbitali. Priklad molekulovych orbitalii viceatomové molekuly 1ze najit na ob-
razku 44. V§imnéme si, ze molekulové orbitaly jsou oznac¢ovany pomoci symetrickych symboli
prislusejici grupé symetrie Cs,,, odkazujici na ireducibilni reprezentaci, podle které se ptislusny
orbital transformuje (viz také kapitola 23). Receno jednoduseji, pouzivané symboly fikaji, co se
déje s danym orbitalem pii pusobeni operace symetrie (méni znaménko ¢i nikoliv?).

V pripadé molekuly vody neni tak tplné snadné fici jsou molekulové orbitaly delokalizovany
pres celou molekulu. Rozhodné se nedé ftici, ze urcity molekulovy orbital nalezel urcité vazbeé.
Pro chemika to neni uplné komfortni situace. Od dob Lewisovych je zvykly si chemickou vazbu
predstavovat jako sdileny elektronovy par. Tento par by se pak dle chemického pohledu mél
nachazet nékde mezi dvéma atomy, jako je to v pripadé dvouatomovych molekul.

Tomuto pohledu v principu neni obtizné vyjit vstiic. Orbitaly jsou totiz pouze pomocnymi
veli¢inami, fyzikalné pozorovatelné veli¢iny zavisi toliko na celkové vinové funkci. Kazda trans-
formace orbitalu takova, Zze zanecha vlnovou funkci az na znaménko (obecné fazi) netknutou,
je proto mozné. Ukézeme si, ze takovouto ,neskodnou® transformaci predstavuje vynasobeni
vektoru vytvorenych ze sady orbitali unitdrni matici.

Unitarni matice je definovana vztahem

uu=1 (15.32)
Potom bude platit

det|U*| - det|U| = 1 (15.33)
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Ib, ‘ ' 0(2p,)
3a,

0(2p.) + H (15) + Hy(1s)
1b: ” PQ  oenmavmay
2a, 6 ‘ O(2s) + Hy(1s) + Hy(15)
la, @ O O(1s)

Obrazek 44: Molekulové orbitaly molekuly vody. V prunim sloupci je oznaceni molekulového
orbitalu, v druhém je vizualizace molekulového orbitalu a treti a cturty sloupec pak ukazuje
dominantni prispévky téchto orbitali

Z cehoz vyplyva, ze

det|U| = e

. 15.34
det|U*| = e~ ( )

kde A je libovolné ¢&islo. Pro kazdou unitarni matici U tedy existuje A\ takové, ze plati 15.34.
Nyni si definujme matici

(1) ¢1(2) ... @)
A= : : : (15.35)
en(1) en(2) ... en(N)
Hartreeho—Fockova vinova funkce je pak déna jako
¥(1,2,...,N) = detA (15.36)

Méjme nyni transformovanou sadu orbitali

¢ P1
Sl =Ul (15.37)
Py N
A v této sadé muzeme napsat Slatertiv determinant jako
YP'(1,2,...,N) =det(U-A) (15.38)

z ¢ehoz pak s pouzitim det(AB) = det(A) - det(B) dostaneme
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V'(1,2,...,N) =e™p(1,2,...,N) (15.39)

Nova vlnova funkce se tak od ptvodni vlnové funkce lisi pouze faktorem e, ktery ve druhé
mocniné vymizi. Pro realné vlnové funkce faktor e** neznamena nic jiného nez zménu znaménka.

Vidime tedy, Ze jakakoliv unitarni transformace orbitali nevede k zavazné zmeéné vlnové
funkce. Transformovana sada orbitali je stejné dobrou sadou jako ta ptuvodni (takto trans-
formavané orbitaly ale obecné nemusi byt ortogonalni). Nikdo ndm proto nemuZze zabranit
ve vytvoreni sady atomovych orbitalt, kterd v pripadé tetraedrického usporadéani vazeb, jako
v piipadé molekuly vody, povede ke ¢tyfem orbitalim mificim do vrcholu tetraedru. Pro atom
kysliku dostaneme orbitaly transformované dle vztahu

1 1
Py = 5(28 +2p, + 2py +2p.), ¢ = 5(28 + 2p, — 2p, — 2p.)

1 1 (15.40)
¢ = 5(25 = 2px = 2py +2p2), @) = 5(25 — 2pe + 2py — 2p:)
tj. matice U ma tvar
1 1 1 1
1 -1 -1 1
U— L1 -1 (15.41)
1 -1 1 -1

a snadno se presvédcéime, ze tato matice je skutecné unitarni.

Tyto transformované, tzv. hybridni orbitaly, je mozné vyuzit ke konstrukci molekulovych
orbitalii molekuly vody (¢i kupiikladu molekuly methanu). Ziskané orbitaly se budou nachézet
v oblasti vazeb. Jde ale o zménu viceméné kosmetickou a neni zaddouci pojem hybridizace prece-
novat. Poznamenejme, Ze ptivodni, tzv. kanonické, orbitaly jsou v jistém smyslu ,.fyzikalnéjsi®,
nebot pouze pro né (a nikoliv pro hybridni orbitaly) plati Koopmansiv teorém.?

13K diskuzi o hybridnich orbitalech odkazujeme na starsi ¢lanek A. Sadleje a R. Zahradnika Jsou chemické
jevy podminéné hybridizaci? Chem. Listy, 75, 561-562 (1981) stejné jako na relativné nedavnou zajimavou
vyménu nazori iniciovanou textem A. Grushowa Is It Time To Retire the Hybrid Atomic Orbital? J. Chem.
Educ., 88, 860-862 (2011).
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16 Ab initio metody

V této kapitole se vratime k zakladni tiloze kvantové chemie, tj. k feSeni elektronové Schrédin-
gerovy rovnice pro danou molekulu. Ukazeme si, jak tuto rovnici mizeme v principu obecné
fesit pro atomy a molekuly. Existuji v zésadé tii pristupy k tomuto problému

e Ab initio metody. Schrodingerovu rovnici fesime pomoci hierarchie rizné chytrych
aproximaci (obvykle pfitom za¢iname Hartreeho—Fockovou metodou) bez dodateénych
parametrii. Tyto metody se nazyvaji ab initio (z lat. ,,od pocatku®), jelikoz k vypoctim
potiebujeme dopfedu znat pouze zakladni fyzikalni konstanty jako je hmotnost a néboj
elektronu nebo Planckovu konstantu.

e Semiempirické metody. Tyto metody jsou zalozeny na principech kvantové mechaniky;,
nékteré parametry (typu coulombicky ¢i rezonanéni integral) se pfimo nepocitaji, ale
nastavuji se bud z experimentalnich dat nebo z pfesnéjsich ab initio vypoctu.

e Metody zalozené na teorii funkcionalu hustoty. Teorie funkcionalu hustoty (DFT,
z angl. Density Functional Theory) predstavuje zasadné odlisny piistup od predchozich
dvou. Neni zalozen na hledani vinové funkce, ale soustiedi se na mnohem jednodussi veli-
¢inu — elektronovou hustotu. Metody typu DFT jsou ¢asto Fazeny mezi ab initio metody,
jelikoz v principu vedou k presnému feSeni a prakticka pfesnost je taktéz na drovni ab
1matto metod. Na druhou stranu ale vétsina prakticky pouzivanych metod na bazi DF'T ob-
sahuje nékolik empirickych parametri (mnohem méné nez semiempirické metody), které
se Casto fituji na experimentalni data.

V této kapitole se zaméfime na ab initio metody, metody zalozené na funkcionalu hustoty
a semiempirické metody probereme v nasledujicich kapitolach. Nejjednodussi ab initio metodou
je metoda Hartreeho—Fockova, které jiz byla strucné predstavena v kapitolach 11 a 15. Samotna
Harteeho-Fockova metoda se dnes v praxi pouziva spise méné, ale stéle slouzi jako odrazovy
miustek pro vétsinu ostatnich presnéjsich ab initio metod, tudiz si ji zde zopakujeme a probereme
hloubéji.

Bude uzite¢né si na zacatku jesté jednou ujasnit notaci, abychom se ve vSech téch reckych
pismenech neztratili. Celkovou vinovou funkci budeme znacit symbolem 1), zatimco molekulové
spinorbitaly (MO) budeme znacit ¢. Kazdy MO je sou¢inem prostorové ¢asti ¢ a spinové
¢asti (o nebo (). V ramci aproximace MO-LCAO poté kazdou prostorovou ¢ast MO rozvijime
do baze atomovych orbitalt y. Abychom si usetfili praci s psanim rovnic, budeme v této
kapitole dusledné vyuzivat atomové jednotky. Pocet elektronti zna¢ime N a pocet jader K.

Tabulka 5: Zdkladni symboly pouZité v ndsledujicich kapitoldch

Symbol Vyznam Vlastnosti

(0 Celkova elektronova vlnova funkce 1 = det|pips - - pu|
% Spinorbital w; = ¢;a nebo ¢; 8
) Prostorova ¢ast mol. orbitalu o; = Zjvzl CiX;

a, B Spinové funkce

X Atomové orbitaly [ Ix|*dr =1
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16.1 Hartreeho—Fockova metoda a korela¢ni energie

Zopakujme si nejprve zakladni teze Hartreeho—Fockovy teorie (viz také kapitola 11). Celkovou
vlnovou funkci zde predpokladame ve formé Slaterova determinantu (SD)

ei(l)  (2) - ei(N)
PHF \/% @22(1) 9023(2) SDQ(SN) (16.1)
on(1) en(2) - en(N)
Jelikoz ma SD N! élenii, kde N je pocet elektront, je tfeba pouzit normalizacni faktor —.

VN
Vlnova funkce ve tvaru (antisymetrizovaného) sou¢inu nam 1ika, ze predpokladame nezéavisly

pohyb elektront (v poli jader a ve zprimérovaném poli ostatnich elektroni).
Optimalni jednoelektronové vinové funkce, tj. molekulové orbitaly, ziskAme pomoci variac-
niho principu. K tomu potfebujeme vztah pro integral

E = / I i qr (16.2)

musime tedy vypocitat maticovy element mezi dvéma Slaterovymi determinanty. Vyrazy pro
tyto maticové elementy pro jednotlivé typy operatort (jednoelektronové ¢i dvouelektronové) se
nazyvaji Slaterova—Condonova pravidla. V tomto textu si je odvozovat nebudeme, nicméné
tloha to neni nikterak obtizné. Prehled téchto pravidel je podan v dodatku 28.7. Pomoci téchto
pravidel ziskdme vyraz pro energie v ramci HF metody jako

Z i + Z Z — Omsma; Kij) (16.3)

i J=1+1

kde

H;; = /¢ Hidi(r (16.4)

je maticovy ¢len popisujici jednoelektronové prispévky k energii (tj. kinetickou energii elektronu
a interakci elektronu s jadry, viz definice operatoru h; v rovnici 16.9 nize),

Ty = [[ 61100065 02)) (416 (ra)rac (165)

je coulombovsky integral a

Ky = / 6514167 (12)) - 11)6 r3)r s (16.6)

je vyménny integral. Jako argument u Kroneckerovo delta d,,,,m,, jsou uvedena magneticka
spinova kvantové ¢isla elektronii. Vidime tak, ze vyménné interakce se uplatiiuje pouze mezi
elektrony se stejnym spinem. Vztah 16.3 byl odvozen za predpokladu, Ze jsou molekulové orbi-
taly ortogonalni. Tento pozadavek je ryze praktického razu, ke stejnému vysledku bychom dogli
i bez néj, ale mnohem obtiznéji.

Varia¢ni optimalizaci funkcionalu energie (vice o funkcionalech a variacich si povime v ka-
pitole o0 DFT) dostaneme Fockovy rovnice!*

Fz’ﬁbi = £;Q; (16-7)

14Ve skutecnosti hledame vazany extrém, jelikoz musime zachovat podminku ortonormality MO, z niz byl
odvozen vztah 16.3. Vice viz dodatek 28.6.
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kde Fockiiv operétor F; ma tvar

N
Fr=hit > (= b K ) (16.8)
J#i

kde prvni ¢len zahrnuje kinetickou energii i-tého elektronu a jeho pritazlivou interakci s ato-
movymi jadry dle vztahu

hi=—=N =Y =2 (16.9)

a coulombovsky operator jj a vymeénny operator kj popisuji elektrostatickou a vyménnou
interakci j-tého elektronu se zprumérovanym polem ostatnich elektronu. Definujeme je pomoci
jejich pusobeni na libovolnou funkei f(rq)

Bt = ) [ 122 g, (16.10)
Kjf(r1) = ¢j(r1)/%drz (16.11)

Vsimnéme si, ze Fockovy rovnice jsou formulovany pro prostorovou ¢ast vinové funkce, tj.
spinova ¢ast vlnové funkce zde jiz nevystupuje. Spin jednotlivych elektronii ale roli hraje diky
vyménnému ¢lenu, kterym na sebe ptisobi pouze elektrony stejného spinu.

~

Ohranic¢ena a neohranic¢ena metoda HF

Pauliho vylucovaci princip umoznuje, aby byl kazdy MO obsazen dvéma elektrony s roz-
dilnym spinem. Je tedy rozumné predpokléadat, zZe prostorova ¢ast spinorbitalu bude vzdy
stejné pro elektrony bez ohledu na jejich spin. Hartreeho—Fockové metodé zalozené na
tomto predpokladu se rikd ohrani¢ena Hartreeho—Fockova metoda, byt tento vyraz
nejspise ¢tenar u zadného praktikujictho kvantového chemika neuslysi, zato narazi na
anglicky vyraz Restricted Hartree—Fock, ve zkratce RHF.

Pokud ale popisujeme systémy s otevienymi slupkami, kde jeden ¢i vice orbitalii je obsa-
zen pouze jednim elektronem, muze byt vyhodnéjsi pouzit neohrani¢enou Hartreeho—
Fockovu metodu, UHF (z angl. Unrestricted Hartree—Fock). Zde prostorové ¢asti pro
a a [ elektrony mohou byt odlisné (viz nasledujici obrazek).

N
_|_.
+

Y v

Takovéto vypocty jsou ovSem vypocetné naro¢néjsi a navic takto vytvorena vinova funkce
nepopisuje stav s presné definovanym spinem — do vlnové funkce se ,,pfimichavaji i vyssi
spinové stavy. Pripadné problémy s touto tzv. spinovou kontaminaci je ale mozné
snadno diagnostikovat a pripadné i opravit.

152



Fockovy rovnice jsou slozité integro-diferencialni rovnice pro nezndmé funkce ¢;, coz jsou
nase hledané molekulové orbitaly. Tyto rovnice typicky fesime rozvojem molekulovych orbitali

do béaze orbitalii atomovych
Nao

G =Y i (16.12)
j=1

kde Nao je pocet AO v nasi bazi. Tim se problém vyrazné zjednodusi, jelikoZz nyni nehle-
dame funkce, ale jen ¢iselné koeficienty c;;, které vyjadiuji prispévek j-tého atomového orbitalu
k i-tému molekulovému orbitalu. Vysledné rovnice se nazyvaji Roothanovy, viz vztah 11.36,
a v maticovém tvaru maji tvar

Fc =eSc (16.13)

Jelikoz molekuly jsou slozeny z atomu, vhodnou bazi jsou t¥eba atomy vodikového typu.
Dnes se vSak jiz témér vyhradné pouzivaji Gaussovy funkce, o kterych jiz byla fe¢ v kapitole
11.2. Pokud bychom pouzili nekone¢né velkou bézi, ziskali bychom tzv. Hartreeho—Fockovu
limitu a nase MO by mély nejlepsi mozny tvar. Tato limita ale neni pfesné reseni elektronové
Schrodingerovy rovnice! Predpokladali jsme totiz vinovou funkci ve tvaru Slaterova determi-
nantu. Tato vlnovéa funkce ale trpi principialnimi defekty. V presné vinové funkei by se nam
tfeba nikdy nemohlo stat, ze bychom nalezli dva elektrony na jednom misté, takovéto uspo-
radani by totiz dle Coulombova zdkona mélo nekone¢nou energii. Na tomto misté je dobré si
uvédomit, ze cely koncept molekulovych orbitalii, na ktery jsou chemici jiz tak zvykli, je zalo-
zen na HF teorii, a je tudiz pouze aproximaci. Jakmile se budeme snazit dosdhnout presnéjsich
vysledkii, za¢ne se nam thledny obrazek elektronii sedicich v molekulovych orbitalech rozpadat.

Jelikoz je metoda HF metoda metodou variacni, je energie HF limity vySsi nez skutecna
energie ziskand presnym feSeni nerelativistické Schréodingerovy rovnice (viz obrazek 45). Rozdil
mezi témito dvéma metodami se nazyva korela¢ni energie

Eq=E,— E"™ (16.14)

a je dusledkem toho, Ze jsme zanedbali okamzitou mezielektronovou repulzi. Korelaéni energie
mé vzdy zaporné znaménko.

HF energie s konecnou bazi
HF limita

- _ post-HF metody
korela¢ni energie

presné feSeni nerelativistické
Schrédingerovy rovnice energie

pfesna relativisticka energie

Obrazek 45: Schéma definice korelacni energie. Jednd se o rozdil mezi presnym teSenim
nerelativistické Schridingerovy rovnice o HF' limity
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Korelace pohybu elektroni v HF metodé

Metoda HF' ve skutecnosti dokaze céstecné popsat korelaci mezi pohybem elektrontu —
téch, které maji stejny spin. V boxu Tripletni a singletni stav exitovaného atomu
helia jsme ukézali, Ze pro tripletni vinovou funkci se dva elektrony nemohou nachéazet na
stejném misté v prostoru. Jejich pohyb je tedy korelovan.

Pro vypocet korela¢ni energie je tieba pouzit pokrocilejsich metod, které popiSeme v na-
sledujicich kapitolach. S jistou nadsazkou se da fici, ze pribéh kvantové chemie je pribéhem
elektronové korelace — bez ni neni presnost, ale ziskat ji je bolestivé.

Symbolika v kvantové chemii

V kvantové chemii se setkavame s nékdy dosti nepékné vypadajicimi matematickymi
strukturami, které se Spatné zapisuji a jesté hire sazi do knih. Pouzivaji se proto rizna
zkracend vyjadreni, ktera ale na druhou stranu mohou komplikovat porozuméni textu.
Tak tfeba Slateriv determinant jsme si zvykli zapisovat explicitné

e1(1)  ©1(2) -+ @i(N)

1 |p2(l) 92(2) -+ @2(N)
VN| 5 e He)

on(1) en(2) - en(N)

coz je ponékud nepraktické. Casto se tak setkame s ekvivalentnim zapisem v kompakt-
néjsim tvaru

|p102.-0N) (16.16)

nebo s jesté jednodussim zapisem

|12..N) (16.17)

a nebo se také setkime se Slaterovym determinantem v nasledujici formé

| 91050 | (16.18)

V poslednim zapise znamena horizontalni ¢ara spin S. Ve vySe uvedenych zapisech je
implicitné zahrnut normaliza¢ni faktor.

Setkavame se také s ruznymi zapisy integrali. Napriklad pro jednoelektronovy integral
typu

/ 0} (x)hep;(x)dx (16.19)

zapsané pomoci spinorbitali ¢ jako funkce souradnic x = (r, m,) muZzeme také zazname-
nat pod symbolem (i || j) (fyzikalni notace) nebo narazime na chemickou notaci [i |h| j].
Ale pozor, pokud budeme mit na mysli analogické integraly, ovSem pouze s prostorovou
casti orbitalu, tj.

[ o:@hes(r)ar (16.20)

méli bychom pouzivat symbol (i |h| 7).
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Analogické situace nastava pro dvouelektronové integrély. Ve fyzikalni notaci budeme
psat

o o * * 1
(ilkt) = [ [ i)y ) nx)lxa)dxs (16.21)
12
zatimco v chemické notaci mame
g ; L
i) = [ [ itxa)esxa)) - cixapn(xa)dxada (16.22)

Pokud uvazujeme pouze prostorovou ¢éast, pouzivame opét tieti typ zavorek

wwzﬂﬁwwm%mmmmmz (16.23)

16.2 Jdeme na korelaci poruchoveé: Mgllerova—Plessetova metoda

HF metoda popisuje nezavisle se pohybujici elektrony. Skutecné elektrony se tplné nezavisle
nepohybuji, jejich pohyb je korelovan. Rozdil mezi HF elektrony a skutecnymi elektrony ale
obvykle neni prilis velky, takze bychom mohli pouzit poruchovou teorii. Existuji rtizné cesty
k poruchovému feSeni elektronové Schrodingerovy rovnice, nejcastéji se setkavame s metodou,
kterou jiz v roce 1934 zavedli dansti badatelé Christian Mgller a Milton S. Plesset.

V poruchové metodé je tfeba nejprve najit problém, ktery jsme schopni fesit a ktery je
dostatend blizko presnému fesenf. Zvolme si hamiltonian H© v poruchové teorii jako soucet
jednoelektronovych Fockovych operatorti 16.8

N
HO =3"F, (16.24)
=1

Tento hamiltonian mé jako vlastni funkci Slateriv determinant ziskany z metody HF, pfi-
¢em? se snadno presvédéime, ze odpovidajici energie je rovna souctu orbitélnich energii (zkuste
si t¥eba pro dvouelektronovy systém, s vyuzitim definice Slaterova determinantu a rovnice 16.7)

N
g = / P HY AT = Y ey (16.25)
=1

Pozor, toto ale neni HF energie! V souc¢tu orbitalnich energii jsou mezielektronové interakce
zapocCteny dvakrat, viz rovnice 11.32. Ted si muzeme definovat poruchu Hy;p odectenim rovnice
16.24 od elektronového hamiltonianu. Jednoelektronové ¢leny se vyrusi a ziskdme

N N N N
Hyp=Ha—HO =Y Y ri - [Z > (jj - 5(m5i,msj)f%j>] (16.26)
iJ

i =i+l i j=itl
Vidime, Ze porucha je dana rozdilem mezi coulombickym ¢lenem a efektivnim polem elektront

v HF teorii. Zkusme ted vypocitat poruchovy prispévek prvniho fadu dle rovnice 9.45, kdy
vlnova funkce zustane zatim nezménéni. Checeme tedy vypocitat integral

EW = / WU o dr = / i (Hy = HO) Ty (16.27)

Integral se rozpadne na dva ¢leny, kdy prvni bude HF energie dle 11.32 a druhy ¢len bude roven
souctu orbitalnich energii. Rozdil téchto dvou clent dava — S Z;V:l 1 (Jig = 0(mi, my) Kij),
a tedy energie se zapocitanim poruchového prispévku prvniho fadu je
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Ey = Zé‘z Z Z O (msi, misj) Kij) (16.28)

i J=1+1

To jsme se daleko nedostali! Porucha v prvnim fadu nam ve vysledku dé pouze HF energii.
Uzitecna je tedy az porucha druhého radu, pro kterou ze vztahu 9.52 plati

2
2 o)
EQ _ (D

E, = EMP? — pHF 4 Z ’< (16.29)

Vypadé to, Zze budeme muset pocitat spoustu maticovych elementi mezi zakladnim stavem
a vSemi excitovanymi Slaterovymi determinanty (o téch si vice povime v dalsi podkapitole).
Nastést{ se da ukazat (diky tzv. Brillouinovu!® teorému a Slaterovym—Condonovym pravidlim-
viz 28.7), ze vétsina z nich bude nulova a prispivat budou jen dvojité excitované determinanty,
které zde zjednoduSené znac¢ime w;-ljb (excitujeme dva elektrony z orbitali i a j do orbitala a a
b). Vysledny vzorec tudiz bude

2
Yol Bplus? )|
+ZZ€Q+5b_€rL_€j ( )

ij ab

Metoda zahrnujici ptispévky do druhého fadu poruchové teorie mé zkratku MP2 a je jednou
z nejvice uzivanych metod na vypocet korelaéni energie. Mohli bychom pokracovat a odvodit
vztahy pro vyssi fady a dostali bychom pak metody MP3, MP4 atd. Metoda MP3 nepfinasi
vyrazné zlepseni oproti MP2 a neni pfili§ vyuzivana. Metoda MP4 je velmi pfesné, ale také
velmi vypocetné narocna. Ani ona se v dnesni dobé piili§ nevyuziva, pro velkou pfesnost je
totiz vyhodnéjsi pouzit metody sprazenych klastrii, o kterych bude fe¢ za chvili.

16.3 Jdeme na korelaci variacné: Metoda konfigura¢ni interakce

Alternativni cestu ke korelacni energii nabizi varia¢ni princip. Da se ukazat, Ze mnozina vSech
Slaterovych determinantii, které miuzeme vytvorit z HF molekulovych orbitali, vytvari aplny
soubor funkeci. Muzeme pak presnou vinovou funkei rozvinout do baze Slaterovych determinanti

e Co¢o+ZZO“¢“+ZZZZO“” ab 4 (16.31)

kde prvni ¢len je Slateruv determinant zakladniho stavu a dalsi ¢leny odpovidajici determinan-
tim, kde jsme excitovali jeden nebo vice elektront z obsazeného do neobsazeného orbitalu (viz
obrazek 46). Druhy ¢len odpovida jednonasobnym excitacim (monoexcitacim, viz obrazek 46
vlevo), tfeti ¢len odpovida dvojnasobnym excitacim (biexcitacim, viz obrazek 46 vpravo) atp.
Jednotlivym Slaterovym determinantim muzeme také fikat konfigurace, odtud nézev metody
konfigura¢ni interakce (CI, z angl. Configuration Interaction).

5Toto jméno vyslovi opravdu jen zkuseni frankofilové.
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b— b+
o+ .t
-t -t
i H j —+

monoexcitované stavy biexcitované stavy

Obrazek 46: Schematicky ndkres monoexcitovaniych a biexcitovangch elektronovijch konfi-
guract

Jak nyni uré¢ime koeficienty C;? (Pozor, neplést s koeficienty u atomovych orbitali ¢;; v HF
metodé) Opét pomoci varia¢niho principu. Jelikoz vlnova funkce na téchto koeficientech zavisi
linearné, aplikaci varia¢niho principu dostaneme jiz mnohokrat zminéné sekularni rovnice

HC = EC (16.32)

kde maticové elementy H;; predstavuji integraly mezi Slaterovymi determinanty

Hyj = (i Hal ;) (16.33)

Vysledné matice H mohou byt ¢asto obrovské (rozmér milion krat milion neni vitbec Soku-
jici), ale existuji efektivni metody vypocetni linearni algebry, které si s nimi dokazi poradit.
Hlavni trik je v tom, Ze vétSina elementi v této matici je nulovych, mluvime o tzv. fidké matici.
Naptiklad maticovy element mezi Slaterovym determinantem zékladniho stavu a jednonésobné
excitovanymi Slaterovymi determinanty je nulovy, naopak maticovy element mezi zakladnim
stavem a dvojnasobné excitovanymi konfiguracemi nulovy neni a tyto piispévky jsou také pro
del (28.7) plyne, ze tifeba ¢tyinasobné excitace maji nulovy maticovy element se Slaterovym
determinantem zékladniho stavu. Maji nicméné nenulovy maticovy element s dvojnasobné ex-
citovanymi determinanty a energii tak méni.

Pokud bychom pouzili nekone¢nou béazi AO a zahrnuli vSechny mozné excitace v ramci
Slaterovych determinantii (kterych by bylo taktéz nekoneéné mnoho), dostali bychom ptesné
feSeni Schrodingerovy rovnice. V praxi ale musime pouzit bézi konecnou, mame tedy i ko-
necny pocet molekulovych orbitalii. Pokud v ramci této baze budeme uvazovat vsechny mozné
Slaterovy determinanty, mluvime o metodé iiplné konfiguraéni interakce (FCI, z angl. Full
Configuration Interaction). Zvétsovanim baze se metoda FCI muze libovolné pfiblizit presnému
feseni. Metoda FCI je ale extrémné vypocetné narocné (naro¢nost roste exponencialné s poc¢tem
orbitali) a lze ji tedy pouzit pouze pro malé molekuly s malou bazi.

Pro praktické vypocty tedy musime pocet excitaci omezit. Pokud se omezime pouze na jed-
nonasobné a dvojnasobné excitace, ziskime metodu CISD (z angl. Configuration Interaction
Singles Doubles), ktera byla v minulosti hojné vyuzivana. Metoda CISD je vlastné nejjed-
nodussi pouzitelnd metoda typu konfigura¢ni interakce, pokud bychom se omezili pouze na
jednonasobné excitace, ziskali bychom opét HF energii.

Dnes se metody konfigura¢ni interakce uzivaji méné, jelikoz maji nékteré nevyhody oproti
jinym metodam

e Metoda FCI je sice pfesna, ale v praxi diky exponencidlnimu skalovani nepouzitelna.
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e Rozvoj 16.31 konverguje velmi pomalu. Pro dobrou pfesnost bychom chtéli minimélné
¢tyrnasobné excitace.

e Pokud pouzijeme konec¢ny rozvoj 16.31, tak vysledna metoda nemé spravnou zavislost
na velikosti systému (v zargonu kvantovych chemiki, metoda neni , size konsistentni®).
Co tento pojem znamena? Zjednodusené feceno, pokud metoda neni ,size konsistentni,
tak jeji presnost bude zaviset na velikosti systému. Pro malou molekulu mtuzeme napiiklad
metodou CISD zachytit pfes 90 % korela¢ni energie, ale pro vétsi molekulu mnohem méné.
Pro ,size konsistentni“ metodu by mélo platit, Ze energie dvou nekonec¢né vzdalenych
molekul by méla byt presné rovna dvojnasobku energie jedné molekuly. Na ptikladu dvou
atomu helia lze ale snadno ukazat, ze toto pro metodu CISD neni splnéno. Pro jeden atom
He totiz metoda CISD odpovidd metodé FCI, jelikoz mame pouze dva elektrony, které
muzeme excitovat. Pro dva nekonecné vzdalené atomy helia jiz ale toto neplati, jelikoz
mame uz Ctyfi elektrony a nékteré Slaterovy determinanty tudiz nebudou v CISD metodé
zahrnuty. Metoda MP2 ¢i metoda sprazenych klastri ,,size konsistentni“ jsou, metoda CI
naopak nikoliv.

e Metoda konfigura¢ni interakce mé ale jednoduchy formalismus a neni tézké ji zobecnit
pro tzv. multireferen¢ni p¥ipady, viz oddil 16.5. V téchto pripadech je dnes hojné uzivana.

16.4 Jdeme na korelaci chytie: Metoda sprazenych klastri

Metody sprazenych klastria (CC, z angl. Coupled Cluster) nesou od svého pocatku ¢eskou stopu.
Tyto metody totiz pouzil v kontextu kvantové chemie poprvé Jiri Cizek a také Josef Paldus.
Metoda sprazenych klastri je zaloZena na rafinovaném pfesklddani rozvoje typu CI.

Klicovym pojmem v této metodé jsou takzvané excitaéni operatory. Napiiklad operator T
pisobi na vlnovou funkei zédkladniho stavu jako

NOCCUP Nyirtual

Tipo= ), > v, (16.34)
=1 a

tj. generuje linedrni kombinaci monoexcitovanych konfiguraci. Tento operator obsahuje neurcené
koeficienty t¢ (tzv. amplitudy) popisujici zapojeni jednotlivych excitovanych konfiguraci do
celkové vinové funkce. Obdobné operator T,

NOCCUP NOCCUP Nvirtual Nvirtual

Tyho= > > > D by (16.35)
J @ a b

generuje linearni kombinaci biexcitovanych konfiguraci atp. Celkovy excita¢ni (klastrovy) ope-
rator piSeme jako o ) )
T=T+1T+ ---Ty (16.36)

VInovou funkci v rameci metody sprazenych klastru zapisujeme v ponékud neobvyklém tvaru

YO = eTyy (16.37)

kde 1)y je referen¢ni funkce, vétsinou z metody HF. Zde se poprvé setkavame s pojmem expo-
nencialy operatoru. Neni tfeba se jej leknout, jen si musime uvédomit, jak je vlastné definovana
normalni exponencialni funkce e*. Exponencidlni funkci ¢isla mizeme definovat pomoci Taylo-
rova rozvoje

T G xn
e’ =) — (16.38)
=0
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Tu samou definici nyni muzeme pouzit i na operatory, musime jen védét, jak operatory umoc-
novat. To jsme si ale Tekli jiz v kapitole 2.2. Operator umocnény na n-tou prosté znamené, ze
jej aplikujeme n-krat za sebou na tu samou funkci. Exponenciala excita¢niho operatoru tedy
vyjde jako

A

. . T?
Tato rada je nekonecné, ale v rozvoji eTq)O je pouze kone¢ny pocet nenulovych prvki, nebot
molekula mé pouze konec¢ny pocet elektroni, které lze excitovat.

Jaka je vlastné vyhoda takto slozitého zapisu? Pokud pouzijeme uplny excita¢ni operator,
tak dojdeme k pfesnému feSeni stejné jako metodou FCI. Budeme potfebovat stejné mnoz-
stvi parametri, at uz je nazyvame rozvojovymi koeficienty (v metodé CI) nebo amplitudami
(v metodé CC). Vyhody se ale objevi, kdyz excitacni operator za¢neme ofezavat. KdyZz napii-
klad vezmeme v potaz pouze mono a biexcitace, dostaneme metodu CCSD (z angl. Coupled
Cluster Singles Doubles). Na rozdil od metody CISD je ovsem CCSD size-konzistentni a navic
dostaneme vétsi podil korela¢ni energie. To je dano praveé zvlastnim tvarem CC vlnové funkce,
diky kterému i na trovni CCSD dostaneme napiiklad i pfiblizny pfispévek ¢tyifnasobnych ex-
citact, jelikoz v exponencialnf fadé je piftomen operator 7 2. Stadf nam pritom stejny pocet
parametri jako v metodé CISD.
rovnice této metody urcujici amplitudy ¢ klastrového operatoru. Metody sprazenych klastri jsou
stejné jako poruchové metody size-konzistentni a obdobné nejsou varia¢ni. Ukazuje se ale, Ze
interakce dnes pouzivaji méné casto nez poruchové metody a metody sprazenych klastri.

Jak jsme si jiz fekli v pfedchozi podkapitole, metody zalozené na rozvoji typu konfiguracni
interakce konverguji dosti pomalu k presnému feSeni. Tvar vinové funkce v metodé sprazenych
klastrii tuto konvergenci znacné urychluje. Uz se zahrnutim trojitych excitaci dostdvame vy-
sledky s tzv. chemickou pFesnosti (tzn. relativni energie s piesnosti 1 kcal - mol™!, coZ je
zhruba 4 kJ-mol™!). Metoda CCSD(T) je v soucasné dob& povazovana za ,zlaty standard®
kvantové chemie. V metodé CCSD(T) jsou trojité excitace zahrnuty v ramci poruchového po-
¢tu. Vypocetni naro¢nost této metody dovoluje na soucasné trovni popsani molekul s 10-50
atomy. Uzitim raznych technik linedrniho skalovani lze ale toto pouziti zna¢né rozsitit, takze je
pak mozné vypocitat vlastnosti tfeba i pro malou molekulu proteinu obsahujici stovky atoma.

16.5 Multireferen¢ni metody

Vsechny metody, které jsme probrali vyse, vychazi z Hartreeho-Fockovy aproximace. Pred-
pokladaji, ze popis molekuly pomoci jednoho Slaterova determinantu je v zasadé v poradku,
jenom je potieba udélat mensi facelift. Nékdy je ale popis jedinym Slaterovym determinantem
z gruntu Spatné.

Kupodivu se mizeme se selhdnim Hartreeho-Fockovy metody setkat i v jednoduchych si-
tuacich. Uvazme molekulu vodiku Hy v zdkladnim stavu. Na obrazku 47 je ukazan diagram
orbitalnich energii pro rovnovaznou geometrii a pro disociovanou strukturu. Uvazme prvni pii-
pad. Zde bez potizi umistime dva elektrony do nejnizsiho orbitalu o, = N(1ss + 1lsp), coz
odpovida Slaterovu determinantu
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Obrazek 47: Schematickd disociacni kiivka molekuly vodiku a energetika molekulovych a
atomovych orbitali pro vazanou molekulu a disociované atomy

Jenomze pro disociovanou strukturu (coz je v tomto piipadé trivialné feSitelny problém
metodou separace proménnych s feSenim W (1,2)=1s4(1)1sp(2) a £ = 2Ey = —27,2 V) ted
nevime, jaky orbital vlastné dosadit do Slaterova determinantu 16.40. Vazebny nebo antiva-
zebny? Vzdyt maji oba stejnou energii! Pokud si vybereme stejné jako v predchozim piipadé
symetricky o,, ziskdme vlnovou funkei (pro jednoduchost zde neuvadime spinovou ¢ést)

1sa(1)1sp(2) + 1sp(1)1sa(2) + 1sa(1)1s4(2) + 1sp(1)1sp(2) (16.41)

Prvni dva ¢leny zde odpovidaji (spravng) kovalentni struktufre, ale druhé dva ¢leny popisuji
ionty, H"---H~ a H™---H". Tomu bude odpovidat energie, kterd bude z poloviny dana ne-
utralnimi atomy a z poloviny ionty. Iontové prispévky ale nechceme, odpovidaji vyssi energii
— v iontové konfiguraci totiz jsou dva elektrony u jednoho atomu a budou se tudiz odpuzovat,
zatimco u dvou nekonecné vzdalenych atomt vodiku se elektrony viibec nepotkaji. Spravna
vlnova funkce je dana rozdilem Slaterovych determinanti

Y = \/g(ag —0y) (16.42)

Je tedy vidét, ze v pripadé rozstépeni chemické vazby za vzniku biradikilové struktury je
potieba pouzit vice nez jeden Slateruv determinant. Metoda HF kvalitativné selhava.

Resenfm je pouzit velmi omezeny rozvoj typu konfiguracni interakce, do kterého zahr-
neme pouze excitace z orbitali v blizkosti nejvyssiho obsazeného molekulového orbitalu HOMO
(z angl. Highest Occupied Molecular Orbital) a z nejnizsiho neobsazeného molekulového orbitalu
LUMO (z angl. Lowest Unoccupied Molecular Orbital). Tuto mnozinu orbitali, ze kterych a do
kterych excitujeme, nazyvame aktivnim prostorem, viz obrazek 48. Tato metoda ma zkratku
CASSCEF (z angl. Complete Active Space — Self Consistent Field). Narozdil od metody CI
u CASSCF metody optimalizujeme obé sady koeficientti zaroven — optimalizujeme tedy koefi-
cienty C%, urcujici prispévek jednotlivych Slaterovych determinanti do celkové vinové funkce i
koeficienty c;;, urcujici prispévek atomovych orbitali do molekulového orbitalu.
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+‘_ HOMO aktivni prostor

Obrazek 48: Schematicky ndkres aktivniho prostoru v metodé CASSCE. Do rozvoje typu
konfiguracni interakce zahrneme pouze excitace z orbitali v blizkosti nejvyssiho obsazeného
molekulového orbitalu HOMO a z nejnizsiho neobsazeného molekulového orbitalu LUMO

Metoda CASSCF pokryva tu ¢ast korelacni energie, ktera souvisi s principialni nedostatec-
nosti jednoho Slaterova determinantu pro popis molekuly, mluvime o tzv. statické korelaci.
I v metodé CASSCF s koneénym aktivnim prostorem je ale nespravné popsana okamzita in-
terakce mezi elektrony, tzv. dynamickA korelace.'® Dynamickou korelaci pak miizeme dodat
kuptikladu pomoci poruchové teorie aplikované na referen¢ni vilnovou funkci z metody CASSCF
(v ptipadé poruchové teorie druhého fadu pak dostaneme ¢asto uzivanou metodu CASPT?2),
nebo pomoci metody konfigura¢ni interakce (zde dostaneme metodu multireferenéni konfigu-
raéni interakce, MRCI). Dynamickou korelaci mizeme také dodat pomoci metod zaloZenych
na teorii spfazenych klastri. Obecné mluvime o multireferen¢nich metodéch.

Disociace vazby za vzniku biradikali neni ale jedina situace, pro kterou je metoda HF
nedostatecné. Jinym takovym pripadem jsou excitované stavy molekul. I kdyby byl zakladni
a excitovany stav popsan kvalitné jednim Slaterovym determinantem, pujde o jiny Slatertuv
determinant pro kazdy ze stavii. Pro konzistentni popis obou stavii najednou (tfeba pfi vypo-
¢tech excitacnich energii) je tudiz Zadouci opét pouZit rozvoj do vice Slaterovych determinantii.
S multireferenénimi metodami se proto ¢asto setkame ve spektroskopii a fotochemii.

Resen{ Schrodingerovy rovnice hodem kostkou

Schrédingerovu rovnici muzeme feSit nejriuznéjsimi vice ¢i méné ortodoxnimi metodami.
Jedna z téch méné obvyklych metod nese nazev diftzni Monte Carlo (DMC) metoda.
Tento pfistup vychazi z casové zavislé Schrodingerovy rovnice

,hﬁqf(x,t) R OP(x,t)

' o 2m 02
kterou jsme si zapsali pro ptipad pohybu jedné ¢astice v potencidlu V' (z). Tato rovnice
ale vypada skoro stejné jako rovnice popisujici diftzi ¢éstic, jestlize v misté x dochazi k
chemické reakci s rychlostni konstantou k(x)

+ V(x)U(x,t) (16.43)

Oc(z,t) Dﬁzc(x, t)

ot agz T k@), ) (16.44)

16D¢leni koreladni energie na statickou a dynamickou je ponékud umélé a nejednoznaéna.
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Rozdil mezi témito dvéma rovnicemi je pouze kosmeticky, rovnice budou stejné, pokud
provedeme substituci D = %, k(x) = Vé”’), ale hlavné budeme hledat reseni Schrodinge-
rovy rovnice W(z, 7) jako funkei imaginarniho ¢asu 7 = it.

Jinymi slovy, budeme-li modelovat diftizi castice v prostiedi, kde ¢astice mohou vznikat
a zanikat, dostaneme ¢asové zéavislou vlnovou funkci jako funkci imaginarniho casu. Trik
spoc¢iva v tom, ze diftizi jsme schopni modelovat jako ndhodny déj, jednoduSe hazime
kostkou a pohybujeme se bud doleva nebo doprava. Pokud tak u¢inime mnohokrate,
rozdéleni ,ndhodnych chodci“ bude sledovat vilnovou funkeci v imaginarnim case 7.

K ¢emu nam ale je vlnova funkce vyvijejici se v imaginarnim case? Obecné feSeni Casové
zévislé Schrodingerovy rovnice je mozné (zcela v duchu axiomatiky kvantové mechaniky)
zapsat jako linearni kombinaci ¢asové zavislych stacionarnich feseni (viz 1.58)

N
U, t) = 3 y(a)e (16.45)
n=1
coz zapsano pomoci imaginarniho ¢asu prechazi na
N E.
U(z,7) =) tu(x)e 77 (16.46)
n=0

Pokud tak budeme modelovat vyvoj vinové funkce v imaginarnim case, bude nidm vlnova
funkce exponencialné ubyvat, nejpomaleji vSak bude ubyvat vinova funkce zékladniho
stavu. Bude tak platit, Zze (az na normalizaci)

lim U(x,7) = ¢o(x) (16.47)

T—00
Metoda DMC je mimoradné efektivni, ma to ale hac¢ek. Funguje bajecné pro bosony, ale
pro fermiony se trochu obtizné vyrovnava s tzv. uzlovymi plochami, které oddéluji vinovou
funkci s kladnym a zapornym znaménkem. Mnohoelektronova vinova funkce méa téchto
uzlovych ploch velké mnozstvi diky antisymetrii vlnové funkce. Pokud bychom védéli, kde
tyto plochy jsou umistény, metodou DMC bychom byli schopni energii snadno spocitat.
V praxi se miuze pouzit tfeba HF metoda k lokalizaci uzlovych ploch kombinovana s
metodou DMC k dopocitani detailu.
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17 Teorie funkcionalu hustoty

Pomoci metod zaloZenych na teorii funkcionalu hustoty (dale jen metod DFT) se v poslednich
zhruba dvaceti letech provadi vétsina kvantové-chemickych vypocti — chemik obcas vyuzivajici
kvantové-chemické programy c¢asto DF'T a kvantovou chemii povazuje za synonyma. Popula-
rita DF'T je déna jeji prijatelnou vypocetni naro¢nosti, kterd o mnoho neprevysuje narocnost
Hartreeho-Fockovy metody. Vypocty jsou ale typicky daleko presnéjsi, nebot metody DFT za-
hrnuji korelacni energii. Efektivita DF'T je déana tim, Ze nepracuje s pomérné slozitou vlnovou
funkei (tj. funkei 3N souradnic elektronti), ale s tzv. elektronovou hustotou (viz nize), coz je
funkce pouze tii prostorovych soutadnic.

Predstavme si zékladni pojmy a zatnéme pojmem funkcional. Pojdme si nejprve piipo-
menout, jak funguje funkce. Do funkce vlozime nezévisle proménou, tedy néjaké ¢islo, a na
oplatku dostaneme ¢islo jiné, neboli zavisle proménnou. Jde tedy o zobrazeni z prostoru cisel
opét do prostoru ¢isel. U funkcionélu je to velmi podobné, akorat na vstupu neni ¢islo, ale
funkce. Pokud to tedy fekneme vice matematicky, funkcional je zobrazeni z prostoru funkci na
prostor (kupf. redlnych) ¢isel. Jednoduchym funkcionalem je napiiklad urcity integral

Flf(z)] = / f(z)dz (17.1)

Zde dodame vstupni funkci a vrati se nam jedno jediné ¢islo. PovSsimnéte si zde zapisu funk-
cionélu pomoci hranatych zavorek. Pro priklad funkcionélu v kvantové mechanice nemusime
chodit daleko, staci se podivat na vyraz pro energii

B[] = /w*ﬁwdf (17.2)

Mezi funkcemi a funkcionaly existuji i dalsi podobnosti. Pojmy jako minimum a maxi-
mum funkcionalu maji prakticky stejny vyznam jako minimum a maximum funkce. Existuje i
funkcionalni analogie k dobfe znamé derivaci funkce — mluvime o variaci funkcionalu. Kdyz
derivujeme funkci, tak se divime, co se déje se zavisle proménnou pii malé zméné nezavisle
proménné. U variace funkcionalu je to podobné. Zajima nés, jak se zméni hodnota funkcionalu,
nas dulezité, ze pro variace plati podobné vztahy jako pro derivace. Da se napiiklad ukazat, ze
v minimu funkcionélu je jeho variace nulova. Jiz dobfe znamy varia¢ni princip (koneéné vime,
pro¢ se mu tak ika!) pak muZeme napsat jednoduse pomoci variace funkcionélu energie jako

SE[] =0 (17.3)

Ted se muzeme vratit k definici tstfedni veli¢iny této kapitoly — elektronové hustoty p(r).
Elektronova hustota mé na rozdil od vlnové funkce p¥imy fyzikalni vyznam. Jedné se o pravdé-
podobnost, ze v néjakém bodé prostoru najdeme libovolny elektron. Je diilezité si uvédomit
rozdil mezi elektronovou hustotou a &tvercem vlnové funkce. Ctverec vinové funkce nam udavé
pravdépodobnost, ze prvni elektron mé spin mg; a nachézi se v bodé ry, druhy elektron méa
na celkem 4N proménnych (N je pocet elektroni), zatimco elektronova hustota zavisi jen na
tfech proménnych.

Elektronova hustota souvisi s vlnovou funkci systému dle vztahu

p(ry) = N/ [9(ry,To, .. 1) [2dry ... dry, (17.4)
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Obrazek 49: Elektronovd hustota v molekule vody, v polohdch jader md elektronovd hustota
mazrima

Integrujeme tedy Ctverec vinové funkce pies vSechny elektrony kromé prvniho. Zopakujme,
ze nas zajima pravdépodobnost nalezeni jakéhokoli elektronu, poloha ostatnich nés nezajima,
a musime tedy pres jejich polohy integrovat. Prvni elektron ale neni nijak odlisny od ostat-
nich, stejné dobie bychom mohli udélat to samé pro druhy elektron. Jelikoz je vlnova funkce
antisymetricka, dosli bychom ke stejnému vysledku. Z toho vyplyva nasobici faktor N pred
integralem.

7 této definice elektronové hustoty hned plyne nékolik dilezitych vlastnosti

e Elektronova hustota je nezaporna velic¢ina, plati tedy

p(r) >0 (17.5)

e Pokud zintegrujeme elektronovou hustotu pres cely prostor, dostaneme pocet elektroni
v systému jako

/p(r)dr =N (17.6)
Pro elektronovou hustotu dale plati

e V misté, kde se nachézi jadra, ma elektronova hustota maxima. Elektrony se totiz budou
chtit pohybovat co nejblize kladné nabitym jadram (viz obrazek 49).

e V maximu pak pro coulombicky potencial plati nasledujici tvrzeni.

R

kde Z 4 je naboj prislusného atomového jadra a Ry je poloha daného jadra. Toto tvrzeni
neni na prvni pohled ziejmé, ale necht nam je ¢tenar pro ted véri.

7 téchto vlastnosti vidime, Ze pokud znédme elektronovou hustotu, tak zaroven také muzeme
zjistit pocet elektront IV, polohu jader i jejich ndbojové ¢islo Z 4. To jsou ale presné ty informace,
které jsou potieba ke specifikaci elektronového hamiltonianu (zde v atomovych jednotkéch)

N N N

N 1 1 Al ZA
H81:—§ZAz+Z Z 7"__ ZT‘_ (178)
i=1 4

i=1 j=itl ¥ =1 A=1 '
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kde jsme vynechali pro jednoduchost ¢len popisujici odpuzovéani jader, jenz je stejné v ramci
Bornovy-Oppenheimerovy aproximace roven konstanté (pouzité symboly jsou vysvétleny na
pocatku kapitoly 16). Pokud ale elektronova hustota jednozna¢né uréuje hamiltonian, tak poté
z feSeni Schrodingerovy rovnice ziskame taky energii a vinovou funkei, a tudiz vsechny potfebné
veli¢iny. Cely sled tivah mizeme shrnout do tvrzeni, ze energie je funkcionilem hustoty.
Podobnym zpisobem se ziejmé ubiraly avahy Hohenberga a Kohna, ktefi postavili teorii DFT
na pevné fyzikalni zéklady.

17.1 Hohenbergovy—Kohnovy teorémy

V roce 1964 publikovali Hohenberg s Kohnem préaci, které odstartovala vyvoj sou¢asnych metod
DFT. V tomto ¢lanku byly dokazény dva dilezité teorémy. K jejich lepsimu pochopeni si jesté
musime zavést pojem externiho potencialu v, ktery nam 1ika, v jakém vnéjsim poli se
elektrony pohybuji. Externi potencidl ma v pripadé hamiltonidnu 17.8 tvar

N K ZJ
Vext = _ZZE (179)

i=1 J=1 "

tj. popisuje celkovou interakci elektront s coulombovskym potencialem atomovych jader. Jeli-
koz se v DF'T na vSe divame z pohledu elektronti, tak se tomuto potencialu rika externi, protoze
nepochézi ze samotnych elektroni. Je dilezité si uvédomit, Zze externi potencidl definuje ha-
miltonidn 17.8, nebot ostatni Cleny zéavisi pouze na poctu elektront v systému. Molekula od
molekuly ¢i geometrie od jiné geometrie se lisi pravé externim potencidlem. Nyni jiz mtuzeme
prejit ke slibenym teorémutm.

Prvni Hohenbergiv—Kohniiv teorém hovoii o vyznamnosti elektronové hustoty.

Pro libovolny systém interagujicich elektroni je externi potencial vy jednoznacné
urcen elektronovou hustotou (az na konstantu).

Disledek tohoto tvrzeni jsme si jiz naznacili diive. Pokud mame jednozna¢né dany externi
potencial, pak také zname hamiltonian a mizeme v principu spocitat vinovou funkci i energii,
které jsou tudiz jednoznacné urceny pouze elektronovou hustotou. Elektronova energie je
tedy jednoznac¢nym funkcionilem elektronové hustoty neboli v matematickém zapisu

Eq = Ealp] (17.10)

Pokud bychom tedy tento funkcionél znali a znali také spravnou hustotu, tak bychom mohli
ziskat energii i bez feSeni Schédingerovy rovnice a hledani vlnovych funkei.

Diikaz prvniho Hohenbergova-Kohnova teorému

Pomocné tvrzeni: Nejprve si musime odvodit pomocny vztah pro stfedni hodnotu ex-
terniho potencialu. Rozepisme si nejprve externi potencial na soucet jednoelektronovych

prispévkiu
N N K 5
Vext :ZV'L' :ZZ_J (1711)
i=1

T
=1 J=1 %

Pojdme si nyni vy¢cislit integral

/Vextw(rl,...,rN)FdT (17.12)
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Dosazenim vztahu 17.11 a vhodnym preusporddanim mnohonésobného integralu dosta-

i/’/ (/‘w(rla'“arN)’QHer) dr; (17.13)

i
Vyraz v hranaté zavorce neni ale nic jiného nez elektronova hustota p (aZ na nasobny
faktor V), dostavame tedy finalni vztah

/Vext (e, . on)|P dr = é/w(ri)%dri = /Z/(r)p(r)dr (17.14)

nebot potenciél v;, ve kterém se pohybuje i-ty elektron, je pro kazdy elektron identicky.
Didkaz HK1: Dukaz se provadi sporem. Predpokladejme, Ze jedné dané hustoté p prislusi

dva razné externi potencidly ve,;1 a Vego, kterym piislusi hamiltonidny H; a Hs a vinové
funkce 1, a 1. Pak diky varia¢nimu principu musi platit

E = / Wi Hypdr < / 3 HyabodT (17.15)
protoze kdyz ve funkcionalu energie k hamiltonianu H, pritadime funkci )5, ktera neni
jeho vlastni funkci zékladniho stavu, tak musime dostat vétsi energii nez pii pouziti

skutecné vlastni funkce ;.
Nyni sikovné prepiSeme pravou stranu nerovnosti jako

/ b Hibodr = / b Hoythodr + / b (f}l - ﬁg) bodr = Byt / p(r) (i —wp)dr (17.16)
V posledni rovnosti jsme vyuzili toho, Ze oba hamiltoniany se lisi pouze externim poten-

cidlem, a pouzili jsme vztah 17.14.
Vyslo ndm tedy, ze plati nerovnost

E, < Ey + /p(r)(yl — y)dr (17.17)

Tu samou argumentaci bychom ale mohli také pouzit opacné

/ W3 Hythodr < / i Hytprdr (17.18)
a dostali bychom
E, < By + /p(r)(V2 —vp)dr (17.19)

Sec¢tenim obou rovnic 17.17 a 17.19 tedy dostavame
Ei+ Ey, < By + By (1720)

coz nemize platit, a tedy nas puvodni predpoklad o existenci dvou ruznych externich
potenciali je také chybny.
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Formélné muzeme funkcional energie napsat jako

E:/@%mh:/wﬂm+/Mﬂww+/w%mw:TM+mm+wwunm)

Vidime, Ze funkciondl energie se stejné jako prislusny hamiltonidn 17.8 sklada ze tii riznych
prispévkii — funkcionalu kinetické energie elektroni T'[p], funkcionalu interakce elektronii mezi
sebou V. [p] a funkcionalu interakce elektroni s jadry (obecné s externim potencidlem) Vie[p].
Explicitni tvar posledné jmenovaného funkcionélu jsme si jiz vlastné odvodili rovnici 17.14 a
plati tedy

Vel = [ vlop(r)ar (17.22)

Soucet zbylych dvou funkcionali nazyvame Hohenbergovym-Kohnovym funkcionalem a zna-
¢ime Fyklp]. Celkovy funkcional energie tedy muzeme zapsat jako

EM=TM+@M+W@F¢@M+/MW@W~ (17.23)

Pfesny tvar Hohenbergova-Kohnova funkcionélu Fyk[p] bohuzel neni znam. OvSem i kdy-
bychom jej znali, tak nam stale néco schazi k jeho tspésnému pouziti. Nevime totiz, jak zis-
kat pro dany systém spravnou elektronovou hustotu p, kterou bychom do néj mohli dosadit.
Samoziejmé kdybychom znali vlnovou funkei, tak staci dosadit do defini¢niho vztahu 17.4.
Tomu se ale préavé chceme vyhnout! Smyslem celé teorie funkcionalu hustoty je vyhnout se pii-
mému TeSeni elektronové Schrédingerovy rovnice. Cestu k elektronové hustoté nam dava druhy
Hohenbergiv—Kohniiv teorém.

Piedpokladejme, ze danému externimu potencialu v, prislusi elektronova hustota
po- Pak pro jakoukoli jinou elektronovou hustotu'” p’ bude platit

Elpo] < Elf] (17.24)

Nejedna se o nic jiného nez variantu varia¢niho principu, ktery taky vyuzijeme k diikazu.

Diikaz druhého Hohenbergova—Kohnova teorému

Zjednodusené bychom si teorém mohli dokézat nasledovné. Z prvniho HK teorému plyne,
ze jakékoli funkce p’ patii k externimu potenciélu v/, ktery je odlisny od vexs, a prislusi
k nému vlnova funkce ¢’. Pokud ale pro tuto vlnovou funkci vy¢islime energii, pak nam
z jiz znamého variac¢niho principu plyne

/W%WM:EM>EM] (17.25)

coz jsme chtéli dokazat.

\.

Druhy HK teorém nam tedy dava principialni navod, jak hledat elektronovou hustotu. Budeme

Hohenbergovy—Kohnovy teorémy déavaji DF'T solidni fyzikalni zaklad, moc nés ale neposu-
nuji k praktické aplikaci, jelikoz nezname presny funkcional Fyk[p]. Praktickou cestu k DFT
vypoctum ukazali Kohn s Shamem v roce 1965.

1TPtesnéji feceno, dana elektronova hustota musi byt takzvané v-reprezentovatelna, neboli musi k ni piisluget
néjaky externi potencial. Pro funkce, které toto nespliuji, 2. HK teorém neplati.

167



17.2 Kohnovy—Shamovy rovnice

Nyni stojime pied zasadnim problémem nalezeni alespon piiblizného funkcionalu Fykl[p], ve
kterém je zahrnuta kinetické energie elektronti, klasicka coulombovska interakce mezi elektrony
a dale korela¢ni a vyménné efekty. Ukazalo se, Ze nejvétsi potize ¢ini dostatecné presné vyjadrent
funkcionalu pro kinetickou energii. Tento problém je tak zasadni, Ze budeme muset ¢astecné
obétovat nas puvodni cil a vratit se k molekulovym orbitalim popisujicim nezavisly pohyb
elektront. Pokud totiz mame N elektront, kde -ty elektron je umistén v molekulovém orbitalu
©;, muzeme vycislit kinetickou energii dle vztahu

N
1
Eyin = —5 Zl / ©iAjp;dr; (17-26)

Spocitame tedy kinetickou energii pro kazdy elektron popsany jednoelektronovou vinovou
funkei (orbitalem) a energie se¢teme. S takto postavenou teorii pfisli v roce 1965 Kohn se
Shamem.

Zacneme s tim, Ze si zopakujeme, co vime o systému neinteragujicich elektront. Jestlize
elektrony na sebe vzajemné explicitné neptsobi, bude se kazdy elektron pohybovat v potencialu
Ve, kde prislusny potencial miaze pochazet napiiklad od atomovych jader nebo od (fixné dané)
distribuce nédboje. Mizeme pak pouzit metodu separace proménnych. Regenf pak budeme hle-
dat ve formé Slaterova determinantu konstruovaného pomoci orbitalta ¢;, které budou feSenim
jednoelektronovych rovnic

1
<_§Ai + Vaff,z‘) Vi = Ep; (17.27)

pricemz elektronova hustota bude dana prostym souctem elektronovych hustot jednotlivych
elektront

plr) = leil’ (17.28)

Funkcional energie muzeme formalné zapsat jako soucet funkcionalu kinetické energie a funkci-
onalu potencialni energie, pri¢emz oba ¢leny jsme schopni pro soubor neinteragujicich elektront
vycislit

N N
1
E(p) =Tulp) + V(p) = ) / o (—§Ai> pudr; + Y / o1V pidr; (17.29)
=1 =1

Druhy ¢len je ale mozné vyjadrit pomoci hustoty p, takze muzeme psat

E(p) = Tulp) + / p(x)Vag (1) dr (17.30)

Pro soubor neinteragujicich elektront tedy energii jako funkcionél hustoty zname, byt kinetickou
energii musime vypocitat s pomoci orbitalii.

Pojdme se ted s Kohnem a Shamem podivat, jak bychom vySe uvedenych vysledki mohli
vyuzit. Zkusime funkcional zapsat ve tvaru 17.30. Definujme si fiktivni systém neinteraguji-
cich elektronii (podobné jako v Hartreeho—Fockové teorii zde elektrony interaguji pouze skrze
efektivni potencial), ktery je zvolen tak, aby jeho elektronova hustota byla rovna elektronové
hustoté realného interagujicitho systému. Funkciondl energie se rozepise nasledujicim zptisobem

1
Elp] = T.[p] + 5 // Mdrldrg + FExc + /l/extpdr (17.31)
12

168



kde
Exc = (Tlp] = Talp]) + Exc(p) (17.32)

V rovnici 17.31 je T,[p] kineticka energie fiktivniho neinteragujiciho systému, druhy ¢len od-
povida klasické mezielektronové repulzi (nasobi se jednou polovinou, aby se interakce elektro-
novych oblaki nezapocitavaly dvakrat), Exc se oznacuje jako vyménné-korelaéni potenciél a
zahrnuje vSe, co souvisi s interakci mezi dvéma elektrony a nepopsali jsme to predchozim kla-
sickym ¢lenem, tj. vyménnou a korela¢ni interakci (o tomto ¢lenu ale bohuzel nic nevime). Exc
zahrnuje 1 je rozdil kinetickych energii realného a neinteragujiciho systému (o tomto ¢lenu také
nic nevime). Posledni ¢len v rovnici 17.31, vey, odpovida interakei elektront s jadry (tento ¢len
dokazeme s pomoci hustoty snadno spoéitat).
Predpokladejme, ze vymeénné-korela¢ni ¢len mizeme napsat ve formé

Exclp] = /VXC(r)p(r)dr (17.33)

Vidime ted, Ze funkcional energie je mozné zapsat ve tvaru 17.30, pokud poloZime

‘/eff = Vext<r) +/

To je ale funkcional pro systém nezavislych elektronu! Staci ted vy¥esit rovnice 17.27 s efektiv-
nim potencidlem 17.34 (mluvime pak o Kohnovych—Shamovych rovnicich), ziskime sadu
Kohnovych—Shamovych orbitali ¢;, ze kterych pak ziskame energii pomoci rovnice 17.30.
Kohnovy-Shamovy se fesi podobné jako rovnice Hartreeho—Fockovy rozvojem do baze AO.

Energie spoc¢itana pomoci Kohnovych—Shamovych rovnic formalné zahrnuje i korela¢ni ener-
gii. V ¢em je tedy problém? Nezname bohuzel vyménné-korelaéni ¢len Fxc[p]. Vime nicméné, Ze
tento ¢len nebude proti zbytku velky a existuje fada ptibliznych ptistupi k jeho kvalifikovanému
odhadu. O tom bude fe¢ v nésledujici kapitole.

P1i nasem odvozeni jsme udélali predpoklad 17.33. Ten pii presném odvozeni Kohnovych—
Shamovych rovnice neni nutny. Museli bychom se ale seznamit aspon se zakladni terminologif
varia¢niho po¢tu, kde bychom pak zjistili, Ze vyménné-korelacni potencial Vic(r) predstavuje
funkcionalni derivace (variace) vyménné-korela¢niho funkcionalu Exc[p]. Pro aéely tohoto uvod-
niho kurzu neni tfeba do téchto detailu zachazet. Pro pripadného zdjemce o podrobnéjsi pohled
na DFT doporucujeme klasickou publikaci R. G. Parr, W. Yang Density-Functional Theory of
Atoms and Molecules. Oxford University Press, 1989.

r
|rp(_ 1)2‘ dry + Viel(r) (17.34)

Orbitalni energie v Kohnovych—Shamovych rovnicich

V' Kohnovych—Shamovych rovnicich vystupuji, podobné jako v rovnicich Hartreeho—
Fockovych, orbitalni energie ¢;. Fyzikalni vyznam téchto energii je zfejmy v rdmci HF
teorie. Dle Koopmansova teorému je orbitalni energie i-tého elektronu rovna ionizac¢ni
energii prislusného elektronu (az na znaménko). Teorém plati ptiblizné, nebot HF me-
toda zanedbéva korelacni energii a také relaxaci ostatnich elektroni po vyrazeni jednoho
z elektronii.

U Kohnovych—Shamovych rovnic je vSe trosku komplikovanéjsi. D4 se ukézat, Ze s pres-
nym funkciondlem Koopmansiv teorém plati presné, ale jenom pro HOMO elektron

IE = —EHOMO (1735)

Pro bé&zné pouzivané funkcionély tato podminka ¢asto neni splnéna a chyba muze byt
znacné. Nicméné tuto exaktni podminku miizeme vyuzit k vytvoreni kvalitnéjsich funk-
cionala.
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17.3 Teorie funkcionalu hustoty v kvantové chemii

Problém, ktery Kohnova—Shamova metoda piimo nefesi, je nalezeni tvaru vyménné-korela¢niho
potencidlu. V zasadé existuji dva pristupy k tomuto problému. V prvnim piistupu se snazime
odvodit vhodny funkciondl Exc ¢isté pomoci teoretickych argumentii z pokrocilejsich partii
které se urcuji z experimentalnich dat. V praxi se oba tyto pristupy ¢asto kombinuji.

Existuje nékolik riznych rodin funkcionélu, které se lisi mirou presnosti, vypocetnimi néroky
i svym zamérenim, a které jsou podrobnéji rozebréany v nasledujicich podkapitolach.

17.3.1 Aproximace lokalni hustoty

Aproximace lokalni hustoty (angl. Local Density Approximation, LDA) vychézi z tzv. modelu
homogenniho elektronového plynu (HEG). Je to hypoteticky fyzikalni stav, kdy méame
vSude konstantni elektronovou hustotu, vyvazenou rovnomérné rozprostienym pozitivnim né-
bojem v pozadi. Tento model je pro teorii DFT velmi uzite¢ny, nebot pro néj existuji analytické
vypocCty a presné simulace. Model HEG je obc¢as uziteény i pro chemiky, daji se takto t¥eba
popsat valenéni elektrony v kovech (teorie elektronového plynu). Jak ale tento model pouZit
na atomy nebo molekuly, které maji elektronovou hustotu zna¢né nehomogenni (elektronova
hustota je velkd v oblasti jader a pak postupné pravdépodobnost nalezeni elektront klesa)?

Miuzeme si predstavit, Ze prostor okolo atomu/molekuly rozdélime na malinké krychlicky.
Ve stredu kazdé krychlicky zjistime elektronovou hustotu, kterou poté dosadime do vztahu
platnych pro HEG. Ziskdme tim elektronovou energii v této malé krychli¢ce a celkovou energii
ziskame souctem pres vSechny krychlicky. Matematicky to muZzeme zapsat pomoci integralu
pies cely prostor

EXM o) = [ pl)e(ote)ir (17.36)

kde €(p(r)) je vyménné-korelacni energie HEG o hustoté p vztazena na jeden elektron. Tato
rovnice definuje vySe zminénou aproximaci lokalni hustoty.!®

Jaky je konkrétni tvar e(p(r))? Nejprve jej rozdélime na korelaéni a vyménnou ¢ast (takto
to déla vétsina DFT metod)

e(p) = ex(p) +ec(p) (17.37)
Pro vyménnou ¢ast se da odvodit nasledujici analyticky vztah
3/3\7
exle] = — (;) pi (17.38)

Tento vztah je spojen s jménem Johna Slatera!®, oznacuje se tedy zkratkou S.
Pro korelac¢ni energii HEG nelze ziskat analyticky vyraz. Prislusné vypocty lze ale provést
numericky a vysledek poté nafitovat. Vysledny korelacni funkcionél je znam jako VWN (dle
pant Voska, Wilka a Nusaira). V kombinaci se Slaterovym vyrazem pro vyménnou ¢ast ziskame
metodu SVWN (vyménna ¢ast se ve zkratce uvadi vzdy prvni).

Mirnym vylepSenim je metoda spinové zavislé aproximace lokéalni hustoty (angl. Local Spin
Density Approximation, LSDA), ktera pracuje zvlast s elektronovou hustotou elektront se spi-
nem « a zvIast se spinem /3

e(p) = (pas ps) (17.39)

18Vyraz e(p(r)) neni identicky s Vxc, prvni veli¢ina zavisi na hustoté, zatimco druha na soutadnicich. Z vlast-

nosti funkcionalni derivace plyne, Ze Vxc = 5?;0 =e(p(r)) + p(r)éz—(pp).

19 Ano, je to ten samy pan Slater, podle kterého jsou pojmenované nase oblibené determinanty.
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Metoda LDA byla prvnim vétsim tuspéchem DFT. Jeji vysledky jsou typicky o néco lepsi
nez poskytuje Hartreeho-Fockova metoda pro stanoveni geometrii, vibra¢nich frekvenci nebo
dipolovych momenti. Na druhou stranu funguje méné dobie pro energetiku chemickych reakci.
Dnes se metoda LDA pouziva ziidka, nahradily ji pokrocilejsi metody. Funguje ale dobte v
teorii pevnych latek pro popis delokalizovanych elektronii.

17.3.2 GGA funkcionaly

Jednou z moznosti postupu, kterd se ndm po predchozi kapitole nabizi, je zkusit vyjit z apro-
ximace lokalni hustoty a tu se snazit dale vylepsit. V LDA jsme v daném bodé vyuzivali pouze
hodnotu elektronové hustoty. Tayloriv rozvoj nam napovidé, ze by mohlo byt uzitec¢né vyuzit
informaci o gradientu hustoty Vp(r). Tim se dostaneme k metodam zobecnéného gra-
dientu (z angl. Generalized Gradient Approzimation, GGA), pro které ma vymeénné-korelacni
funkcional obecny tvar

ESSN = [ otw)f (. Vs (17.40)

Konkrétni tvar téchto funkcionalt jiz byva znacéné slozity a ¢asto obsahuje nastavitelné parame-
try. Mezi nejznaméjsi vyménné GGA funkcionaly patii napiiklad Beckeho vyménny funkcional
(zkratka B88, nebo jen B), ktery obsahuje jeden parametr. Mezi znamé korela¢ni funkcionaly
patii naptiklad LYP (autofi Lee, Yang a Paar) nebo P86 (autor Perdew publikoval préci v
roce 1986). Jejich kombinaci pak ziskdme casto uzivané metody BP86 (B88+PB86) a BLYP
(B88+LYP). Dalsim vyménné-korela¢nim funkcionalem je PBE (Perdew, Burke, Erzenhof) z
roku 1996, ktery neobsahuje zadné nastavitelné parametry.

Funkcionaly typu GGA jsou zna¢né presnéjsi nez LDA, a proto pravé tyto funkcionaly
odstartovaly masové pouzivani DFT v kvantové chemii.

Dalsim logickym krokem ke zlepseni je vyuziti dalsich informaci kromé gradientu, napriklad
druhé derivace. Mluvime potom o meta-GGA funkcionalech, mezi které patii naptiklad
korela¢ni funkcional B95 (Beckeho funkcional z roku 1995) nebo vyménné-korelaéni funkcional
TPSS (Tao, Perdew, Staroverov, Scuseria).

17.4 Hybridni funkcionaly

Pozorny ¢tenar by se mohl ptat, pro¢ vlastné k vypoctu vymeénné energie nevyuzijeme Kohnovy—
Shamovy orbitaly, kdyzZ je konec koncii pouzivame pro vypocet kinetické energie. Vyuzili bychom

vzorecek znamy z HF teorie
N
> D Ky (17.41)

=1 j=1

exact __
EX —_—

DO | —

kde K;; = [[ go;-(rl)goj(rz)é(pi(rl)gpj(m)drldrz je vyménny integral definovany v rovnici. Bo-
huzel se ukézalo, Ze pfimé pouZiti tohoto vzorce (spolu s nékterym korela¢nim funkcionalem na
GGA turovni) nevede k dobrym vysledkiim, jelikoZ se tim narusi kompenzace chyb v souc¢asnych
funkcionalech.

Zlepseni ovsem dosdhneme, pokud oba pristupy zkombinujeme a ¢ast vyménné energie vy-
pocitame presné ze vzorce 17.41 a zbylou ¢ast pomoci diive zminénych vyménnych funkcionald.
Tim dostaneme takzvané hybridni funkcionaly, které predstavuji dal$i vyrazné zlepSeni pres-
nosti. Mezi hybridni funkcionély patii i funkcionadl B3LYP, ktery je v soucasnosti suverénné
nejpouzivanéjsi kvantové-chemickou metodou (pfestoze byl vyvinut uz v roce 1993). Jeho presny

tvar je

E)]?%LYP — (1 —ag — aX)Eg.(zDA + aoEg(xact + CL)(E)]?% + (1 . ac)EgWN + (IcEéYP (1742)
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a nastavitelné parametry maji hodnotu ag = 0,2, ax = 0,72 a ac = 0,81. Parametr ag urcuje
procento pfesné vyménné energie; BSLYP ma tedy 20% podil HF vymeénné energie.

Z dalsich mnoha hybridnich funkcionali uvedme alesponi (v zévorkach uvadime procento
HF vyménné energie): PBEO (25 %), BMK (42 %), BHandHLYP (50 %).

17.4.1 Moderni funkcionaly

Oblast DFT metod patii diky jeji uzitecnosti ke stale velmi aktivnim oblastem vyzkumu v kvan-
tové chemii. V soucasnosti uz existuji stovky ruznych funkcionali. V poslednich letech se ob-
jevilo mnoho riznych novych typt kromé jiz vySe zminénych. Za zminku stoji kuptikladu tzv.
dvojité hybridni funkcionaly. Ty v sobé kombinuji metodu DFT s poruchovou metodou.
V prvnim kroku vypoéitame Kohnovy—Shamovy orbitaly pomoci hybridniho funkcionalu

Egl()ébrid — alE)(gGA + (1 o al)E;e(xact + GQESGA (1743)

v kroku druhém pak zformulujeme vylepseny funkcionél

ERE = i 4 (1 — ay) EXS—MP2, (17.44)

kde EgS_MPQ je vypocitano jako korekce energie typu MP2 s pouzitim Kohnovych-Shamovych
orbitalid. S timto vyménné-korela¢nim ¢lenem pak vypocitdme energii molekuly. Nastavitelné
parametry jsou kupiikladu pro metodu B2LYP zvoleny takto: a; = 0,47, ax=0,73. Vysledky
ziskané touto metodou jsou pomérné kvalitni, ale na druhou stranu je tato metoda vypocetné
také znac¢né narocna.

Vidéli jsme také, ze s kvalitou vysledku dokize hodné pohnout pridavek vyménného ¢lenu
toho typu, ktery nachézime v HF metodé. V hybridnich funkcionélech tento ¢len pridavame
pro vSechny mezielektronové vzdélenosti. Jinou moznosti je pouzit lokalni funkcionély pro malé
mezielektronové vzdalenosti a HF vyménny ¢len pro velké mezielektronové vzdalenosti. Mlu-
vime pak o tzv. range-separated funkcionalech. Ty jsou uzite¢né napriklad pii vypoctech
excitovanych stavii.

Jednim ze slabych mist DFT je omezena schopnost této teorie popsat tzv. disperzni in-
terakci (vice viz kapitola 20). Existuji ruzné slozité cesty k napravé. Pomuze napiiklad pou-
ziti dvojité hybridnich funkcionali. Vibec nejjednodussi metodou je ale pouzit funkcional, ve
kterém disperzni piispévek viibec pritomen neni, a tento piispévek pak modelovat empiricky
(dispersion-corrected functional).

I pfes své stari vSak pro rutinni vypocty stale dominuje funkcional B3LYP diky jeho velké
univerzalité a presnosti. Pro detailni prehled starsich i modernéjsich funkcionalt 1ze nahlédnout

napi. do navodu k programu Gaussian?’.

Jakobuv zebtik

V textech o DFT se ¢asto miizete setkat s odkazem na Genesis 28, 10-12: |, Jakob vysel
z Beer-seby a Sel do Charanu. Dorazil na jedno misto a prenocoval tam, nebot slunce
jiz. zapadlo. Vzal jeden z kameni, které na tom misté byly, postavil jej v hlavach a na
tom misté ulehl. Mél sen: Hle, na zemi stoji zebrik, jehoz vrchol dosahuje k nebesim, a
po ném vystupuji a sestupuji poslové Bozi.“ Tento obraz evokoval v roce 2000 jednomu

z guru DFT Johnu Perdewovi pohled na vyvoj DF'T jako na onen Jakobuv zebiik, kde
kazda pricka odpovida jedné drovni metody DFT (viz obrazek, kresba E. Muchova).

7

DOnttp : | Jwww.gaussian.com/g_tech/g ur/k_dft.htm
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18 Semiempirické pristupy

Motivaci k vyvoji semiempirickych metod bylo zmensSeni vypocetnich narokt ab initio metod
s pokud mozno co nejmensim ovlivnénim piesnosti. Dnes jiz maji vrchol své popularity za
sebou. Nicméné i metody, které byly kvantitativné nepfesné, se ukazaly jako velmi uzitecné,
nebot dovolily kvalitativni pochopeni zékonitosti chemickych vazeb a jinych vlastnosti molekul.

Semiempirické metody vychazeji z elektronové Schrodingerovy rovnice, pii jejimz feSeni si
ale vypoméhame riznymi empirickymi parametry, které ziskdme z presnéjsich ab initio vypocti
nebo z experimentalnich dat. Mizeme odvozovat pracovni rovnice podobné jako v Hartreeho—
Fockové metodé ve vybrané (obvykle minimélni) bazi atomovych orbitalii. Semiempirické me-
tody nevychazi z presného elektronového hamiltonianu, ale z ur¢itého hamiltonianu efektivniho.
Vétsina semiempirickych metod se napiiklad soustfedi pouze na valenc¢ni elektrony a vnitini
elektrony jsou zahrnuty v parametrech hamiltonianu. V pracovnich rovnicich se pak budou
vyskytovat rizné typy integrala, které pak bud zanedbavame nebo parametrizujeme tak, aby
vysledky byly co nejblize experimentu pro urcitou sadu molekul. P¥i pouziti semiempirickych
metod je proto tfeba byt velmi obezfetny. Mohou fungovat skvéle pro latky, na které byla me-
toda parametrizovana a latky jim podobné, ale pro odlisné struktury mohou hanebné selhavat.

18.1 Hickelova metoda

Hiickelova metoda (déle jen HMO, z angl. Hiickel Molecular Orbitals) je historicky prvni a
nejjednodussi semiempirickd metoda. Pro mensi molekuly je pro pouziti této metody potieba
doslova jen tuzka a papir. Soustfedime se pouze na urcitou skupinu elektronti, energeticky dobie
oddélenou od ostatnich elektroni. Typickym piikladem jsou vazebné elektrony 7 v konjugova-
nych uhlovodicich, tedy elektrony v molekulovych orbitalech sloZzenych z atomovych orbitali p
— tento pfipad budeme nadale uvazovat. HMO ale také dobie popisuje elektronovou strukturu
ve valen¢nim pésu alkalickych kovt.

Predpokladame, ze geometrii studované molekuly zndme. Hamiltonian Hiickelové metodé
ma tvar

Hino = Zﬁzog (18.1)

kde fzzeﬁ« je jednoelektronovy operator elektronu 7, ktery v sobé obsahuje jak kinetickou energii,
tak interakci s ostatnimi elektrony. Z tvaru hamiltonianu coby souc¢tu jednoelektronovych ¢lent
je ziejmé, ze elektrony jsou zde povazovany za nezavislé (to je rozdil oproti metodé HF, ve
které je nezavislost elektront vyjadiena pouze tvarem vlnové funkce). Konkrétni tvar téchto
efektivnich elektronovych hamiltonianu neni specifikovan, nebot, jak uvidime dale, vlastné ani
neni potfeba — v teorii nakonec vystupuji pouze integraly, kterym déavame konkrétni ¢iselnou
hodnotu.

Dalsim krokem je vybér baze. V pripadé metody HMO to budou orbitaly p. vSech uhlikovych
atomi. Molekulovy orbital pak hledame v béZzném rozvoji tyu MO-LCAO

6= Z . (18.2)

Konkrétni matematicky tvar téchto orbitalii nas ale opét nezajimé. Rozvojem do baze preve-
deme problém nalezeni vlnové funkce na jednodussi problém nalezeni rozvojovych koeficientii
¢;. Pokud rozvoj 18.2 dosadime do Schrédingerovy rovnici s hamiltonidnem 18.1 a aplikujeme
varia¢ni princip, dostaneme soustavu sekularnich rovnic, napt. pro ¢tyfi elektrony 7 v butadi-
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enu.

(Hll — 8811) c1 + (H12 — 6512) Cy + (H13 — 8813) C3 + (H14 — 6514) Cqy = 0
(H21 — 5521) 1+ (H22 —&S89) ca + (H22 —&S9) c3 + (H24 —eS594)cs =0 (18 3)
(H31 — 8331) C1 + (H32 — 8532) (&) + (Hgg — 6533) C3 + (H34 — 6534) Cy = 0 .
(H41 — 8541) C1 + (H42 — 8542) (6)) + (H43 — 654'3,) C3 + (H44 — 5544) Cy = 0
Z podminky pro netrivialni feSeni této soustavy pak plati
H— eS| =0 (18.4)

Pro molekulu butadienu se elektronova béaze sklada ze ¢tyf orbitalii p, (viz obrazek 50
moznych kombinaci orbitalii p na ¢tyfech atomech uhliku) a sekularni determinant ma tvar

Hy —eSn Hy — €Sy Hz —eS3 Hy —eSu
Hyy —eS1a Hop — €Sy Hizp —eS3p Hip — €S
Hy3 —€S13 Haz — €Sy Hsz —eS533 Hiz —eSu3
Hyy—eS1y Hyy—eSoy Hzy—eS34 Hyy — €Su

=0 (18.5)

Obrazek 50: Kombinace orbitali p v molekule butadienu

Nyni bychom méli spocitat integraly H;; a S;;, které v principu zavisi na geometrii systému.
V ramci Hiickelovy aproximace na né ale pohlizime jako na parametry metody a nalozime s
nimi takto

e Zanedbame prekryvové integraly mezi AO na riznych atomech, tj. S;; = d;;.

e Integraly H;; polozime rovny parametru «, témto integraltim fikdime coulombovské inte-
graly.

e Integraly H;; polozime rovny nule, pokud orbitaly nepatii sousednim atomtm. Nenulové
integraly mezi sousednimi atomy polozime rovny parametru 5. Nazyvame je rezonan¢nimi
integraly.
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Takto zjednoduSené rovnice poté vyreSime. Nejprve najdeme vlastni ¢isla pres sekularni de-
terminant a nasledné urc¢ime koeficienty ¢;. V pripadé butadienu vypada Hiickeliv sekularni
determinant takto

a—e f 0 0 xr 1 0 0
— 0 1 10

poa—e B |- (18.6)
B a—¢ B 01 x 1

0 0 8 a—c¢ 00 1 =z

Determinant jsme vydélili 8 a zavedli substituci x =
prvniho fadku dostaneme

5 Nyni rozvojem determinantu podle

z 1 0 z 1 0
2|1 z 1|—|1 = 1|=2"-32>+1=0 (18.7)
01 x 0 1 «x

Tuto kvartickou rovnici miizeme nastésti pfevést na kvadratickou pomoci substituce y = 22
=3y +1=0, y =262, yo=0,2382 (18.8)

a tedy
T12 = :|:1,62 T34 = :l:O,62 (189)

Z toho vyplyvaji nasledujici hodnoty energif

g1 =a+ 1,625
g9 =+ 0,628 (18.10)
eg =a — 0,628
g4 =a— 1,623

Celkovou energii muzeme vypocitat jako soucet orbitalnich energii (na rozdil od metody
HF!). Jak ale ziskdme parametry o a 57 Vyjdeme z experimentalnich dat. Parametr o mé jed-
noduchou fyzikalni interpretaci — jedna se o ioniza¢ni energii atomového orbitalu p,, ktera je
experimentalné znamé. Dulezitéjsi je parametr 3, ktery urcuje energetické rozdily mezi mole-
kulovymi orbitaly. Mtzeme jej ziskat v zasadé dvéma zpisoby

1. Ze spektroskopickych dat. Parametr zvolime tak, aby nam sedély zvolené elektronové

prechody (podrobnosti viz nize), § = —3,48 €V.

2. Z termochemickych dat. K tomu se vyuziva konceptu delokaliza¢ni energie dvojnych
vazeb. Tuto energii mizeme experimentalné namétit naptiklad pomoci hydrogenacniho
tepla. Jeji teoreticky vypocet v ramci HMO si ukazeme nize. Pro tyto ucely se typicky
pouziva hodnota 3 = —75 kJ-mol™!. Je to podstatné odlisné &islo, které ukazuje na
omezeni HMO.

18.1.1 VlInové funkce v ramci HMO

vztahu 18.11 zpét do sekularnich rovnic. Pro butadien bychom fesili sadu ¢tyt rovnic

cla—E)+ef+0+0=0
caf+teala—E)+ef+0=0
04 cf+cs(a—E)resf =0
0+0+c38+cu(a—E)=0

(18.11)
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Vsechny rovnice muzeme vydélit § a mtizeme pouzit substituci x = % Rovnice se zjednodusi
na
cx+c=0

61+CQ$+03:0

(18.12)
o+ c3x+cy =0
c3+cxr=0
Po nékolika matematickych tpravach dostaneme nasledujici vztahy mezi koeficienty
Co = C3
=4 (18.13)
cy = 1,62¢;

Abychom ziskali numerické hodnoty jednotlivych koeficientii, musime pouzit normaliza¢ni pod-
minku

Attt =4 (1,620) +(1,620) + 2 =1 (18.14)
Regenfm je ¢1 = 0,37 a vysledna vinova funkce mé tvar
¢1 = 0,37X1 + 0,60X2 + O,60X3 + O,37X4 (18.15)

v

zpusobem

Uplné analogicky bychom postupovali pro dalsi orbitaly. Jejich vinové funkce miiZeme napsat
jako
¢2 = O,60X1 + O,37X2 — 0, 37X3 — O,60X4
¢3 = 0,60X1 - 0,37X2 - 0, 37X3 + 0,60)(4 (1816)
¢4 = 0,37X1 — O,6OX2 + O, 60X3 — O,37X4

Vlnové funkce orbitali pak muzeme schematicky znazornit takto

o .
@ O
Y ¥4
o®0

b3

177



18.1.2 Aplikace HMO: Vypocet excitaéni energie

Jak muzeme pomoci HMO spocitat excitac¢ni energii? Excitujeme jeden elektron z obsazeného
do neobsazeného orbitalu (viz obrazek 51) a potom spocitame celkovou energii a od ni ode¢teme

vy

presuneme jeden elektron z orbitalu 3 do orbitalu 2. Vysledna energie potom bude
AE = E3 — &4 = ]_,246 = hv (1817)

Vlnova délka excitujiciho zareni vyjde 287 nm (8 = 3,48 eV), zatimco experimentalni hod-
nota je kolem 200 nm. Soulad to neni ideédlni, ale neni ani tragicky, na to ze jsme jej ziskali tak
jednoduse. HMO také spravné zachycuje experimentalni fakt, ze excita¢ni energie se snizuje se
zvysujici se délkou Fetézce obsahujici konjugované dvojné vazby.

E| —— a—1628 E| —— a—1628

— a-0628 —'— a— 0,628

Obrazek 51: Energetické hladiny butadienu dle Hiickelovy metody a zndzornént excitovaného
stavu

18.1.3 Aplikace HMO: Vypocet delokaliza¢ni energie

Z organické chemie si jesté mozna vzpomeneme, ze konjugované dvojné vazby maji jiné vlast-
nosti nez vazby izolované. Tuto delokalizaci mizeme vyjadiit pomoci ponékud nefyzikalni veli-
¢iny ,,delokaliza¢ni energie®.

Pokud by se dvojné vazby vzajemné neovliviiovaly, tak by mélo platit, ze energie n-krat
konjugovaného systému by se rovnala n-nasobku energie ethenu, ktery ma dvojnou vazbu jen
jednu. Tato rovnost ale neplati a rozdil je pravé delokaliza¢ni energie.

-0 (18.18)

7 ¢ehoz
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Pro butadien poté vychézi delokalizacni energie

Ep = Eyutadien — 2Eethyien = 2(a + 1,628) + 2(a + 0,628) — 4(a + B) = 0,483 = 36kJ - mol

(18.19)
Experimentalné mtzeme miru delokalizace urc¢it pomoci hydrogenac¢nich tepel butadienu a
ethenu. Hydrogena¢ni teplo ethenu (tj. entalpie reakce ethen + Hy — ethan) je —136,94
kJ-mol™!, zatimco hydrogena¢ni teplo butadienu je —240,0 kJ-mol™!. Experimentalni de-
lokalizac¢ni energie je tedy

ESP = 2.136,94 — 240,0 = 33,88 kJ - mol ™! (18.20)

coZ je v dobrém souladu s nami vypoc¢tenou hodnotou.

18.1.4 Stabilita konjugovanych cykld a aromaticita

Asi nejvétsim tspéchem HMO bylo vysvétleni aromaticity cyklickych molekul. Na obrazku 52
jsou znazornény energetické hladiny cyklickych systému typu C,H,. Parametr o pfedstavuje
energii elektronu v samostatném atomu uhliku. Jestlize ma elektron energii nizsi nez o, interakce
s okolnimi atomy vede k poklesu energie. Jinymi slovy, dochazi ke vzniku chemické vazby.
Energie vétsi nez « indikuje destabilizaci. Pohled na diagram pfitom pékné ukazuje, odkud se
vzalo znamé Hiickelovo pravidlo 4n + 2. Je totiz hned patrné, ze

e molekuly s 4n+2 elektrony jsou stabilni,
e molekuly s 4n+1 elektrony predstavuji radikaly,

e molekuly s 4n elektrony predstavuji biradikaly.

a—2p — — )
—— §

—— =

— — =

— z

=

[¢]

<

&

a+2p g
o~

A O O

Obrazek 52: Energetické hladiny cyklickiych uhlovodiki obecného vzorce Cp H, dle Hiickelovy

metody, degenerované hladiny jsou pro prehlednost zndzornéné jako dvé hladiny tésné nad
sebou
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Priklad 23

Zadani: Jak je to s aromaticitou cyklopropenylového radikalu?

Ar/ANAN

Resent: Cyklopropenyl mé tii elektrony v orbitalech p,. Jednoduché Hiickelovo pravidlo 4n + 2
by bylo splnéno pouze pro n = %, neni to tedy celé ¢islo, a proto molekula neni aromaticka. U
cyklopropenylového kationtu je naopak pravidlo splnéno, protoze molekula mé jen 2 elektrony
m. V tomto piipad€ je n = 0 a molekula je aromaticka a stabilni. Naopak cyklopropenylovy
anion mé pocet 7 elektronti roven 4, proto aromaticky ani stabilni neni.

Pribéh ferrocenu

Podle HMO by mél byt stabilni péti¢lenny cyklus se zapornym nabojem, tj. mél by
existovat cyklopentadienylovy anion. Ve tficatych letech, kdy Erich Hiickel (ponoukéan
svym bratrem Walterem, ktery byl organickym chemikem) vytvoril svou teorii, zadny
takovy anion znam nebyl. Teprve v padesatych letech se podafilo syntetizovat ferrocen,
sandwichovy komplex Zeleznatych iontt a cyklopentadienylovych aniontii.

Fe

Takze tento anion existuje a je dokonce velmi stabilni. Ferrocen ma dnes svou roli mimo
jiné v elektrochemii, kde se pouziva jako jedna z referenc¢nich elektrod.

18.2 Rozsirena Hickelova metoda

Hlavnim vylep8enim rozsitené Hiickelovy metody (EHT, z angl. Extended Hiickel Theory) je za-
vrhnut{ m-elektronové aproximace. Stale pouzivame jednoelektronovy hamiltonian a molekulové
orbitaly rozvijime podobné jako v rovnici 18.2, ale zahrnujeme vSechny valen¢ni orbitaly. Atom
uhliku tedy do béaze prispéje atomovymi orbitaly 2s, 2p,, 2p, a 2p,. Zde jsou dalsi pravidla pro

EHT.

e Hodnotu coulombickych integralti opét aproximujeme ionizac¢ni energii daného orbitalu

Hy= 1, (18.21)

e Hodnoty prekryvovych integrili se nezanedbévaji, ale pocitaji se explicitné.
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e Hodnoty rezonané¢nich integralu se ziskaji dle vztahu
1
kde K je empiricka konstanta, kterd mé obvykle hodnotu 1,75.

Opét fesime sekularni rovnice 18.4, ale tentokrat jiz matice H neobsahuje zadné nuly (pokud
nahodou neni S;; = 0 ze symetrickych divodi). Jelikoz pocitame explicitné piekryvové in-
tegrély, tak TeSeni zavisi na konkrétni geometrii molekuly. Tato metoda se tedy d& pouzit i
k minimalizaci geometrie, ale vysledky ¢asto nejsou prili§ kvalitni (napiiklad molekula vody
vychézi jako linearni).

Podobné jako v piivodni Hiickelové metodé tvar sekularnich rovnic nezéavisi na feSeni, a
tudiz neni nutné iterovat. Rozsifena Hiickelova metoda se tak i dnes rutinné vyuziva v kvantoveé
chemickych programech k prvotnimu nastrelu vinové funkce.

18.3 Modernéjsi semiempirické metody

Modernéjsi semiempirické metody jiz ve svém hamiltonianu nezanedbévaji mezielektronovou
repulzi. Hamiltonian je potom témeér totozny s HF hamiltonidnem, jen se soustifedime na va-
len¢ni elektrony. Tyto metody iterativné fesi Roothanovy rovnice. Vypocetné nejnékladné;jsi
¢asti jsou stejné jako v Hartreeho—Fockové metodé dvouelektronové integraly

* * 1
// Xi X T_Xledrler (18.23)
12

a proto se pravé pro né zavadi dalsi aproximace. Velkd ¢ast metod se zaméruje na ¢leny, kde
vystupuji souéiny x;(r)x;(r) s ¢ # j a v rizné mife tyto integraly zanedbéava ¢i parametrizuje.
Mluvime o tzv. zanedbani diferencialniho prekryvu (NDO, z angl. Neglect of Differential Over-
lap. Jednotlivé semiempirické metody se lisi mimo jiné tim, na které orbitaly tuto aproximaci
uplatnuji. Nize predstavujeme nékteré z nich.

e Asi nejjednodussi metodou z této t¥idy je metoda CNDO (z angl. Complete Neglect of
Differential Overlap), ktera zavadi NDO aproximaci disledné pro vSechny dvojice atomo-
vych orbitali.

e Méné drastickou aproximaci predstavuje metoda INDO (z angl. Intermediate Neglect of
Differential Overlap), ktera vyse uvedeny vztah neaplikuje na dvouelektronové integraly,
ve kterych jsou vSechny ¢tyri orbitaly na stejném atomu. Tato metoda byla Zernerem
modifikovana pro spektroskopické ucely (metoda ZINDO).

e Metody CNDO a INDO byly vyvinuty ve skupiné Johna Popla a byly parametrizoviny
tak, aby vysledky odpovidaly ab initio HF vypocétim pro minimalni béazi. Jiny pfistup
zvolil M. Dewar, ktery semiempirické metody zacal parametrizovat tak, aby odpovidaly
experimentalnim hodnotam, a tim doséhl presnosti ¢asto vétsi nez samotna Hartreeho—
Fockova metoda. Metody AM1 (z angl. Austin Model 1), PM3 (z angl. Parametric
Model 3) a jejich novéjsi verze PM6 a PM7 jsou vyuzivany a rozvijeny dodnes (jejich
implementace je k nalezeni napiiklad ve volné dostupném programu MOPAC).

e Kromé vysSe zminénych metod existuje také hojné vyuzivana semiempirickd metoda zalo-
zena na DFT, takzvana DFTB (z angl. Density Functional based Tight Binding), a fada
dalsich metod, ob¢as vyuzivanych ke specialnim pfipadtm.
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Strojové uceni v kvantové chemii

V poslednich letech jsme svédky prudkého rozvoje aplikace technik strojového uceni. Na
néjaké sadé trénovacich dat se pocita¢ ,nauci néjakou souvislost mezi urcitymi jevy a
je pak schopen predpovidat hledanou vlastnost i pro nova data. Semiempirické metody
délaji vlastné néco podobného. Z kvantové chemie vime, Ze ze znalosti poloh atomovych
jader a jejich nabojového ¢isla mtuzeme presné specifikovat elektronovy hamiltoninan. Z
néj pak muzeme ziskat vyresenim Schrodingerovy rovnice vSechny vlastnosti molekuly.
Nabizi se otézka, zda viibec tuto rovnici musime feSit — mozné by stacilo nechat pocitac
naucit najit hledanou vlastnost piimo ze struktury molekuly. Pro predmét zajmu tohoto
textu by to byl smutny konec, ale mozna nikoliv nemozny. Blize se mtzete seznamit se
strojovym ucenim v chemii napi. ve ¢lanku Chem. Listy, 112, 640647 (2018).

182




19 Vlastnosti molekul

Experimentélné molekuly charakterizujeme pomoci nejriznéjsich vlastnosti — mizeme zméfit
tfeba NMR posuny, elektrické ¢i magnetické parametry ¢i tfeba jejich optickou otacivost. Tyto
molekularni vlastnosti musi byt v principu mozné vypocitat metodami kvantové chemie. V du-
chu kvantové teorie musi byt pfitom vSechny vlastnosti molekul néjakym zpiisobem ziskatelné
z vlnové funkce.

V naSich uvahéach jsme se doted soustfedili na jednu konkrétni veli¢inu, na energii. Tu
vypocitame piimo ze Schrédingerovy rovnice H Y = E jako

E= /zp*m)ch (19.1)

Energie je veli¢ina prvoradé dulezitosti, predstavuje kli¢ ke struktufe molekul, termodyna-
mice chemickych reakei ¢i k celé spektroskopii. Mohou nas ale zajimat i jiné veli¢iny, naptiklad

obecné veli¢ina A, které piislusi operator A. Stfedni namérend hodnota této veliiny je pak
déna jako

(4) = / Y Aypdr (19.2)

V této kratké kapitole se podivame na nékteré molekularni vlastnosti a na zptisoby jejich
vypoctu.

19.1 Elektrické vlastnosti molekul

Na nabité castice siloveé ptisobi elektrické pole. Uvazme nyni neutralni molekulu. V nf je néjakym
zpusobem rozlozeny naboj, pricemz toto rozlozeni naboje v prostoru je dano elektronovou
hustotou p(r) a naboji jednotlivych jader q; = Zje. Sec¢teme-li celkovou hustotu néboje pies
cely prostor, dostaneme pro neutralni molekulu nulovou hodnotu. I na neutralni molekulu ale
vnéjsi elektrické pole pisobi, nebot naboj v ni neni rozloZzen rovnomérné. Tato nerovnomérnost
je popsana pomoci tzv. multipélovych momenti, jako je dipélovy nebo kvadrupélovy moment.

Napriklad v molekule HCI je o néco vice elektronové hustoty soustfedéno kolem atomu
chléru nez kolem atomu vodiku a z elektrického hlediska pak na molekulu chlorovodiku mtizeme
pohliZet jako na soustavu dvou parcialnich naboju ve vzdélenosti r (viz obrazek 53).

Obrazek 53: Molekula HCI jako soustava dvou parcidlnich ndboji ve vzddlenosti r

Molekulu HCI bychom tak mohli nahradit dvojici parcialnich naboji se stejnym dipélovym
momentem, ktery se pti pohledu z vétsi vzdalenosti bude chovat stejné jako skute¢né molekula.
Tak naptiklad pro HCl umistime na H a Cl tzv. parcidlni ndboje +¢q (viz obr. 55) takové, aby
platilo

| =qr (19.3)

kde ¢ je naboj a r je vzdalenost mezi naboji.
Dipoélovy moment je vektorova veli¢ina, definované pro soustavu bodovych naboji ¢; umis-
ténych v r; jako
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n= Z% r; (19.4)

Pfi spojitém rozlozeni naboje daného nabojovou hustotou p(r) bychom psali

u:/p(r)rdr (19.5)

Jak se dipolovy moment po¢ita? Uvazme jakoukoliv molekulu v uréité geometrii (tj. s ur-
¢itymi polohami atomovych jader). V této molekule se pohybuji elektrony, kazdy z nich méa
okamzitou polohu r;. Okamzitd hodnota vektoru dipélového momentu pro dané usporadani
elektront je dana jako

Nel Njad
p=-> er;+y eZ;R, (19.6)
=1 J=1

kde e je elementarni naboj, r; je poloha i-tého elektronu, Z; je ndbojové ¢islo J-tého atomového
jadra a R; je poloha J-tého atomového jadra. Chceme-li nyni ziskat dipélovy moment mole-
kuly, musime hodnotu dip6lového momentu pro danou okamzitou konfiguraci elektronii a jader
vazit pravdépodobnosti, Ze dana konfigurace nastane. Jinymi slovy, musime vypocitat stredni
hodnotu dipélového momentu

() :/|¢el|2udr1...drN — —e/ (!¢el|22ri> dry...dry+eY Z;Ry (19.7)
i J

Vidime tak, ze ze znalosti vlnové funkce pfimo ziskame i hodnotu dipélového momentu
molekuly. Stejnym zpiisobem bychom ziskali tfeba také kvadrupoélovy moment molekuly. Ten
vykazuje napiiklad molekula oxidu uhli¢itého, ktera mé jinak nulovy dipélovy moment. Po-
divejme se jesté na jinou vlastnost molekuly, na polarizovatelnost a (obecné je to tenzorova
veli¢ina). Tato veli¢ina nam tika, jak je molekula citlivd na vnéjsi elektrické pole. V molekule
se po vlozeni do elektrického pole o intenzité E indukuje dipélovy moment

Pina = OF (19.8)

pri¢emz konstantou imérnosti je pravé polarizovatelnost « (tento vztah plati toliko pro malé in-
tenzity pole). Vidime nyni, jakym zptusobem bychom polarizovatelnost mohli najit — vypocitali
bychom dipoélovy moment molekuly v elektrickém poli a molekuly bez elektrického pole. Rozdil
téchto dipélovych momentii by po vydéleni intenzitou elektrického pole poskytnul hodnotu po-
larizovatelnosti. Toto je tzv. elektronova polarizovatelnost. Déle existuje atomova (deformacni)
polarizovatelnost, kdy se méni dopoélovy moment zménou polohy jader; byva obvykle mensi a
v dalsim textu se ji nebudeme zabyvat.

Vypocet polarizovatelnosti molekuly poruchovou metodou

Pod vlivem vnéjsiho elektrického pole se zméni elektronovy oblak molekuly a molekula
ziska dipolovy moment. Pokud ptisobici pole nebude prilis silné, mtuzeme vyuzit porucho-
vou metodu, jak jsme ji nastinili v kapitole 9.2.

Mgjme atom (pro jednoduchost s jedinym elektronem) s nulovym dip6élovym momentem,
u néhoz jsme schopni (alespon pfiblizné) vyftesit elektronovou Schrodingerovu rovnici

HOypO) = F0)4,0) (19.9)

n n n
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Nyni atom vlozme do vnéjsiho elektrického pole o intenzité E = (0,0, £,). V hamiltonianu
tak pfibude ¢len predstavujici poruchu

H = —p-E = ezFE, (19.10)

Nulovost dipolového momentu znamené, Zze napiiklad oprava k energii v prvnim radu
poruchové teorie bude nulova, E((]l) = 0, nebot pro z-tovou komponentu dipdlového mo-
mentu plati

/ O 2pOdr =0 (19.11)

a tento clen je zaroven identicky s E(gl) = 0. Musime se tedy podivat do vysSich rada
poruchové teorie.
V prvnim fadu dojde k ,,deformaci“ vlnové funkce podle vztahu

1 =" + Z cip” (19.12)
i#1
kde rozvojové koeficienty c¢; jsou dany jako (srovnej rovnice 9.50)
(w1

E(gO) _ E,,(O)

Dipoélovy moment molekuly v elektrickém poli pak vypocitame jako stfedni hodnotu dipo-
lového momentu ve stavu s ,,deformovanou‘ vlnovou funkci, mluvime tak o indukovaném
dipélovém momentu

| Mina| = e/ibTZ@DldT = e (Y| 2|¢1) (19.14)

Zde jsme z divodu kompaktnosti zapisu presli k braketové notaci. Souc¢in ez je okamzita
hodnota dipélového momentu atomu v urcité poloze elektronu. Vyraz pro indukovany
dip6lovy moment mizeme déle rozepsat

#mal = € (¥ 12007) + 26> (WP12p®) + e3>y (501w (19.15)

i#1 i#£l j£1

Prvni ¢len nam opét vypadne, zanedbame také ¢leny s ¢;, ¢;, kde se ve jmenovateli vy-
skytuje souc¢in (Ey — E;)(Ey — Ej;), a ziskame piiblizny vztah

2 2
N R (RN
|tinal 226> ( ) =2, ) 50— 50 (19.16)

= (B - E® P

)

Jelikoz polarizovatelnost je definovana vztahem |, 4| = aE, dostavame pro polarizova-
telnost

(91t

(19.17)
E(()O) . Ei(0)

azZeQZ

i#1
K vypoctu polarizovatelnosti tak potfebujeme vyuzit i vinové funkce pro excitované stavy.
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Za maly komentar stoji také fakt, Ze polarizovatelnost predstavuje obecné tenzor, tj. matici,
a nikoliv pouhé ¢islo. Elektrické pole orientované naptiklad ve sméru osy z muze totiz indukovat
i dip6lovy moment ve sméru osy x ¢i y. Jak je to mozné? Predstavme si tfeba elektron, jehoz
pohyb je omezen na pohyb po Sroubovici. Elektrické pole ve sméru osy Sroubovice vyvola
castecné i pohyb elektronu ve sméru na Sroubovici kolmy.

19.2 Parciadlni ndboje atomii

V predchozim oddile jsme prohlasili, Ze v molekule HCI je na atomu chléru parcidlni zaporny
naboj a na atomu vodiku naopak parcialni kladny naboj. Dokaze kvantova chemie tyto néaboje
vypocitat? To je delikatnéjsi otazka, nez se zda. Na rozdil od dipoélového momentu totiz parcidlni
naboj na atomech nepredstavuje dobie definovanou, méfitelnou veli¢inu. Parcialni ndboj nam
sdéluje, kolik elektronu ,patii“ atomu chléru. Jenze to hodné zalezi na tom, ,kam az saha
Krakonosovo“, tedy jakou ¢ast prohlasime za ptislusejici atomu chloru a jakou ¢ést za prislusejici
vodiku. Existuji proto rizné zpiisoby, jak parcidlni naboje na molekulach vypocitat. Mluvime
o tzv. populacni analyze, nebot se snazime vypocitat populaci elektroni piislusejici uréitému
atomu.

Nejrozsitenéjsi metodou popula¢ni analyzy je tzv. Mullikenova popula¢ni analyza. Uvaz-
me vInovou funkci v rdmci Hartreeho—Fockovy metody. Ta je ddna ve formé Slatera determi-
nantu

Y(ry, ..., rn) = det|gi(r1) ... on(rn)| (19.18)
Molekulovy orbital ¢; mtuzeme déle vyjadiit jako linearni kombinaci atomovych orbitali

¢j(rj> = Z erXr(rj> (1919)

T

kde x, predstavuje atomovy orbital a c;, pfedstavuje rozvojovy koeficient, ktery nam fiké, jak
moc prispiva atomovy orbital x, do molekulového orbitalu ¢;. Z ,acetnich” divodi si tento
rozvoj napisme jesté pomoci jiného indexu s

¢j(rj) = chsXs(rj) (1920)

Trik Mullikenova pristupu spociva v tom, ze u atomovych orbitalti vime, jakému atomu
piislusi. MiuZeme proto secist pfispévky jednotlivych atomovych orbitali do celkové vinové
funkce a tim zjistit, jak moc do vlnové funkce pfispiva urcity atom. Celkovy pocet elektroni N
miizeme napsat jako

N = 3 fotmotein =3 S e [t

j=1 nr,;s

- 2”: (Z St ercjssrs> (19.21)

j=1 r r#s
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kde S, je prekryvovy integral mezi atomovymi orbitaly x, a x,. Tuto rovnici mizeme rozepsat
jako prispévky c¢lent pochéazejicich od jednotlivych atomi &

N=> N (19.22)

kde

Ne=>_ (Z A+ Y cjrcjssrﬁ% > cjrcjssrﬁé > cjrcjssm> (19.23)

j=1 rek r,s€k;r#s rek,s&k rék,s€k

V poslednim ¢lenu rovnice 19.23 se misi prispévky od atomu k a od nékterého jiného z atom,
tento prispévek v Mullikenové pristupu rozdélime rovnomérné mezi oba atomy. Veli¢ina Ny
predstavuje elektronovou populaci na daném atomu. Parcialni naboj ¢, pak ziskame jako rozdil
nabojového ¢isla atomového jadra Z; a elektronové populace Ny

ar = Zi — N (19.24)

Priklad 24

Mullikenovu popula¢ni analyzu muzeme provést v ramci Hiickelovy metody. Zde je situace jed-
noduché, nebot prekryvové integrily S,.s = 0.
VInové funkce dvou nejvyssich obsazenych stavii v molekule butadienu jsou

¢1 =0,3Tx1 +0,60x2 + 0,60x3 + 0,37x4

(19.25)
¢2 = 0,60x1 +0,37x2 — 0,37x3 — 0,60x4

kde x1, x2, X3 & x4 predstavuje 2p, orbitaly jednotlivych atomi uhliku. Vztah 19.22 se zde méni
na jednoduchou formuli

Ny = njck, (19.26)
j

kde n; je obsazovaci ¢islo j-tého molekulového orbitalu a ¢, je pifslusny rozvojovy koeficient.
Elektronova populace na prvnim atomu uhliku je ddna jako

Ny =2-0,3724+2-0,60° = 1 (19.27)

A na dalsim atomech v butadienu jako

Ny = 2:0,60%+2.0,37° =1 (19.28)
Ny = 2-0,60+2-(-0,37)? =1
Ny = 2-0,37%4+2-(-0,60) =1

Vidime tedy, ze vSechny atomy maji elektronovou populaci 7 stejnou, ¢tyfi elektrony 7 se rov-
nomérné rozdélily mezi atomy. MiZeme analyzovat vinou funkci dale, definujme si fad vazby
jako

J

Pak vidime, Ze elektronovy fad vazby m mezi prvnim a druhym atomem uhliku je
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Py =2.0,37-0,60+2-0,37-0,60 = 0,89 (19.30)
a mezi druhym a tfetim atomem pak

Pa3 =2-0,60-0,60 + 20,37 (—0,37) = 0,44 (19.31)

Celkovy tad vazby (po pri¢teni 1 za sigma vazbu) je tak 1,89 pro vazby mezi prvnim a druhym
atomem a 1,44 pro vazbu mezi druhym a tfetim atomem.

Mullikenova popula¢ni analyza ma své problémy. Vyrazné zavisi na volbé baze. Je snadné
si pfedstavit bazi, ktera viibec nebude lokalizovana na atomech. Mullikenova analyza pak po-
skytne nulové populace elektroni na atomech, coz zjevné nedava smysl. Mullikenova analyza
proto dobfe funguje pro mensi baze, pro vétsi a diftznéjsi béze je nespolehliva. Naboje na
atomech ale mtizeme vypocitat i jinym zpusobem. Miizeme tfeba vyuzit skutecnosti, ze dipo6-
lovy moment fyzikalni veli¢inou je. Mtizeme pak nastavit parcialni naboje takovym zptisobem,
abychom dostali vypocitany dipolovy moment. Podobna technika zalozené na fitovani elek-
trostatického potencidlu generovaného molekulou se nazyva CHEIP (z angl. Charges from
FElectrostatic Potential). Tento pfistup je dosti spolehlivy a v praktickém pouziti jej 1ze dopo-
rucit.
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20 Mezimolekulové interakce

Molekuly na sebe navzajem ptisobi. Diikazti pro to mame vice nez dost. Pokud by se molekuly
na vétsi vzdélenosti neptitahovaly, byl by nas svét tvoren jen neposednymi molekulami plyni a
nedoslo by nikdy ke kondenzaci. Naproti tomu pokud by se molekuly na kratkou vzdalenost ne-
odpuzovaly, tak bychom se okamzité propadli skrze podlahu a nebylo by nam zatézko prochazet
zdi.

O povaze odpudivych a pfitazlivych sil zacalo byt ponékud vice jasno od dob Johannese
Diderika van der Waalse a jeho studia kondenzace plynt. Casto proto nyni{ mluvime o van der
waalsovskych interakcich jako synonymu slabych mezimolekulovych interakci. Pro¢ se ¢astice
pritahuji a pro¢ se odpuzuji? A jak silné na sebe ¢astice ptsobi? I tuto informaci ndm poskytne
kvantova chemie.

Pted tim, nez si stru¢né néco tekneme o ab initio vypoctech slabych mezimolekulovych
interakci, si provedeme jejich stru¢nou inventuru. Rozdélime si je na ,klasické” interakce a na
interakce ,,kvantové®.

20.1 Klasické (elektrostatické) interakce

Pod pojmem ,klasické” interakce mame na mysli ptsobeni vysvétlitelné elektrostatickymi si-
lami. Patfi sem napftiklad

e Interakce naboj—naboj. Dva ionty, jeden s nabojem ¢; a druhy s nabojem g¢; (viz
obrazek 54) na sebe dle Coulombova zékona ptsobi silou

L aig
47T€0 Tij

By = (20.1)

@ rij

Obrazek 54: Interakce naboj—ndboj

e Interakce dip6l—dip6l. Dvé molekuly s nenulovym dipolovym momentem na sebe pii-
sobi interakéni energii

_ Hifty
4meor

Ey = (2cos b, cosf; —sinb; sin b, cos @) (20.2)

3
]
kde p; a p; jsou velikosti dipdlového momentu jednotlivych molekul a thly 6 a ¢ jsou
vyznaceny na obrazku 55. VSimnéme si, Ze tato interakce vyhasina se vzdélenosti rychleji

nez interakce ion—ion. Tento vzorec bychom pfi trose snahy odvodili z Coulombova zakona.
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+q1 g 0,

Hq

—01

Obrazek 55: Schematicky ndkres pro interakci dipdl-dipdl

e Interakce dipdl-indukovany dipél. I zcela neutralni molekula bez jakychkoliv elek-
trickych momenti je pritahovana k molekule, ktera ma nédboj nebo t¥eba dipolovy moment
(obrazek 56). V neutralni molekule se totiz indukuje dip6lovy moment, ktery zpétné pi-
sobi na indukujici dip6lovy moment interakei typu dip6l-dipol. Interakéni energie je pak
déna jako

1 pdas(l+ 3cos?6)

Bie = — (20.3)

2(4meg)? r6

+qq

Obrazek 56: Schematicky ndkres pro interakci dipdl—indukovany dipdl

kde as je polarizovatelnost neutralni molekuly a p; je velikost dip6lového momentu elek-
tricky aktivni molekuly.

Podobnym zptisobem bychom mohli najit vztahy pro interakce ion—dipdl, dipol-kvadrupél ¢i
tfeba kvadrupol-indukovany kvadrupoél. VSechny tyto interakce lze snadno pochopit na zakladé
fyziky 19. stoleti, kvantové mechaniky neni potfeba. Na druhou stranu ani jedna z téchto
interakci nevysvétluje, pro¢ kondenzuje do kapalného ¢i pevného stavu napiiklad argon, ktery
nemé zadné elektrické momenty.

20.2 Kvantové interakce

Budeme uvazovat dva typy inherentné kvantovych interakci — (Pauliho) repulzi a disperzni
interakci.

e Repulzni interakce. Dva atomy helia ptiblizené na velmi kratkou vzdélenost se za¢nou
odpuzovat. Pro¢ tomu tak je? Na prvni pohled by se mohlo zdéat, Ze hlavné proto, ze se do
velké blizkosti dostavaji dvé jadra helia, kazdé z nich dvojnasobné nabité. To ale neni vse,
ba neni to viibec to hlavni — na druhou stranu si totiz elektrony vychutnavaji pritomnost
kladného naboje od druhého atomu. Hlavni problém je v Pauliho vylucovacim principu.
V kazdém z atomu helia se oba elektrony nachazi v 1s orbitalu. Pokud se ale snazime ze
dvou atomu udélat jenom jeden, tak ¢tyti elektrony se jiz ve stejném 1s orbitalu nachéazet
nemohou. Energie tak diky Pauliho repulzi roste. Tato repulze zavisi na prekryvu mezi
prislusnymi orbitaly a miiZeme ji proto dobfe reprezentovat exponencidlni funkci
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By = Ae i (20.4)

coZ ¢asto aproximujeme funkei %

e Disperzni interakce. Jde o pfitazlivou interakci, ktera ptisobi mezi libovolnymi dvéma
atomy. Nékdy se mluvi také o Londonove interakci, dle v Némecku narozeného amerického
fyzika Fritze Londona. Jaka je podstata této sily? Diky energii nulového bodu v kvantové
mechanice nikdy neutucha pohyb. Elektron v atomu tak neustéle kmita a v kazdé chvili ma
urcity okamzity dip6lovy moment. Tento dipélovy moment ale indukuje dipélovy moment
v sousednim atomu a oba atomy se tak pritahuji interakci okamzity dipél-indukovany
dipol.

Fritz London odvodil pro tuto interakci ptiblizny vztah

Emt%—é 1 [A[B aACB

2(47T60)2]A—|—[B T%

(20.5)

kde I, a Ig jsou ioniza¢ni energie na sebe pusobicich molekul A a B a analogicky a4
a ap jsou polarizovatelnosti téchto molekul.

Kde se vzal vyraz pro disperzni interakci?

Mé¢jme dva atomy vodiku, které se skladaji z jadra a elektronu. Pro jednoduchost pred-
pokladejme, Ze elektron se pohybuje pouze podél osy z (viz nasledujici obrazek).

Zp Zp
— T
R
Elektron atomu A splhuje rovnici
Ay = BQyY) (20.6)
a elektron atomu B spliiuje rovnici
Hy'Y) = Bp vy (20.7)

Pokud bychom zanedbali interakci mezi atomy A a B, byl by cely systém popséan vlnovou
funkei

0 0) /(0
Yiarp = ¥4 V5 (20.8)
Skuteény hamiltonian ma ale tvar
H=Hy,+ Hg+H' (20.9)
5/_/
HO

A

a H' obsahuje coulombovské interakce mezi jednotlivymi ¢asticemi

. 2 /1 1 1 1
= ( + - ) (20.10)

:47r50 R R— 244 2B R—zA_R—irzB
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kde prvni ¢len popisuje odpuzovani mezi jadry, druhy clen odpuzovani mezi elek-
trony, tfeti ¢len pfitahovani elektronu A k jadru B a ¢tvrty c¢len pritahovani
elektronu B k jadru A.

Po tupravé dostaneme

. € 1 1 1 1/ 1 1/ 1
H/: _ _ - - R — 211
4mo[R+R(1—%) R(l—%‘> R(l—%")} G

Vyraz v zavorce muzeme upravit pomoci rozvoje

1
— =1 24 20.12
T +x+a”+ ( )

coz je soucet geometrické fady. Po troSe algebraickych tprav ziskame

26 ZAZB
47T €0 R3
Porovnanim se vztahem 20.2 zjistujeme, Ze interakéni ¢len predstavuje energii ptusobeni

dvou okamzitych dipoélovych momentt, jednoho na atomu A (us4 = ez4), druhého na
atomu B (up = ezp). V prvnim fadu poruchové teorie ziskavame korekci energie

H = (20.13)

0 0 0 0
B = < ng\Hl|¢A+B> 4 eo R3 <wA ()|ZAZB|1/}£‘)¢;)> B

-~ 2 () k) s

Dva posledni ¢leny maji ale nulovou hodnotu, jde o stfedni hodnotu souradnice z, ktera
je pro atomy nulova. Neni to prekvapivé, v prvnim fadu poruchové teorie pocitame prii-
mérnou hodnotu dipol-dipolové interakce mezi nekorelovanymi dipély. Tato interakce se
v praméru vyrusi.

V druhém radu poruchové teorie dostaneme korekei (0 je zakladni stav, vSechny excito-
vané stavy komplexu AB m, pro molekulu A jsou excitované stavy oznaceny jako i, pro
molekulu B jako j)

() 5l '|wA+Bm>| (B 5 )|

@ _— =
b Zm: Eo — ; ; 40+ Epo— Ea; — Ep;

(20.15)

sOzalw O] (w2l @)
= 2R6zz‘< AOZ >‘ ’< >

iy Eao+ Epg — EA,z‘ —Ep;

Zjednodusime ted tento vyraz tim, Ze z obou sum vezmeme jenom nejvétsi ¢len, kde
i =7 =2, tj.

2
0 0 0
4et ‘<@Z’A ol AW)( )>’ ’<¢1(3)0|ZBW§3)2>‘
(4meg)2RE Eao+ Epog—FEas— Epa

Vratme se nyni do podkapitoly 19.1, kde jsme si odvodili priblizny vyraz pro polarizova-
telnost, ze kterého vyplyva, ze

E® = (20.16)
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1
(6012419 %) = 5504 (Bao — Bas) (20.17)
Dosazenim ziskdme
1 AELAE
E® = - 2498 CCACCb (20.18)
47T€0 RS AEA N AEB
kde
AEA = EA,Q - EA,O (2019)
a
AEB = EB72 — EB,O (2020)
V druhém #adu poruchové teorie dochazi k poklesu energie (to je pravda obecné). Rovnice
je dosti podobné Londonovu vyrazu 20.5, pokud si uvédomime, Ze excita¢ni a ionizac¢ni
energie maji podobnou hodnotu. Zcela identické vyrazy nejsou, nebot nés i Londonuv
vypocet byly zjednoduSeny riznym zpusobem.

20.3 Ab initio vypocty slabych mezimolekulovych interakci

V kapitole 20.1 jsme si predstavili celou fadu vztahi, které popisuji jednotlivé typy slabych
mezimolekulovych interakei. Na prvni pohled tak vse vypadé rizové. Sta¢i ndm vypocitat me-
todami kvantové chemie vlastnosti jednotlivych molekul (jejich naboj, dipoélovy, pfipadné vyssi
momenty, polarizovatelnost ¢i ioniza¢ni energii). Poté s pouzitim vztaha 20.1 az 20.5 snadno

vvvvvv

nelze a je tfeba interakéni energii pro vzajemné pusobeni molekul vypocitat piimo. PopiSeme
si nyni dvé mozné strategie takovéhoto vypoctu.

20.3.1 Poruchovy vypocet: Symetricky adaptovana poruchova teorie

Slabé mezimolekulové interakce v sobé obsahuji ono navodné adjektivum ,slabé“. Na interakce
mezi dvéma molekulami tedy muzeme nahlizet jako na malou poruchu pfi pohybu elektront
v jednotlivych atomech. Podivejme se na jednoduchy piipad dvou atomu helia v urcité vzdale-
nosti (viz obrazek 57).

ey

Ry +2 .

_ 714
@

24 €1

R
€2 . T2

Obrazek 57: Geometrie dvou atomi helia

Elektronovy hamiltonidn miizeme v atomovych jednotkich zapsat jako
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1 1 2 2
Hy = —§(A1A—|—A2A)+< )_

. |r14 — Troal a 114 — Rl a Iroa — R4
Pe
1 1 2 2
— (A +Agp) + ( - - ) +
?< s 28) lrig —rop|  |ris —Rp| |ros — Rp|
iy
+ ( LI S S
|RA - RBl |I'1A - I‘13| |I'1A - I‘2B| |I'2A - I'1B| |I'2A - I‘2B|
2 2 2 2 ) (20.21)
lria—Rp|  |rea—Rp| |rip—Ra| |ras — Ryl .
coz lze rozepsat jako
Ho= Ha+ Hp +Hap (20.22)
———
alQ
Reseni rovnice
YWY = EQvy (20.23)
kde
19 = Hy+ Hp (20.24)

snadno ziskdme metodou separace proménnych

V8 = a(ria, r24) 05 (ris, r2p) (20.25)

kde 194 je vlnova funkce prvntho atomu helia a ¥pg je vlnova funkce druhého atomu helia.
Interakéni energii pak mizeme vypocitat v ramci poruchové teorie jako

EW = /Qbé?)*]:IAB@Z)é?)drlAdrzAdI'leQB (20.26)

pricemz pro jemngéjsi piispévky bychom mohli vyuzit vyssich fada teorie poruch.

Postup vypada jednoduse, ale bohuzel je tam zadrhel. Vinova funkce 20.25 neni antisyme-
tricka viici zaméné elektroni mezi obéma atomy helia. Je tfeba cely postup upravit, mluvime
pak o symetricky adaptované poruchové teorii (SAPT, z angl. Symmetry Adapted Perturbation
Theory).

20.3.2 Supramolekularni pristup

V ramci supramolekuldrniho vypoc¢tu vyjadiime interakéni energii jako rozdil energie moleku-
larntho komplexu E4p5 a energii jednotlivych komponent E4 a Ep

Ein = Eap — Ea — Ep (20.27)

Pristup je to velmi pfimocary a zda se, ze nemuze zklamat. Ma ale své problémy. Energie

v

pristupy poskytuji pro realistické systémy hodnoty energii, které se v absolutni hodnoté od
skute¢né hodnoty znac¢né 1isi. Nastésti vétsi c¢ast chyby se pfi vypoctu komplexu a komponent
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vzajemné vyrusi, v chemii ndm totiz vétsinou jde pouze o rozdily energii. V piipadé slabych
mezimolekulovych sil nicméné pocitame velmi malou energii jako rozdil velikych (a skoro stej-
nych) ¢isel, ¢asto se v této souvislosti uvadi, Ze se snazime zjistit hmotnost kapitana jako rozdil
hmotnosti kapitana s parnikem a samotného parniku. V takovém ptipadé se zac¢nou uplatiiovat
i jinak zanedbatelné efekty.

Jednim z problému je tzv. superpozi¢ni chyba. Jde o nasledujici problém. Pokud prova-
dime varia¢ni vypocet, tak vime, ze ¢im vétsi baze, tim nizsi energie. Jestlize nyni provadime
vypocet molekulového komplexu A - - - B, tak molekula A v komplexu miize pti vypoctu vyuzit i
bazovych funkci poskytnutych molekulou B. Dojde ke snizeni energie, které neni dano fyzikalni
interakci, ale jde toliko o matematicky artefakt. Komplex se pak jevi stabilnéjsi nez ve sku-
tecnosti je. Tento defekt odstranujeme tzv. counterpoise korekci. Interakéni energii komplexu
vyjadiime jako

Eing = Eap — Ea s — EB 4 (20.28)

kde E4 g je energie atomu A vypocitand za piftomnosti baze atomu B a Ep |4 je energie
atomu B vypocitana za pritomnosti baze atomu A. Vyvazime tak neférovou vyhodu, které se
dostalo atomim A a B v komplexu A- - - B.

Jednotky energie v kvantové chemii

Je nacase promluvit si o jednotkach energie, se kterymi se setkdvame v kvantové che-
mii. Zrovna v oblasti mezimolekulovych interakci se setkdvdme s rozmanitou skilou
jednotek. Vezméme si napiiklad dimer argonu Ar,. V rovnovazné vzdélenosti (3,76
A) je jeho vazebna energie 1,19 kJ-mol™!. MiZe se ale stat, Ze v literatuie najdete
tdaj v zastaralych, ale ¢asto pouZivanych jednotkach, kcal-mol=! (0,285 kcal - mol™1).
V kvantové-mechanickych programech se pak pouzivaji tzv. atomové jednotky, Hartree.
V téchto jednotkéich se dobfe pisi programy, nebot zmizi fada skaredé vypadajicich kon-
stant. Navic prvni kody byly psany v tzv. floating point presnosti a vypocet s malymi
¢isly byl problematicky. Vazebna energie argonu v atomovych jednotkich vychézi 0,454
mHartree, coZ neni pékné ¢islo. Daleko ¢astéji se setkame s hodnotou vyjadienou v em=!.
To muze vypadat podivné, vzdyt reciproké centimetry nejsou viilbec jednotkou energie,
ale vinoctu v. Mezi vinoc¢tem a energii plati ale vztah £/ = hev. Tato energie ndm tedy
fika, jaky musi byt vlnocet fotonu, ktery je schopen komplex Ar, rozbit — konkrétné
minimélng 99,6 cm™!. Stejné tak byva nékdy energie uvedena v jednotkich frekvence
(Hz).

Kazdy obor ma své vlastni oblibené jednotky, vétsinou volené tak, aby ¢isla energii méla
setinové az tisicové hodnoty. Pfevodni faktory mezi jednotlivymi jednotkami udava nasle-
dujici tabulka. Z tabulky vidime, ze naptiklad 1 Hartree je roven 27,2107 eV nebo 2625,5
kJ-mol ™.

Hartree eV cm~ ! kcal -mol~! kJ-mol=! J
hartree 1 27,2107 219474,63 627,503 2625,5 43,60-10719
eV 0,0367502 1 8065,73 23,0609 96,4869 1,602- 10719
cm™! 4,55633-1076  1,23981-107* 1 0,00285911  0,0119627  1,986-10~22
keal -mol~! | 0,00159362 0,0433634 349,757 1 4,18400 6,95- 102!
kJ-mol~! | 0,00038088 0,01036410 83,593 0,239001 1 1,66 1072
J 2,294 - 107 6,24181- 10'® 5,03445-10%2 1,44 -10%° 6,02- 102 1
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21 Modelovani kapalné faze a roztoku

V mnoha pripadech mizeme vliv roztoku na chemickou reakci zanedbat. Reakce neutralnich
molekul ¢asto nejsou prilis ovlivnény prostiedim a vypocet provedeny v plynné fazi predsta-
vuje dobré priblizeni pro situaci v roztoku. Déje, ve kterych vystupuji ionty, jsou ale solvataci
ovlivnény zasadné. Tak napiiklad molekula NaCl se v plynné fazi jen vyjimecné rozpadne na
ionty, zatimco ve vodé je disociace v ionty zcela tuctovou podivanou.

Solvataci muzeme zahrnout na riznych drovnich, zde podavame pouze struény piehled. Pri-
padného zajemce o hlubsi vhled odkazujeme na kteroukoliv z velké fady publikaci a kompendii
vénovanych vypocetni chemii, napiiklad na praci Cramerovu?! & Jensenovu.??

21.1 Atomarni pristup k solvataci

V ramci tohoto pristupu jednoduse obklopime molekulu molekulami rozpoustédla (viz obra-
zek 58), strukturu optimalizujeme a pro cely tento systém pak pocitame vlastnosti (napiiklad
energii). Jde o pfimoc¢arou cestu k zahrnuti solvata¢nich efekt, nicméné nikoliv o cestu vzdy
praktickou. Malé agregaty maji totiz jen malo co spole¢ného s kondenzovanou fazi a konver-
gence vlastnosti molekul s velikosti pouzitého klastru je velmi pomala — vypocetni narocnost
kvantové-chemickych metod pfitom roste hriznym zptisobem s poctem elektront zahrnutych
do vypoctu (tak tfeba naro¢nost Harteeho-Fokovy metody roste formélné se ¢tvrtou mocninou
poctu elektront, byt v praxi je situace piiznivéjsi).

Obrazek 58: Schematicky ndkres mikrosolvatace, molekula rozpusténce je postupné obklo-
pena malym poctem molekul rozpoustédla (voda)

Oproti molekuldm nebo krystalim mame s popisem kapalin jesté jeden problém. Molekuly
maji typicky jedno ¢i nékolik malo chemicky zajimavych minim na hyperplose potencialni ener-
gie. V kapalinach se ale setkavame s velkou fadou energeticky blizkych minim (viz obrazek 59).
Vypocet pro jedinou strukturu tak nepodavé skoro zadnou informaci. K mapovéani slozité hy-
perplochy potencialni energie pouzivame techniky molekulovych simulaci (viz nasledujici box).

21C. J. Cramer, Essentials of Computational Chemistry. Theories and Models, 2nd edition. Wiley, 2004.
22F. Jensen, Introduction to Computational Chemistry. Wiley, 2007.
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Obrazek 59: Prifez hyperplochou potencidlng energie. V kapalindch existuje Tada lokdlnich
minim (obrazek vlevo). Naproti tomu pro izolované molekuly v plynné fazi nachdzime typicky
pouze nékolik mdlo minim (obrdzek vpravo)

Metody Monte Carlo a molekularni dynamiky

Problém existence mnoha minim je feSen pomoci metod molekulovych simulaci. Je-
likoz jsme pozbyli nadéje, ze bychom kdy mohli prozkoumat vSechny dulezité struktury,
vybereme pouze statisticky vyznamny vzorek, ktery reprezentuje typické struktury popu-
lované v kapaliné za dané teploty. Jak to provedeme? Bézné jsou pouzivany dva pristupy.
Predpokladejme, Ze jsme schopni pro kazdou geometrii R vypocitat elektronovou energii
ER).

V ramci metody Monte Carlo vyjdeme z urcité konfigurace kapaliny a provadime
nahodné pohyby s atomy. NavrZzeny pohyb bud pfijmeme, nebo zamitneme a to tak, aby
rozlozeni konfiguraci respektovalo Boltzmannovo rozdéleni energii

E(R)

N; < e *8T (21.1)

kde N; je pocet castic v i-tém kvantovém stavu, kg je Boltzmannova konstanta a T je
teplota.

Alternativné muZzeme nechat molekuly vyvijet na hyperplose potenciélni energie F(R)
dle klasickych (a nebo i kvantovych) pohybovych rovnic. Molekuly se tak neustéle presku-
puji, pfi¢emz s mirnou modifikaci pohybovych rovnic miizeme dosahnout opét toho, Ze
vysledna trajektorie bude odpovidat rovnovaznému rozdéleni pfi uréité teploté. V tomto
pripadé mluvime o metodé molekulové dynamiky.

S nekonecnosti kapalin se muzeme vyrovnat vypoctem pro pouze urc¢ity konecny vyiez
kapaliny. Takze namisto Avogadrova ¢isla molekul provedeme vypocet tieba jen pro 200
molekul. T to je pro kvantovou chemii obtizné. Klastr 200 molekul je nicméné straslivé
malicka kapicka, u které se budou vyraznym zptusobem uplathovat povrchové jevy. Aby
k tomu nedoslo, obklopime bunku s nasimi 200 molekul vody jejimi replikami. Pro tyto
repliky jiz nemusime vypocet provadét. Kdyz pak molekula opusti bunku tieba pres
zapadni hranice, jind molekula se vrati ze sousedni buiiky z vychodniho sméru (viz ob-

razek 60).
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Obrazek 60: Schematicky ndkres periodickijch okrajovijch podminek. Centrdlni burika je
obklopena sviymi replikami. Pokud molekula opusti centrdlni buriku, molekula ze sousedni
bunky prichdzi do centrdlnd bunky.

Molekulové simulace predstavuji svébytnou a rozsahlou védni oblast. Ctenafe s hlubsim
zajmem odkazujeme na specializovanou literaturu, napt. na skripta Nezbedy, Kolafy a
Kotrly nebo http://old.vscht.cz/fch/cz/pomucky /kolafa/molsim-tisk.pdf.”

“I. Nezbeda, J. Kolafa, M. Kotrla, Uvod do pocitacovijch simulaci. Karolinum, 2003.

Ab initio modely

Kapaliny a dalsi rozsahlé neperiodické systémy muzeme v zédsadé modelovat pomoci metod
kvantové chemie, se kterymi jsme se seznamili v pfedchozich kapitolach. Jak k metodé Monte
Carlo, tak k metodé molekulové dynamiky potfebujeme elektronovou energii jako funkci sou-
fadnic atomovych jader, tj. potFebujeme ziskat hyperplochu potenciélni energie E(R), kterou
v principu ziskdme fesenim elektronové Schrodingerovy rovnice. Pro modelovani rozséhlych sol-
vatovanych systému jsme typicky odkazani na DFT techniky, které je potfeba co mozna nejlépe
optimalizovat.

Tak naptiklad v ramci metody MD za¢neme s urcitou konfiguraci molekul, ve které vypoci-
tame energii a také gradienty energie, tedy sily plisobici na jednotlivé atomy. To ndm umozni
posunout se do geometrie nasledujici, kde opét fesime elektronovou Schréodingerovu rovnici a
tak to jde dal a dal. Takovéto vypocty jsou velmi narocné, elektronovou vlnovou funkci je totiz
tfeba mit dokonale zkonvergovanou, jinak dochazi k velké kumulaci chyb.

Elegantni metodu vyrazné zrychlujici ab initio molekulovou dynamiku je tzv. Carova-
Parrinellova molekularni dynamika. Zacne se opét zkonvergovanou vlnovou funkci, ale
posléze se parametry vinové funkce (orbitaly) propaguji v ¢ase podobné jako polohy nebo
hybnosti. Podobné lze dynamické vypocty vyrazné urychlit pomoci odhadii elektronové vinové
funkce ziskané extrapolaci vlnové funkce z predchozich ¢asovych kroki. Podrobnéjsi informace
o ab initio MD simulacich lze najit napi. v knize Marxe a Huttera.?

23D. Marx, J. Hutter, Ab Initio Molecular Dynamics. Cambridge University Press, 2009.
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Empiricka silova pole

Pro radu aplikaci naStésti neni tfeba provadét kvantoveé-chemické vypocty pro cely rozsahly
systém, energie E(R) se da ukuchtit z vlastnosti jednotlivych molekul. Pfedné potifebujeme
védét, jaka je energie jednotlivych molekul v zavislosti na geometrii. Vétsinou tuto zéavislost
hleddme ve tvaru souc¢tu vazebnych a nevazebnych interakci, kde pro E.,, plati

Em<R):Z kbond — Z ka“g@ —00)°+ Y A1+ cos(nigi + 6;)] (21.2)

vazby uhly dih. ah.

Prvni dva ¢leny predstavuji harmonicky potencial popisujici zmény energie pii natahovani vazeb
a deformaci vazebnych thlia. Tteti ¢len popisuje zmény energie s dihedralnim thlem. Existuji
samoziejmé 1 sofistikovanéjsi vyrazy, pro nas je v tuto chvili dulezité si pouze uvédomit, ze jde
o explicitni zavislost energie na geometrii, kterd vychazi z chemické zkusenosti.

Dale je t¥eba pridat interakci mezi atomy, které jsou daleko od sebe (at v ramci stejné
molekuly ¢ mezi riznymi molekulami). V nejjednodussim pripadé popiSeme molekulu pomoci
parcidlnich ndboji na jednotlivych atomech (viz kapitola 19) a budeme uvazovat elektrostatic-
kou interakci mezi témito parcidlnimi naboji. K tomu v8ak musime ptipocitat disperzni interakci
mezi jednotlivymi naboji a také repulzi mezi atomy v dusledku vyménné interakce, celkové pak
pisobeni mezi riznymi atomy miiZeme aproximovat napiiklad vztahem

1 qiq i\ o\
ZZMsRJ 2.2 e < ]]) - <RJJ)

i A [

kde posledni dva ¢leny popisujici disperzi a repulzi predstavuji tzv. Lennard-Jonesiv po-

tencial, mizeme se ale setkat i s jinymi formami. Parametry silového pole (v naSem pti-

padé kPond kI8 Adh 6, 10, ©p, o, 0, €15 @ ¢;) se mohou bud vypoéitat pomoci kvantové-

chemickych metod, nebo se daji empiricky nastavit tak, aby systém mél vlastnosti shodné s

experimentalnimi daty.

Vypocty s témito potencidly, v chemii obvykle nazyvanymi ,silovymi poli“, jsou velmi rychlé

a je tak mozno studovat vyvoj systému i pro velmi dlouhou dobu. Na druhou stranu empirické

potencidly nejsou typicky schopny popsat vznik a zanik chemické vazby, nedaji se tedy pirimo
pouZit pro popis chemickych reakei.?*

(21.3)

21.1.1 QM/MM metody

O néco vyse jsme se dozvédéli, ze pomoci empirickych potencidli mizeme kapaliny popsat do-
sti levné. Bohuzel v8ak témito pristupy nepopiSeme chemické reakce. Reakce se ale odehravaji
v omezené Casti prostoru. Pristup QM /MM proto kvantové vypocty a vypocty pomoci metod
kvantové chemie kombinuje, spojuje tak silné stranky obou popisi. V ramci metody QM/MM
studujeme c¢ast systému metodami kvantové chemie a ¢ést jednodussimi piistupy, s pouzitim
empirickych potenciali. Na kvantové trovni feSime vétsinou pouze ty nejdilezitéjsi casti sys-
tému, napiiklad aktivni centrum enzymu, méné duleZitou ¢ast (proteinové okoli, rozpoustédlo
atp.) pak popisujeme metodami empirickymi. Hamiltonian je pak dan jako

}AI: IA{QMﬁ—ﬁMM—FﬁQM/MM (214)

24Empirickym potencidliim se v tomto textu nadale jiz nebudeme vénovat, étenaie zde odkazujeme napf. na
text Petra Boufe na hitp : //hanicka.uochb.cas.cz/ bour /prednaska/prednaska.htm ¢ na jiz zminéné skripta
o molekulovych simulacich, I. Nezbeda, J. Kolafa, M. Kotrla, Uvod do pocitacovych simulaci. Karolinum, 2003.
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kde H, qum je hamiltonidn pro molekulu rozpusténé latky pocitany na kvantové-chemické trovni,
Hyny predstavuje empiricky potencial a Hqoum/vw popisuje interakei mezi obéma astmi. V nej-

_ 12 ot 6
@ — o 21.5
(RaM> <RaM> ] (215)

kde gps je ndboj molekularné-mechanického (MM) atomu M, Z, je nabojové ¢islo kvantove-
mechanického (QM) atomu «v a €,y a Raps jsou parametry Lennard-Jonesova potencialu popisu-
jici repulzni a disperzni sily mezi kvantové-mechanickym atomem a a molekularné-mechanickymi
atomy M. Elektrony jsou oznaceny indexem i. Elektrony i jadra rozpusténé latky popsané na
QM trovni tedy ,citi“ parcialni naboje MM atomu a k tomu pfidavame repulzi a disperzni
pritahovani mezi QM a MM atomy.

Diky QM/MM pfistupu je tak mozné studovat i velmi rozsahlé systémy. O dulezitosti
QM /MM metod svédéi i Nobelova cena za rok 2013 udélené pravé za vyzkumy v tomto sméru.

[:[QM/MM:_Z Z—Aj\/;—l—Z; i‘g‘aq]\]/\[/[ —I—Z;LLSQM

i M

MM

Obrazek 61: Schéma rozdélent systému na édst popsanou pomoci kvantové mechaniky (QM)
a molekulové mechaniky (MM)

21.2 Implicitni modely solvatace

Implicitni modely rezignuji na snahu popsat pomoci technik kvantové chemie vSechny molekuly
rozpoustédla. Misto toho se soustiedime pouze na rozpusténce a rozpoustédlo modelujeme jako
dielektrické kontinuum, popsané nékolika parametry.

Predstavme si, Zze chceme vypocitat energii ur¢itého iontu v roztoku. Pro jednoduchost
uvazujme ion kulovitého tvaru. Muzeme vypocitat energii iontu v plynné fazi a pripocitat
solvatacni energii. Ta je v nejjednodussim piipadé dana Bornovou rovnici, kdy solvatacni
energii vypoc¢itame z rovnic klasické elektrostatiky jako rozdil prace nutné k nabiti iontu ve
vakuu a v prostfedi o relativni permitivité e,

2
AG, = i€ (1 — i) (21.6)

megr; €

kde r; je polomér piislusného iontu, Z; je nabojové ¢islo iontu a gy je permitivita vakua.

Jde o velmi pifimocarou opravu na vliv solvatace, ktera ovSem nebere v potaz nékteré slozky
solvata¢ni energie. Tak kupiikladu zanedbéava tzv. kavitaéni energii, tj. energii nutnou na
vytvoreni kavity, do které prislusny ion umistime. Tuto veli¢inu miizeme odhadnout napriklad
z hodnot povrchového napéti kapaliny, ve kterém molekulu solvatujeme. Kromé toho predpo-
kladame, Ze elektronova struktura rozpusténce neni solvataci ovlivnéna.
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Modernéjsi metody jiz kontinuum obklopujici rozpusténou molekulu zahrnuji pfimo do feseni
Schrédingerovy rovnice, berouce v potaz vzajemné ptisobeni rozpusténce a rozpoustédla. Roz-
pusténa molekula polarizuje rozpoustédlo, které ho obklopuje, které ale zpétné ptisobi svym
polem na solvatovany ion. Vytvaii se tzv. reakéni pole, ve kterém je ion umistén.

Obrazek 62: Schematicky ndkres postupu pii vipoctu reakéniho pole. Kolem molekuly je
vytvotena kavita (napiiklad z van der waalsovskych kouli, viz obrazek vlevo), kavita je rozdeé-
lena na malé plosky tvorici mozaiku (obrdzek uprostred), na malé plosky je umisténa soustava
povrchovych ndboji (obrazek vpravo)

Technicky musime propojit feseni Schréodingerovy rovnice s rovnicemi klasické elektrosta-
tiky. Vychéazi se typicky z tzv. Poissonovy rovnice, kterd dava do souvislosti elektrostaticky
potencial (V' (r)) s rozlozenim nabojové hustoty (p). Za¢neme tedy tak, ze se podivame, jak mo-
lekula rozpusténce s rozlozenim naboje (odpovidajici rozloZeni naboje v plynné fazi) zpolarizuje
své okoli (reakéni potencial Vz). Tuto polarizaci mizeme reprezentovat soustavou povrchovych
néaboju na rozhrani mezi molekulou a vnéj$im prostfedim, ozna¢me si tyto naboje umisténé na
malych ploskach tvoficich ,mozaiku na povrchu molekuly jako o(s), kde s oznacuje polohu
dané plogky na povrchu (viz obrazek 62). Tyto nédboje pak budou vyvolavat v ur¢itém bodé r
potencial dany souc¢tem elektrostatické interakce od jednotlivych plosek

VR:/ L o) 4 (21.7)

dmeg |r — 8|

Toto reakéni pole pak priddme do Schrodingerovy rovnice k béznému elektronovému hamilto-
nianu Hy

(o + Vi) v = B (21.8)

Vytesenim Schrodingerovy rovnice ziskdme nové rozlozeni naboje v molekule, coz ovSem vede
k jiné polarizaci okolniho rozpoustédla, takze cyklus opakujeme, dokud nedosahneme konver-
gence. Cely cyklus oznacujeme zkratkou SCRF (z angl. Self Consistent Reaction Field), viz
obrazek 63. Je tfeba podotknout, Ze se nejedné o samostatny cyklus, z rovnice 21.8 vidime, Ze
interakce s rozpoustédlem je rovnou v hamiltonidnu a tak je soucasti SCF cyklu. Tento pristup

vrvs

je i tak pouze o méalo narocnéjsi nez vypocet ve vakuu a byva proto ¢asto pouzivan.
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Hy = Fip—-

|

nabojova hustota elektrostaticky potencial
p V(r)
4r
V2V(r) = — P

Obrazek 63: Ndstin algoritmu SCRF

Pomoci implicitnich metod miizeme spocitat fadu pro chemika zajimavych veli¢in, jako jsou
redoxni potencialy nebo disocia¢ni konstanty kyselin. Bohuzel nemtzeme vypocitat pK, primo,
nebot pomoci implicitnich modeli neodhadneme dostatecné presné solvatacni energii protonu.
Jdeme tedy na véc oklikou pres termodynamicky cyklus obrazku 64.

AG
HA(g)——H'(g)+A (g)

B

AG., (HA) AG,, (H') AG,, (A7),

AG.
HA(aq)—(l>H+ (aq)+A (aq)

Obrazek 64: Termodynamicky cyklus pro vgpocet pK, kyselin

AG predstavuje zménu Gibbsovy energie v plynné fazi, AGy,(X) zménu Gibbsovy energie
spojenou s ponofenim molekuly X do roztoku a AG,, je naSe hledana veli¢ina, tedy zména
Gibbsovy energie pii disociaci v roztoku. Z ni lze pak vypocitat disociac¢ni konstantu kyseliny
jako

AG,q

K, = 2Ga 21.9
p RT1n 10 (21.9)

S pouzitim implicitnich modelta t¥eba byt obezfetny, nebot maji sva dobfe znaméa omezeni.
Neni napiiklad jasné, jak stanovit hranice mezi rozpusténou latkou a okolnim dielektrikem, tj.
jakym zptisobem vytvorit kavitu, do které se umisti rozpusténa molekula. Vysledek na volbé
molekulu obalime nékolika molekulami rozpoustédla, napiiklad prvni solvatacni vrstvou, a cely
tento objekt umistime do dielektrického kontinua. Takovyto postup je velmi zddouci zejména
pokud popisujeme reakce, ve kterych vystupuji ionty, jako pravé v diskutovaném pripadu vy-
poctu disocia¢ni konstanty kyseliny.
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22 Elektronové excitované stavy

Vétsinu chemikt zajima hlavné zakladni elektronovy stav, otazky typu jaka je struktura mo-
lekul, kapalin, ¢i krystali, jaké jsou solvatacni ¢i mrizkové energie, jaké je rovnovazné slozeni
reakéni smési atp. S elektronové excitovanymi stavy se chemik setkd v souvislosti s riznymi
spektroskopickymi technikami, jako je UV absorpéni spektroskopie, rentgenové spektrosko-
pie, spektroskopie zalozené na elektronovém cirkularnim dichroismu, fotoemisni spektroskopie
¢i nejriznéjsi fluorescencni techniky. Nesmime pfitom zapomenout ani na samostatné odvétvi
chemie zamérené na chemii svétla, na fotochemii.

Porozumét vlastnostem elektronové excitovanych stavi je dilezité v nejriznéjsich aplikacich,
od biofyzikalnich problému (Jak probihéa fotosyntéza? Jakym zptisobem je prenésSen zrakovy
viem?) az po technologie a materidlové inzenyrstvi (Jak funguji solarni ¢lanky?). Kvantova
chemie excitovanych stavii je Siroka a rychle se rozvijejici oblast. Tato kapitola tak obsahuje
jen nékolik malo poznamek.

Jablonského diagram: Fluorescence, fosforescence a dalsi déje

Interakce svétla a molekul jsou obvykle znazornény ve formeé tzv. Jablonského diagramu.
Z&arivé déje jsou v ném vyznaceny plnou ¢arou, déje nezativé vinkou.

Uvazujme napiiklad molekulu, ktera se nachézi v zakladnim singletnim stavu (tak tomu
vétsinou je, vyjimka je ale tfeba molekula kysliku Os, jak jsme vidéli tfeba z diagramu
molekulovych orbitalii) a je excitovana do druhého vzbuzeného stavu, oznacme jej Ss,
v néjaké jeho vibracni hladiné. Nejrychleji dochézi k tzv. vibracni relaxaci (VR), kdy
se molekula nezarivé zchladi do svého zakladniho vibra¢niho stavu. Poté mize dojit k
nezarivému prechodu do vibra¢né vzbuzeného stavu, odpovidajici elektronovému stavu
Sy, mluvime o tzv. vnitini konverzi (IC). Ze stavu S; muze dojit k vyzafeni svételného
kvanta (fluorescenci) ¢i k zakdzanému prechodu do stavu tripletniho (mezisystémové kii-
zeni, ISC). Z tripletniho stavu pak molekula muze vyzarit foton a vratit se do zakladniho
stavu. Mluvime pak o fosforescenci. Kvantova chemie ndm umoziuje vypocitat rychlosti
v8ech téchto déju (typické hodnoty jsou v diagramu také vyznaceny).

| vibraéni relaxace ~ 107s

S :E vnitini konverze ~ 10712 s
2

ﬁﬁE mezisystémové kiizeni ~107%s
"M/“_ﬁ:
T,

absorpce

I~
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22.1 Absorpce a emise svétla: Dovolené a zakazané pirechody

Predpokladejme nyni, Ze jsme schopni vypocitat energie a vinové funkce zakladntho F; i ex-
citovaného stavu Ey. Mohlo by néas zajimat, kdy pak bude svétlo o frekvenci v absorbovéno
¢i kdy naopak molekula ve vzbuzeném stavu piresko¢i do stavu zékladniho za vyzatreni fotonu
o energii hv.

Musi byt predevsim splnéna rezonanc¢ni podminka

hv = E; — E; (22.1)

kterd nam tekne, jaké fotony budou absorbovany nebo emitovany. Kromé toho chceme také
védét, jak intenzivni prislusna absorpce ¢i emise svétla bude. To se dozvime prostfednictvim
veli¢iny nazvané tranzitni dipélovy moment

Pif = / Vi (22.2)

kde p je vektor dipolového momentu pro dané okamzité usporadani elektronii a atomovych
jader, 9; je vlnovéa funkce pocatecniho stavu, 9; je vlnova funkce kone¢ného stavu.

7. experimentalniho hlediska je intenzita absorpce charakterizovana molarnim absorpénim
koeficientem e, ktery vystupuje v Lambertové-Beerové zakonu

I=1y-1075 (22.3)

kdy Iy je intenzita zafeni vstupujiciho do kyvety, I je intenzita svétla vystupujiciho, [ je délka
kyvety a c je koncentrace absorbujicich ¢astic. S vyuzitim casové-zavislé Schrédingerovy rov-
nice se da ukézat, Ze molarni absorpcéni koeficient je piimo timérny druhé mocniné tranzitniho
dipoélového momentu

£~ ot (22.4)

Tranzitni dipoélovy moment tak pfedstavuje tstfedni veli¢inu v teoretické spektroskopii.
Na zékladé analyzy vyrazu 22.4 se odvozuji tzv. vybérova pravidla, ktera nam tikaji, které
z prechodu jsou dovolené a které z prechodi jsou naopak zakazané — tento koncept jsme si
predstavili jiz pro IR spektroskopii v oddile 14.2.

Tranzitni dip6lovy moment rozhoduje nejen o intenzité absorpce, ale také o intenzité flu-
orescence. V tomto piipadé je pocatecnim stavem stav elektronové excitovany a konec¢nym
stavem stav zakladni. Je tfeba mit ale na paméti, Ze geometrie molekuly je pii absorpci a pii
fluorescenci odlisna. V prvnim piipadé vychazime z minima zakladniho stavu, v pripadé druhém
z minima stavu excitovaného.

Vicefotonova absorpce

O nékolik radki vyse jsme si fekli, ze k absorpci zafeni dojde, pokud bude energie fotonu
hv rovna rozdilu mezi hladinami AE. Molekulu ale miZeme excitovat i dvéma fotony o
energii %, pokud dojde k tzv. dvoufotonové absorpci, viz nésledujici obrazek.
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S dvoufotonovou absorpci se setkdvame napiiklad v biologickém vyzkumu. Pouziva se
tfeba v neurovédach k tzv. uncagingu (biologicky aktivni latka je svétlem uvolnéna z ne-
aktivniho prekurzoru) nebo k fluorescenénimu zobrazovéani (fluoreskujici molekula je svét-
lem aktivovana). Dvoufotonovéa absorpce umoziiuje uvolnéni zadané latky v daném case
a v daném misté.

V ¢em je dvoufotonova absorpce vyhodnéjsi nez obvykla absorpce jednofotonova? Prav-
dépodobnost soucasného pohlceni dvou fotoni molekulou je imérna druhé mocniné in-
tenzity svétla. Vysleme-li svételny pulz na biologicky objekt ze dvou ruznych sméri, dojde
k absorpci témér vyhradné v oblasti kfizeni paprski. Dalsi vyhodou dvoufotonové ab-
sorpce je skutecnost, ze namisto fotonti z UV oblasti spektra pracujeme s viditelnym nebo
infracervenym zarenim. To ma v biologickém materidlu lepsi prostupnost a také mensi
fototoxicitu.

Pro dvoufotonovu absorpci plati analogicka rovnice jako je Lamberttiv—Beertuv zakon

dI
= —BI? (22.5)

kde I je intenzita svétla a § se nazyva dvoufotonovy absorpéni koeficient, ktery je svazan
dvoufotonovym absorpénim téinnym prifezem o (udavany v jednotkiach GM k pocté
Marie Goeppert-Meyerové, 1 GM = 107 s - cm* - foton™" - molekula™', plati vztah ¢ =

s ]fvph, kde E,; je energie fotonu a N je hustota castic).

Absorpéni a emisni spektra atomu jsou nesmirné tzka, v podstaté ¢arova. Stejné tak spektra
odpovidajici rota¢nim ¢i vibra¢nim piechodim v molekulach nejsou prili§ Sirokd. To je déno
nutnosti splnit rezonan¢ni podminku ze vztahu 22.2. Naproti tomu absorpéni a fluorescenéni
spektra molekul jsou ¢asto velmi Siroké, se spektralni sitkou o desitkidch nanometri. Toto roz-
Sifeni spektralnich ¢ar je dano vibracemi molekul v zakladnim stavu (tedy pohyby nulovych
kmiti) a excitacemi do riznych vibra¢nich stavi v excitovaném stavu elektronovém.
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absorpce

excitovany stav .
cmisc

a(E)

zakladni stav

Obrazek 65: Absorpéni a emisni spektrum molekul, spektrdlni édry jsou oproti atomiim
rozsirené kvili vibracim molekul v zdkladnim stavu

Tvar spektra je dan tzv. Franckovym-Condonovym principem. Méjme molekulu, jejiz vinové
funkce jsou v souladu s Bornovou-Oppenheimerovou aproximaci dany jako

Yi(r,R) = xi(R)¢eri(r; R) (22.6)
kde 1q;(r; R) je elektronova a y;(R) vibra¢ni vlnova funkce pocate¢niho (zékladniho) stavu,
analogicky bychom vlnovou funkci zapsali pro stav excitovany, ktery oznacujeme indexem f.
Pottebujeme zjistit hodnotu tranzitniho dip6lového momentu

pog = [ e RY i R)rdR (22.7)

Dipo6lovy moment (coZ je zaroven operator dipolového momentu) muzeme rozdélit na slozku
danou souradnicemi elektront a slozku danou soutradnicemi atomovych jader

Njaa

Nel
H=—¢€ Z rp +e Z ZIRy = “’el(r) + “jad(R) (228)
k=1 =1

coz nam umozni rozepsat tranzitni dipélovy moment do tvaru

My = / X7 (R)er (15 R)™ gy (1) X (R)tber i (r; R)drdR + (22.9)

T / 3 (Rt (55 R)” 0 (R) i (R) ot (; R)rdR

Druhy ¢len bude nulovy diky ortogonalité vlastnich elektronovych vlnovych funkci, nebot
[ R 0 R B (RO (R s xRl = (22.10)

— [ R s RIGRIR [ 05 R) (x5 R

a my tak ziskdme kone¢ny vyraz pro tranzitni dipélovy moment ve tvaru

o= [o®y ( [ st RY )t R)dr) (R)R (22.11)

[\

-~

Hif el (r)
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Vyraz v zavorce nazyvame elektronovym tranzitnim dipélovym momentem, g, ;. Tato
veli¢ina je riizna pro ruzné geometrie molekuly a my ji ziskame z kvantové-chemickych vypocti.
Kdyz budeme predpokladat, Ze elektronovy tranzitni dipélovy moment je prakticky nezéavisly
na geometrii molekuly, miizeme ziskat jesté jednodussi vyraz pro tranzitni dip6lovy moment

Hip = / xf(R)" xi(R)dR / Ve, g (13 R) ey (r)Yeri (r; R)dr = Sigppag i (22.12)

kde jsme si zavedli novy symbol, Siy = [ x(R)*x;(R)dR, oznacujici prekryv mezi vibra¢ni
vlnovou funkci pocateéniho a konecného elektronového stavu. Mluvime o tzv. Franckové—
Condonové faktoru. Tento ¢len neni nulovy, nebot vibra¢ni vinové funkce zakladniho a ex-
citovaného stavu nejsou vlastnimi funkcemi téhoz hamiltonidnu! Intenzita absorpce tak bude
déna elektronovym tranzitnim dip6lovym momentem a prekryvovym integralem, ktery se na-
zyvé Franckuv—Condoniiv faktor.

Konkrétni priklad si muzeme ukédzat na absorpénim spektru molekuly jodu. Fungovéni
Franckova—Condonova principu vidime na obrazku 66. Molekula se na po¢atku nachazi ve stavu
Yoo (zékladni elektronovy stav oznaeny na obrazku jako X a zakladni vibra¢ni stav). Budeme
uvazovat excitaci do tzv. B stavu, tj. do druhého elektronové excitovaného stavu. Ptechod
zékladnim vibra¢nim stavu). Intenzita prechodu je ale mala, nebot prekryv Spo neni velky.
Maximum absorpce uvidime pfi pfechodu do druhého vibra¢niho stavu. Jod zacne absorbovat
jiz. u vlnové délky kolem 600 nm (proto jsou pary jodu fialové). Jenze prekryvovy integral mezi
vlnovou funkei zakladniho a excitovaného stavu je zanedbatelny. Prekryv dosahuje maxima az
blizko disocia¢ni limity jodu v excitovaném stavu. Ve spektru vidime rozliSeni vibra¢nich hla-
din excitovaného stavu. Od urcité energie fotonu jiz struktura spektra mizi, nebot jsme dosahli
disocia¢ni limity excitovaného stavu.

D ‘Mll
/ ‘i“lr',‘n
W

relativni intenzita

460 500 540 580 620

o~
[Se3
=1

vinova délka [nm]

Obrazek 66: Zjednodusené kiivky povrchu potencidlni energie molekuly jodu I (vievo) a
absorpéni spektrum (vlevo). Kiivka oznacena X popisuje zdkladni elektronovy stav, krivky
A a B popisuji elektronové excitované stavy. Na kifivkdch jsou naznaceny pFislusné vibracni
hladiny. Upraveno podle J. Mol. Spectroscopy 138, 162-180 (1989) a Moore, Collins, Davies,
Chemistry McGraw-Hill Companies. 1978
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22.2  Ab initio vypocty elektronové-excitovanych stavi

Na prvni pohled se zd4, Ze neni nutné pro excitované stavy vytvaret samostatny oddil. Jestlize
fesime elektronovou Schrodingerovu rovnici

He; = By (22.13)

ziskavame tak kromé energie zékladniho stavu FEy a prislusné vinové funkce 1)y také stavy
excitované s energiemi FE;, ¢+ > 0. Tak tomu v principu je, nicméné je tfeba mit na paméti,
ze vétsina kvantové-chemickych metod, které byly doposud v nasem textu predstaveny, byly
vytvareny pro vypocty v zédkladnim elektronovém stavu a jejich pouziti pro excitované stavy
bez dalsich tprav neni mozné. Piikladem mohou byt metody zalozené na teorii funkcionalu
hustoty. Hohenbergovy—Kohnovy teorémy jsou odvozeny pro elektronovou hustotu zakladniho
stavu a rozsiteni metody DFT do excitovaného stavu neni viibec samoziejmé.

Pri vypoctech excitovanych stavii musime také davat pozor pri volbé jednoelektronové baze.
Zatimco v zakladnim stavu se vlnova funkce typicky prilis nevzdaluje od atomovych jader, ve
stavech vzbuzenych muze byt tplné jinak.

Nejjednodussi situace nastane, pokud nas zajimé excitovany stav o jiné spinové mul-
tiplicité nez stav zakladni. Mizeme chtit naptiklad vypocitat energii prechodu mezi zdkladnim
tripletnim stavem kysliku a jeho singletni variantou. V tomto ptipadé provadime v obou pii-
padech vypocet v zdkladnim stavu dané multiplicity a mtuzeme tak pouzit libovolnou z metod
popsanych v kapitolach 16, 17 a 18, véetné metod zaloZzenych na funkcionalu hustoty.

Ze spektroskopického hlediska jsou ale zajimavéjsi prechody mezi stavy o stejné spi-
nové multiplicité, nebot ty maji typicky vétsi intenzitu v elektronovych spektrech. Piikladem
metod, které je snadné rozsitit do excitovaného stavu, jsou piistupy zalozené na metodé konfigu-
ra¢ni interakce. Zejména vhodné a ¢asto pouzivané jsou multireferen¢ni piistupy (viz kapitola
16). Casto se tak setkdme s metodou CASSCF a jejim poruchovym vylepsenim CASPT2 ¢i
s vylepsenim pomoci metody konfigura¢ni interakce, metodou MRCI.

Existuje jesté jedna cesta umozinujici vypocitat energie excitovanych stavi a intenzitu ab-
sorpce, aniz bychom pfitom znali vinovou funkci excitovaného stavu. V kapitole 19 jsme disku-
tovali veli¢inu nazvanou polarizovatelnost. Ta nam fiké, jak moc je molekula citliva na vnéjsi
elektrické pole. Vnéjsi elektrické pole muze byt ale i ¢asové proménné, v piipadé svétla o frek-
venci v se intenzita elektrického pole méni harmonicky dle vztahu

E(t) = Egsin(27vt) (22.14)

Mizeme se nyni ptat, jak je molekula citliva na elektrické pole o této frekvenci. Ziskame tak
frekven¢né zavislou polarizovatelnost molekuly «(v). Tato veli¢ina prudce vzriusta v okamziku,
kdy je splnéna rezonan¢éni podminka ze vztahu 22.2. V principu tedy potiebujeme simulovat
zkoumanou molekulu umisténou do ¢asové proménného pole, coz vlastné odpovida experimentu.
K tomu je potieba ¢asové zavisla Schrodingerova rovnice. V praxi je mozné pro malo intenzivni
pole pouziti ¢asové zavislé Schrédingerovy rovnice obejit. Na tomto principu jsou zalozeny
metody jako je velmi efektivni metoda casové zavislé teorie funkcionalu hustoty TD-
DFT (z angl. Time Dependent Density Functional Theory), predstavujici rozsifeni DFT metod
do oblasti excitovanych stavii, nebo napiiklad metoda EOM-CCSD (z angl. Equation of Motion
Coupled Clusters Single and Double Ezxcitations), coZ je zase rozsifenim metody spraZenych
klastri do oblasti excitovanych stavi.
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Elektronové stavy imidazolu

Na nasledujicim obrazku je zobrazeno nékolik nejvyse obsazenych orbitalt a nékolik ne-
obsazenych orbitaltt molekuly imidazolu coby typického zéstupce aromatickych molekul.

n T* 22
¢ Cé o 21
E p
ej& o’ 20
‘;& o* 19
g s 18
mn 17
(%
l’ A 16

Podivejme se nejdfive na hrani¢ni orbitaly. NejvySe obsazeny orbital je oznacen jako
HOMO a energeticky nejnizsi neobsazeny orbital je oznacen jako LUMO. Miuzeme si
snadno vSimnout orbitali 7 a 7*. LUMO je predstavovan ¢* orbitalem, ktery je anti-
vazebny vici vazbé N-H. V diagramu také vidime orbital nevazebny (oznacovany n),
to je volny elektronovy par atomu dusiku. Mezi orbitaly miize dochazet k nejriznéjsim
typum elektronovych prechodi, napt. @ — o*, n — o*, 7 — 7%, n — 7*. Ke vSem témto
prechod odpovida prechodu z 7 orbitalu do o* orbitalu, po této excitaci tedy mtuzeme po-
zorovat disociaci vazby N-H. Tranzitni dipélovy moment tohoto prechodu je orientovan
kolmo na rovinu molekuly a ma velmi malou hodnotu, a proto do absorpéniho spektra
témér neprispiva. Tranzitni dipélovy moment je maly kvili témér zanedbatelnému pre-
kryvu mezi HOMO a LUMO orbitaly. K vyrazné UV absorpci molekuly imidazolu kolem
190 nm dochézi témér vyhradné diky prechodu typu m — 7*. Tady je prekryv orbitala
velky. Tranzitni dip6lovy moment je orientovan v roviné molekuly. Ostatni prechody typu
(m — o*, n — 7*) jsou jen velmi malo pravdépodobné.

Prechod AE/eV  A/nm  p/atom. jedn. g, /atom. jedn.
18 - 19 (m — o*) 5,78 214 0 0,0049

18 = 20 (r — 0*) 646 192 0 0,16

18 — 22 (m > ) 6,56 189 1,12 0

18 - 21 (m — o*) 6,70 185 0 0,0010

17— 22 (n — 7*) 6,78 183 0 0,023
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23 Molekulova symetrie

S pojmem symetrie se ¢asto potkavame v bézném zivoté, at mluvime o stavbé rostlin ¢i zivo¢ichu
nebo tifeba o uméni. Odkazy na symetrii se zhusta objevuji i v chemii, napf. v anorganické che-
mii, v krystalografii ¢i v molekulové spektroskopii. Pojmtim spojenym se symetrif se nevyhneme
ani v kvantové chemii, uz jsme se s nimi setkali tfeba pri oznacovani molekulovych orbitald.
S vyuzitim symetrie miZzeme navic kvantové-chemické vypocty casto urychlit a zjednodusit.

V této kapitole nacrtneme velmi strucné jazyk pouzivany pro popis symetrie, zalozeny na
teorii grup. Nas postup bude pfitom veden pragmatickou touhou co nejrychleji pochopit za-
kladni pojmy objevujici se v kvantové chemii. Predpokladdme pritom, Ze ¢tenar se jiz nékdy
diive sezndmil s pojmy jako je operace symetrie ¢i prvek symetrie. Zvidavého ¢tenafe snad
naladime k hlubsfmu studiu, napiiklad s vyuZitim povedené knihy Jiftho Figera.?

23.1 Prvky symetrie, operace symetrie a bodové grupy

Symetrie molekuly je urcéena souborem operaci symetrie dané molekuly. Operaci symetrie
rozumime takovou transformaci soufadnic atomii v molekule (nebo obecné objektu), po jejimz
provedeni ziistane molekula nerozlisitelnéd od ptvodniho stavu. Jinymi slovy, operaci symetrie
prevadime molekulu na sebe samu a neménime pritom zadné jeji vlastnosti.

Setkédvame se s péti operacemi symetrie. C,, — otaceni (rotace) o thel 27“,26 o — zrcadleni
(reflexe), © — inverze vuci stfedu symetrie, S, — postupné otaceni kolem osy a zrcadleni v roviné
kolmé k ose otaceni (tzv. rota¢né-reflexni operace) a E — identitou. Kazdé této operaci prislusi
prvek symetrie, vici kterému provadime operaci symetrie. Prvky symetrie jsou osa rotace,
rovina symetrie, stied symetrie, rovina symetrie a rotacné-reflexni osa (viz tabulka 6). U rovin
symetrie rozliSujeme vertikalni roviny o,, které obsahuji hlavni rota¢ni osu, tj. osu s nejvétsi
Cetnosti, a horizontélni roviny oy, které jsou na hlavni rotaéni osu kolmé, viz obrazek 67).

Op

Obrazek 67: Zndzornéni vertikdlni a horizontdlni roviny symetrie. Vertikdlni rovina syme-
trie o, obsahuje hlavni rotacni osu Cy, horizontdlnd rovina je na tuto osu kolmd

V molekule miize byt pritomna vzdy jen urcita kombinace prvki symetrie, ktera urcuje celkovou
symetrii. Mnozina prvki symetrie tvoii tzv. bodovou grupu symetrie, kterou oznacujeme
pomoci tzv. Schoenfliesovy notace. Nékteré ¢asto pouzivané bodové grupy jsou shrnuty v ta-
bulce 7.

25]. Figer, Uvod do molekulové symetrie (Aplikace teorie grup v chemii). SNTL, 1980, Praha.
26Cislo n se nazyva etnost osy.
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Tabulka 6: Operace symetrie a prislusejici proky symetrie

Prvek symetrie Operace symetrie
E identita E operace identity
C, rotacni osa C, otaceni kolem této osy o tihel 27”
o rovina symetrie o zrcadleni v roviné
1 stfed symetrie 7 inverze vici stfedu symetrie
Sh rotacné-reflexni osa S, rota¢né-reflexni operace
Tabulka 7: Vybrané bodové grupy a prislusejici prvky symetrie
Bodova grupa Prvky symetrie Priklad molekuly
G E CHCIBrI
Cs E o BFCIBr
Cs E, C H,0,
Ca E, Cy, 04, 0y H>0O
Cso E, Cs, C2, 30 NH;
Coov E, Cy, coo HC1
Doy, E, Cy, CoFy
Dup E, Cy,02, Cy, 20y, 2Cy i, Sy, S3, 0,20, 20" XeoFy
Deoh, E., Cw, Seo, 00Cs, 000, 0, i CoFy
Ta E, 4C3, 4C%, 3Cy, 354, 353, 6o CHy

Obrazek 68: Molekula vody a molekula amoniaku s vyznacenymi proky symetrie

V nasSem vykladu si vysta¢ime se dvéma piiklady, molekulou vody HO a molekulou amo-
niaku NHj (viz obrazek 68). Nejprve se podivejme na prvky symetrie molekuly vody. Kromé
identity £ ma molekula vody jesté dvoucetnou osu symetrie Cy a dvé vertikalni roviny symetrie
0, a 0. Rovina o, je totozné s rovinou molekuly, Rovina o, je na ni kolméa. Molekula vody pii-
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slusi k bodové grupé Cs,,. Molekula amoniaku ma trojéetnou osu symetrie a tii vertikalni roviny
a patii do bodové grupy Cs,. Ne ve vSech piipadech je ale urceni bodové grupy symetrie tak
jednoduché jako u H,O a NHj3. V obecnych pripadech se nejlépe prirazuje bodova grupa podle
logickych diagramt. Piiklad takového logického diagramu je mozné najit v knize T. Engela.?”
Prvky symetrie miizeme rozdélit do tzv. t¥id. Prvky patii do stejné tiidy, pokud mohou
byt jeden v druhy transformovén jinou operaci symetrie. Tak napitklad prvky C3 a C3%® u
molekuly amoniaku patii do stejné tridy. Stejné tak do stejné tiidy patii tfi roviny symetrie
amoniaku, nebot jedna v druhou mohou byt pfevedeny operaci Cjz, ale dvé vertikalni roviny
molekuly vody do stejné tiidy nendlezi. Grupa Cs, tak méa 4 tiidy, zatimco grupa Cs, t¥idy 3.

K ¢emu je chemikovi symetrie?

Chemik ze symetrie molekul okamzité odhadne nékteré z vlastnosti molekul, aniz by je
musel mérit.

e Dipdlovy moment. Kazda métitelna fyzikalni veli¢ina musi byt invariantni vici
operacim symetrie molekuly, coz znamend, ze pri provedeni dané transformace se
tato vlastnost nesmi ménit. Mizeme z toho usuzovat, ze vektorové veli¢iny musi
ylezet v prvcich symetrie. Ma-li molekula napiiklad rota¢ni osu C), s n>>1, nemiize
mit dipolovy moment se slozkou kolmou na tuto osu. TakZe pro molekulu vody
musi vektor dipélového momentu koincidovat s dvoucetnou osou Cs. Molekula se
stfedem symetrie ma dipolovy moment nulovy — vektor by totiz musel koincidovat
s bodem, musi tedy jit o nulovy vektor. Pfikladem je linearni molekula CO,. Jediné
grupy symetrie kompatibilni s nenulovym dipélovym momentem jsou Cy, C,, Cpy a

Cs.

e Opticka otacivost. Optickou otéacivost vykazuji tzv. chirdlni molekuly, tj. takové
molekuly, které nemohou byt ztotoZnény se svym zrcadlovym obrazem (zrcadlovym
obrazim se ikd enantiomery). Zrcadleni ale neni nic jiného neZ rotacné-reflexni
operace. Molekuly, které maji rotacné-reflexni osu, proto nemohou byt chiralni.
Rotacné-reflexni osa velmi ¢asto vychazi z jinych prvkia symetrie, takze tieba grupa
obsahujici prvky symetrie C,, a g, bude mit zaroven i .S,,. Podobné stfed symetrie
je identicky s S;. V zasadé si muzeme zapamatovat, ze molekula nebude chiralni,
pokud mé rovinu nebo stred symetrie. Existuji ale i piipady, kdy molekula nema ani
jeden z téchto prvka symetrie, a pfesto nejevi optickou aktivitu. Prikladem muze
byt peroxidu vodiku, ktery méa pouze osu C5. Prechod mezi obéma enantiomery je
ale doprovazen jen malou energetickou bariérou, takze jednotlivé optické izomery
neoddélime.

P

2TT. Engel, Quantum chemistry and Spectroscopy. Pearson Education, Inc., 2006 Upper Saddle River.
Z80perace C3 neni nic jiného naz dvakrat za sebou provedend operace Cs.
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o Energetické extrémy. Jestlize molekula pii zméné souradnic prochazi bodem, pii
kterém se méni jeji symetrie, musi v takovémto bodu mit jeji energie bud minimum
nebo maximum — pfi malém vychyleni jednim nebo druhym smérem musime totiz
dospét do bodu o stejné energii, kterd je ale jina nez energie aktualni. To je defi-
nice extrému energie. Prikladem muze byt molekula amoniaku pfi ,,destnikovém*
prechodu. Molekulu amoniaku ,narovnavame®, tj. ménime dihedralni thel, coz je
spojeno s rustem potencidlni energie. Energie roste az do bodu, kdy amoniak ziské
navic horizontalni rovinu. Energie v tomto bodu predstavuje maximum. Poté se
amoniak ,preklapi“ zpét do bodu o symetrii Cs, a potencidlni energie klesa.

£

I B S

energie

vibra¢ni koordinata

23.2 Symetrie a teorie grup

Operace symetrie muzeme i libovolné skladat, napiiklad nejdiive provedeme rotaci a pak zrca-
dleni podle roviny o, (viz obrazek 68), vysledek je stejny, jako kdybychom provedli zrcadleni
podle roviny o,,. Formélné zapsano

0,Cs =0, (23.1)

Zaroven se snadno presvédcime, Ze v tomto pripadé nezélezi na potradi provedeni danych operaci,
takze

UvCQ = CQO'U (232)
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C; oy,
He Hp Hp H, H, Hy
¥ O-'U 4
HA H/l HB
(4 G
HC HB HB ' HC HC HA
¥ 0-17 4

Obrazek 69: Skldddni operaci symetrie pro molekulu NH;

Pro molekulu amoniaku nalézdme est operaci symetrie E,C3, C3, 0,0, 0. Skladani
libovolnych dvou operaci symetrie vede zase k nékteré z operaci, ale na rozdil od molekuly
vody nyni jiz zéalezi na poradi (viz obrazek 69). Presvédcte se sami, Ze

Cio, =0, (23.3)
kdezto

O'UC3 = Oy (234)

Vysledky postupného skladani operaci muzeme piehledné zapsat ve formé tzv. multiplika¢nich
tabulek, pro nase dvé molekuly jsou uvedeny v tabulkach 8 a 9.

Tabulka 8: Multiplikacni tabulka pro operace symetrie vody

Prvni operace | E Cy o0, O

Druh& operace

E E Cy, o, o
C, C, FE o, o,
o o, oy FE C,
Oy oy o0, Cy E

Pokud se ¢tenar nékdy setkal s matematickym pojmem grupa, hned tusi, Ze mnozina operaci
symetrie (a nebo mnozina operatori) takovouto grupu vytvari. Podminky, které z mnoZiny
prvku A, B, C... ¢ini grupu, jsou nasledujici

1. Musi byt definovana operace grupového nasobeni(*), ktera kazdému prvku mnoziny pfi-
fadi prvek téZe mnoziny, tj. musi platit

AxB=C (23.5)
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Tabulka 9: Multiplikacni tabulka pro operace symetrie amoniaku

Prvni operace | E  C3 C2 o0, 0y O
Druhéa operace
E E C3 C? o0, 0y O
C3 C3 032 E (o 974 Oy O
Cg Cg E 03 Ty Oyt (o}
Oy o, oy o, FE C;j C’g
Ty Oy O 1! (o %) Cg FE C3
(o 2974 Oyt Oy (o C3 C32 E

2. Existuje takovy neutralni prvek E, Ze pro libovolny prvek grupy plati

AxE=E+A=A (23.6)

3. Ke kazdému prvku grupy lze najit jeden inverzni prvek A~!, pro ktery plati

Ax At =A% A=1 (23.7)

4. Pro operaci nasobeni musi platit asociativni zakon, tj. pro libovolné prvky grupy plati

(Ax*B)xC =A% (Bx(C) (23.8)

Grupové nasobeni obecné neni komutativni, tj. A* B # B % A. Komutativni grupa (jako je
tfeba grupa symetrickych operaci molekuly vody) se nazyva Abelova grupa. Grupa operaci
symetrie molekuly amoniaku komutativni neni.

Pocet prvki grupy h nazyvame jejim Fadem. Grupy mohou byt konecné (jako jsou grupy
operaci symetrie vody nebo amoniaku) nebo nekonecné (jako je tfeba mmnozina celych ¢isel
s operaci s¢itani jako grupovou operaci). Matematici o grupach zjistili fadu zajimavych teorémii,
které kupodivu neni ani piili§ obtizné dokazat. My nékteré z vysledkii teorie grup vyuzijeme
bez diikkazu, ¢tenare s vnitini potfebou se presvédcit odkazujeme na jiz vychvalenou Fiserovu
knihu o teorii grup v chemii.

Kazdou operaci symetrie muzeme spojit s operatorem, ktery provede pfislusnou transfor-
maci soutadnic. U molekuly vody mame napiiklad ¢tyii operace symetrie E, Cs, 0, 0, a s nimi
spojené operatory E,Cy,6,,6,.V nasem kurzu jsme jiz vidéli, ze operator se da nahradit matici
(viz oddil 2.4). Rikéme, ze takovéto matice reprezentuji prislusné operace symetrie, jde o jejich
maticovou reprezentaci. Piislusna maticova reprezentace pritom musi spliiovat stejnou mul-
tiplika¢ni tabulku jako samotné operace symetrie, jako grupovou operaci pak bereme nasobeni
matic. Ukol tedy zni najit tfeba pro molekulu vody ¢tyfi matice D(E), D(C5),D(o,),D(o )
tak, aby byla splnéna multiplika¢ni tabulka. Tedy naptiklad musi platit, ze

D(0,)D(Cs) = D(0) (23.9)

Takovych matic muze byt pochopitelné cela fada. Nejjednodussi reprezentace je zaloZena na
maticich 1x1, tedy na ¢islech. V nejjednodussim pfipadé miizeme vSem prvkim grupy priradit
¢islo 1. Tato reprezentace se jmenuje totalné symetricka nebo také identicka reprezentace

A, : D(E) = D(C,) = D(a,) = D(or) = 1 (23.10)
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Ale stejné dobfe multiplika¢ni tabulku spliuji také tii dalsi reprezentace

,:D(E) =1, D(C,) =1, D(or,) = —1, D(oy) = —1 (23.11)
L :D(E) =1, D(C,) = -1, D(,) = 1, D(oy) = —1 (23.12)
,:D(E) =1, D(C,) = —1, D(07,) = —1, D(oy) = 1 (23.13)

Miuzeme si ale vymyslet dalsi reprezentace, napiiklad reprezentaci, kterou si oznac¢ime jako
F5

100 -1 00
M°:DE)=|0 1 0| DC)=| 0 -1 0
00 1 0 01
1 00 -1 0 0
Die,)=]0 -1 0 D(ey)=] 0 1 0
0 01 00 1

Tato reprezentace uz je trojrozmérna. Pri nasobeni matic zde nasobime jenom diagonalni ¢leny
a blizsi pohled nam ukaze, ze multiplika¢ni tabulka je splnéna diky vlastnostem reprezentaci B,
By a A;. Takovouto reprezentaci tedy muzeme redukovat na ,soucet* téchto reprezentaci (jde
o tzv. direktni soudet, o kterém budeme mluvit vice niZe) a reprezentaci I'> oznacujeme jako
reducibilni reprezentaci. Pokud danou reprezentaci nelze redukovat, mluvime o ireducibilni
reprezentaci.

Teorie grup nas uci, ze pocet ireducibilnich reprezentaci je roven poctu t¥id prvki
symetrie v dané grupé. Pojem tiidy jsme si definovali vyse a ukéazali jsme, Ze grupa Cs, ma
4 t¥idy prvkﬁ symetrie Vyée uvedené jednodimenzionéﬂni reprezentace tak jsou véechny
zentace. Mame co do ¢inéni s nekomutatlvm grupou a obecné tak nemtizeme reprezentovat
prislusnou operaci symetrie jenom ¢islem. V piipadé symetrickych reprezentaci to jde

A, :D(E)=1, D(Cs3) =1, D(C3) =1, D(o,) =1, D(oy) =1, D(oy) =1 (23.14)
Ay :D(E) =1, D(Cs) =1, D(C?) =1, D(o,) = —1, D(oy) = —1, D(oy) = —1 (23.15)

Nicméné tieti reprezentace, nazvana F, uz vyzaduje matice 2x2, je to dusledkem nekomuta-
tivnosti nékterych symetrickych operaci v grupé Cs,,.

10 1 B _
B:D(E) = (0 1) D(Cy) = (i _1) D(C5) = (_

D(av) = <_(1) (1)> D(Uv’) = (_é __7> D(o'v”) = (

Ozna¢ni ireducibilnich reprezentaci

“l% ol
o MG
N——

|
o= N’lw

) (23.16)

D=
Nlé N[

Oznaceni reprezentaci grup se fidi nasledujicimi pravidly

e Jednodimenzionalni reprezentace se oznacuji jako A a B podle toho, zda jsou symet-
rické (charakter 1, pojem charakter je zaveden niZe) nebo antisymetrické (charakter
—1) pfi rotaci kolem hlavni osy.
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e Dvoudimenzionalni reprezentace se oznacuje E, trojdimezionalni 7.

e V grupach s horizontalni rovinou symetrie bez stfedu symetrie davame ireduci-
bilnim reprezentacim apostrof nebo dva podle toho, zda je prislusné reprezentace
symetricka ¢i antisymetricka vici zrcadleni horizontéalni rovinou. Prikladem je grupa

Cs.

e V grupach se stfedem symetrie se pridavaji symboly g a u (gerade a ungerade),
symboly opét zna¢i symetrii a antisymetrii viuci stfedu symetrie.

e Dolni indexy 1 a 2 pouzijeme tehdy, pokud vySe uvedena pravidla nestaci k rozliseni
vSech ireducibilnich reprezentaci.

Reprezentaci grupy operaci symetrie molekuly vody miizeme generovat tfeba zkouménim,
jak dana operace symetrie zméni urcité funkce. Podivejme se na orbitaly p molekuly kysliku

(viz obrazek 70).

1s, 1sp
Obrazek 70: Atomové orbitaly kysliku a vodiku v molekule vody

Operace symetrie ptisobi na funkei p, dle néasledujicich vztahi

Ep, =1xp,
Cope = —1 X py
0vPz = 1 X Py
OyPz = —1 X py

(23.17)

Vidime, Ze funkce p, se transformuje dle ireducibilni reprezentace B;. Kazda operace symetrie
nechava tuto funkci bud nezménénou nebo meéni pouze jeji znaménko. Rikéme, Ze funkce o
je bazi ireducibilni reprezentace B;. Naproti tomu atomovy orbital vodiku lokalizovany na
prvnim atomu nevytvari béazi, napiriklad pusobenim operace symetrie Cy se orbital 1s4 méni
na orbital 1sp. Linearni kombinace 1s4 + 1sg a 1s4 — 1sp uz ovSem bazi piislusné reprezentace
vytvaii (srov. obrazek 70).

Pojem baze ireducibilni reprezentace miizeme formulovat také tak, ze prislusna funkce tvotici
bézi je vlastni funkei piislusného operatoru symetrie G

Gf =\f (23.18)

kde A nabyvéa hodnot 41 nebo —1. V nékterych piipadech ale tvori bazi ireducibilni reprezentace
vektor, tj.
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fi fi

f2 f2
Gl l=2 5 (23.19)
Jf fn

Naprt. ve dvoudimenzionalni reprezentaci plati, ze

Gfl = A fi1 + A2 fo

. (23.20)
Gfo = X fi + Aaafo

Sada ¢isel \;; je pak maticovou reprezentaci dané operace symetrie

A
A= [t (23.21)
/\21/\22

Podivejme se ted na reprezentaci, kterou vygenerujeme pomoci sady funkei lokalizovanych
na t¥ech atomech vodiku a jednom atomu dusiku u molekuly amoniaku, (sy, sa, sg, s¢), viz
obrazek T1.

Oy

Obrazek 71: Atomové orbitaly s pro molekulu amoniaku s vyznacenymi rovinami symetrie

Tyto funkce nejsou bazi reprezentace, naptiklad ptisobenim &, na funkci (sg) vznikne funkce
(s¢). OvSem cely vektor (sy, sa, S, s¢) uz bézi je, nebot

1000
. 0100
UU<SN7 SA,8B, SC) - (SN7 54,8¢C, SB) - (SN7 54,88, SC) (2322)
00 01
0010
Méame tedy reprezentaci pro o,
1 00 0
01 00
D(o,) = 23.23
(o) 0 0 01 ( )
0010

Podobné bychom ziskali maticovou reprezentaci ostatnich operaci symetrie.
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1000 1000 1000
0100 0010 000 1
D(E) = D(Cs) = D(C3) =
0010 000 1 0100
0001 0100 000 1
1000 1000
000 1 0010
D(o’) = D(c”) (23.24)
0010 0100
0100 0001

MuZete se presvédéit, ze multiplikaéni tabulka je opét splnéna. Udélejme ted znovu to samé
cviceni, ale s vyuzitim jiného bazového vektoru (sy, s1, sq, s3), kde

SN — SN
S1 =S4 +8Sp+s
Lo (23.25)
S9 = Sp — S¢
S3 = 284 — S — S¢
Maticova reprezentace grupy Cs, v této bazi bude nyni
1000 10 0 0 10 0 O
0100 01 0 0 01 0 O
V3 V3
0 001 00 73 _% 00 _73 _%
10 0 10 0 0 10 0 O
0 1 0 01 0 0 01 0 0
D(o,) = D(o)) = D(ol) =
@=L 0 Z1 o P10 0 13 () 0o Lt &
V3 V3
00 01 00 —73 —% 0 0 73 —%
(23.26)

Reprezentaci grupy mizeme generovat pomoci ruznych bazi a piislusné matice se obecné
budou ligit (nebudou se ligit pro matici 1x1, tam moc volnosti neméme, ale pro vétsi matice
jiz. ano). Bez ohledu na zvolenou bazi ziskame vzdy stejnou hodnotu souctu diagonalnich ¢lenu
prislusné reprezentace. Tento soucet nazyvame charakterem reprezentace y

X = Z Dii(R) (23.27)

V linearni algebfe je takto definovana stopa matice (TrD nebo SpD, z angl. trace resp. ném.
Spur). V nasem piipadé plati x(E) = 4, x(C3) = 1, x(C3) =1, x(a,) = 2, x(¢') =2 a
x(o?) = 2. Jelikoz charakter nezavisi na bézi, jsou pravé charaktery tabelovany v tzv. tabul-
kadch charaktert. V piipadé nedegenerovanych grup jsou charaktery pifimo rovny maticim.
Priklady tabulky charakterti pro grupy Cs, (jak jsme ji poznali pro vodu) a Cs, (jak jsme ji

poznali pro amoniak) jsou v tabulkach 10 a 11.
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Tabulka 10: Tabulka charakteri pro bodovou grupu Cay. V poslednim sloupci jsou uvedeny
typické funkce, které se transformuji podle prislusné ireducibilni reprezentace

CQU FE Cz Oy Oy

A1 1 1 1| 2,22, 9% 22
Ay | 1 1 -1 —=1]uay

Bir|]1 -1 1 -1 2,22

By |1 -1 -1 1| y,yz

Tabulka 11: Tabulka charakteri pro bodovou grupu Cs,. V poslednim sloupci jsou uvedeny
typické funkce, které se transformuji podle piislusné ireducibilni reprezentace

Csw | E 2C5 30,

A |1 1 1| 2,22, 2%+ 42
A1 1 -1
E |2 -1 0| (2,9), (z2,y2), (2? — y?, zy)

Vsimnéme si také, Ze maticova reprezentace generovana bazi (sy, s1, s, 83) je ,,peknéjsi* nez
reprezentace generovana béazi (sy, sa, sg, s¢). Kdyby byla reprezentace diagonélni, znamenalo
by to, Ze jednotlivé funkce jsou bazi reprezentace urcité reprezentace samy o sobé&, ptisobenim
operace symetrie na danou funkci bychom dostali zase jenom tu samou funkci. Nase matice
jsou ale blokové diagonalni, viz obrazek 72.

Obrazek 72: llustrace blokové diagondlni matice

Matici 4x4 mtzeme seskladat ze dvou matic 1x1 a jedné matice 2x2 (a doplnit nulami).

Rikdme, 7e matice 4x4 D* je mozné vyjadiit jako direktni souéet matic dvou matic D' a

jedné matice D?, symbolicky zapisujeme direktni souc¢in pomoci symbolu @&
D'=D'®D'®D? (23.28)

Reducibilni reprezentaci tedy muzeme rozlozit na reprezentace ireducibilni, konkrétné na re-
prezentace A, As a F, formalné zapsano

220



Y=Ty 0Ts,0lE (23.29)

Dvourozmérnou ireducibilni reprezentaci E jiz déle nerozlozime, kdybychom se na hlavu
stavéli — nikdy nenajdeme kombinaci funkei, kdy by vSechny operace symetrie prevadély dané
funkce pouze na sebe samotné. Je to diisledkem nekomutativnosti operatori symetrie — jelikoz
¢isla komutuji, potfebujeme alespon matici 2x2, abychom tuto nekomutativnost vzali v potaz.

Vidime tedy, ze funkce sy tvofi bazi reprezentace Ai, s; tvori bazi reprezentace Ay a dvojice
(s2, s3) tvori bazi reprezentace E. Mohli bychom také Fici, ze s; ma symetrii Ay nebo Ze s; se
transformuje dle reprezentace As. VSechna tato tvrzeni znamenaji totéz.

Teorie grup dava k rozkladu reducibilnich reprezentaci na ireducibilni reprezentaci pomérné
jednoduchy navod. Zajimé nés, kolikrat je dana ireducibilni reprezentace I zastoupena v repre-
zentaci reducibilni R. Oznac¢me si tuto hodnotu jako n(I). Zaéneme zapisem tabulky charaktera
pro reducibilni reprezentaci, pro nas piipad s amoniakem, viz tabulka 12.

Tabulka 12: Charakter reducibilni reprezentace.

C3v

E 2C%? 3o,

rl4 1 2

Tyto charaktery neodpovidaji zddné z ireducibilnich reprezentaci, mizeme ji tedy rozlozit s
pouzitim vztahu

n(I) = % > xexiN (23.30)

kde h je fad grupy (tedy pocet operaci symetrie v grupé), xr je charakter reducibilni reprezen-
tace, xs je charakter ireducibilni reprezentace a N je pocet operaci symetrie ve t¥idé (naptiklad
v grupé Cz, mame jednu identitu, dvé rotace kolem osy a tii zrcadleni podle rovin symetrie).
Soucet se odehrava pres vSechny tridy. V nasem pripadé

n(Al)—é-(élx1><1+1><1><2+2><1><3)—2
1

n(Ag) = - (Ax1x 1H1x1x242x (~1)x3) =0 (23.31)
1

n(E):E-(4><2><1+1><(—1)><1><2+2><0><3):1

Dostavame tak identicky vysledek, jaky jsme vyspekulovali pies transformaci z baze (sy,
sS4, S, S¢) do baze (sy, s1, s2, s3). K provedeni rozkladu potfebujeme znat charakter reduci-
bilni reprezentace. Nemusime pritom nutné konstruovat celou maticovou reprezentaci, staci si
zapamatovat nékolik jednoduchych pravidel

e Pridej k charakteru ¢islo jedna, jestlize dan& operace symetrie ponechava funkci nezmé-
nénou.

e Pridej ¢islo —1, pokud funkce zméni pod vlivem operace symetrie své znaménko.

e Pridej ¢islo nula, pokud operace symetrie transformuje funkci na jinou funkci.

Vykousejte si sami, ze algoritmus funguje na bazi (sy, sa, sg, S¢)-
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Symetricky adaptované linearni kombinace

Videéli jsme, ze funkce (sy, s1, s2 a s3) predstavuji baze pro jednotlivé ireducibilni reprezen-
tace, sy pro reprezentaci A, s; pro reprezentaci As a dvojice (s, s3) pro reprezentaci E.
Tyto funkce jsme ziskali jako symetricky adaptované linearni kombinace (SALC)
funkei (sy, sa, sp a s¢). Udélali jsme tak odhadem. Aparat teorie grup ale umoziuje tyto
symetricky adaptované kombinace konstruovat systematicky s vyuzitim tabulek charak-
tert. Vyuziva pritom tzv. projekénich operatorti — projekéni operéator, ktery ndm z néjaké
funkce vykutéa bazi k-té ireducibilni reprezentace je definovan

P =Y (@G (23.32)

kde sumu provadime pres vSechny symetrické operace grupy G, xx(G) je charakter pfi-
slusné ireducibilni reprezentace odpovidajici operaci symetrie G. Tento operator pak
transformuje libovolnou funkci f na bazovou funkeci dané ireducibilni reprezentace

Pof = fi =Y xu(G)Gf (23.33)
g

Ukazme si postup na piikladu molekuly vody, kdy budeme projekénim operatorem pii-
sobit na na funkei 1s;, umisténé na jednom z atomu vodiku (viz obréazek 70)

fa, =Palsg=1x Elsg+1xCylsg+1 X ,ls4 +1 X Gylsy =
=184+ 1sp + 1sp + 1sa = 2(1s4 + 1sp)
fay =Palss=1xFlsy+1xColsg—1X6,ls4 —1 X 6ylsy =
=1sy+1sp—1sp—1s4 =0
ATE s A (23.34)
fBl = PBllsA =1x ElSA —1x CngA +1x 5'1,1814 —1x 5-1;’1514 =
:1SA—1SB+1SB—1SA:0
fBy = Pp,1sa=1x FElsg —1x Colsg —1 X ,1s4 — 1 X Gylsy =
= 1SA — 1$B — 1SB I 1SA = 2(1SA Sl 183)
Puasobenim na funkci 1s; jsme tak dostali bazi reprezentaci A; a By. VSimnéme si, ze

puvodni atomové orbitaly 1s4 a 1sp ziskdme jako linearni kombinaci bézi ireducibilnich
reprezentaci

Isa = i(fAl + fB,) (23.35)

lsp = i(fA1 — [B,) (23.36)

Funkce 1s,4 tak v sobé obsahuje bazové funkce téchto dvou reprezentaci. Jinak feceno,
funkce 1s4 se transformuje podle reprezentace I', ktera je dana jako direktni soucet re-
prezentaci I'y, a I'p,.
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23.3 Vyuziti symetrie v kvantové chemii

23.3.1 Kilasifikace molekulovych orbitalt

V kvantové chemii se ¢asto setkdvame s oznaenim ruznych stavi (napiiklad elektronovych ¢i
vibra¢nich) pomoci symbolu ireducibilnich reprezentaci. Neni to ndhoda. Vezméme si obecnou
Schrédingerovu rovnici

Hip = Ev (23.37)

na kterou budeme piisobit operatorem nékteré ze symetrickych operaci G

GH = E(Gy) (23.38)

Operace symetrie z definice nemiize zménit energii systému. Pusobenim G na v tak musi
vzniknout stav, ktery mé stejnou energii, tedy

H(Gy) = E(GY) (23.39)

Porovnanim snadno zjistime, Ze operatory GaH komutuji. Musi mit tedy spole¢nou sadu
vlastnich funkei. Jelikoz vlastni funkce hamiltonidnu zname (v), musi platit

Gip = M (23.40)

V naSem nové vytvareném jazyku to ale neznamena nic jiného nez zZe feSeni Schrodingerovy
rovnice 1) predstavuje bazi urc¢ité ireducibilni reprezentace!

Muzeme se ted vratit tieba k elektronovym staviim molekuly vody, viz podkapitola 15.3.
V této podkapitole jsme si uz ukazali, ze linedrni kombinace orbitald 1s4 a 1sp predstavuji
bazi ireducibilni reprezentace molekuly vody, konkrétné 1s4 + 1sp je bazi reprezentace A; a
1sq — 1sp je bazi reprezentace Bs. Tyto funkce na atomu vodiku pak mizeme kombinovat
pouze s funkcemi stejné symetrie na tomu kysliku. Atomové orbitaly kysliku 1s, 2s a 2p, nélezi
reprezentaci A;, funkce 2p, reprezentaci B; a funkce 2p, reprezentaci Bs. Linearni kombinace
AO na obrazku 44 tak najednou zac¢inaji davat smysl.

23.3.2 Korela¢ni diagramy viceatomovych molekul

V kapitole 15.3 jsme vidéli korela¢ni diagramy elektronovych stavi, ukazujici vytvareni mole-
kulovych orbitalii z orbitali atomovych. Jednoduché kvalitativni teorie v tomto piipadé dokaze
vysvétlit strukturu elektronovych stavi, coz je experimentalné ovéfitelny vysledek (napiiklad
pomoci fotoelektronové spektroskopie). Pro molekuly s vice nez dvéma atomy takto pfimocare
postupovat nemtzeme — pokud nam opét nepfispécha na pomoc symetrie.

Podivejme se na molekulové orbitaly molekuly vody. Vazba bude vytvarena kombinaci orbi-
tali 1s atomu vodiku na atomech A a B a orbitaly atomu kysliku (2s, 2p,, 2p, a 2p,). Vytvoime
si nyni dvé béze, jednu tvorenou na atomech vodiku (1s4 a 1sg) a druhou tvofenou atomovymi
orbitaly kysliku (viz obréazek 73). Snadno nahlédneme, Ze orbitaly atomu kysliku vytvaii bazi
ireducibilni reprezentace Cy,. Konkrétné funkce 2s se transformuje podle reprezentace A, or-
bital 2p, se transformuje dle By, 2p, se transformuje dle By a 2p, se transformuje dle A;. Dva
orbitaly atomu vodiku generuji reducibilni reprezentaci s charaktery zobrazenymi v tabulce 13.
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Obrazek 73: Orbitaly pro molekulu vody

Tabulka 13: Reprezentace grupy Ca, v bdzi (sa, sp)

C2v

E C, o o

rlz o 2 o0

Prislusnou reprezentaci s pouzitim vztahu 23.30 rozlozime na
[?=A @ By (23.41)

Bazemi téchto reprezentaci jsou funkce 1sy + 1lsp a 1sp— 1sp (viz obrazek 73). Jestlize tak
postupné priblizujeme atomy vodiku k atomu kysliku, bude dochazet ke kombinaci orbitali na
obou fragmentech. Nutné se ale budou kombinovat pouze funkce o stejné symetrii (vysvétleni
nize). To nam okamzité umoziiuje nacrtnou korelacni diagram podobnym zpusobem, na jaky
jsme zvykli z dvouatomovych molekul (viz obrazek 74).

B, B, A; B, B, 4, o 2bz . ./\'

. 3a, o
A, p e e
., _H_,zal
O (AO) H,0 (MO) H (AO)

Obrazek 74: Korelacni diagram pro molekulu vody, jednotlivé orbitaly maji oznacenou re-
prezentaci, podle které se transformugi
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23.3.3 Walshovy diagramy

Molekula vody méa lomenou geometrii a nélezi do bodové grupy Cs,. Pokud tuto molekulu na-
rovname do linedrntho tvaru, zméni se grupa symetrie na D;,. Symetricky adaptované orbitaly
molekuly vody, se kterymi jsme se setkali v kapitole 15.3, mtuzeme v tomto pfipadé preklasifi-
kovat s pouzitim symbolu, které pouzivime pro dvouatomové molekuly

o, Ols, O2s, Hlsy+Hlsp
o, O2p,, Hlsy—Hlsp
T O2p,, O2p,

.7Q. 2b,
B3 N R N

T, e @
o n o ge-0

22 ¥ s, oB>@®
20, o-@-e

90° AHOH 180°

Obrazek 75: Walshiv diagram pro molekulu vody

Korelace mezi jednoelektronovymi hladinami v Cy, a Dy, je znazornéna ve formé tzv. Wal-
shovych diagramu (viz obrazek 75). Vidime, Ze orbitaly 2s a 2p maji tendenci se piiblizovat
(,,hybridizovat“), jestlize molekulu ohybame. Nejnadpadnéjsi efekt z pohledu elektronové struk-
tury je proména orbitalu 2p, z nevazebného orbitalu na orbital vazebny, Gcastnici se vazby
se symetricky adaptovanym orbitalem Hlsy, + Hlsg. Geometrie molekul pak zavisi na poc¢tu
elektronti v molekule. Paty elektron by mél zptisobit ohnuti molekuly. Skute¢né to tak vychazi —
molekula BeHs je linearni, zatimco BHs je jiz lomena, to samé plati pro v8echny ostatni hydridy
CH,, NHy a HyO. Vysledky ale musime bréat s ur¢itou rezervou — vazby O—-H v molekule vody
napiiklad nesviraji pravy thel, jak by vyplyvalo z diagramu na obrazku 75.

23.3.4 Které integraly budou nenulové?

V kvantové chemii se dosti ¢asto setkavame s integraly nejriznéjsiho typu, napriklad s prekry-
vovym integralem

/flfsz (23.42)
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Vypocty téchto integralu casto nejsou snadné, miize jit o integraly v mnoharozmérném pro-
storu! Symetrické argumenty dokazi predpovédeét, které z integrali budou nulové, aniz bychom
je museli pocitat.

Pro integraly v jednom rozméru nejde o nic slozitého, sami naptiklad odhadneme, ze kazda
licha funkce, jsouc integrovana pres cely prostor, poskytne nulovou hodnotu integralu. V ter-
minech symetrie musime pro nenulovou hodnotu integralu pozadovat, aby se hodnota integralu
pusobenim libovolné symetrické operace neménila, coz forméalné mizeme zapsat takto

G/f(r)dr:/f(r)dr (23.43)

kde G je operator symetrie. Tato podminka plati pro vSechny operace symetrie. Pokud méa byt
pak integrdl nenulovy, tak musime pozadovat, aby se integrand transformoval podle totalné
symetrické reprezentace.

Podivejme se na integral funkce f(r) = fi(r)fao(r). Pfedpokladejme, ze vime, dle jaké ire-
ducibilni reprezentace se transformuji obé funkce. Vysledné funkce se transformuje také podle
néjaké reprezentace (reprezentaci, dle které se transformuje soucin dvou funkei, oznacujeme
forméalné jako tzv. direktni souéin obou reprezentaci, I' = I'; ® I'y). Teorie grup nam ika, 7Ze
soucin dvou funkci se transformuje dle reprezentace, jejiz charakter je dan vztahem

xps(G) = xx(G)x(G) (23.44)

Ukazme si vSe na prikladu jiz probirané molekuly amoniaku. Uvazujme situaci, kdy f; = sy
a fo = sq + sg + s¢. Funkce f; i fo se transformuji podle ireducibilni reprezentace A;. Pro
soucin fi fy tak dostaneme s pouzitim tabulky 11 nasledujici tabulku

fi 111
fr 11 1
fife 111

Soucin téchto dvou funkci je tedy také bazi totalné symetrické reprezentace a prekryvovy
integral bude nenulovy, presnéji muze byt nenulovy. Produkt souc¢inu reprezentaci funkei f; a
fo tak muzeme zapsat jako A; ® A; = A;.

Vezméme si dalsi pripad, kdy f; = sy a fo = sp — s¢. Prvni funkce se transformuje dle
reprezentace A;, druha dle reprezentace E. Opét s pouzitim tabulky 11 dostaneme pro soucin
néasledujici tabulku

fi 1 1 1
for 2 =10
fife 2 =10
kdy vidime, ze
Al E=F (23.45)

Integrand predstavuje bazi ireducibilni reprezentace, které ale neni totalné symetricka. Prekryv
mezi funkcemi f; a fy tak bude nulovy.

Zatim jsme se divali pouze na jednoduché piipady, kdy sou¢in dvou funkci byl sém bézi
ireducibilni reprezentace. Nemusi to tak byt, souc¢in dvou funkci nemusi byt bazi ireducibilni
reprezentace, ale lze jej rozlozit do linedrni kombinace téchto béazi. Stac¢i tedy, aby v direktnim
souctu vysledné reprezentace I' byla zastoupena totalné symetricka reprezentace A;.
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Ukazme si postup na prikladu funkei f; = 2s4 — sp — s¢ a fo = sp — s¢. Obé tyto funkce
se transformuji dle reprezentace E. Dostaneme tak nésledujici tabulku

i 2 -1 0
fr 2 -1 0
fife 4 10

ze které vidime, 7e E® F = A; ® Ay @ F (vyuzivajice pfitom rozkladu reducibilni reprezentace
dle vztahu 23.30). Produkt tak obsahuje totélné symetrickou reprezentaci A; a integral tak ma
nenulovou hodnotu.

Podobné bychom se mohli zajimat o integraly typu

/ f1H frdr (23.46)

Mohlo by nés to naptiklad zajimat v souvislosti s otazkou, zda se dva atomové orbitaly (¢i
jejich linearni kombinace) kombinuji do molekulového orbitalu. Pokud bude integral 23.46 mezi
orbitaly nulovy, ke zméné energie orbitalii jejich interakci nedojde. Budeme postupovat po-
dobné jako u prekryvovych integrali. Musime se ted navic ptat, jak se pfi operaci symetrie
transformuje hamiltonian. Ten ale mnoho komplikaci nepfinese, nebot se piisobenim operace
symetrie nemize zménit — transformuje se dle totalné symetrické reprezentace. Musime ted
opét pozadovat, aby vysledné reprezentace I' byla totélné symetrickd nebo ve svém rozkladu
totalné symetrickou reprezentaci obsahovala, pricemz reprezentaci I' dostaneme jako

r=r'eA ol?=r'el? (23.47)

Orbitaly tedy mezi sebou budou interagovat, pokud bude nenulovy jejich prekryvovy integral.

Poznamenejme jesté, ze i kdyz je dany integral nenulovy z pohledu symetrie, miize byt
prakticky stale nulovy nebo velmi maly. Prekryv miize byt zanedbatelny napiiklad diky velké
vzdalenosti mezi centry funkci.

23.3.5 Vybérova pravidla

O intenzité spektralnich ¢ar rozhoduje veli¢ina nazvana tranzitni dipélovy moment

Hij = / V; pubydr (23.48)

o které jiz byla fec¢ v kapitole 22. Zde 1; a 1; oznacuji vilnovou funkci poc¢atecniho a konecného
stavu, tedy stavu ze kterého molekulu vybuzujeme a stavu, do kterého molekula prechazi.
V pripadé vibra¢ni spektroskopie jde o vlnové funkce soufadnic jader, v piipadé elektronovych
spekter jde o funkci souradnice elektronii. Pro symetrické molekuly se tyto vinové funkce musi
transformovat dle nékteré z ireducibilnich reprezentaci. Mezi témito funkcemi je v integralu
umistén operédtor dipélového momentu

= Z QT (23.49)

kde g je naboj ¢astice s polohou ry. Dipélovy moment je vektorova veli¢ina, napf. jeho z-ova
slozka pak je

g = Z qrTp (23.50)
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Bude nés ted zajimat, zda symetrie umozni nenulovou hodnotu daného integralu. Opét musi
platit, Ze integrand v integralu 23.48 se musi transformovat dle totalné symetrické reprezentace,
resp. dle reprezentace ktera v sobé obsahuje totélné symetrickou reprezentaci. Vse potiebné
jsme si jiz pripravili v minulém oddilu. Potfebujeme pouze védét, dle jaké reprezentace se
transformuji funkce x, y a z. Tuto informaci nalezneme v tabulkach charakterti.

Zustaneme u molekuly vody a podivame se, zda elektron z orbitalu a; muze byt excito-
van s nenulovou pravdépodobnosti do orbitalu b;. Zajimaji nas slozky tranzitniho dipélového
momentu ve sméru os x, y a z. Z tabulky charaktert 10 zjistime, Ze tyto soutfadnice se transfor-
muji podle reprezentaci By, By a A;. Vypocet charakteru reprezentace pro soucin dvou vlnovych
funkci je pak ukézan v tabulce 14.

7 tabulky vidime, Ze jediné x-ové slozka tranzitniho dipdlového momentu bude nenulova.
Takze dochazime k zavéru, ze dany elektronovy prechod je povoleny a bude absorbovana slozka
zafeni polarizovand v ose .

Tabulka 14: Optické prechody v molekule Hy O. Slozky tranzitniho dipélového momentu jsou
oznaceny jako slozka x, slozka y a slozka z. Orbital a1 je oznacen jako funkce fi a trans-
formuge se podle reprezentace By, orbital by je oznacen jako fs a transformuje se podle
reprezentace A1. Tranzitni dipélovy moment je oznacen jako fo

slozka x slozka y slozka z
E Cy, o, ol/|\E Cy o, ol|E Cy o, ol
fitBy)|1 -1 1 —-1]1 -1 —-1]/1 -1 1 -1
fa 1 -1 1 —-1}]1 -1 -1 111 1 1 1
f3(A) | 1 1 1 1]1 1 1 111 1 1 1
fifofs| 11 1 1|1 1 -1 —-1|1 -1 1 -1
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24 Relativistické efekty

Dvacaté stoleti ptineslo ve fyzice dvé zasadni revoluce v pohledu na pohyb ¢astic — specialni
teorie relativity prinesla novou mechaniku pro rychle se pohybujici ¢astice a kvantova teorie
pak novou mechaniku pro oblast mikrosvéta. Co ale délat s rychle se pohybujicimi objekty
mikrosvéta? O tom nas zpravuje relativistickd kvantova mechanika.

V kapitole 16 jsme se seznamili s riznymi metodami, kterymi muzeme fesit Schrodingerovu
rovnici. Mohli jsme tak nabyt dojmu, Zze napiiklad metoda tplné konfiguracni interakce ptred-
stavuje svaty gral kvantové chemie, ktery nas dovede rovnou k ,pravdé“. Ve skutecnosti ani
energie a vlnova funkce vypocitand metodou konfigura¢ni interakce s nekone¢nou jednoelektro-
novou bézi neposkytne presnou hodnotu energie. Zakladnim problémem je kromé kone¢né béze
zanedbani relativistickych efektu.

Méli bychom se v chemii viibec trapit relativistickymi efekty? Dle teorie relativity zakladni
parametr kazdé hmotné ¢astice, totiz jeji hmotnost m, zévisi na rychlosti pohybu této ¢astice

m=—0 (24.1)

02

c2

kde my je klidova hmotnost castice, v jeji rychlost a c je rychlost svétla ve vakuu. V néasledujicim
piikladu uvidime, Ze Ze relativistickda zména hmotnosti miize hrat v chemii roli.

Priklad 25
Zadani: Odhadnéte hmotnost m elektronu v atomu vodiku a v orbitalu 1s atomu rtuti.

Reseni: K odhadu pouZijeme vyraz pro rychlost z Bohrovy teorie atomu vodikového typu

Z
V= —ac
n

kde Z je nabojové ¢islo jadra, n je hlavni kvantové ¢islo, ¢ je rychlost svétla ve vakuu a a:ﬁ
%i je tzv. konstanta jemné struktury majici hodnotu ﬁ V ptipadé rtuti jde jen o hruby odhad,
jadro rtuti bude stinéno i zbylymi ostatnimi elektrony. V piipadé 1s orbitalu ptijde ale o stinéni

nepiilis vyznamné. Pro vodik tak dostdvame rychlost

& .
V= gp S m=mo (1,000026 - mg)

a pro rtut se Z = 80
80
v=——c=>m=123-m
137 oo
Takze zatimco u atomu vodiku se hmotnost témér nezméni, u tézsich atomd uz musime brat
relativistické efekty vazné. Zména hmotnosti elektronu totiz jisté povede k odlisnému chovani
jednotlivych orbitalti.

Pro popis relativistickych efektii je nutné vytvorit rovnici, ktera je v souladu jak s postulaty
kvantové mechaniky, tak s teorii relativity. Stoji asi za pokus pouzit pravidla pro pfechod od
klasické ke kvantové mechaniky pro relativisticky vyraz pro energii. V klasické, nerelativistické
mechanice je energie volné céastice dana jako

E=2 (24.2)

¢emuz odpovida hamiltonian
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H=—-—A (24.3)
a Casove zavisla Schrodingerova rovnice

i
875

Mohli bychom byt v pokuseni vyjit nyni z relativistického vyrazu pro energii

= Hy (24.4)

E? = p*c® + mict (24.5)

a s pouzitim stejnych pravidel (E nahradime £ — zﬁg a hybnost p nahradime pfislusnymi ope-
ratory, napiiklad pro slozku x mame p, — zh -) bychom ziskali tzv. Kleinovu—Gordonovu
rovnici, kterd ma ve tfech dimenzich tvar

1 0%y

R Ay +
Bohuzel se ukazuje, ze v této rovnici se nezachovava pocet castic. Neni ji mozné pouzit pro
popis fermiont, hodi se vSak pro popis bosonu.

Spravnou rovnici pro popis elektronu formuloval Paul Dirac. VySel opét z rovnice 24.5 a

svou genidlni intuici dospél k zavéru, ze elektron je popsén nikoliv jednou vlnovou funkei, ale
rovnou uspoiadanou ¢tverici vlnovych funkei

moc

=0 (24.6)

) = (24.7)

které se pak 1idi Diracovou rovnici formalné pfipominajici rovnici Schrodingerovu pro atom
vodiku

L 0P

57 = (24.8)

kde ale

h=ca-p+B-&+Vy (24.9)

kde a a B predstavuji matice rozméru 4 x 4. Jednotlivé komponenty vinové funkce odpovidaji
elektronu se spinem « a 3 a pozitronu se spinem « a (. Dirac tak ukézal, Ze pozadavek na
kompatibilitu mezi kvantovou mechanikou a teorii relativity vede automaticky k elektronovému
spinu a také k existenci antic¢astic.

~

Spektrum atomu vodiku v Diracové rovnici, pozitrony a anihilace

VyteSenim Diracovy rovnice dostaneme ¢tyii mozné hodnoty energie, dvé energie odpo-
vidaji elektronu se spinem —i—% a —%. Castice s rozdilnym spinem pozname hned, hladiny
se totiz za¢nou Stépit ve vnéjsSim magnetickém poli — z Diracovy teorie plyne pro elektron
g faktor o hodnoté 2, ve velmi dobrém souladu s experimentem. Kromé toho najdeme
jesté dalsi dvé hodnoty energii, které jsou zaporné. Ty odpovidaji pozitronovému fe-
Seni. Energetické spektrum z Diracovy rovnice je schematicky naznaceno na nésledujicim
obrazku.
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nerelativistické feseni relativistické feSeni

kontinuum stavii
+me,? ,volny* elektron elektronové stavy

vazany elektron

kontinuum stavii pozitronové stavy
,volny* elektron

Predstavme si nyni elektron, ktery se nachazi na jedné z diskrétnich hladin (v obrazku
oznaceno jako vazany elektron). Podle pravidel kvantové mechaniky by tento elektron mél
spadnout do hladin se zapornou energii! Dirac navrhnul, Ze do téchto hladin nespadne,
nebot mu v tom zabrani Pauliho vylucovaci princip. Zaporné hladiny jsou dle Diraca
totiz plné obsazené, viz nasledujici obrazek.

E
kontinuum stavi

+mc,? )
mCo ,»volny* elektron elektronové stavy

vazany elektron

_o_

kontinuum stavi @O0 0O : .
—mc,? ozitronové sta
0 ,volny* elektron 00000 P .

V moti elektront se zapornou energii se vSak mize vyskytnout dira. Ta se potom jevi jako
elektron s kladnym znaménkem! Tedy jako pozitron. Ocitne-li se blizko pozitronu elek-
tron, muze zaplnit zapornou hladinu a vyzarit foton (pfesnéji dva). Tomuto déji fikdme
anihilace. Muze také probéhnout obraceny déj — dodanim dostateéné energie vznikne
elektron—pozitronovy péar. Chemika ale tyto vysokoenergetické déje nechavaji chladnym.
Diracova teorie navic neni prosta problému, napriklad priblizeni mofe elektronti se zapor-
nou energii by mélo také nekone¢nou hmotnost a nekoneé¢ny naboj. Také mlcky predpo-
kladdme, ze spolu tyto elektrony neinteraguji. Uspokojiva teorie zastiesujici kvantovou
mechaniku a relativitu je az kvantova elektrodynamika, pro kterou jsou ale chemické
systémy prilis slozité.
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24.1 Relativistické efekty v chemii

Relativistické efekty muzeme rozdélit do dvou zékladnich skupin.

e Skalarni relativistické efekty. Jde o efekty spojené s rozdilnym relativistickym vy-
razem pro energii, a tedy s rozdilnou hmotnosti elektronu. Nejde tedy o jevy, které by
souvisely s tim, Ze vlnova funkce mé ¢tyfi komponenty. Hlavni prispévky mizeme zahr-
nout napiiklad pomoci poruchové teorie. S vyuzitim relativistického vyrazu pro energii
24.5 muzeme pro kinetickou energii ¢astice psat

/ P 1
BErin = \/p2c® +m3ct — mic? =~ STy (24.10)
0

kde jsme kinetickou energii ziskali jako rozdil energie celkové a energie klidové. Prvni ¢len
na pravé strané odpovida nerelativistické kinetické energii a odpovidajici kvantovy vyraz
ziskdme nahrazenim hybnosti pfislusnym operatorem. Dalsi ¢len je jiz relativisticky. I
zde miizeme hybnost nahradit prislusnym operatorem hybnosti. Tento ¢len miizeme casto
povazovat za malou poruchu. Pro atom vodikového typu ziskdme pak s pouzitim poruchové
teorie prvniho fadu korekci k energii, kterd bude zaviset na ¢tvrté mocniné protonového
¢isla, Z*. Vyznam skalarnich relativistickych efekti tak dramaticky roste s protonovym
¢islem.

Miuzeme zkusit odhadnout vliv relativity aniz bychom néjaké vypocty provadéli. Elektron
mé diky vysoké rychlosti vétsi hmotnost. Mizeme tak oc¢ekavat, ze se diky tomu elektron
bude chovat klasi¢téji, bude se pohybovat blize k atomovému jadru. V pfipadé orbitali
s a p tak bude dochazet ke kontrakci orbitald®”. Diky kontrakci orbitalii s a p je ale
na druhou stranu jadro lépe stinéno. Elektrony v orbitalech d a f proto pocituji mensi
efektivni nédboj a diky tomu dochézi k jejich expanzi. Tyto jevy maji rozlicné projevy
v chemii.

Napadnym diisledkem je stabilita vysSich oxida¢nich stupnu u tézsich prvki. Napii-
klad v piipadé zlata s elektronovou konfiguraci 5d'°6s' dochazi ke stabilizaci elektront
v orbitalu 6s a k ionizaci dochéazi z orbitalt 5d. Vznikaji tak trivalentni nebo pentavalentni
ionty zlata a nebo naopak tzv. auridy, kde zlato vystupuje ve stavu Au~.

Diky relativistickym efekttim jsou také stabilnéjsi vyssi oxidacni stavy i dalsich kov,
takZze miiZze existovat ion IrOj, ktery obsahuje iridium ve formalnim oxidaénim stavu
+IX.

Jediné diky relativité miizeme vyuzivat v automobilech olovénych akumulétort. Olovo ma
elektronovou konfiguraci 6s?6p?. Elektrony v téchto orbitalech jsou relativisticky stabili-
zované, diky ¢emuz ma olovo v oxidac¢nim stupni +IV vyssi energii. To vSak v disledku
vede k vétsi zméné Gibbsovy energie v elektrodové reakei odehréavajici se v akumulatorech

Dochéazi také k urc¢itému zkraceni vazebné délky, castecné relativistickym efektem je
i lanthanoidovéa kontrakce.

Bez zahrnuti relativistickych efekt by zlato nebylo zluté a rtut by nebyla kapalna. S re-
lativitou se zkratka v chemii potkdvame docela ¢asto.

PTento pojem nelze zaméhovat s relativistickou kontrakei délek.
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e Relativistické efekty spojené se spinem. Zde mame na mysli pfedevs$im tzv. spinorbitalni
interakci, o které jiz byla fe¢ v ¢asti 12.1.1. Tento efekt se projevi korekci k nerelativis-
tickému hamiltonianu

Hgo = €LS (24.12)

kde L je operator orbitalntho momentu, S je operator spinového momentu elektronu a &
je tzv. konstanta spinorbitélni vazby. Pro atom vodikového typu se da ukazat, ze

Ze2 1 1

4meg 2mec? r3

§ (24.13)

coz by mohlo vést k dojmu, zZe efekt poroste linearné s protonovym ¢islem atomu Z. Ve
jmenovateli se ale vyskytuje jesté vzdalenost elektronu do jadra r, elektron je ptritom
jadru blize pro atomy s vétsim Z. Efekt spinorbitalni interakce pro atomy proto roste s

v v

Z4. Zptisobuje rozstépeni mezi energetickymi hladinami, pro t&z8f prvky ¢asto znacéné.

Pro ilustraci vyznamu relativistickych efekti v chemii se podivejme na rovnovazné vzdale-
nosti, vazebné thly a atomizac¢ni energie dihydridu prvka VIA skupiny. Z tabulky 15 je vidét, ze
zatimco geometrie téchto molekul se vlivem relativity méni spiSe mirné, energetika atomizacni
reakce je ovlivnéna velmi silné.

Tabulka 15: Viiv relativistickyjch efektd na geometrii a energetiku molekul

Molekula Nerelativistické feseni Relativisticka korekce
Energie R, O, AFEtom Energie R, O, AFEtom
a.u. A ° kJ -mol~! a.u. A ° kJ - mol~1
H,0 _76,054 09391 107,75 6438 0,055  —0,00003 —0,07  —16
H,S —398,641  1,3429 94,23 514,1 —1,107 —0,00015 —0,09 —4.,5
HsSe —2400,977  1,4530 93,14 459,4 —28,628  —0,00260 —0,27 —13,3
HyTe —6612,797  1,6557 92,57 393,5 —182,072 —0,00720 —0,58 -37,7
HsPo —20676,709 1,7539 92,21 350,2 —1555,822 —0,01060 —1,62 —126,8

24.2 Kvantové-chemické vypocty relativistickych efektia

K zahrnuti relativistickych efekti mizeme zvolit dvoji strategii. V ramci prvni provadime vypo-
¢ty se vSemi elektrony, véetné vnitinich elektronii, které jsou nejsilnéji ,,zasazeny* relativitou.
Vychazime pritom z modifikaci Diracovy rovnice. V rdmci druhého pristupu ,,zameteme relati-
vistickou $pinu pod koberec pomoci tzv. elektronovych pseudopotenciélii.

e Vypocty se vSemi elektrony Diracova rovnice popisuje pohyb pouze jednoho elektronu.
Je proto tieba pridat ¢len popisujici interakci mezi elektrony. Mohli bychom k Diracovu

¢lenu pridat coulombovské odpuzovani mezi elektrony, kde Diractiv—Coulombiv ha-
miltonian ma tvar

H—ZthZ% (24.14)
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kde h; je jednocasticovy Diraciiv hamiltoninan 24.9. Takovyto pristup ale neni relativis-
ticky plné konzistentni. Mimo jiné predpokladame, Ze k interakci mezi elektrony dochazi
okamzité, coz pii konecné rychlosti svétla neni pravda. Spravnym pristupem by tak bylo
pouzit metod kvantové elektrodynamiky, coz zase neni piili§ pohodlné. Relativisticky ha-
miltonidn je pak mimofadné komplikovany a nedé se napsat v uzavieném tvaru. Je ale
mozné udélat jeho rozvoj v mocninach % Pro chemické aplikace obvykle sta¢i zastavit se
u ¢lenu s c% Ziskame tzv. Diraciv—Coulombiv—Breitiv hamiltonian

H=> hi+> hy (24.15)

1<J

kde dvoucasticovy ¢len je dan jako soucet coulombovského a Breitova ¢lenu v atomovych
jednotkach

2 1 1 ilij i
iy = 2 — L v, + (2Tulloury) (24.16)
rig o 21y i

kde « predstavuje Diracovy matice. Rovnici tohoto typu pro ¢tyfkomponentni vinovou
funkci mtuzeme déle zjednodusovat. Je snadné se zbavit dvou komponent popisujicich po-
zitrony. Existuji riizné ptiblizné metody, jak to provést, napiiklad Douglastiv—Krolltiv—
Hesstiv hamiltonian ¢ pristup ZORA (z angl. Zero Order Relativistic Approximation).
V téchto metodach je navic mozné zanedbat i spinové-orbitalni efekty a my tak ziskame
rovnice popisujici pouze skalarni relativistické efekty.

e Vypocty s pseudopotencialy Pragmatickou cestou k zahrnuti (skalarnich) relativistic-
kych efektt je pouziti tzv. efektivnich relativistickych pseudopotenciali pro vnitini
elektrony (ECP, z angl. Effective Core Potential). Relativistické piispévky jsou totiz vy-
znamné zejména pro elektrony vnitinich slupek, valenéni elektrony se pohybuji daleko
pomaleji, nebot jejich interakce s atomovymi jadry je jiz hodné stinéna pravé vnitinimi
elektrony. Chemika ale vnitini elektrony obvykle moc nezajimaji, chemické reakce se ode-
hrévaji ve valenc¢ni sféfe. Mtzeme proto vnitini elektrony nahradit vhodné zvolenym po-
tencidlem, ktery simuluje vnitini elektrony. Tento potencial si jednou pro vzdy nastavime
pro dany atom s pomoci plné relativistického vypoctu a pak jej muzeme volné pouzit
pro libovolné molekuly, jejiz je dany atom soucasti. Ziskdme tak kvalitnéjsi vysledek a
navic jako bonus je vypocet ¢asové méné narocny, nebot vnitini elektrony jiz do vypoctu
nezahrnujeme.

Oblast relativistické kvantové chemie predstavuje intenzivni pfedmét soucasného vyzkumu
a neni v moznostech tohoto textu se této otézce do detailu vénovat. Zajemce mizeme odkazat
na dva vytecné prehledové ¢lanky od Pekky Pyykoho.? Uceleny prehled relativistické kvantové
teorie molekul lze pak ziskat napiiklad v uc¢ebnici Kennetha G. Dyalla a Knuta Faegriho 3!

30P. Pykkd, Annu. Rev. Phys. Chem., 63, 45-64 (2012) a P. Pykkd, JP Desclaux, Acc. Chem. Res., 51, 276-281
(1979).

31Kenneth G. Dyall, Knut Faegri, jr.,Introduction to Relativistic Quantum Chemistry Oxford University Press,
2007.

234



Relativistickd kvantova teorie a budoucnost periodické tabulky

Na konci roku 2015 byly organizaci IUPAC uznény objevy prvkua 113, 115, 117 a 118.
Periodické tabulka tak dokoncila sedmou periodou. Experimenty ke ziskani tézsich prvki
jsou nyni v béhu. Naskytéa se otazka, zda pro takto tézké prvky jesté periodicka tabulka
funguje. Jsou vlastnosti prvki v jednotlivych skupinach stale podobné? Maji atomy ve
skupinach analogickou elektronovou strukturu? Diky spinorbitalni interakci je odpovéd
méné nez ziejma. Kvantové-chemické vypocty a sporé experimenty s nékolika doposud
pripravenymi atomy téchto prvki naznacuji, Zze prvky sedmé periody budou stéle ctit
periodicky zakon. Tak prvek 108 (hassium) tvori oxid hassicely, jak bychom ocekavali, a
nepiekvapi nés ani, ze kopernicium by nejspise bylo kapalnym kovem. Kvantové-chemické
vypocty ale ukazuji, Ze pro tézsi prvky uz muze byt vSe komplikovanéjsi.

Predikovanou periodickou tabulku z prace Pekka Pyykko, Phys. Chem. Chem. Phys., 13,
161, 2011 zde pretiskujeme.

Period 1 Periodic Table 1-172 18 Orbitals
1 1]z 13 14 15 16 17| 2] 1s
H He
3|4 slel 78910
2 i Be Blc|N]|o]|F|ne| %

1|12 Blualislie]17]18
3 nalmgl® ¢ 5 6 7 8 9 0 o G LIS G ar| 3
o |20z 2223 24 25|26 [ 27 [28 |20 [30 [ 3c 32|33 34|35 [ 36 | 4504
KJcalse|Ti|] v ]cr|vn]|Fe]co|Nilcu|zn]|GalGe| As]| se]|Br|kr] *°%P
s 373830 40 [ar[az]as]4aafasao[ar[as]ao]s0]51]52]53]54] s pus
Rb|Sr| Y |z Ino|Mo|Te|Ru|Rh]PafAag|cal m|sn]sp]re] 1 |Xxe P
o |55156 s [72]73 775 76|77 78 798081 |82]83]84]85]86] cisue
CsfBa| 71 JHfJTaJ W |Re]Os]Ir | Pt JAu]JHg| TI | Pb | Bi | Po | At | Rn Sa00p
87 | 88 | so- [104]105] 106[ 107] 108|100 1nofinn] 112 .
7 | #e | Ra | 103 | Rt | Db | s¢ | B | 55 | me ] s | Rg | on |13 ]114] 115|116 117  118] 75607
8 |119]120] "2 | 156| 157|158 159) 160 | 161 | 162 163 | 164 ] 139 140] 169|170 | 171 ] 172] 857d8p
9 |165]166 167] 168 9s9p

571585960 |61)62)63]64]65]66]67|68]69]70]71
La|Ce| PrINd|Pm|Sm|Eu|Gd|Tbh|Dy|Ho| Er J[Tm|Yb| Lu

89190 J 91 | 92§93 1949519697 98]99 |100§101]J102}103
Ac|JTh|Pa] U [Np|PujAm|Cm|Bk| Cf | Es [Fm|Md|No | Lr

5f

8 |141|142§143 | 144§145]146 147 | 148149150151 152§153 154155 of

8 121 §122)123§124)125{126127 J128 129|130 131132133 134|135]136|137]138| 5S¢

Tabulka koné¢i u protonového ¢isla 172, nebot soucasné teorie predpovidaji pro protonové
¢islo 173 kolaps elektronu do kontinua pozitronovych stavii.
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25 Kvantova chemie pevné faze

Solid state physics is far too interesting to be left to physicists.

M. H. B. Stiddard, The elementary language of solid state physics, Academic Press, 1975

A7 do ted jsme se zabyvali atomy, molekulami a nebo jejich kone¢né velkymi agregaty. Za
urc¢itych okolnosti ale miizeme pouzit metod kvantové chemie i pro systémy nekonecné velké.
Nepijde pritom o nekone¢né obtiznou tlohu, jak by se mohlo na prvni pohled zdat. Pokud totiz
systém vykazuje transla¢ni symetrii, tj v systému se opakuji ur¢ité vzory, vypocty se dosti
usnadni.

Kvantové-chemické vypocty pro krystaly jsou diilezité z praktického hlediska. Tak jako v pri-
padé molekul nas muze zajimat energetika, tj. ktera krystalickd modifikace je nejstabilnéjsi.
energetické hladiny slévaji do energetickych péasu a struktura téchto past rozhoduje mimo jiné
o tom, zda dany krystal bude vodi¢, polovodic¢ ¢i nevodic.

Kvantova teorie pevnych latek predstavuje siroky a svébytny obor, kterému se chemici ob-
vykle vyhybaji. Zde jenom stru¢né nacrtneme, jakym zptsobem miizeme k nekoneénym perio-
dickym systémim pristupovat.

25.1 Mrizkova energie krystala

Podobné jako u molekul, i u krystalii nas zajima jejich energie. Pokud budeme védét, jak energie
krystalu zavisi na geometrii krystalu, budeme také schopni odhalit jeho strukturu. Dilezitou
veli¢inou v teorii pevnych latek je miizkova energie Fy., coz je energie spojena s tvorbou
krystalu z jednotlivych slozek (iontt ¢ molekul), ze kterych jsou krystaly vytvoreny

nA — A, (25.1)
Pokud zname miizkovou energii, zname také celkovou energii krystalu
E =nE(A) + Ea (25.2)

kde E(A) je energie volné molekuly. Mfizkova energie Ej,; tak neni nic jiného nez vazebna
energie.

V nékterych pripadech muzeme miizkovou energii vypocitat docela snadno. Podivejme se
na situaci, kdy je krystal tvoren neutrdlnimi atomy ¢ molekulami, které mezi sebou nesdili
elektrony. Mizeme si predstavit napriklad krystal tvoreny argonem. Dva atomy argonu na sebe
pisobi priblizné Lennard-Jonesovym potencialem

Cu _ Ce (25.3)

By = 12 g6

kde Cg a C5 jsou parametry potencidlu. Prvni ¢len zde reprezentuje repulzi v dasledku vyménné
interakce, druhy ¢len pak disperzni interakci (viz kapitola 20). Parametry takovéhoto potencialu
celkem snadno vypocitame pomoci kvantové-chemickych metod. Oba ¢leny klesaji velmi rychle
se vzdalenosti, a tak mizeme v nejjednodussim pripadé predpokladat, ze k mfiizkové energii
budou pfispivat pouze nejblizsi sousedé. Dale budeme predpokladat, ze obé interakce jsou tzv.
parové-aditivni, tj. ptsobeni mezi ¢astici 1 a 2 nebude ovlivnéno pritomnosti ¢astice 3. Neni to
uplné realisticky predpoklad, ale chyba v tomto pfipadé nebude velka (fadové 10 %). Miizkovou
energii mizeme priblizné vypocitat jako

Elat - NAncEij (Tmin) (254)
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kde n. je koordina¢ni ¢islo daného atomu. Pro argon je n. = 12 a E;;(rmim) = 1,65- 10721 J,
z Gehoz vychazi Ej,y = 12,03 kJ-mol™! (experimentélni hodnota je 7,7 kJ-mol™!). To neni
uplné Spatny soulad.

O néco komplikovangjsi bude vypocet miizkové energie pro iontovy krystal. Vezméme si
piiklad ngjakého jednoduchého iontového krystalu jako je tieba chlorid sodny (NaCl). Ten krys-
talizuje v kubické m¥iZce, na obrazku 76 mame dvoudimenzionalni fez touto miizkou. Elektron

Obrazek 76: Dvourozmérny tez miizkou krystalu NaCl. NaCl krystalizuje v tzv. plosné-
centrované kubické mriZce. KaZdy ton md Sest nejbliZsich sousedi s opacnym ndbojem

z atomu sodiku v tomto pripadé preskocil k atomu chléru. Jakkoliv jsou elektrony popsény
pomoci elektronovych distribuci, v piipadé silné iontovych krystalit miizeme predpokladat, ze
chlér bude mit naboj —1le a sodik naboj le. Mezi dvéma ionty 7 a j pak muzeme predpokléadat

interakeci o . _
_ 2 6 “ (25.5)

E;
T 12 r6  dmweg 1

e, e

predstavuje elektrostatickou interakci danou Coulombovym zakonem. Tento ¢len bude v piipadé

iontovych krystalt zdaleka nejdilezitéjsi. Elektrostaticka interakce navic klesa pomérné pomalu
s mezijadernou vzdalenosti a my tak nemuzeme zanedbat ani vzdalenéjsi sousedy. Je tieba
provést soucet pres cely krystal.

G500
Obrazek 77: Jednorozmérnij model iontového krystalu

Podivejme se na jednoduchy piipad jednorozmérného krystalu (viz obrazek 77). Interakéni
energie jednoho vybraného iontu se vSemi zbylymi ionty je dana souctem

e? 2 2 2e? 1 1
B =— 24 )=- l—=+=— .. 25.6
! M@d( 271 ) M@d( 271 > (25.6)

coz je ovsem nekoneéné rada. S vyuzitim Taylorova rozvoje funkce In(1 + ) si pfitom muzeme
povsimnout, Ze cela suma je rovna In 2. Dostdvame tak

2¢?
47T60d

a po vynasobeni poctem c¢astic N4 dostaneme celkovou mfizkovou energii vztazenou na 1 mol

E, =

In2 (25.7)
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2

B = 3NaBy = — 32 M

Cely vztah jsme délili dvéma, abychom zabrénili dvojnasobnému zapoc¢itani interakei ¢astic i a

j. Konstanta M oznacuje tzv. Madelungovu konstantu, ktera je charakteristickd pro danou
krystalovou miizku. V piipadé jednodimenzionalniho krystalu mé hodnotu In2.

Pro kubickou krystalovou miizku NaCl ma tato konstanta hodnotu M = 1,747558. Vy-
pocitand mifzkova energie pro NaCl ma pak hodnotu —867 kJ-mol™! oproti experimentalni
hodnoté —775,3 kJ - mol~t. Pfi vypoctu jsme ale zanedbali piedeviim repulzni interakci mezi
ionty, ktera méa pro NaCl hodnotu 92 kJ -mol~!, a dalsi mensi efekty jako disperzni interakce
a energii nulového bodu.

Vypocet miizkové energie pro krystaly, jejichZz atomy tvori mezi sebou kovalentni vazbu, je
slozitéjsi. Zde se jiz neobejdeme bez kvantové teorie a bez popisu elektronové struktury pevnych
latek.

(25.8)

Madelungova konstanta pod mikroskopem

Madelungova konstanta pro jednodimenzionalni krystal nabyva tvar

1 1 1 1
M=2(-—-4=—-=4.. 25.
(1 e 4+) (25.9

V tomto piipadé jde o fadu, kterou umime secist. Kdyz si napiseme rozvoj funkce In(1 +
T)=x— % + %3 — %4 + ... a polozime x = 1, vidime, Ze je to nas vztah pro Madelungovu
konstantu. M je tak rovna 2ln2 = 1,3863.

miizky NaCl. Zacnéme tieba sodikem. V jeho okoli najdeme 6 sousedu ve vzdélenosti 1,
pak ale ve vzdalenosti /2 nalezneme 12 kladné nabitych castic, ve vzdalenosti /3 pak
8 zapornych ionti atd. Vyraz pro Madelungovu konstantu tak nabyva tvar

6 12 n 8 6 i 24

1 V2 V3 2 45
Nevypada to, ze by tato fada konvergovala néjak zvlast rychle! Skute¢né ne, konvergenci
fady vidime v nésledujici tabulce.

M = +... = 6,000 — 8,485 + 4,620 — 3,000 + 10,733 — ... (25.10)

N pocet iontd v sumé M
2 124 1,5166
3 342 1,9125
4 728 1,6193
5 1330 1,8525
6 2197 1,6587
7 3374 1,8245
8 4912 1,6796
9 6858 1,8083
10 9261 1,6926
11 12166 1,7978
12 15624 1,7014
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Z tabulky je jasné vidét, jak je konvergence pomala. Ani pro vice nez 15 tisic iontu
neméame presné ani dvé desetinna mista. Rada navic neni tzv. absolutné konvergentni,
soucet zavisi na poradi. Existuji ale elegantni analytické pristupy, naptiklad pfistup na-
vrzeny Ewaldem, ktery vyuziva Fourierovu transformaci miizky a sumaci umoziuje. Pro
nase ucely ale mizeme pouzit malicko méné elegantni, ale jednodussi postup, ktery je za-
loZzen na rozdéleni ionti do oblasti, jejichZ celkovy naboj je nulovy. MiiZeme si ho ukazat
na jednoduchém dvoudimenzionalnim systému viz nasledujici obrazek.

1 1

1
1 YTty 1
4 4
- _ -
- hd -
1
+=
2
+1 =
2 (| - *2
1 _1
2 2
1
= =
+ 2
-
-
1 1 1
—= ad _1 +l —=
4 2 2 2 4

Predstavme si centralni naboj obklopeny ionty usporadanymi do ¢tverce (toto usporadani
mé napiiklad prifez chloridem sodnym). Okolnim iontim pfiradime ¢astecné néboje, jak
je ukdzano na obrazku. Ionty umisténé ve strané ¢tverce jsou sdilené dvéma buiikami a
maji proto naboj %, ionty v rohu ¢tverce jsou sdilené ¢tyfmi bunkami a maji naboj 4—11.
Madelungova konstanta mé nyni hodnotu

=

A S PPN
= & = b
V druhém kole miuzeme pridat dalsi ¢tverec s ¢asteénymi naboji. lonty v prvnim ¢tverci
ted uz ale nejsou sdileny mezi sousednimi buiikami, jsou v daném ¢tverci plné obsaZeny
a naboj jim tedy musime priradit cely. Madelungova konstanta ma hodnotu

4.1 4.1 4-3 +8-% 4.3
1 V2 V4 V6 B

P1i dalsim zvétsovani systému dostavame hodnoty 1,6105, 1,6135 a 1,6145. Tato suma

konverguje mnohem rychleji a hodnota Madelungovy konstanty, kterou timto dostaneme

uz ve tieti nebo ¢tvrté aproximaci dobfe souhlasi s limitni hodnotou 1,61554.

Podobné se d& samoziejmé postupovat i v realné, tiidimenzionalni miizce. U NaCl

bychom dostali uz v druhé aproximaci hodnotu 1,752, coz je velmi blizko limité 1,747558.

M=

= 1,6069

25.2 Elektrony v krystalech: Energetické pasy
25.2.1 Model volnych elektroni

Ctenaf nejspise z prednasek z anorganické chemie tusi, Ze v pevnych latkidch se energetické
hladiny atomii a molekul slévaji do energetickych pastu. Kde se tyto pasy berou? Nejjednodussi
pohled nam da metoda FEMO, predstavené v kapitole 4.
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Uvazujme opét krystal v jednodimenzionédlnim svété, tedy retizek atomi. Klidné si mizeme
predstavit atomy sodiku, ale také tfeba nekonecny polyen. Pokud budou atomy hodné daleko
od sebe, elektrony budou lokalizované na jednotlivych atomech a k preskoku mezi atomy bude
potieba jeden z atomu nejdfive ionizovat. Potencialni energie pro pohybujici se elektron tak
bude vypadat jako na obrazku 78 vlevo. Elektronova struktura krystalu bude podobna jako
elektronova struktura jednotlivych atomii. Pokud naproti tomu budou atomy blizko u sebe,
bude potencialni energie pro pohybujici se elektron vypadat asi jako na obrazku 78 vpravo.
Elektron se pak muze viceméné volné pohybovat po celém krystalu a cely krystal si pak mtzeme
predstavit jako potencidlovou jamu.

x, délka krystalu x, délka krystalu

Obrazek 78: Jednorozmeérny model krystalu, kde jsou atomy daleko od sebe (obrdzek vlevo),
zde se elektrony pohybuji v okoli atomu. A model, kde jsou atomy blizko u sebe (vpravo), zde
se elektrony pohybuji viceméné po celém krystalu

Méjme nyni fetizek N atomii. V zakladnim elektronovém stavu budeme mit obsazeno
hladin. Jestlize kazdy atom zabira vzdéalenost Ly, bude celkovi délka potencidlové jamy L
N Ly. Nejnizsi hladina bude mit energii

Il =

h? h?
Eoin = = 25.11
8mL?  8m(N Ly)? ( )
coz v limité velkych N bude ¢islo blizké nule. Naproti tomu energie nejvyssi obsazené hladiny
bude mit hodnotu

5 _ h2(%)2 _ h2
T 8m(NLg)?2  8-4ml3

Tato nejvyssi obsazena hladina je nezavisla na poc¢tu atomt N! Jestlize pocet atomu zvySujeme,
umistujeme do stejného energetického okénka ¢im dal vice elektront. Energetické hladiny se
slévaji do energetickych past.

Ted se podivejme, jaky je rozdil energie hladiny j 4+ 1 a hladiny j, tedy jak daleko jsou od
sebe (v feci kvantové chemie) LUMO orbital a HOMO orbital

(25.12)

P3R5’ RNV )
8m(NLy)? 8m(NLg)? 8m(NLgy)?

Vidime, ze v limité velkych N tyto dvé hladiny k sobé nekone¢né tésné priléhaji. Pas ob-
sazeny (v zékladnim stavu) elektrony nazyvame pasem valen¢nim, pas elektrony neobsazeny
nazyvame pasem vodivostnim. Krystal s vodivostnim pasem tésné primknutym k pasu va-
lenénimu by mél byt elektricky vodivy.

Skutecné krystaly jsou struktury v trojrozmérném prostoru. Energie ¢astic, jejichz pohyb
je omezen na krychli o rozmérech L, = L, = L, = L, je ddna vztahem

E;j — E; = (25.13)

h2

Nz ,MNy,Nz = 8mL2

(n2 +ni +n?) (25.14)
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kde n,, n, a n, jsou kvantova c¢isla nabyvajici hodnot 1, 2, 3, stejné jako jsme vidéli pro castici v
trojrozmérné jame. V tiirozmérném prostoru ndm odhad nejvyse obsazené energetické hladiny,
tzv. Fermiho energie, komplikuje degenerace stavi. Napiiklad stavsn, =2, n,=1an, =1

mé stejnou energii jako n, = 1, n, = 2 a n, = 1. Pii troSe pocitani ale dostaneme opét
energetické pasy s nejvyssi obsazenou hladinou danou vztahem
h? 3N\
A
Er=——|— 25.15
P 8mL? ( 1% ) ( )

kde V' je molérni objem pevné latky.*

Priklad 26

Zadani: Sodik krystaluje v kubické prostorové centrované mfizce (bee) s miizkovou konstantou
L = 4,2906 A. Jaka je koncentrace vodivostnich elektronii v krystalu sodiku a jaka je Fermiho
energie?

Regeni: Objem zékladni buiiky je pro sodik

V =L3=7899-10"% m?

Kazdé buiice nélezi 2 atomy sodiku, kazdy z nich prispiva 1 vodivostnim elektronem. Hustota
vodivostnich elektroni je

N 2
Vo 7,899.10-29

Fermiho energii miizeme vypocitat ze vztahu 25.15

=2,532-10%m™3

E = —
E=8mr2 \ 7v SmL2

Pro sodik stejné jako pro ostatni kovy je typicka hodnota Fermiho energie nékolik eV.

™

K2 /3N4\: B2 [3-2,532-10%)\7 "
< > < : >:5,037-10— J=3,144 &V

Prave jsme se seznamili s modelem homogenniho elektronového plynu. Predpokladame,
ze uvnitt krystalu se elektrony pohybuji volné a jejich pohyb neni prfimo ovlivnén ostatnimi
elektrony. S timto pfedpokladem jsme ziskali hodnotu kinetické energie jako funkci elektronové
hustoty. Dostali jsme tak funkcionél energie. Model homogenniho elektronového plynu hraje
velkou roli v teorii funkcionalu hustoty (viz kapitola 17).

25.2.2 Pokrodilejsi modely: Elektrony citi ionty

V modelu volnych elektronii predpoklddame, Ze elektrony se po celém krystalu pohybuji zcela
volné. Ve skutecnosti ale nachazeji v riznych mistech rizné zalibeni — v blizkosti atomovych
jader se elektrony vyskytuji radéji nez v dale od nich. Tato interakce elektronii s atomovymi
jadry stoji za rozdilnym chovanim riznych materiali (vodi¢i, polovodi¢a, nevodici).

Mohli bychom za¢it s modelem volnych elektronu a ten lehce upravit (model témét volnych
elektronil). Pro chemika je ale pfirozenéjsi obraceny postup: za¢neme s elektrony vazanymi
v atomech k jadru, které se budou vlivem rezonanc¢ni interakce delokalizovat (model Tight
Binding). Uzite¢ny vhled pro tuto situaci muZeme ziskat z teorie molekulovych orbitali.
Podivejme se na atomovy fetizek vytvoreny feknéme z atomu Li (viz obréazek 79).

32Pro vypodet jsme pouzili polomér v kartézském prostoru kvantovych &isel. Ten je definovdn jako R? =
n2 + nz +n2. Detaily vypoctu lze nalézt napi. v knize J. S. Winn, Physical Chemistry HarperCollins College,
2001.
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Obrazek 79: Atomovy Fetizek vytvoteny z atomii Li

Pokud budeme mit dva atomy Li, vzniknou ndm ze dvou atomovych orbitalti 3s dva molekulové
orbitaly o, v pripadé tii atomu pak budeme mit molekulové orbitaly t¥i, az v pfipadé N atomu
ziskdme N molekulovych orbitalii. Pokud bude hodnota rezonanc¢niho integralu Hap (viz ka-
pitola 18.1) nenulova, budou mit molekulové orbitaly rozdilnou energii od orbitalii atomovych.
Vznikne energeticky pas, kde bude % hladin v zakladnim stavu obsazenych a % hladin ztstane
neobsazenych. Vznik takového pasu mizeme pomérné snadno vidét v ramci jednoduché Hiicke-
lovy metody, se kterou jsme se seznamili v kapitole o semiempirickych metodach (viz kapitola

18).

Energetické pasy v ramci Hiickelovy metody

Podivejme se v rdmci Hiickelovy metody na nekonec¢ny fetizek atomi, z nichz kazdy atom
prispivéa jednim elektronem (viz nésledujici obrazek).

r=1 r r+1

1 N

S pouzitim Hiickelovych pravidel (viz podkapitola 18.1) je kazdy atom na pozici r spojen
s atomy na pozici 7+ 1 a r — 1. Ziskdme tak soustavu sekularnich rovnic, kde jeden radek

ma tvar
(& — en)e + B(&y + € y) =0 (25.16)

kde index n popisuje poradové ¢islo molekulového orbitalu. Koeficienty molekulovych
orbitalti musi byt voleny tak, aby byly nulové mimo hranice molekuly

co = Cpnyp1 =0 (25.17)

Zkusme ted uhodnout feSeni,” a to ve formé

nmr
" = i 25.18
¢ = sin (N " 1> ( )

které vyhovuje okrajovym podminkam viz vztah 25.17. Pokud se ndm po dosazeni do
sekularni rovnice 25.16 podari tuto soustavu vyresit, ptujde o skuteéné reseni. Dosazenim
ziskame

(@ — e,) sin (]\77:"1) +8 {sin <%) + sin (%)} —0  (25.19)

a s pouzitim goniometrickych vztahi

sin(a £ b) = sin(a) cos(b) £ cos(a) sin(b) (25.20)

ziskdme
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(v — &,) sin (;1:) + 4 [sin (%) cos (ij ) +

! (25.21)
s nr(r—1) ™m . '
sin | ———= |cos | —— || =
N+1 N+1
a tedy
™m
)42 )~ 95.22
(v —epn) + BCOS<N+1) ( )
coz odpovida
™
=42 7 ) =0 95.23
€n = 0+ 23 cos (N n 1) ( )

Ziskali jsme tak vyraz pro energii n-tého molekulového orbitalu v nekoneéném fretizku
o N atomech. Ctenaf si mize vyzkouset, ze ziskany vyraz funguje tfeba pro butadien
(N = 4), ktery jsme vytesili jiz diive (viz podkapitola 18.1). Pro nas je ale ted zajimavéjsi,
ze energie molekulovych orbitalii jsou omezené na rozmezi +253. Do tohoto intervalu se
musi vejit stale rostouci pocet hladin, vznikéa tak (z poloviny obsazeny) energeticky péas
(viz nésledujici obrazek).

45

N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 N-ow

@Zpusob, jakym se Tesi tyto tzv. diferenéni rovnice, je mozné naleznout napt. v knize L. Skaly, Kvantovd
teorie molekul, UK Praha, 1994.

Vratme se jesté ke krystalu lithia. Elektronova struktura bude zaviset na hodnoté rezo-
nanc¢niho integralu Hsp (v Hiickelové metodé mluvime o parametru ), ktery je zavisly na
mezijaderné vzdalenosti mezi atomy lithia. Schématicky je zéavislost sitky elektronovych pasu
na mezijaderné vzdalenosti vidét na obrazku 80. Je zaroven vidét, ze pasy odpovidajici jed-
notlivym atomovym orbitaliim se mohou prekryvat. To vysvétluje napiiklad vodivost berylia
¢i horciku. Tyto prvky maji valen¢éni orbital zaplnény dvéma elektrony a pokud bychom tak
uvazovali elektronovy pas vznikly pouze v ramci interakce orbitaltd typu s, dostali bychom jej
zcela zaplnény. V rovnovazné vzdalenosti ry do elektronovych pasa prispivaji i orbitaly typu p
a prvky ITA skupiny tak predstavuji vodivé kovy.
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vzdalenost mezi atomy vzdalenost mezi atomy vzdalenost mezi atomy

Obrazek 80: Energetické pdsy vodice (a). Plné zaplnény valenéni pds ns se prekrjvd s
vodivostnim pasem np. U nevodice (b) jsou vodivostni a valencéni pds oddéleny. U polovodice
(c) lze elektrony z valencéniho pdsu tepelné vybudit do vodivostniho pdsu

Nevodic¢e maji valen¢ni pés zcela zaplnény a od vodivostniho pasu jsou oddéleny tzv. zaka-
zanym pasem. Tak tomu je napiiklad v diamantu, kde diky interakci orbitalti s a p dochézi
k oddéleni pasi zakdzanym pasem (viz obrazek 80), sitka zakdzaného pasu je zde 5,33 eV. U po-
lovodicu existuje rovnéz zakazany pas, ale elektrony z valen¢niho pasu miizeme tepelné vybudit
do vodivostniho pasu. Jinymi slovy, vodivost budeme pozorovat az pti zvysené teploté. V ne-
vodidi je energeticky rozdil tak velky, ze by latka dfive roztéla nez bychom elektrony vybudili
do vodivostniho pésu.

Podobné vznika zakazany pas u iontovych krystali. Vezméme si piiklad krystalu KCIL. Ato-
movy orbital 4s drasliku ma vyrazné vyssi energii nez atomovy orbital 3p chloru. Pti vzniku
vazby v molekule KCI tak bude mit nejvyssi molekulovy orbital o obsazeny dvéma elektrony
témér vyhradné charakter 3p(Cl) a nejnizsi neobsazeny molekulovy orbital o* bude mit témér
vyhradné charakter 4s(K) (viz obrazek 81). Vzniknou dva oddélené pésy, mezi nimiz bude
mezera — zakdzany pés. Stika zakdzaného pasu je prili§ velka, nez aby bylo mozné termalné
excitovat elektrony do vodivostniho pés.

E1 -~ K™ 4s

CI” 3p

Cl 3s
K™ 3p

vzdalenost mezi atomy

Obrazek 81: FEnergetické pdsy iontového krystalu KCI

Metalizace nevodic¢ti pod vysokym tlakem

Jestlize sitku pasu muzeme ovlivnit pomoci meziatomové vzdélenosti, nedal by se vhod-
nou zmeénou vnéjsich podminek udélat z nevodice vodi¢ a naopak? V principu to mozné
je. Naptiklad xenon za vysokych tlaki okolo 150 GPa metalizuje (ale pfitom prekvapivé
zustava prihledny). Diky zvySenému tlaku dojde k prekryti 5p a 5d pésu a xenon se tak
stava vodivym. Podobné se predpoklada, Ze za extrémnich tlaka (v fadu nékolika stovek
gigapascalil) a nizkych teplot by mohl metalizovat i vodik. Kovovy vodik by tak mohl
byt k nalezeni v nitrech planet bohatych na vodik, jako je Saturn nebo Jupiter.
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Vodivé polymery

V nasich avahéach jsme nékolikrate pouzili model atomového fetizku. Takovyto systém
tvoreny kovovymi atomy by nebyl stabilni, v tfirozmérném prostoru by se atomy shlukly
do kulicky. Presto existuji jednodimenzionalni periodické systémy, kde se mohou elektrony
takto pohybovat. Piikladem je nekone¢ny polyen, jinymi slovy polyacetylen.

A VO

Kazdy uhlik zde prispiva jednim elektronem p do vazby 7 . Tyto elektrony 7 se mohou
volné pohybovat v jednom rozméru. Mizeme predpokladat, Zze polyacetylen bude vodivy.
Ve skute¢nosti samotny polyacetylen vodivy neni diky tzv. Peirlsové distorzi. Kationické
a anionické polymery odvozené od polyacetylenu ale jiz vodivé jsou.

25.2.3 Kvantové-chemické vypocty pro krystaly

Pro periodické systémy muzeme provadét ab initio vypocty podobné jako pro molekuly, mtuzeme
tedy v principu vyuzit cely arzenal kvantové-chemickych metod, jak jsme se s nim seznamili
v tomto textu — poc¢inaje Hartreeho-Fockovou metodou, pfes metody teorie funkcionalu hus-
toty az tfeba po metodu sprazenych klastri. Krystal je vlastné jen velkd molekula, takze jeho
hamiltonian mizeme zapsat jako

- 1 h?

H=—— — A - — A +V 25.24

2 M; ™7 2m, Z © ( )

Stejné jako u molekul muzeme piejit pomoci Hartreeho-Fockovy aproximace k rovnicim

popisujicim pohyb jednoho elektronu v poli atomovych jader a ve zprimérovaném poli ostatnich
elektronu

2
Fip; = <— 27; A+ V(r)) ¢i = E¢; (25.25)

Efektivni potencial V' (r), ve kterém se elektron pohybuje, musi ptitom respektovat periodicitu
krystalové mrizky
V(r)=V(r+r,); r,=nja;+ nas+ nzas (25.26)
kde r,, je libovolny vektor posunu (r, je (ni, ng, n3) nasobkem miizkovych vektori (a, as, as)).
Tato podminka posléze vede k podmince, ze vinova funkce musi mit tvar
¢; = u(r)e™ T (25.27)

kde u;(r) je tzv. modula¢ni funkce, ktera ma stejnou periodicitu jako miizka, tj. plati, ze
ui(r) = u;(r +r,) (25.28)

Vyse uvedenému (a zde nedokézanému) tvrzeni se fikd Blochtiv teorém a funkcim se fika
Blochovy vlny nebo Blochovy stavy elektronu. Vsimnéme si, Ze vinova funkce nekoneéného
fetizku atomu v Hiickelové aproximaci (viz box Energetické pasy v ramci Hiickelovy metody)
splnuje Blochiv teorém.
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25.3 Vibrace atomii v krystalech

Krystal je vlastné jen hodné velkd molekula. A podobné jako v molekulach, také v krystalu
mohou atomy vibrovat. Atomy v krystalu dokonce vibrovat musi, nebot jinak by se dostavaly
do rozporu s Heisenbergovymi relacemi neurcitosti. Miizeme uvazovat, ze vibrace atomu jsou
malé (tedy harmonické) a nezavislé. Vibraci v krystalu pak je 3N, kazda v principu s raznou
po¢tu atomi N je ¢islo 6 zanedbatelné).

V zakladnim stavu bude celkova energie nulového bodu dana jako

By (L) 25.2)
(2

Pokud krystal umistime do kontaktu s tepelnym rezervoarem o teploté 7', bude jeho energie
vétsi. Nekteré oscilace totiz prejdou po absorpci energie z okoli ze zakladniho stavu do stavu
excitovaného. Mira prijaté energie urcuje tepelnou kapacitu krystalu. V klasické mechanice by
tepelné kapacita byla stale stejna, krystal by dokazal absorbovat libovolnou energii. V kvantové
mechanice to ale pravda neni. Pii nizkych teplotach se nepodaii vétsinu molekul vibraéné exci-
tovat, nebot minimélni kvantum energie je vétsi nez tepelna energie, kterou mame k dispozici.
P1i nizkych teplotach tak bude tepelné kapacita klesat (viz obrazek 82). Toto pozorovani a jeho
vysvétleni Albertem Einsteinem a Paulem Debyem bylo jednim z impulziu ke vzniku kvantové
mechaniky.

S

p

o7 02 03 0% 095 o6 07 08 09 10

Obrazek 82: Zduvislost tepelné kapacity diamantu C, na teploté (na ose x je T/PBv, kde
B je rovna kBLT ) v Einsteinové modelu krystalu. Tento model piedpoklidd, Ze vibrace atomii
jsou nezdvislé a harmonické a vSechny atomy vibruji se stejnou frekvenci v. Vsimnéte si, Ze
pri vysokych teplotdach se tepelnd kapacita blizi 3R jako v klasické termodynamice (Einstein
pouzival v pivodnim clanku jednotek kalorie, proto 3R vychdzi 5,94). Pievzato z Annalen der
Physik., 4, 22, 180-190 (1907)
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26 Kvantova chemie v praxi

Ctenaf po prostudovani naseho textu mize snadno propadnou trudomyslnosti. Kvantova chemie
neni iplné snadna disciplina a i kdyz studiu vénujeme znacnou pozornost, tak po semestru pilné
prace jsme schopni vypocitat energetické hladiny v atomu vodiku ¢ mozna geometrii molekuly
vodiku.

Kvantovou chemii je mozné provozovat relativné komfortné bez nutnosti detailni znalosti
kvantové teorie, funkcionéalni analyzy ¢i programovani. Podobné jako 1idi¢ ¢i ridicka nemusi byt
nutné zrué¢nym mechanikem, i kvantovou chemii je mozné péstovat na uzivatelské trovni. Casto

Jak zacit s vlastnimi vypocty? Nejsnazsi cesta je vyhlédnout si néktery z kvantové-chemickych
programii, ktery elektronovou Schrodingerovu rovnici vyfesi za nas. Takovychto programu exis-
tuje nekolik desitek, zakladni prehled ziskite tfeba na strankach

https : | /en.wikipedia.org/wiki/List _of quantum __chemistry and_solid — state_physics _software
Volba je pak dana raznymi faktory: Je dany program volné pouzitelny ¢i je nutné hradit licen¢ni
poplatky? Obsahuje algoritmy a metody, které potfebujeme? Je mozné jej implementovat na
mém oblibeném opera¢nim systému? Je program uzivatelsky prijemny? Zminme niZze aspon
nékteré programy, se kterymi se ma chemik Sanci potkat.

e Gaussian. Asi nejznaméjsi program pro vypocet vlastnosti molekularnich systému. Svij
nazev si vzal od efektivnich jednoelektronovych funkei, o kterych piseme v kapitole 10.
Je vyvijen jiz od sedmdesatych let. Obsahuje Sirokou skilu metod a jeho hlavni cilovou
skupinou jsou chemici aplikujici metody kvantové chemie v jinych oblastech.

e MOLPRO. Programovy balik oblibeny napiiklad u téch, ktefi se vénuji excitovanym
staviim nebo vysoce korelovanym ab initio technikim. Podobna komunita bude vyhle-
déavat napriklad program MOLCAS, ktery je navic mozné vyuzivat v ramci akademické
komunity zdarma.

e ORCA. Programovy balik se Sirokou skalou metod, ktery se v posledni dobé silné rozviji.
Je mozné s nim pracovat bez poplatkii.

e VASP. Pro chemika pracujictho v oblasti chemie pevné faze miize byt tento program
casto synonymem kvantové chemie.

e Quantum Espresso. Tento program umoznuje také vypocty periodickych systémi, ten-
tokrat bez poplatk.

e Terachem. Ab initio je program optimalizovany pro praci s grafickymi procesorovymi
jednotkami.

26.1 Mij prvni vypocet

At uz si vybereme jakykoliv program z opravdu Siroké nabidky, postup je vzdy podobny. Rek-
néme, ze si vybereme program ORCA — bude to asi rozumna volba, protoze je zadarmo.

Program musime predevsim nainstalovat. Typicky si na sviij pocita¢ budeme muset nain-
stalovat operacni systém Linux. Instalace kvantové-chemickych programt muze zabrat néjaky
¢as, ale v zésadé se nijak nelisi od instalaci jakychkoliv jinych program.

Vypocet samotny je pak jiz dosti jednoduchy. Musime vytvorit vstupni soubor, ve kterém
programu ,,fekneme®, pro jakou molekulu chceme vypocet provadét a jakym zpisobem. NiZe je
ukazka vstupniho souboru pro optimalizaci molekuly vody — v jinych programech nez je ORCA
vypadé vstup velmi podobneé.
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Vstupni souboru obsahuje minimalné dvé zakladni informace — molekulu, kterou mé pro-
gram pocitat (tj. jeji geometrii, naboj a spin) a metodu, kterou ma program pouzit pro feseni
Schrodingerovy rovnice (u ab initio). U metody je potfeba také definovat bazi atomovych or-
bitala (napt. 6-31g™).

Specifikace geometrie zac¢ina hvézdickou a nasledovanou klicovym slovem int, které ika, ze
pro specifikaci geometrie pouzivame tzv. vnitini soufadnice neboli z-matici. Abychom mohli
napsat z-matici dané molekuly, sta¢i nam jen 3N — 6 soufadnic (na rozdil od 3N kartézskych
soutradnic). V z-matici totiz figuruji jen vzdélenosti, ihly a tzv. dihedralni thly mezi atomovymi
jadry. Pro molekulu vody tedy umistime atom H do po¢atku soustavy souradné (prvni fadek),
atom O umistime od prvniho atomu H do vzdalenosti 1,08 A(druhy fadek) a druhy atom H do
vzdalenosti 1,08 A od atomu O (tfeti fadek). Atomy H-O-H sviraji ihel 107,5° (tfeti fadek).

Na prvnim fadku je kromé specifikace typu soufadnic i specifikace ndboje (0) a spinového
stavu molekuly. Ten se zadava pomoci tzv. spinové multiplicity, definované jako 25 + 1, kde S
je celkovy spin molekuly. Vétsina slusné vychovanych molekul mé vSechny elektrony sparované,
a tedy nulovy spin a multiplicitu rovnu jedné. Rikéme, ze molekula je v singletnim stavu. Stav
s jednim neparovym elektronem nazyvame dubletnim, se dvéma tripletnim atd.

# Komentare zacinajti 2znakem "hash'
# klicova slova zacinaji vykricnikem
! BALYP 6-31gx*x OPT

*int 0 1

HOOO 0.0000 0.000 0.000
0100 1.0800 0.000 0.000
H2 10 1.0800 107.5 0.000
*

Ve vystupnim souboru miizeme vidét informace o programu a vstupni parametry nactené

v

ze vstupniho souboru. Prvni zajimavéjsi informace se tyka poctu atomovych bézovych funkei

BASIS SET STATISTICS AND STARTUP INFO

# of primitive gaussian shells 50c 23
# of primitive gaussian functions c. 35
# of contracted shells oo 10
# of contracted basis functions o oc 18
Highest angular momentum nac 2

Potom zac¢ina procedura SCF (posledni dva sloupce byly pro piehlednost vynechany)

ITER Energy Delta-E Max -DP RMS -DP
**x% Starting incremental Fock matrix formation
* % %
0 -76.25642316 0.0000000000 0.092042 0.012530
1 -76.30449906 -0.0480758981 0.053466 0.007279
2 -76.31927891 -0.0147798500 0.058413 0.008306
S -76.34570695 -0.0264280435 0.031411 0.004611
4 -76.35110227 -0.0053953151 0.005479 0.001026
5 -76.35126152 -0.0001592477 0.001178 0.001178
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6
7
8
9
10

*
*

V druhém sloupci vidime, jak se v jednotlivych SCF iteracich méni elektronova energie a jak
postupné konverguje k presné hodnoté (pro danou metodu a bazi). Kdyz uz se vlnova funkce
a energie méni méné nez je dand prahova hodnota (threshold), program prestane iterovat a

-76.
-76.
-76.
-76.
-76.

35127151
35127234
35127273
35127285
35127285

SCF CONVERGED AFTER

-0

-0.
-0.
-0.
-0.

.0000099883

0000008294
0000003861
0000001193
0000000014

prohlési energii za zkonvergovanou.

Dale nésleduje optimalizace geometrie molekuly, tj. Gprava vazebnych délek a tuhla tak,
aby celkova energie byla minimélni. Béhem vypoc¢tu se méni geometrie molekuly ve sméru
nejblizstho minima na hyperplose potencidlni energie. Program tak musi nejdiive vypocitat
gradient energie

Potom provede malou zménu soufadnic a vypocita novou energii. Pokud jsou zmény v energii
malé oproti pfedchozi hodnoté, tj. byla splnéna konvergenéni kritéria, program ukoné¢i optima-
lizaci souradnic.

.0000001424

-0.073825908
0.041366201
0.032459707

Energy change
gradient
gradient

RMS
MAX
RMS
MAX

step
step

.0000501219
.0000773499
.0002749024
.0004628489

Vysledkem je pak optimalizovana geometrie

0 0.000000000000
0 0.969074673991

0 0.968889198999

s nejnizsi energii, kterou najdeme na radce

O O O O

0.00000000 0.00000000
0.00000000 0.00000000
103.86899653 0.00000000
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.000510
.000392
.000185
.000015
0.
x*xx*x Energy Check signals convergence
sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok k
SUCCESS

| Geometry convergence |
value

000004
* % %k

11 CYCLES

-0.010636718
-0.056679008
0.067315726

O O O O O

.001318
.000280
.000216
.000031
.000002

*
*

0.000000000

-0.000000000

0.000000000

Tolerance Converged
0.0000050000 YES
0.0001000000 YES
0.0003000000 YES
0.0020000000 YES
0.0040000000 YES



Po dokonc¢eni SCF procedury program jesté spoc¢ita dipélovy moment a provede Mullikenovu
analyzu, tj. vypocita parcialni ndboje na atomech.

0 H 0.395715
10 : -0.791606
2 H 0.395891
Sum of atomic charges: -0.0000000

Program provedl také tzv. Mayerovu a Léwdinovu popula¢ni analyzu, které jsou podobné Mul-
likenové populac¢ni analyze. Mayerova popula¢ni analyza nam navic poskytne odhad radu vazby

Mayer bond orders larger than 0.1
B( O0-H , 1-0 ) : 0.8092 B( 1-0 , 2-H ) : 0.8087

Z téchto radku vidime, ze molekula vody ma dvé vazby s fadem vazby, ktery stoji za fe¢. Obé
vazby jsou pfiblizné prvniho fadu, coz nés u vody nepiekvapuje.

Abychom se presvéddili, ze jsme opravdu nasli minimum a ne sedlovy bod, je tfeba provést
vypocet frekvenci, k cemuz se pouziva klicové slovo ANFREQ.

Stavba molekul pomoci kartézskych soufadnic, p¥ipadné pomoci vnitinich soufadnic (jako
je z-matice) je ponékud unavna. Vétsinou proto pouzivame néktery z nastrojiu pro stavbu a vi-
zualizaci molekul, napiiklad Molden nebo Avogadro. Oba programy se ovladaji velmi intuitivné,
program Avogadro umi navic pfimo vytvofit vstup pro program ORCA.
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ﬁ untitled.cml* - Avogadro
File Edit View Build Select Extensions Crystallography Settings Help

ONew iOpen |dSave “Close Edquit | # ke & R D E L o |Tool Settings... | Display Settings...

Display Ty a8 %
RS Viewr 1
[1 Axes oA
[ Axes o
[ Axes )

Ball and Stick -

[ cartoon ~

[] Dipole &

|:| Force

[] Hydrogen Bond )

[] Label &~

[1 Polygon

[1qram &

[ Ribbon &~

[ Ring o

[ simple Wireframe

[ stick &
Add Duplicate Remove

Selection Settings g X

Selection Mode: | Atom/Bond ~
Add Center of Atoms
Add Center of Mass
& Orca Input Parameters ? X
Basic Advanced

Comment

Calculation | Geometry Optimization -

Method DFT - Basis set def2-svp

Charge Multiplicity 1 5

Format Z-Matrix compact ¥

# avogadro generated ORCA input file
# Basic Mode

¥
! BP RI OPT def2-5VP def2-SvP/]

*int01

c1

H2 C1 1.07000

H3 C1 1.07000 H2 109.47100

H4 C1 1.07000 H2 10947128 H3 240.00003
H5 C1 1.07000 H2 109.47135 H3 120.00010

Reset Generate... Close

Obrazek 83: Molekula methanu nakreslend v programu Avogadro. V programu lze v zdloZce
Extensions primo vytvotit vstup pro program ORCA

Pro rychlé uvedeni do zakladi kvantové chemie z praktického hlediska odkazujeme na nase
elektronicka skripta

https : //ufch.vscht.cz/ files/uzel /0024844 /SyTLTETNyIT NTtX N LkvM K8kvS9UtT00C A A.pdf
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26.2 Co miizeme kvantové-chemickymi programy vypocitat?

Chemik se musi v rdmci svého vypoc¢tu rozhodnout, jakym zpiisobem bude elektronovou Schro-
dingerovu rovnici fesit (tedy jakou pouZije metodu) a jakou si zvoli béazi. Snazi se pfitom
proplout mezi Skyllou predstavujici kvalitu vypoc¢tu a Charybdou predstavujici vypocetni né-
ro¢nost. Zajimavé molekuly vétsinou nejsou tiplné malé, takze si musime pokorné a pragmaticky
zvolit nékterou z dosazitelnych metod. Chemik typicky skon¢i u nékteré z metod zalozené na
teorii funkcionalu hustoty a ¢asto tim neudéla chybu.

Nize se podivejme na néktera data, kterd jsme schopni z kvantové-chemickych programii
vyziskat.

e Geometrie molekul. Najit rovnovaznou geometrii molekul patii k zakladnim tkoltm
kvantové chemie. Vysledky jsou vétsinou presvédcivé. Pro ,normalni“ molekuly, to jest
pro molekuly s uzavienymi elektronovymi slupkami jako jsou naptiklad uhlovodiky, byva
chyba ve vazebnych vzdalenostech vétsinou mensi nez 0.02 A. Situace ale mize byt méné
prizniva pro molekuly s komplikovanou elektronovou strukturou, naptiklad rizné mezi-
produkty ¢i struktury s prechodnymi kovy.

e Ionizac¢ni energie a elektronova afinita. Tyto veli¢iny se daji odhadnout z Koopman-
sova teorému (viz kapitola 11) v ramci Hartreeho-Fockovy metody, ale chyba je pomérné
velka. Tyto veli¢iny miZeme ale vypocitat také p¥imo, jako rozdil energii ionizované a
ptuvodni molekuly. Chyba pro B3LYP funkcional s mensi bazi typu 6-31+g* je typicky
pro obé veliciny asi 0,3 eV (vice tfeba v K. E. Riley, B. T. Op’t Holt, K. M. Merz, Jr., J.
Chem. Theory Comput., 3, 407 (2007)).

e Disocia¢ni energie vazeb. Disocia¢ni entalpie vazeb patii k dalsim zakladnim energe-
tickym charakteristikdm molekuly. Bézné uzivané DFT metody jsou schopny vypocitat
tyto veli¢iny s presnosti lepsi nez 20 kJ-mol~!, kompozitni metody, kombinujici nékolik
pristupi, poskytnou vysledky piesnéjsi nez 10 kJ - mol™! (Y. Feng, L. Liu,J.-T. Wang, H.
Huang, Q.-X. Guo, J. Chem. Inf. Comput. Sci., 43, 2005 (2003)).

e Termochemie chemickych reakci. V celém dosavadnim textu jsme se omezovali na
vypocty energii molekul pro urcité geometrie. Realné experimenty nicméné probihaji pii
konecné teploté a reaktanty a produkty se tak neustale pohybuji. Pro chemickou reakci nés
typicky nezajima rozdil energii v minimech energie (to by odpovidalo experimentim pii
nulové teploté), ale chceme znét zmény vnitini energie, entalpie ¢ tfeba Gibbsovy energie.
Tyto tdaje ziskame z kvantové-chemickych dat prostrednictvim metod statistické termo-
dynamiky. Pislusné rovnice jsou ve vétsiné kvantové-chemickych programi zabudovany.
Touhou teoretickych chemikii je dosdhnout ,chemické pfesnosti®, tj. presnosti vici ex-
perimentu mensi nez 1 kcal - mol~!. Bézné pouzivané DFT metody maji presnost o néco
horsi, naptiklad pro pericyklické reakce byla zjisténa chyba metody B3LYP/6-31g* asi
2.4 keal -mol™! (D. H. Ess, K. N. Houk, J. Phys. Chem. A, 109, 9452 (2005)).

e Aktivaéni energie. Kvantova chemie prostfednictvim teorie tranzitniho stavu promlouva
nejen k termodynamice, ale také ke kinetice. Vypocet aktiva¢nich energii je casto zatizen
znacnou chybou, nebot tranzitni stavy predstavuji struktury, ve kterych se stara vazba
trha a nova vznika. Presnost napiiklad pro vysSe zminéné pericyklické reakce byla u me-
tody BSLYP/6-31g* asi 1,7 kcal -mol~! (D. H. Ess, K. N. Houk, J. Phys. Chem. A, 109,
9452 (2005)). To nevypada jako Spatnd hodnota, nicméné reakéni rychlost na aktivacéni
energii zavisi exponencialné a relativné mala chyba ve vypocitané aktiva¢ni energii se
silné projevi.
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e Elektrické vlastnosti molekul. Kvalita vypocitané vinové funkce, resp. elektronové
hustoty, je dobfe patrna pii vypoctu dipélového momentu molekuly. Typicka presnost
hybridnich funkcionala pro tuto veli¢inu je asi 10 % (D. Hait, M. Head-Gordon, J. Chem.
Theory Comput., 14, 1969 (2018)). Podobna pfesnost je zaznamenana také naptiklad u
polarizovatelnosti molekul (D. Hait, M. Head-Gordon, Phys. Chem. Chem. Phys., 20,
19800 (2018)).

e Vibrac¢ni vlnoc¢ty, IR a Ramanova spektra. Frekvence vibrac¢nich prechodi, resp.
vibra¢ni vlnocty ziskdvame v kvantové chemii vétsinou v ramci aproximace harmonic-
kého oscilatoru — zahrnuti anharmonickych efekti je sice mozné, ale vypocetné je to
dosti naro¢né. Typicky pfitom ziskavame frekvence, které jsou o néco vySsi nezli frek-
vence experimentalné zmérené. Ukazuje se, Ze relativni chyba zévisi na pouzité kvantoveé
chemické metodé. Tak napiiklad pro kombinaci funkcionalu B3LYP s bazi 6-31g* se do-
porucuje pouzit korekéni faktor 0,960 (korekéni faktory pro rizné metody naleznete tieba
na https : //cccbdb.nist.gov/vibscalejust.asp). Jestlize tak tfeba pro formaldehyd vy-
pocitame vibraéni vinocet C=0 vazby 1849 cm™!, ziskdme po korekci odhad jako 1775
cm ™!, coz je blizko experimentalni hodnoté okolo 1750 cm™!.

e Excitacni energie a elektronova spektra. Vypocet excita¢nich energii patii k naroc-
néjsim ukoltim kvantové teorie molekul — je totiz tfeba vypocitat energie nejen zakladniho,
ale i excitovanych stavi. Praktikujici chemik se vétsinou uchyluje k metodam zalozenym
na Casové-zavislé teorii funkcionalu hustoty (TDDFT). Pfesnost vypoctu pak silné za-
visi na pouzitém funkcionalu, pro organické molekuly se napiiklad ukazuje, Ze je vhodné
pouzit hybridni funkcionély s vétsim podilem HF vyménné energie ¢i tzv. long-range
corrected funkcionaly. Typicka chyba pro ,,rozumné“ molekuly a dobie vybrany funkcio-
nal je 0,2-0,3 eV, viz tfeba rozsahla studie D. Jacquemin,V. Wathelet, E. A. Perpete, C.
Adamo, J. Chem. Theory Comput., 5, 2420 (2009).

e NMR posuny. Nukledrni magnetickd rezonance predstavuje dnes asi zakladni techniku
strukturni analyzy a chemik mize byt postaven pred tkol predikovat posun v NMR spek-
tru pro urcitou strukturu. Ve vypoctech je tieba jisté obezretnosti, nebot hodnota posunu
zéavisi na hodnoté vlnové funkce na atomovych jadrech — vétsina bazi je ale konstruovana
tak, aby kvalitné popisovala spiSe oblast vazby.

e Solvatac¢ni energie ionti, disocia¢ni konstanty kyselin, redoxni potencialy. Tato
oblast by se dala nazvat vypocetni elektrochemii. Schopnost pfedpovidat elektrochemické
parametry je lakava, ¢asto jde o obtizné méritelné velic¢iny. Kvalita vypoctu zde ale silné
zavisi na schopnosti spravné popsat solvataci. Vétsinou se vyuziva nékterého z vhodné
zvolenych termodynamickych cykli a pomédhame si nékterymi empirickymi daty, napii-
klad solvatacni energii protonu. Vypoctend data maji typicky chybu kolem 0,2 V, pKa
vypocitame s presnosti asi tak na 2 jednotky. Vice lze naleznou napt. v A. V. Marenich,
J. Ho, M. L. Coote, Ch. J. Cramer, D. G. Truhlar, Phys. Chem. Chem. Phys., 16, 15068
(2014).

e Siika zakazaného pasu. Sitka zakézancho pasu patii k zakladnim informacim charakte-
rizujici pevné latky. Pti vyuziti DF'T technik se casto setkdvame s mohutnym podcenénim
sitky zakazaného pésu a pri vypoctech je tieba jista opatrnost.

Mohli bychom ale pokracovat stale déle, jakdkoliv métitelné veli¢ina u molekuly je dosa-
zitelna v principu i pro vypocet. Je tedy mozné simulovat prakticky libovolnou spektroskopii
a ziskat nejriznéjsi strukturni i energetické charakteristiky molekuly. Nevahejte a za¢néte to
zkouset!
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27

Co cist dale?

Ptedlozeny text neni ucelenou uc¢ebnici kvantové teorie molekul, nybrz spise sebranymi poznédm-
kami k prednaskam. Jednotlivé kapitoly a obsah docela dobte odpovidaji latce na prednéskich
probirané, jde ale porad pouze o fragmenty. I pres veskerou snahu miize byt navic vyklad ve-
den zpusobem malo srozumitelnym. Ctenaii proto naléhavé doporucujeme soubézné studium z
dalsich prament. Nize podavame struc¢ny komentovany prehled dostupné literatury.

Zaklady kvantové teorie v chemii

Studium kvantové chemie, tedy aplikace kvantové teorie na chemické otazky, vyzaduje alespon
ramcovou znalost kvantové teorie jako takové. V této ¢asti proto zminime nékteré z publikaci,
které ¢tenéari pomohou se v zakladnich principech kvantové teorie zorientovat.

David O. Hayward, Quantum Mechanics for Chemists RSC, 2002. Tento rozsahem nevelky
text lze doporucit jako prvni text ke studiu kvantové teorie. Je pséat ¢tivym, srozumitelnym
jazykem a studentovi-zacatecnikovi bude vyte¢nym pomocnikem.

Peter Atkins, Julio de Paula, Fyzikdlni chemie VSCHT Praha, 2013. Kvantova chemie je
béznou soucasti zakladnich (tj. bakalarskych) kurzi fyzikalni chemie. Proto néas nepte-
kvapi, Ze asi tfetina této nejznaméjsi ucebnice fyzikalni chemie je vénovana praveé kvantové
chemii. Vyznamna ¢ast naseho kurzu je pravé v Atkinsové ucebnici pokryta.

Thomas Engel, Quantum Chemistry and Spectroscopy Prentice Hall, 2010. Engeliv text je
souc¢asti ucebnice fyzikalni chemie, vysel ovSem i v samostatném svazku. Jde opét o ivodni
kurz. Cast vénovana kvantové teorii se autorovi mimofadné povedla, kniha je velmi pékné
zpracovana i po grafické strance.
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Ira N. Levine, Quantum Chemistry Pearson/Prentice Hall, 2014. Poctiva ucebnice kvan-
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chemie.

Peter W. Atkins, Ronald S. Friedman, Molecular Quantum Mechanics Oxford University
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kvantové chemie se ¢tenaf seznami i s jinymi aspekty molekuléarni kvantové teorie, kupii-
kladu s teoretickou spektroskopii.

John P. Lowe, Kirk A. Peterson, Quantum Chemistry Elsevier, 2006. Zajimava ucebnice,
vhodna zejména pro ty ze ¢tenaiu, kteri si radi probirané koncepty sami vyzkousi. Autor
se hojné vénuje Hiickelové teorii, se kterou dokaze prekvapivé mnoho.

Jean-Pierre Launay, Michel Verdaguer, Electrons in Molecules. From Basic Principle to
Molecular Electronics Oxford University Press, 2014. Kvantova chemie v modernim kon-
textu védy o materialech.
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28 Dodatky

28.1 Komplexni cisla

Jako komplexni ¢islo Z oznacujeme usporadanou dvojici redlnych ¢isel a; a ay. Komplexni
¢islo Z = (a1, as) nejcastdji zapisujeme ve tvaru Z = aj + iag, kde i je imaginarni jednotka,
pro kterou plati i = —1. Cislo a je realné cast komplexniho ¢isla Z, kterou znac¢ime Re Z.
Cislo as je imaginarni ¢ast komplexniho ¢éisla Z, kterou znac¢ime Im Z. Z definice si mizeme
vSimnout, ze kdyz je imaginarni ¢ast nulova, ziskame redlné ¢islo. Naopak kdyz je realnd c¢ast
nulova, hovoiime o ¢isle ryze imaginarnim.

Komplexni ¢isla miizeme zobrazit jako body v roviné, kde kartézskou osu x oznac¢ujeme jako
osu realnych ¢isel Re a kartézskou osu y oznacujeme jako osu ryze imaginarnich ¢isel Im (viz
obréazek 84).

Zi = (ay,—ay)

Obrazek 84: Zndzornéni komplexnt roviny s vyznacenim komplexnich cisel. V obrdzku jsou
ukdzdny pogmy komplezni sdruZeni a absolutni hodnota (modul) komplexniho c¢isla

Kdyz chceme zjistit, zda je néjaké realné c¢islo vétsi nez jiné, podivame se, kde lezi na ¢iselné

Vv eiv s

Cisel je mozné zavést absolutni hodnotu komplexniho ¢isla (modul) vztahem

|Z| = /a3 + d} (28.1)

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla je realné nezaporné &islo a plati, ze |Z| = 0 pravé tehdy,
kdyz Z = 0. Komplexni ¢isla, ktera maji stejnou absolutni hodnotu, lezi na kruznici o poloméru
r = |Z| s pocatkem ve stiedu soufadného systému (v obrazku 84 vyznacena Cervené).

Pro komplexni ¢isla definujeme stejné jako pro ¢isla realnd tyto operace — séitani, odci-
tani, nasobeni a déleni. VSechny operace zde pro iplnost shrneme. Méjme dvé komplexni ¢isla
Z1 = a1 +iay a Zy = by + ibo,

e Pii s¢itani (odcitani) sc¢itame (odéitame) zvlast redlnou ¢ast a zvlast imaginarni Cast
komplexnich ¢isel

Zl + ZQ = (CLl + ia2) + (bl + sz) = (CLl + bl> + ’i(CLQ + bg) (282)

e Komplexni ¢isla nasobime stejné jako dvojcleny. Nesmime ale zapomenout, ze plati vztah
2
v = —1,

Zl . Zg = (CLl + iag) . (bl + lbg) = (a1b1 — agbg) + i(ale + agbl) (283)
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e Délime tak, Ze podil nejprve rozsitime vhodnou jedni¢kou (konkrétné ¢islem komplexné
sdruzenym k ¢islu 75, viz déle), abychom ve jmenovateli dostali realné ¢islo. I v oboru
komplexnich ¢isel plati, ze by # 0 nebo by # 0, jinak podil neni definovan,

Zl ay + ’iCLQ ay + ’iCLQ b1 — Zbg (a1b1 + azbg) + i(a2b1 — a1b2>

zZ - . — 28.4
Zy  by+iby by +iby by —iby b3 + b3 (284)
Priklad 27
?adéni: Najdéte podil ¢isel Z1 =5+ 4ia Zo =1+ 3.
ResSeni:
Zy 544 544 1-3i  (5+4-3)+i(-53+41) 17110 17 11
Zy 1430 1430 1-3i 1432 10 10 10

P1i pocitani s komplexnimi ¢isly se casto setkame s ¢islem komplexné sdruzenym ke kom-
plexnimu ¢islu Z
7" = (a1 + ia2)* = a) — 1'0,2 (285)

Komplexné sdruzené ¢islo Z* je osoveé soumérné ke komplexnimu ¢islu Z podle osy realnych cisel.
Na obrazku 84 je komplexné sdruzeno ¢islo Z;. Vynasobime-li komplexni ¢islo s ¢islem k nému
komplexné sdruzenym, dostaneme kvadrat absolutni hodnoty komplexniho ¢&isla, protoze

77" = (a1,az) - (a1,a2)" = (a1, az) - (a1, —ag) = (a? + a%,alag — ajaz) = (a% + a%,O) = \Z|2

7* 7 = |Z|? (28.6)

Pro sc¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel plati asociativni, komutativni a distributivni zakon
podobné jako u ¢isel realnych. Pro komplexné sdruzena ¢isla byste si snadno odvodili nasledujici
vztahy

(Z1+ Zo) =27+ Z5, (Z12e)" = Z7 - Z5, — | == (28.7)
Zy VA

Pro tadu vypocetnich aplikaci je vyhodné komplexni ¢islo Z zapsat v tzv. goniometrickém
tvaru. Ten odvodime tak, zZe v komplexni roviné zobrazime komplexni ¢islo Z a udélame pra-
vouhlé pruméty absolutni hodnoty komplexniho ¢isla |Z] do readlné Re a imaginarni Im osy.
Oznac¢ime-li orientovany thel, ktery svira privodic¢ absolutni hodnoty s osou realnych ¢isel, jako
6 (viz obrazek 85), vidime, ze

a; = |Z|cosf, as=|Z|sind (28.8)

Dosadime-li priméty a; a as z rovnice 28.8 do algebraického tvaru komplexniho ¢isla Z =
a1 + ias, pak po drobnych tpravach odvodime goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Z = ay +iay = |Z|cosO +i(|Z]sin0)

Z = |Z|(cos @ + isinb) (28.9)

Pro thel 0 poté plati (pfipomente si funkce tangens a arkus tangens)

0 = arctan (%) (28.10)

a
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Im

Z:a1 +ia2
|1Z]

16 :

Re

a, = |Z|sin®

a; = |Z|cos®

Obrazek 85: K odvozeni zapisu komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru

V kvantové mechanice se ndm bude ¢asto hodit tzv. Euleriv vzorec

e = cosf +isinf (28.11)

jejiz odvozeni ukazujeme v nasledujicim boxu. Eulerova identita umoznuje komplexni ¢islo Z
zapsat v tzv. exponencidlnim tvaru, ktery odvodime tak, Ze vyjdeme z goniometrického tvaru
komplexniho ¢isla 28.9, do kterého dosadime Eulerovu identitu 28.11

ASVAK (28.12)

Exponencialni tvar komplexniho ¢isla je obzvlast sikovny pfi nasobeni a déleni komplexnich

¢isel. Pro nasobeni komplexnich &isel 7, = |Zi]e? a Z, = |Z;]e" v exponencialnim tvaru
dostaneme

21Z2 == |Zl‘ . ]Zg]e’(eJ”z’) (2813)

Povsimnéte si, Ze z tohoto vztahu je mozné jednoduse odvodit rovnici 28.7 pro nasobeni kom-
plexné sdruzenych ¢isel (Z; - Z3)*. Podobné pro déleni komplexnich ¢isel Z; a Zy dostaneme

21 _ |2 ito-o)
21 Py 28.14
Z 12| (28.14)

Zapiseme-li komplexni ¢islo v exponencidlnim tvaru, je intuitivni definovat mocninu kom-
plexniho ¢isla Z. Pro pocitani s mocninami plati, ze

7" = |Z|"e"? (28.15)

coz je hledana n-t4 mocnina komplexniho ¢isla Z. Dosazenim Eulerova vzorce 28.11 do rovnice
28.15 muzeme odvodit znamou Moivreovu vétu

()" =e™  tj. (cosf+isinf)" = cos(nf) + isin(nd) (28.16)

s jejiz pomoci si ¢tenal muze odvodit tfeba vyraz pro sinus ¢i kosinus dvojnésobku thlu.

28.1.1 Odvozeni Eulerova vzorce

Nejprve si pripomenme Tayloriv rozvoj funkce e* okolo bodu zy = 0. Hledana Taylorova fada

Je

o7 = z% % (28.17)
Pro dalsi pouziti v odvozeni si jesté pfipomeneme Taylorovy rozvoje funkei sinx a cosx
‘ o0 2+ o0 220
sinz = ;(—1)”m, cosT = ;(—1)" o) (28.18)
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Cisté formalni zaménnou = = 0 ve vztahu 28.17 dostaneme po rozepsani Taylorovu radu ve
tvaru 5 - o5

20 - . s e S

e’ =1+16 5 13!—1-4!4-15! (28.19)

Preusporadanim rady 28.19 a vyuzitim vztaht 28.18 dostaneme

2 3 4 5 2 4 3 5
¢ =1ig— ol ...:(1_"_+9—_...)+@-(9_9_+9__ )

2! 34l 5! 21 4] 3! 5!
CSSrG s?an
¢ = cosf + isinf (28.20)

coz je Euleruv vzorec, kterou jsme chtéli odvodit.

28.2 Prostory funkci

Matematické objekty jako funkce nebo operatory jsou definovany na urcitém prostoru V. Prostor
je v matematice pojiman jako mnozina prvki, s kterymi je mozné provadét jisté operace. Ze
zakladniho kurzu matematiky znéte linearni vektorovy prostor V s dvéma operacemi, s¢itanim
+ a nasobenim ¢islem -, kde prvky prostoru jsou vektory, neboli usporadané N-tice cisel.
Prostory funkei analogicky predstavuji mnozinu funkei s ur¢itymi vlastnostmi.

Zacnéme tim, Ze si zopakujeme nékteré pojmy pouZivané u vektorového prostoru R?. Diile-
Zitym pojmem je tzv. baze prostoru e; (vektory v téchto skriptech znacime tuénym pismem),
ktera ma tu vlastnost, Ze jakykoliv prvek prostoru u mizeme vyjadrit pomoci linearni kombi-
nace prvki béaze

u=> ue; (28.21)

V prostoru R? miiZzeme mit nap¥. bazi kartézskych os, tedy e; = (1,0,0), es = (0,1,0) a
e3 = (0,0, 1). Vektor polohy pak muzeme vyjadrit jako

r = re;, + yes + zes (28.22)

Dalsim dilezitym pojmem je skalédrni sou¢in mezi dvéma prvky prostoru u a v, pro ktery v
nasem pripadé plati

(alv) = > _uiv, (28.23)

kde zvolené symbolika pro skalarni souc¢in ma své opodstatnéni, jak uvidime pozdéji. VSimnéte
si, ze skalarni sou¢in nam ze dvou vektori udéla realné (obecné komplexni) ¢islo.

Pomoci skalarniho souc¢inu pak muzeme definovat nékteré dalsi vlastnosti. Napiiklad pro
velikost (normu) vektoru plati

la] = +/(ala) (28.24)

Pomoci skalarniho sou¢inu také ur¢ujeme kolmost dvou vektori. Dva vektory jsou kolmé neboli
ortogonalni, pokud je jejich skaldrni souc¢in nulovy. Pokud jsou v8echny prvky baze prostoru
vzajemneé ortogonalni, mluvime o ortogonélni bazi. Pokud je navic velikost kazdého vektoru baze
rovna jedné, hovofime o ortonormalni bazi. Vyzkousejte si, Ze vyse uvedena baze kartézskych
soufadnic je ortonormalni!

Na tomto misté je vhodné si zavést uzitetny symbol 0;;, coz je tzv. Kroneckerovo delta, pro
kterou plati, Ze je rovna 1, pokud i = j a naopak je rovna 0 kdyz ¢ # j. Podminku ortonormality
baze pak miizeme zapsat jako

(eilej) =i, Vi, j (28.25)
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V pripadé ortonormélni baze je velmi snadné urcit koeficienty rozvoje daného vektoru do
baze 28.21, nebot plati

(eilu) =D (eiluje;) =Y uyeiles) = uy (28.26)
J j
Vidime tedy, Ze rozvojovy koeficient u; ziskdme skalarnim soucinem s e;. Opét si zkuste, Ze
dany vztah funguje pro kartézskou bazi.
Pojdme nyni nase piedchozi tvahy zobecnit pro prostor funkei. Prostor funkei je prostor
prvki, kterymi jsou funkce majici jisté vlastnosti. V analogii s vektorovymi prostory i zde
existuje tplny soubor funkeci (baze), do kterého miizeme rozlozit libovolnou funkei prostoru

kde funkce ¢; jsou bazové funkce a ¢; jsou rozvojové koeficienty. Piikladem tplného souboru
funkei je napifklad soubor polynomt z, 22, 23, . . ., ", pomoci né¢hoz miiZzeme vyjadfit libovolnou
(diferencovatelnou) funkci ve formé znamého McLaurinova rozvoje.

V kvantové mechanice nas zajima predevsim prostor kvadraticky integrovatelnych funkei Ly
(vétsinou na intervalu (—oo, 00)), pro jehoZ prvky plati

/Oo |f(@)]*dz < o0 (28.28)

—00

a déle je na tomto prostoru definovan skalarni soucin dvou funkei

(o) = [ " F(@)g()da (28.29)

Pro tento skalarni soucin plati vSechny vlastnosti bézného skalarniho souc¢inu. Pro ortonor-
méalni baze navic v analogii s rovnici 28.26 plati

q=teln = [ v (28.30)

[e.o]

28.3 Schrodingerova rovnice pro volnou castici

Nejjednodussi pripad ¢asové-nezavislé Schrodingerovy rovnice
h? -
(—2—A + V) V= Hy = E (28.31)
m

predstavuje volna Castice, tj. ¢éstice, na kterou neptisobi zadna vnéjsi sila (V' = 0). Na fe-
Seni Schrodingerovy rovnice pro volnou ¢éstici 28.31 nejsou kladeny zadné okrajové podminky:.
Absence okrajovych podminek vede k tomu, Ze energie a hybnost ¢astice nejsou kvantovany.

Pro¢ by takovy systém mél chemika zajimat? Volna c¢éstice je predstavovana napiiklad
elektronem, ktery vytvorime pii ionizaci v ramci fotoelektronové spektroskopie. Pokud chceme
spocitat intenzitu tohoto prechodu, musime néco védét o stavu dané ¢astice.

Pro jednoduchost budeme predpokladat, Ze castice se mize pohybovat pouze v jednom
rozméru. Rovnice 28.31 pak pirejde do tvaru

h A ()

C2m da?

= Ey() (28.32)
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kde jsme vyuzili predpoklad, Ze ¢éstice je volna, tj. V = 0. Rovnici 28.32 dale upravime do
tvaru

d? 2mE
— + x) =0 28.33
(i + 20 ) vt (28.3)
Protoze celkovéi energie volné Céstice je rovna kinetické energii Castice T = %, miizeme pro

celkovou energii volné ¢astice psat £ > 0. Vzhledem k této nerovnosti miizeme zavést substituci

omE
T; = (28.34)

kde k£ > 0 je realné ¢islo, obvykle oznacované jako vlnové ¢islo. S vyuzitim substituce 28.34
prejde rovnice 28.33 na tvar

(d—2 + k2) W(z) =0 (28.35)

dz?

coz je obycejna diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty.
Rovnice tohoto typu feSime metodou charakteristického polynomu. V tomto pripadé je
prislusny charakteristicky polynom
N4+ k=0 (28.36)

Resenim dostaneme koteny

ALz = +ik (28.37)

Podle predpokladu o feseni mizeme zapsat homogenni feseni rovnice 28.35 ve tvaru
Y(x) = et (28.38)
Ptisobenim operatoru hybnosti p na vlnovou funkci 28.38 dostaneme

dy(z)

o = Ehky(a) (28.39)

pue) = —ih

Z rovnosti 28.39 vyplyvaji vlastni hodnoty hybnosti volné ¢astice ve tvaru
p = thk (28.40)
VInovou funkci volné ¢astice proto muzeme zapsat jako
(x) =e (28.41)
Vyjadiime-li celkovou energii ¢astice pomoci hybnosti p, dostaneme vyraz pro energii ve tvaru

2 27.2
P h*k

=— = 28.42

2m 2m ( )

Vidime, Ze ani hybnost ani energie volné ¢astice nejsou kvantovany.

28.4 Vlastni ¢isla momentu hybnosti pomoci operatorové techniky

Zapisme si vlastni problémy operatorii ¢tverce velikosti momentu hybnosti a projekce momentu
hybnosti do osy z R
L2y = \y" (28.43)

~

LY = mY™ (28.44)
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kde Y, je vlastni funkce operatori L2 a L.. Abychom si pii odvozeni usnadnili zapis vztaht,
predpokladéame, Ze pracujeme v takové soustavé jednotek, kde mizeme polozit h = 1. R
Naim cilem je odvodit vyrazy pro vlastni ¢isla A; a m. Zavedme novy operdtor L2 + L2 =

L2 — LE, ktery vznikne prepsanim operatoru kvadratu momentu hybnosti 5.39. Pak s vyuzitim
vztahi 28.43 a 28.44 dostaneme

(L2 + L2)Y" = (A, — m)Y" (28.45)

Protoze vlastni ¢isla hermitovského operéatoru jsou realnd (viz kapitola 2) a protoze druha
mocnina realného ¢isla je ¢islo vétsi nebo rovno nule, mtuzeme ze vztahu 28.45 vyvodit, Ze
mozné hodnoty m jsou shora i zdola omezené, protoze m? nemiize byt vétsi nez )\;. Proto
existuje minimélni a maximalni hodnota m, které po fadé oznac¢ime jako myi, & Mpax.

Dale si definujme tzv. posuvné operatory

Ly=L,+ilL, a L =1L,—ilL, (28.46)
S pomoci rovnic 5.42 a 5.45 odvodime komutacéni vztahy pro posuvné operatory
[L2,L.]=0, [L.,[.]=+L. (28.47)
Nechame-li ptisobit operator L. na stav Y™, dostaneme

L2LL Y™ 2 Lo L2Y™ = Lo Y™ (28.48)

LY 2 (DL, £ LOY™ < (m+ 1)Ly, (28.49)

Uprava a vyplyva piimo z komutatoru 28.47. Uprava b vyplyva také z komutéatoru 28.47, ale
jiz neni tak primocara. Komutator je potieba si rozepsat

[L..Li]=L.L.—L.L,=+L, (28.50)

Sikovnjrm pieuspofadanim komutéatoru 28.50 dostaneme tpravu b. Upravu ¢ pro piehlednost
rozepiSeme

(Lil, £ L)Yy = (LoL)Y," £ LY = mL Y™ + LLY" = (m £ 1)L Y™ (28.51)

Z vyrazu 28.48 plyne, Ze LiY Je vlastnf funkef operatoru L2 s vlastnim &slem ). Ze vztahu
28.49 obdobné dostaneme, Ze LiYm je vlastni funkei operatoru L, s vlastnim &slem m =+ 1.
Schopnost operatorit Ly ménit hodnotu m o +1 jim dala jejich jméno — posuvné.

Protoze hodnota m je ohrani¢end mezi My, & Mpyay je rozumné predpokladat, ze

L Y™ = () (28.52)

L_Y,™mn = () (28.53)

protoZe ani v jednom piipadé neni mozné se posunout na vyssi/nizsi hodnotu m nez je maxi-
méalni/minimélni hodnota. Z rovnic 28.52 a 28.53 se mizeme vhodnou tupravou (rovnice vzdy
zleva vynasobime druhym posuvnym operatorem a vyuzijeme identity Ly Ly = L?—L,(L,=£1))
dostat k rovnicim

Al = Mmax(Mmax +1) =0 a A\ — Mypin(Mpin — 1) =0 (28.54)
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Jejich spojenim dostaneme rovnici

m2, — m2. 4 Mupax + Muin = 0 (28.55)

max

Rovnici feSme jako kvadratickou rovnici pro nezndmou myax.
Vysledkem je mipnax = {—Mumin; —1 + Mmin }- ProtoZe muyax = My, je jedinym feSenim rov-
nice 28.55
Mumax = —Mmin (28.56)

Z rovnice 28.49 vime, Ze hodnoty m se méni po jednicce. Proto muyax — Mmin musi byt celé
kladné ¢islo, coz muzeme zapsat jako 2[. Pak plati mumax — Mmin = 21 & Mpax + Mmin = 0.
Spojenim téchto podminek dostaneme

Mmax = l,  Mmin = —1 (28.57)

Ze vztahu 28.57 déle plyne, ze existuje 2/ + 1 moznych hodnot m, m = —1[,...,0,...,+l, pro
kazdou hodnotu [. Kdyz 28.57 dosadime do rovnice 28.54, odvodime, ze

N =Ill+1) (28.58)
Kdyz se vratime zpét ke klasické soustavé jednotek, tj. A # 1, prejde vyraz 28.58 do tvaru
No=1(l+1)R? (28.59)

coz je vyraz 5.46.

28.5 Variac¢ni formulace kvantové mechaniky

V kapitole 9 jsme se setkali s varia¢nim principem. Zde se na néj podivame s vyuzitim termino-
logie varia¢niho poc¢tu. Varia¢ni pocet je oblast matematické analyzy zabyvajici se maximalizaci
nebo minimalizaci tzv. funkcionali. Funkcionél je zobrazeni z mnoziny funkei na mnozinu (re-
alnych) cisel. Prikladem funkcionalu je vyraz pro energii v kvantové mechanice

E[®] = / d*HOdr (28.60)

Zde je kazdé funkci @ prifazena urcité energie F.
Ptejme se nyni, pro jakou funkci ® bude tento funkcionél nabyvat extrém. Extrém funkci-
onalu pozname tak, Ze pri malé zméné funkce ® se energie nezméni. Uvazujeme-li funkci
O+ 60 (28.61)
kde 0P je infinitezimalné mala funkce, potom
E[® + §®] — E[®] = 0F (28.62)

pfifemz o symbolu § mluvime jako o variaci funkce (funkcionéalu). Funkcional bude nabyvat
extrém, jestlize 0 = 0 (podobné jako funkce nabyva extrému, je-li jeji derivace rovna nule).
Pokud chceme najit extrém funkciondlu energie, musime splnit jesté vaznou podminku

/ > ddr = 1 (28.63)

resp.
/ &*ddr —1 =0 (28.64)
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Optimalizace s vaznymi podminkami se provadi technikou Lagrangeovych multiplikadtori. De-
finujme si novy funkcional, ktery bude zéavisly na ¢isle A

L@, )] = E[®] — A ( / B*ddr — 1) (28.65)

kde druhy ¢len je diky podmince 28.64 nulovy. Optimalizaci funkcionalu £ viuci ® a A ziskdme
minimum funkcionalu se splnénou vaznou podminkou. Dosadme nyni & — & + §P

LD+ 60, )\ = /CI)*ﬁCI)dT+/6<I>*ﬁ<1>d7+/<1>*ﬁ5<1>dr—

(28.66)
—A (/ O*ddr + /(5@*@d7’ +/®*(5<I>d7 — 1)
kde jsem zanedbali ¢leny vyssich rada. Po upravé dostavame
LD +0D, )\ = /@*f]@dr—)\ (/(I)*CI)dT — 1]) +
LA (28.67)
+ / 60" (A® — 1@ dr + / 60 (10"~ r0*) dr
h 2
V minimu funkcionélu musi platit
0. =0 (28.68)
coz ovsem bude obecné pro libovolnou malou funkci d® platit pouze tehdy, jestlize
H® — A =0 (28.69)
a A
HO* — \®* =0 (28.70)

Obé rovnice ale predstavuji Schrodingerovu rovnici! Minimalizace funkcionalu energie s normo-
vaci vaznou podminkou je tak ekvivalentni vyfeseni Schrodingerovy rovnice, pficemz Lagran-
getiv multiplikator A ma fyzikalni vyznam energie.

28.6 Fockovy rovnice: Odvozeni

Fockovy rovnice odvodime s vyuzitim techniky varia¢niho poctu, viz kapitola 28.5. Postup spo-
¢iva v minimalizaci energii vic¢i vSem orbitaltim, s podminkou normalizace kazdého z orbitala.

Odvodime si Fockovy rovnice z varia¢niho principu pro tiielektronovy atom (napiiklad atom
lithia). Budeme zde mit dva elektrony se stejnym spinem (feknéme prvni a t¥eti) a jeden elektron
s opa¢nym spinem (elektron 2). Energii pak muzeme dle 16.3 zapsat jako

P =Ry 4+ hog + haz + Jig + Jiz + Jog — K13 =
— [ite0tiontedr + [ o3t haga(ri)drs + [ Gifeadn(ridret

/¢1 00 (r)05(e)dalra) | /¢T(r1)¢1(r1)¢§(r2)¢3(r2) ey 7D
712 T12
3 (r1)d2(r1)95(r2)95(r2) | 95(r1)d1(r)9i(r)ds(ra) \
12 712 1T
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Tuto energii chceme minimalizovat za podminky, Ze orbitaly ¢; jsou normované a vzajemné
ortogonalni, tj.

[ oitmontedn =1 =0

[ estetean —1=0

/¢§(I‘1)¢3(r1)dr1 —1=0

(28.72)

[ éitoateaan =0

[ sitesatman =0

[ 3rontrin o

Kazdé této rovnici prislusi jeden Lagrangeiv multiplikidtor, napfiklad pro prvni rovnici jej
budeme oznacovat A\j; a u posledni Aos.

Zopakujeme nyni variacni optimalizaci predstavenou vySe a soustfedme se na cleny u
d¢3(r1), tj. bude nas zajimat M ve vyrazu typu

/ 5% (r1) Mdr, (28.73)

kdy o M vime, Ze musi byt pro minimum funkcionalu energie nulové. Snadno nahlédneme, ze

M = h1¢1 /(bl r %rll‘z Go(r2) dr +/ ¢1(ry <153711r2 ¢3(r2)dr2 B

2 2

J/

J2¢1(1‘1) J5¢1(I'1)

(28.74)
/ ¢3(ra gblr - ¢3(r1)dr2 —And1 = Aigr — Aiz¢z = 0

12

J/

K3¢1(r1)

kde jsme v poslednim integralu prohodili znaceni soufadnic r; a ry (v integralu na oznaceni
integracnich proménnych pochopitelné nezalezi). Dostali jsme tak rovnici, ktera skoro vypada
jako rovnice Fockova

(hA1 + jz + j:s - f(z) $1(r1) = M1o1 + A2 + Az (28.75)

Zarazit nés muze jenom vyraz na pravé strané, tato rovnice neptfipominé uplné vlastni problém,
na ktery jsme zvykli. Ptisobenim operatoru v hranatych zavorkach dostaneme linearni kombi-
naci v8ech tif orbitali. Lagrangeovy multiplikdtory A;; maji pak vyznam maticovych elementi
Fockova operatoru v bazi spinorbitali. Nicméné z kapitoly 15.3 jiz vime, Ze volba orbitali je
do jisté miry libovolna — kazda unitarni transformace sady orbitalii poneché vlnovou funkci ne-
zménénou az na znameénko, resp. na fazi. Nic ndm tedy nebréani zvolit si takovou sadu orbitali.
kde matice Lagrangeovych multiplikdtori bude diagonélni

A1 = €1
A pr—

2= (28.76)
N33 = €3

)\ij — 0
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coz vede jiz k Fockové rovnici v znamém nam tvaru
(hAl + j2 + j3 — KQ) gbl(rl) = Elgbl (2877)

Analogicky bychom ziskali rovnice pro spinorbitaly ¢o a ¢3 (zaménu soufadnic bychom jen
museli délat ¢astéji). Postup miZzeme snadno zobecnit pro N-elektronovy systém. Pozadujeme
nulovou zménu energie viuci variaci vSech orbitali, pfi¢emz musime zapocitat vazné podminky

/ ¢; ;AT = 0y (28.78)

coz vede k lagrangianu

N N
i j=it+1

a my se dostaneme k rovnicim

N
}ALZ' —|— Z <j] - 5m5i,msjf(j>] ¢1 - Z >\7Lj¢j (2880)
J J

coz vhodnou unitarni transformaci vede na kanonické Fockovy rovnice.

28.7 Slaterova—Condonova pravidla

V kvantové chemii dosti ¢asto potfebujeme vypocitat integréaly typy

/D’ADdT - <D’]A|D> (28.81)
kde D oznacuje Slateriuv determinant
e1(1)  1(2) p1(N)
D= % 9023(1) ¢25(2) ¢2€N) (28.82)
on(l) en(2) -+ en(N)

a D’ je také Slatertiv determinant, pouze s jinou sadou spinorbitali . Integrace probiha pies
prostorové soufadnic vSech ¢astic r; a pres viechny spinové soutfadnice my; (zde tedy spi$ suma).
Pro zjednoduseni zapisu zde budeme pouzivat braketovou notaci. V kapitole 11 jsme se setkali
s timto typem integralu napiiklad pti vypoctu HF energie.

Uvazujme, Ze operator A ma tvar

=

-1

Z Z (28.83)

kde fl je tzv. jednoelektronovy operator, napiiklad operator popisujici elektron v atomu vodi-
kového typu

IIM

. h? 1 Ze?
2me 471'80 T ( )

a gi; je dvouelektronovy operétor, ve kterém se objevuji soufadnice dvou elektronti, napiiklad
operator repulze mezi dvéma elektrony
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ﬁij _ 1 e? 1 e?

P 28.85

471'60 Tij 471'80 ‘I‘i — I'j| ( )
V kapitole 11 jsme integral typu 28.81 vy¢islovali pro atom se tfemi elektrony ¢len po ¢lenu. Je to
postup piimocary, ale ponékud namahavy a pro atomy a molekuly s vice elektrony neprakticky.
S trochou namahy se daji ale odvodit obecna pravidla, ktera nam reknou, ktery z ¢lent ve vyrazu

28.81 ,prezije” ortogonalitu riznych orbitalt. Tato tzv. Slaterova—Condova pravidla jsou
shrnuta v tabulce 16.

Tabulka 16: Slaterova—Condonova pravidla

N N-1 N
i=1 i=1 j=it+1
‘ ‘ . N-1 N R
v zdném ze spinorbitali | & (wiDIAD) | T 5 (Ui 2ela1e )]
i= i=1 j=it
— (pi(1)p;(2)]g12l; (1) i(2))
v jednom ze spinorbitali
. N-1
tj. ¢y # ¢ <90N(1)’\f1|<PN(1)> Zl [{on (1)0;5(2)|912] o (1)ep;(2))]
— (e~ (1)'9;(2)[g12]0(1)pn (2))
ve dvou spinorbitalech,
tj. oy # PN PN_1 F PN-1 0 {on (1)1 (2)|gr2lon (Den-1(2))
— (pn (1)'Pn_1(2)gr2]on—1(1)on(2))
ve tfech a vice spinorbitalech 0 0

Slaterova—Condonova pravidla miizeme dale zjednodusit, pokud operatory f, a g;; neobsahuji
spin. Jestlize ma tedy kazdy orbital tvar ¢; = ¢;0;, kde ¢; je spinorbital a ¢; je prostorova ¢ast
orbitalu a ¢ je a nebo B, miZeme zapsat Slaterova—Condonova pravidla pomoci prostorové
¢asti orbitalu, takZze napiiklad pro pripad, kdy D = D’ a pro dvoucasticové operatory méame
diky ortogonalité spinovych funkei

<D\N§ 3 gij\p> _

=2 2 [(6:1)85(2)151216:(1)65(2)) = m.sims; (6:(1)65(2) 121 05(1)$:(2))]

Detailni odvozeni téchto pravidel je mozné najit napiiklad v Attila Szabo, Neil S. Ostlund,
Modern Quantum Chemistry, Dover, 1996, v ¢eském jazyku pak v Jiti Fiser, Uvod do kvantové
chemie. Academia, 1983.
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