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Mily ¢tenafi!

Kvantova chemie dava nédvod na vypocet vlastnosti molekul a materidli pouze s pomoci za-
kladnich fyzikdlnich konstant. Nadseni nad krasou chemie ukryté v jediném vzorci nebylo vzdy
sdileno. V roce 1830 Auguste Comte napsal:

,Kazdy pokus o zavedeni matematickych metod ke studiu chemickyjch problémi musi byt
povazZovdn za hluboce iraciondlni a odporujici duchu chemie. Jestlize by matematika méla hrdt
nékdy viznamnou dlohu v chemii — uchylka nastésti mdlo pravdépodobnd — vedlo by to k rychlé
degeneraci této védy.”

Ale jiz o sto let pozdé&ji (1929) pise zakladatel relativistické kvantové mechaniky Paul Dirac:

o Fyzikdlni zdakony, které jsou nezbytné pro matematickou teorii velké cdsti fyziky a veskerou
chemai, jsou zcela zndmy. Jedind potiZ tkvi v tom, Ze presné pouZiti téchto zdkoni vede k prilis
sloZitym rovnicim, nez aby se daly Tesit.

Pfesné to je hlavni mise kvantové chemie. Zakony chemie v principu zname, ale s konkrétnimi
aplikacemi se trapime (a radujeme) pres 80 let. Vérime, Ze alespon ¢ast posluchaci se na nékdy
trnitou cestu kvantové chemie vyda s ndmi. Jsme si navic skoro jisti, Zze totéZ by dnes ucinil
i Auguste Comte, pokud by se znovu narodil.

Jak tento text vznikal?

Predkladany text je komunitnim dilem, které vzniklo na zakladé prednasek z kvantové chemie
na VSCHT Praha. Na jeho tvorbé se podilelo vétsi mnozstvi autoru, at jiz studentii a spolu-
pracovniku Laboratore teoretické fotodynamiky ¢i studentu predmétu. Skripta pritom nejsou
uzaviena dalsim upravam od nové generace studenti — je dlouholetou zkuSenosti, Ze jediné uce-
nim nékoho jiného se da néco nového naucit. Vyznamny ¢esky chemik Otto Wichterle sice kdysi
poznamenal, ze zadny kolektiv jesté nevytvoril operu. Kdyby ale vidél treba dnesni Wikipedii,
mozné by vytvoril tym i na tu operu.

Co potrebuji znat, nez se pustim do studia?

Predpokladdme znalosti matematické analyzy v ramci ivodnich kurzt na VSCHT Praha. U stu-
denti predpokladame alesponn rudimentarni znalost kvantové mechaniky v rozsahu zakladnich
prednések z Anorganické chemie I a II, pripadné Fyziky II a Teoretické chemie, zaklady kvantové
teorie jsou ale stru¢né shrnuty.

Co ve skriptech chybi a co prebyva?

Text je pouze tvodem. Nejsou pokryty formalnéjsi partie kvantové chemie, pokrocilejsi tech-
niky zalozené kupiikladu na formalismu druhého kvantovani a neptilis dukladné se zabyvame
detaily kvantové chemickych algoritmii. Rada oblasti pouze nastinénych v nasem kurzu je vsak
déle probirana v navazujicich pfednaskich z molekulového modelovani, vypocetni chemie ¢i
molekulové spektroskopie. Text naopak obsahuje pasédze, které nejsou prednaseny — napiiklad
kapitoly o molekulové symetrii ¢i pevnych latkach. Pridavame je pro tplnost pro zajemce.

,Dokonalost spoc¢ivid v malickostech, ale dokonalost neni malickost*

Citatem Michelangela Buonarrotiho uvedl jeden z recenzenti, prof. Jifi Kolafa, impozantni
sbirku nejriiznéjsich chyb nalezenych v nasem textu. Dalsi fadu chyb nalezl dr. Ondiej Demel.
Obéma recenzentum jsme zavazani, textu velmi pomohli. Ctenaf presto objevi fadu dalsich pre-
klepti, gramatickych pochybeni, typografickych nesvari ¢i docela normalnich nesmysli. Budeme
za upozornéni na chyby vdécéni a v elektronické verzi je budeme pribézné upravovat.






1 Historicky nastin kvantové mechaniky

N&s kurz zacneme struénym shrnutim zakladnich kvantové mechanickych predstav. Kde se
kvantova mechanika vzala? Jak viibec nékoho napadlo vymyslet nové pohybové rovnice mikro-
svéta?

Kvantova mechanika se diive také nazyvala mechanikou vlnovou. Oba tyto nazvy reflektuji
jisté prekvapivé rysy této nové mechaniky, které se zdaji byt v rozporu s kazdodenni zkusenosti.
Ptidavné jméno ,kvantova“ odkazuje na nespojitost energetickych hladin, pojem ,,vlnovy* pak
na podvojny charakter ¢astic, které se za jistych okolnosti mohou chovat jako viny. Tyto dva
rysy kvantové mechaniky jsou hluboce provazéany.

1.1 Castice a viny

Pojdme si na zacatek zopakovat, jaky je rozdil mezi ¢asticemi a vinami. Oba tyto pojmy odka-
zuji na néjakou formu pohybu. Caéstice predstavuji objekty s definovanou hmotnosti, polohou a
hybnosti. Polohou a hybnosti je urcen stav ¢astice. Jestlize pro danou ¢astici zname jeji polohu
a hybnost v ur¢itém ¢ase, pak s pomoci pohybovych rovnic (napiiklad rovnic Newtonovych)
muzeme ur¢it polohu a hybnost ¢éstice v libovolném c¢ase budoucim — budeme tedy znat tra-
jektorii. Uvazujme nejjednodussi piipad v jedné dimenzi. Castice se na po¢atku, ¢y, nachazi v
bodé xy. Pro ¢astici pohybujici se podél osy = v potencialu V(x) muzeme zapsat pohybovou
rovnici jako )
d*x dVv
M = T (1.1)
pri¢emz FeSenim bude poloha ¢astice v ¢ase t, x(t; xq, po).
Newtonova rovnice méa povahu zékladniho zakona, ve kterém jsou dalsi mechanické zakony
obsazeny. Takto mizeme napiiklad ziskat zakon zachovani energie. Definujme si funkci H, tzv.

Hamiltonovu funkci )
g=>r v (1.2)

2m
Tato funkce je funkci ¢asu, nebot ¢astice se pohybuje a méni se tak jeji rychlost (a tedy i
hybnost a kineticka energie), stejné jako jeji poloha (a tedy energie potenciélni). Snadno nyni
dokazeme, ze H se s casem neméni. Bude nas zajimat vyraz %—If. S uvazenim, ze

v dVde
av _dVdz 1.3
dt  dz dt (13)
* dp?) _ d d dz d?
P p 2 v 2 xr T
a Pa " T W ae (14)
vidime, Ze
dH  dz [ &2z AV
af _dw /o dTw AV 1.
at  dt <m azt dx) (1.5)

Vyraz v zavorce je ovSem dle Newtonova zakona (rovnice 1.1) roven nule a tedy i %—? je rovno
nule. Energie se tudiz v klasické mechanice zachovava. Dluzno podotknout, Ze pokud umis-
time Gastici napriklad do ¢asové proménného pole, Hamiltonova funkce se bude ménit s ¢asem
explicitné a energie se pak jiz zachovavat nebude.

Newtonova mechanika popisujici ¢astice (pripadné néktera z ekvivalentnich formulaci jako
jsou formulace Lagrangeova ¢ Hamiltonova) byla historicky mimoradné uspé$né. Za vSechny
uspéchy muzeme jmenovat naptiklad spravné predpovédi existence planety Neptun.



V klasické fyzice vidime rozdil mezi vinou a ¢astici v tom, Ze pfi pohybu ¢astic se prostorem
prenasi hmota, pri vinéni se naproti tomu prostorem prenasi energie. VIna neni na rozdil od
castic plné lokalizovatelna. Hlavni rozdil mezi vlnou a ¢éstici je ale schopnost vin se skladat, jev,
ktery oznacujeme jako interferenci. Pii interferenci je amplituda slozené viny rovna souctu
amplitud jednotlivych vin. Pokud maji v daném bodé jednotlivé amplitudy stejné znaménko,
pak mluvime o konstruktivni interferenci. Tam, kde maji amplitudy jednotlivych vln opacéna
znaménka, dochéazi k destruktivni interferenci. Takovy interferencni obrazec je mozné pozoro-
vat napiiklad pfi priichodu svétla dvojstérbinou (viz obrazek 1). Vlny prochézejici stérbinami
interferuji a na stinitku tak vznika interferen¢ni obrazec.

dvojstérbina interferenéni obrazec

Obrazek 1: Interference vinéni na dvojstérbinée. Do kazZdého bodu na stinitku dopadd svétlo
vychdzejict z obou §térbin, dochdzi k interferenci a na stinitku vznikaji svetlé a tmavé prouzky,
tzv. interferenéni obrazec (obrdzky vlevo). Vpravo je model interference ze 3D tiskdrny, ktery
vytisknul Jiri Suchan

Bude uziteéné si na zacatek zopakovat nékteré veli¢iny, které charakterizuji vinéni (viz
obrézek 2). Pohyb viny (zde v jedné dimenzi) je urcen velikosti néjaké veli¢iny (napiiklad
vysky vodni hladiny ¢i intenzity elektrického pole) ménici se v prostoru a v ¢ase, oznacme si
tuto veli¢inu A(z,t).

vlnova délka A

Obrazek 2: Schematické zndzornéni viny

V nejjednodussim piipadé se bude vlna §ifit harmonicky ve sméru osy x

A(z,t) = Apsin [27r G . %)] (1.6)

kde A je tzv. vlnova délka, udavajici vzdalenost mezi dvéma nejblizsimi maximy viny pro ur¢ity
cas a T je perioda, udavajici ¢asovy interval mezi dosazenim maxima dvou po sobé jdoucich
vln pro uréité misto. Reciprokou hodnotu periody 7' oznacujeme jako frekvenci v = % Mezi
vlnovou délkou a frekvenci plati vztah .
A=

14

(1.7)

10



K popisu viny se také pouzivéa veli¢ina vlno€et v = £. Ten nam udava, kolik vinovych délek
se vieéstna na 1 m. Casto se misto vlnové délky a frekvence setkdvame se zapisem pomoci
vlnového c¢isla k a ihlové frekvence w

2m
| — 1.8
- (1.9
w=27v (1.9)
Postupné vinéni ve sméru osy = pak miuzeme zapsat pomoci téchto veli¢in
A(x,t) = Agsin(kr — wt) (1.10)

Jak jsme jiz zminili vySe, k zakladnim rysim vinéni patii jeho skladani. Slozme ted dvé viny
o stejné frekvenci, které se pohybuji proti sobé

Az, t) = Aplsin(kx — wt) + sin(kx + wt)] (1.11)

S takovouto situaci se setkavame treba pti rozvlnéni struny na kytafe. S vyuzitim vzorci pro
sinus souc¢tu thla
sin(a £+ ) = sinacos § £ cos asin (1.12)

ziskdme tpravou

A(z,t) = 2Ag sin(kz) cos(wt) = A'(x) cos(wt) (1.13)

Vidime tak, ze v tomto pripadé bude tvar viny stale stejny a celd vilna bude pouze periodicky
rist a klesat. Mluvime o tzv. stojatém vinéni. Uvidime dale, Ze tento typ vInéni je pro chemii
velmi dilezity.

Ukazuje se, ze kazdé vInéni je mozné popsat tzv. vlnovou rovnici (zde opét pro jednoroz-
mérny problém)

Az, t) 1 0%A(x,t)
ox?2 12 Of?
Z matematického hlediska jde o parcialni diferencialni rovnici druhého fadu. Tuto rovnici lze

kuprikladu pro popis pohybu struny na kytaie odvodit z Newtonovy mechaniky, v ptipadé
elektromagnetického zareni pak zase z Maxwellovych rovnic.

(1.14)

1.2 Experimenty, které zménily svét

Na konci devatenactého stoleti se fyzika zdala byt skoro dobudovana. Objekty svéta byly
uspokojivé popsany bud Newtonovou mechanikou (¢astice) ¢i Maxwellovou elektrodynamikou.
Velké soubory castic pak zpracovavala statisticka fyzika a termodynamika. Ve stoleti dvacé-
tém nicméné doslo k zasadnimu obratu a mnohé jistoty vzaly za své. Nize zbé&Zzné popiSeme
nekteré zékladni experimenty, které lidstvo privedly od svéta klasického do svéta kvantového.
Tyto experimenty z rtiznych pohledi ukazovaly na dva zékladni rysy kvantové mechaniky (a)
kvantovani energie, (b) vlnové-éasticovy dualismus.

1.2.1 Zareni absolutné ¢erného télesa

Absolutné ¢ernym télesem mame na mysli objekt, ktery pohlti veskeré dopadajici zareni, zadné
zareni tedy neni odrazeno. Muze byt realizovano tfeba dutinou s malym otvorem — svétlo mno-
hokrate narazi na stény nadoby, takze pravdépodobnost, Zze by odrazené svétlo vylétlo otvorem
zase ven, je miziva. Cerné téleso ale zaroveii musi energii vyzafovat, jinak by se v ném hroma-
dila. Badatele zajimalo, jakym zpiisobem intenzita vyzareného svétla zavisi na jeho frekvenci.
Experimentéalné bylo zjisténo, Ze hustota zareni pro malé frekvence je velmi mala a roste se
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zvysujici se frekvenci. V zavislosti na teploté pak dosahuje svého maxima a posléze zase klesa.
Maximum hustoty se navic posunuje s teplotou k vyssim frekvencim. Je to v souladu se zku-
Senosti — horkd kamna vyzaiuji v infracervené oblasti spektra, zatimco rozzhavené zelezo jiz
vyzaruje ve viditelné oblasti.

P1i teoretickém modelovani predpokladame, ze k vyzarovani svétla o urcité frekvenci dochéazi
pii oscilacich elektrického dipélu — podobné, jako je tomu u antény vysilace. Oscilujici dipol
vznika diky pohybu nabitych ¢astic. Z teorie plyne vztah mezi hustotou zafeni p(v, T') a stfedni
energii oscilatoru Foy. pii dané teplotd

Stv? _

—5 Boxc (1.15)

p(v,T) =
V klasickeé statistické mechanice ale plati, Ze stfedni energie kazdého (harmonického) oscilatoru
je nezavisla na frekvenci a rovna kgT'. To by ale znamenalo, Ze vyzarena energie poroste se
¢tvercem frekvence! To je sice pravda pro malé frekvence, ale predpovéd naprosto selhava pro
frekvence vysoké. Vzdyt by to znamenalo, Ze rozzhaveny kimen by mél byt intenzivnim zdrojem
rentgenového zateni.
Max Planck pfisel s myslenkou, Ze souladu s experimentem mutzeme dosahnout za predpo-
kladu, Ze elektromagneticky oscilator! nemiZe nabyvat libovolnych hodnot, nybrz pouze hodnot

E =nhv (1.16)

kde h je tzv. Planckova konstanta a n je celé ¢islo. Zareni pak mize byt predavino pouze po
minimalnich bali¢cich hv, coZ je nejmensi rozdil energie mezi dvéma hladinami oscildtoru. Pri
kone¢né teploté je stfedni hodnota energie oscilatoru rovna

_ h
B = 2 4 (1.17)
eFaT
a po dosazeni do vztahu 1.15 pak ziskame
Sthyd 1

p(v,T) = hu (1.18)

Tento vztah baje¢nym zpiisobem souhlasil s experimentem, pokud za hodnotu konstanty h
dosadime ¢&islo 6,626 - 10734 J - s.

Je tfeba ale vidét, Zze souladu s experimentem bylo dosazeno za pouziti v té dobé dosti blaz-
nivych predpokladi. Predné predpoklddame, Ze pohyb ¢astic je omezen jen na urcité hodnoty
energie, je kvantovan. Za druhé, predpokladame, ze svétlo je predavano do okoli ve formé ja-
kychsi dale nedélitelnych balicki energie. Neni proto nijak podivné, ze Planck celou véc nebral
prilis vazné. Planckovu predstavu ale tviréim zptisobem vyuzil Albert Einstein ve své teorii
fotoelektrického jevu, diky které se pravem pocita mezi zakladatele kvantové mechaniky:.

1.2.2 Teorie fotoelektrického jevu

Zékladni schéma fotoelektrického jevu je zobrazeno na obrazku 3. V elektrickém obvodu méfime
elektricky proud pfenasSeny elektrony, které jsou uvoliiovany z ozafovanych kovovych desticek.
Ze zavislosti proslého fotoelektrického proudu na vlozeném napéti mizeme zjistit jak maximalni
kinetickou energii vyrazenych elektront tak i jejich celkové mnozstvi.

Co bychom predpokladali z hlediska klasické teorie? K vyrazeni elektronii by mélo dojit
svétlem kazdé vinové délky, pokud bude mit dostateénou intenzitu. Ukazalo se vsak, ze k pri-
chodu fotoelektrického proudu nedochéazelo pro frekvence svétla nizsi nez urcita mezni frekvence
vy, charakteristickd pro dany kov. Energie vyrazenych elektronii pak linearné rostla s frekvenci.

I Elektromagneticky oscilator si mizeme piedstavit jako kladny a zadporny naboj spojeny pruzinkou.
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Obrazek 3: Schematické zndzornéni fotoelektrického jevu, pii ozarovdnd kovu ultrafialovymi
paprsky jsou z kovu uvolnovdany elektrony

Albert Einstein tyto vysledky interpretoval velmi odvazné. Konstatoval, ze svétlo predstavuje
proud ¢astic o energii hv a vyrazeni elektronu si pak predstavoval jako srazkovy dé&j mezi touto
svételnou ¢astici a elektronem. Hypotéza musela ptsobit velmi podivné, vidyt Newtoniv po-
hled na svétlo jako na proud ¢astic byl jiz davno opustén a Maxwellova elektrodynamika méla
za sebou mnoho tspécht. Pro zavislost kinetické energie elektronii na frekvenci zareni by pak
méla platit rovnice

Epin = hv — ¢ (1.19)

kde ¢ = hiy se nazyva vystupni prace. Rovnice vyjadiuje zachovani energie — energie fotonu se
musi rovnat vystupni praci elektronu a jeho kinetické energii.

Jestlize nafitujeme hodnotu experimentalnich dat na rovnici 1.19, ziskdme hodnotu
h = 6,626 -1073% J - s. Einsteintiv balicek energie je charakterizovan tiplné stejné jako Planckiv
balicek energie!

~

Fotoelektronova spektroskopie

Fotoelektricky jev je principem techniky nazvané fotoelektronovéa spektroskopie. Pokud
ozafujeme vzorek zafenim o dostatecné energii, dojde k vyrazeni elektront, jejichz rych-
lost mizeme mérit. S vyuzitim vztahu 1.19 pak ziskame hodnotu vystupni prace pro
dany vzorek. Tato prace predstavuje vlastné vazebnou energii, kterou je drzen elektron
v dané molekule ¢i v materidlu. Z hodnoty vazebné energie se pak da napiiklad zjis-
tit slozeni vzorku ¢i chemicka forma, ve které se nachazi urcity atom. Fotoelektronovéa
spektroskopie je hojné pouzivand zejména v oblasti védy o povrsich, nebot detekovany
jsou predevsim elektrony pochazejici z povrchovych vrstev vzorku. Je ale mozné provadét
méfeni 1 v plynné fazi.

Interpretaci fotoelektronového spektra si muzeme vyzkouset napiiklad na spektru nezna-
mého prvku na nasledujicim obrazku.

Relativni pocet elektronti

Lo, )

1400 105 65 7,5
lonizac¢ni energie [eV]
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Vime, Ze ve fotoelektronovém spektru je vynesena hodnota vazebné energie jednotlivych
elektront. Pro elektrony ve vnitinich slupkach je vazebna energie nejvyssi, tj. elektrony
jsou drzeny u jadra nejsilnéji, pro elektrony ve valenc¢ni sféfe je hodnota ionizac¢ni energie
Ls elektrontim, pik s energii cca 105 eV (a stejnou intenzitou jako pik s nejvyssi energii)
prislusi elektrontim z orbitalu 2s. Dalsi pik s energii cca 65 €V pak odpovidé ionizaci elek-
tronii v orbitalu 2p. Intenzita tohoto piku je trojnasobna oproti predeslym, v p orbitalech
je tedy trikrat vice elektronii. Posledni pik s energii cca 7,5 eV, opét se stejnou intenzitou
jako prvni dva piky, odpovidé ionizaci elektroni z 3s orbitalu. Pfedpokladana elektronova
konfigurace je tedy 1s22s?2p®3s?, coz odpovida elektronové konfiguraci horéiku v plynné
fazi.

Priklad 1

Zadani: Pokud budeme ozafovat pary atomu hot¢iku ultrafialovym zdrojem svétla He II o
energii 52 eV (odpovida vinové délce 23,7 nm), jakd bude kinetické energie vyrazenych elektront?
Vyuzijte vazebné energie hoi¢iku v predchozim boxu.

Reseni: Zdroj svétla o energii 52 eV ma dostatecnou energii pouze k vyrazeni elektronu z orbitalu
3s. Kinetickou energii odletujicich elektront zjistime vyuzitim vztahu 1.19, kde za vystupni praci
dosadime ioniza¢ni energie pro orbital 3s (tedy 7,5 eV). Kineticka energie elektronii je 44,5 eV.

Einstein Sel ve svych tvahach jesté dale. Je-1i podle néj svétlo ¢astici, méla by tato ¢éastice
(pozdé&ji nazvana foton) mit také néjakou hybnost. JelikoZ se ale pohybuje rychlosti svétla, méla
by tato hybnost byt dana jiz relativistickym vyrazem

mov
p=mv=———u (1.20)

v2

T2
kde mg je klidova hmotnost fotonu a ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Vyraz ve jmenovateli je
nulovy, takze aby hybnost byla kone¢né ¢islo, musi mit foton nutné nulovou klidovou hmotnost.

Upravme nyni vyraz pro relativistickou hybnost

2,22 24(@2 ) 2.4

mivic®  mict (% — m§c

2 2 0 0¢ \z 0 2 4 2 4

pict = — = = + — = —myc +m'c (1.21)
T2 e T2

Do posledniho ¢élenu v predchozi rovnici nyni dosadime zndmy vzorec E = mc?, ¢im# dostaneme
E? = p*c® + mic (1.22)

Jelikoz ale pro foton plati my = 0, tak také
E = pc (1.23)

S pouzitim Planckova vztahu E = hy = hf dostavame

h
A=~ 1.24
’ (1.24)
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Laserové chlazeni atomu

Svétlo si vétsinou nespojujeme s chlazenim, spiSe mame zkuSenost, ze nas svétlo dokaze
zahtat. Svétlo je ale ¢astice. Kdyz se srazi s atomem, preda mu svou hybnost a muze jej
tim zpomalit! Pro ziskani predstavy si vypocitejme nasledujici ulohu.

Zadani: Kolik fotonfi o vlnové délce 396,96 nm zastavi atom vapniku *°Ca s molarni
hmotnosti M(Ca) = 39,96 g-mol~! vyparfovany z kovového vapniku v picce o teploté
600°C?

ReSeni: Atomy vapniku v picce maji kinetickou energii danou vztahem

3
E = §k:BT =1,.81-107% ]

Hybnost je ddna jako
p=V2mE =490-1002 kg -m-s~"

z ¢ehoz dopocitame stfedni kvadratickou rychlost
v=L —738m s
m

Atom vapniku miiZzeme zafenim ionizovat, vznikly ion uvéznit v iontové pasti a v ni ho
bombardovat zarenim. Fotony svétla udané vinové délky maji hybnost

h - —
Pfoton = y = 1,66692-107%" kg-m-s "
Pti pohlceni jednoho fotonu dojde tedy pouze k docela malé zméné rychlosti
Ay — Poton _ 2,515-102 m -5~

m

Pocet fotont n nutnych k zastaveni atomu vapniku pak zjistime z rovnice v = nAuw.
Dosazenim dojdeme k hodnoté asi n = 3-10* fotont, aby se atom vapniku zastavil.

1.2.3 Spektrum atomu vodiku

V roce 1897 objevil Joseph John Thompson elektron a v roce 1911 pak Ernest Rutherford
objevil atomové jadro. Bylo pak asi prirozené nahlizet na atom jako na soustavu ,,planet”, kde
okolo tézkého, nabitého jadra obihé lehky elektron. Takovato predstava ma ale ve skutecnosti
fadu potizi. Pfedné neni viibec jasné, proc¢ by takovyto atom mél byt stabilni. Nabita castice by
dle klasické teorie méla velmi rychle ztracet energii ve formé zafeni. Rozzhavené atomy navic
vyzaiuji svétlo jen zcela ur¢itych vinovych délek, tj. atomy maji ¢arové emisni spektrum (viz

obrazek 4), coz ale klasickd mechanika nedokaze vysvétlit.

Lyman Balmer Paschen

100 nm viditelna oblast 1000 nm 10 000 nm

Obrazek 4: Cdrové emisni spektrum atomu vodiku
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Spektrum atomu vodiku predstavuje fada ¢ar, které je mozné sdruzit do urcitych sérii (Ly-
manova, Balmerova, Paschenova. ..). Experimentéalné se ukézalo, Ze vlnocet téchto Car zavisi
na celych ¢islech n; a ny podle vztahu

1 1
v = 10973731 (—2 — —2) cm ! (1.25)
ny Ny

Niels Bohr dokazal tento vztah v roce 1913 dat do souvislosti s planetarnim modelem atomu a
jeho model mél v sobé jiz nékteré z rysu kvantové teorie. Pfedpokladal, Ze se elektron pohybuje
po kruhové draze, na které musi byt odstrediva sila rotujici ¢astice kompenzovana pritazlivou
silou elektrostatickou

mev? 1 Ze?

r drey T2

(1.26)

Nyni ale mame nekonecné mnozstvi stavii, po kterych se ¢astice mohou pohybovat — podle toho,
jakou zvolime rychlost, musime zvolit také prislusny polomér. Bohr ale navic predpokladal, ze

moment hybnosti miize nabyvat pouze hodnot celistvych nasobkt konstanty A = %

meur = hn (1.27)

Pro¢ ho néco takového napadlo? Aby to vyslo! Z podminky 1.27 vyjadiime rychlost v jako
funkci r a dosadime do podminky 1.26. Ziskame vztah

47T60h2 2
= 1.28
Zmee? " ( )
a pro rychlost
Ze? 1
= - 1.29
dregh n ( )
Po dosazeni do vztahu pro energii dostaneme
1 Ze? Z*mee* 1 13,622
E = —mev® — = — == = = V 1.30
2" T dmeor 8z2h? n? n? - (1.30)

Polomeér, rychlost i energie jsou tedy kvantovany. K pfechodu mezi dvéma elektronovymi stavy
miize dojit pouze tehdy, jestlize rozdil energii pocatecniho a kone¢ného stavu je roven energii
fotonu

E2 — E1 = hv (131)
tedy
Z’meet [ 1 1
€ (L L\ L= hen 1.32
8z2h? <n% n%) v v (1.32)
Pro vinocet fotonu tak dostaneme
Zmeet (11 11
b= (S - =) = 10973731 (= — — ) em™ (1.33)
8gh3c \ni nj n:  n3

Coz je pfesné experimentalné pozorovany vztah. Zda se tedy, ze kvantovina neni pouze energie,
ale také moment hybnosti ¢astice. Kvantovani jako by bylo obecnym rysem svéta molekul.
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1.2.4 Dalsi experimenty

Na kvantovani energie poukazovaly také dalsi experimenty, které bylo v rdmci klasické teorie
tézké vysvétlit. Kvantovani energie hraje roli napiiklad i pro tak jednoduchou veli¢inu, jako je
tepelna kapacita. Podle klasické teorie by tepelna kapacita atomarniho krystalu méla naby-
vat konstantni hodnotu 3R. Experimenty ale ukazovaly néco tplné jiného — tepelné kapacita
se snizujici se teplotou klesala a pii teploté absolutni nuly nabyvala nulové hodnoty. Vysvét-
leni prinesla opét predstava kvantovani energie. A opét to byl Albert Einstein, kdo vse jako
prvni pochopil. Tepelnd kapacita predstavuje schopnost materidlu pohlcovat energii. Pokud
ale energetické hladiny nejsou spojité, tak pti nizké teploté materiél teplo viibec neni schopen
pohlcovat. Tepelné kapacita se tak snizuje (viz také kapitola 25.3).

Dalsi z vyznamnych experimenti je tzv. Franckiv—Hertztv pokus. James Franck a
Gustav Hertz zkoumali prichod elektrického proudu skrze rtutové pary. Se vzrustajicim na-
pétim rostl i prochazejici proud, ale pfi ur¢itém napéti (a tedy pii ur¢ité kinetické energii
elektronil) zacal najednou klesat. Tato energie totiz odpovida energetickym rozdilim v atomu
rtuti. Jakmile byl dosazen tento rozdil, elektrony se zacaly srazet s atomy rtuti neelasticky a
ztracely svou energii. Jde tak o dalsi ditkaz kvantovani energie.

1.3 Dualismus viln a ¢astic

Einstein svou analyzou fotoelektrického jevu ukazal, Ze i objekt tak nepochybné vinovy, jakym je
svétlo, se za jistych okolnosti mtze chovat jako ¢astice. Tato skute¢nost je vyjadiena v rovnicich
1.23 a 1.24. V roce 1924 prisel Louis de Broglie s myslenkou, ze vztah 1.24 se da ¢ist také opacné
— kazda hmotna ¢éastice s hybnosti p = mv je charakterizovana vinovou délkou A dle vztahu

A= — (1.34)

muv

coZ je tzv. de Broglietv vztah. Sam de Broglie asi piili§ netusil, o jakou vinu by mélo jit.
Nicméné jeho vztah sehral v dalsim vyvoji kvantové teorie zésadni roli.

De Broglietiv vztah umoznuje také interpretovat Bohrovu kvantovou podminku 1.27. Elek-
tron kolem atomového jadra si pak muzeme predstavit jako stojaté vinéni, kdy na obvod kruhu
je tfeba vmeéstnat celistvy nasobek de Broglievych vinovych délek

oy = 1.35
r nmev ( )
tedy
h h (1.36)
mevr = —n = hn )
2m

Experimentalni diikkazy interference castic

Pokud by castice, naptiklad elektrony, skutecné predstavovaly viny, mély by vykazovat
vlastnosti pro vlny typické, tj. zejména interferenci. Pro pozorovani interference je po-
tfeba, aby vzdalenost stérbin byla srovnatelna s vlnovou délkou piislusné viny. Pro svétlo
to jde zaridit celkem snadno, stac¢i udélat mrizku s mikrometrovymi rozméry. V piipadeé
vysokoenergetického zareni (napiiklad Rentgenova zatreni) nebo ¢astic je ale tfeba pouzit
miizek podstatné mensich. Interferenci Rentgenova zareni muzeme pozorovat napiiklad
pii difrakei (ohybu) svétla na krystalické miiZzce, kdy dochazi k interferenci vin odraze-
nych z riznych rovin krystali. V zéavislosti na thlu pak dochazi k zesileni ¢i k zeslabeni
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intenzity odrazeného svétla. Ve dvacatych letech Davisson s Germerem provedli expe-
riment s proudem elektroni posilanych na krystal niklu. Zavislost intenzity rozptylenych
elektront na thlu vykazovala maxima a minima, podobné jako v pripadé obrazcu ziska-
vanych difrakei rentgenového zareni na krystalech!

Kvantova povaha ¢astic je ale patrné i u daleko tézsich objektii nez je elektron. V roce 1930
Stern a Estermann pozorovali difrakci paprsku helia rozptylovaného na krystalu LiF. V
roce 1999 pak byla pozorovana interference asi nejtézsiho objektu, fullerenu Cgp, se kterym
byl proveden dvoustérbinovy experiment (M. Arndt, O. Nairz, J. Vos-Andreae, C. Keller,
G. van der Zouw, A. Zeilinger, Nature, 401, 680 (1999)). Na naméfeném interferenénim
obrazci byla patrna maxima nultého a prvnfho fadu. Priblizny néakres interferencéniho

obrazce je na nésledujicim obrazku.

signal za 50 s

Elektronova difrakce je vyuzivana v nékterych experimentalnich technikéach jako je LEED
(Low Electron Energy Diffraction). Elektrony jsou zde fokusovany na povrch materiali a
z pozorovanych difrakénich obrazeu se usuzuje na strukturu povrchu. Rozptyl helia patii
také k dodnes vyuzivanym technikam studia povrchi.

1.4 Pohybové rovnice kvantové-mechanickych castic: Schrodingerova
rovnice

Bohrova teorie dokazala popsat atom vodiku, ale brzy zacalo byt ziejmé, Ze teorie ma své
limity. Ve dvacatych letech se odehrdlo mnoho chytrych pokusii spojit klasickou mechaniku
s experimentalnim pozorovanim kvantovani energie, ale prulom pfisel az s vytvorenim zcela
nové, kvantové mechaniky. Ta se na konci dvacatych let objevila ve dvou formach, Heisenbergoveé
maticové mechanice a Schrodingerové vinové mechanice, i kdyz na prvni pohled nebylo viibec
ziejmé, Ze tyto dvé mechaniky maji néco spolecného. My zde budeme alesponi naznakem sledovat
myslenkovy postup Erwina Schrédingera.

Na zacatku je tfeba Tici, ze kvantova mechanika je zaloZzena na postulatech a jako takovou
ji nemiizeme odvodit. Mizeme ji pouze uhodnout. To ale neznamena, ze bychom neméli zadné
indicie. Schréodinger mohl postupovat takto. Reknéme, 7e nas zajimaji stacionarni stavy castic,
napiiklad atomi. Tedy stavy, ve kterych se ¢astice pohybuji periodicky. Nas bude zajimat, s
jakou energif se ¢astice mohou pohybovat. Stacionarni stavy budou nejspiSe popsény stojatou
vinou

U(z,t) = (z) cos(wt) (1.37)
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kde ¥(x,t) predstavuje tzv. vlnovou funkci, o které budeme mluvit dale. V tuto chvili nechme
otazku, co se vlastné vlni, otevienou. Pro vSechny vlny plati vilnova rovnice, méla by proto
platit i pro vlnu popisujici elektron. Tj.

PU(x,t) 1 PV(x,t)

e St 1.38
0x? v2  Ot? ( )
Po dosazeni ze vztahu 1.37 dQ@Z)( ) )
T w
P + Flp(x) =0 (1.39)
Uvazme nyni, ze
2
w=2mr = %U (1.40)

a dosadme za vlnovou délku z de Brogliova vztahu A = % a za % = E—V. Upravou dostavame

d?(x) N 8m2m

dz2 2 (B = V(z))(z) =0 (1.41)
nebo téz
I Ly ayita) - Bota) (142

Vztah 1.42 je tzv. bezc¢asova Schrodingerova rovnice. Kompaktné ji muzeme napsat ve tvaru
Hiy = Ev (1.43)
kde symbolem H rozumime operator (vice si o operéatorech povime v piisti kapitole)

- h? d?
H=———+V 1.44
2m da? (144)
Jejim TeSenim jsou mozné hodnoty energie a jim pfislusejici vinové funkce. Je to ponékud
zvlastni rovnice, nebot ma dvé neznamé veli¢iny, E a funkci ¢. Zdalo by se tedy, ze kuptikladu
energii si muzeme zvolit a vlnovou funkci k ni dopocitat. Energie by tak nebyla kvantovana —
nize se dozvime, kde se kvantovani energie bere.

1.5 Bornova interpretace vinové funkce

Co to vlastné je ona vlnova funkce? Muzeme vyjit z analogie z optiky. Roli vlnové funkce
zde hraje kupiikladu vektor intenzity elektrického pole. Intenzita svétla v uréitém bodé je pak
déna jako ¢tverec intenzity elektrického pole. Vedeni touto analogii, mizeme s Maxem Bornem
interpretovat vilnovou funkci jako amplitudu pravdépodobnosti. Ctverec vinové funkce bude mit
pak vyznam hustoty pravdépodobnosti nalezeni dané céstice v urc¢itém bodé

f(z)dz = |¥(z)]*dz (1.45)

Co méame na mysli hustotou pravdépodobnosti?

Existuje nekone¢né mnoho poloh z, kam mtzeme c¢astici umistit. Pravdépodobnost nale-
zeni Castice v jedné konkrétni poloze je tudiz nulova. MiiZzeme se ale ptat, jaka je prav-
dépodobnost, ze se castice bude nachéazet v intervalu z, x+dx. Tato pravdépodobnost
P(z,z+ dx) bude zaviset na velikosti intervalu dz. Pro nekone¢né maly interval dz bude
opét nekone¢né mala. Vydélenim P(z,x + dz) intervalem dz ziskdme kone¢nou veli¢inu,
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hustotu pravdépodobnosti f
P(z,z + dz)

fla) = =250 (1.46)

pro kterou musi platit normaliza¢ni podminka

/f(x) de =1 (1.47)

7 této interpretace pak plyne tzv. normaliza¢ni podminka

/|\IJ(:17)|2 de =1 (1.48)

kterd tika, ze castice musi byt nékde v prostoru. Tato podminka vlastné predstavuje dalsi
rovnici, kterou musime dodat ke Schrédingerové rovnici 1.43. Na vlnovou funkei pak s ohledem
na obé rovnice klademe nékolik podminek

e Vlnova funkce musi byt jednozna¢né definovana (tj. musi to byt funkce, jedné hodnoté
nezavisle proménné piislusi jedna hodnota zavisle proménné, v angli¢tiné bychom fekli,
ze vlnova funkce musi byt single valued).

e Vlnova funkce musi byt kvadraticky integrovatelna, tj. musi platit?
/|x11|2 < 00 (1.49)

e Vinové funkce musi byt spojité.

e VInova funkce musi mit spojité prvni derivace.

Priklad 2

Zadani: Které z funkcei a) - f) mohou byt vlnovymi funkcemi?

a) d)
J\ PN
c) f)
N [

Reseni: a) ne, neni spojita b) ne, neni funkce ¢) ano d) funkce nema spojitou prvni derivaci,
nicméné funkce muzZe predstavovat vinovou funkei pro singularni potencial (jako napiiklad pro
atom vodiku) e) ne, neni kvadraticky integrovatelna f) ano.

2K uvedenym podminkdm by se slugelo pfidat rtizné dodatky. VInova funkce nemusi napiiklad mit spojité
prvni derivace pro nespojity ¢i singularni potencial, ve fyzice se setkdme i s vlnovymi funkcemi, které nejsou
kvadraticky integrovatelné atd. Zde je pro nas dileZité, Ze na vinovou funkci klademe néktera omezeni.
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1.6 Casoveé zavisla Schrodingerova rovnice

Vyse jsme navodili ¢asové nezavislou Schrédingerovu rovnici, jejimz feSenim ziskdme mozné
energie, se kterymi se Castice muze pohybovat. Casové nezavisla Schrodingerova rovnice se da

odvodit z casové zavislé Schrodingerovy rovnice

Tato rovnice ndm ukazuje vyvoj stavu v ¢ase. Zname-li vinovou funkci v néjakém case t, in-
tegraci Schrodingerovy rovnice ziskdme vlnovou funkei v libovolném ¢ase ptistim (a minulém).
V chemii tato rovnice hraje roli tfeba ve spektroskopii — méme molekulu v zdkladnim stavu a
zajima nas, v jakém stavu se bude molekula nachazet po ,zapnuti vnéjsiho ¢asové zavislého
elektromagnetického pole. 7 ¢asové zavislé Schrodingerovy rovnice tak odvozujeme napiiklad
tzv. vybérova pravidla, ktera nam fikaji, které prechody jsou ve spektroskopii zakazané (t;j.
probihaji s velmi malou rychlosti) a které prechody jsou povolené. V dalsim vykladu v ramci

Lov
ihr = HY (1.50)

tohoto kurzu se ovSem s casové zavislou Schrodingerovou rovnici nesetkame.

7

Souvislost ¢asoveé zavislé a ¢asové nezavislé Schrodingerovy rovnice

Casové nezavislou Schrédingerovu rovnici je mozné odvodit z ¢asové zavislé Schrodinge-
rovy rovnice, pokud predpokladame, ze hamiltonian systému nezéavisi na Case

H=——1V(z) (1.51)

Za tohoto predpokladu muzeme pouzit metodu separace proménnych a hledat reseni
Schrédingerovy rovnice ve tvaru sou¢inu V(x,t) = ¢(z)¢(t). Schrodingerovu rovnici pak
mulzZeme napsat ve tvaru

ity ()22 = TOOTHE 4 vy o (1.52)

Pokud vydélime celou rovnici ¢lenem 1(x)¢(t), ziskdme rovnici v néasledujicim tvaru

2 2
il 000 B 1 W) | (1.53)

o(t) Ot 2m(x) Ox?
Leva strana rovnice zévisi pouze na Case, prava strana rovnice pouze na poloze. Aby
byla rovnice splnéna pro libovolné hodnoty ¢asu a polohy, musi byt obé strany rovny
konstanté. Tuto konstantu si oznac¢ime pismenem FE. Snadno se piesvédcite, ze konstanta
by skute¢né méla mit rozmér energie. Ziskame tak dveé rovnice. Rovnice vychézejici z pravé

strany neni nez ¢asové nezavislou Schrédingerovou rovnici

B2 9%)(x)
Rovnici vychézejici z levé strany musime dotesit
.1 09(t)
——=F 1.55
"ok) ot (1.55)

coz po separaci proménnych a integraci vede k

ih lng(t) = Et+C (1.56)
kde C je konstanta. Funkce ¢(f) mé pak tvar

21




C _iBt _iBt

p(t) =e“en =e h =e (1.57)

kde za C' jsme dosadili nulu z divodt normalizace vlnové funkce. Vlnovou funkei systému
tedy muzeme zapsat jako

U (x,t) = p(x)e (1.58)

Je patrné, ze v tomto pripadé je feSeni Casové zavislé rovnice soucasné i feSenim casové
nezavislé rovnice. Tvary vlnovych funkci se totiz lisi pouze fazovym faktorem clenem
e~ “! ktery neovliviiuje hustotu pravdépodobnosti

U(z, )T (x,t) = (z)e P e™" = ¢(z)y" () (1.59)

Vyuzili jsme zde nékterych vlastnosti komplexnich funkei, se kterymi se blize seznamime
v oddile 28.1. Jelikoz hustota pravdépodobnosti se neméni s ¢asem, mluvime v tomto
piipadé o stacionarnich stavech.

1.7 Relace neurcitosti

Meéfeni veli¢in v kvantové mechanice mé ur¢ita specifika. Existuji skupiny veli¢in, tzv. kom-
plementéarni veli¢iny, které nelze mérit zéaroven s libovolnou presnosti. K tém patii naptiklad
dvojice poloha-hybnost ¢ x-ova a y-ovéa souradnice momentu hybnosti. Ze Schrédingerovy rov-
nice se da dokézat, ze

AxAp > g (1.60)
kde Az je neurcitost polohy a Ap je neur¢itost hybnosti. Cim presnéji mérime polohu, tim
méné presnou mame hybnost. Disledkem je mimo jiné neexistence pojmu trajektorie ¢astice
v kvantové mechanice a nerozlisitelnost identickych ¢astic. Pfedstavme si totiz, ze ve dvou
okamzicich po sobé nalezneme na stejném msisté dvé castice. Pokud ovSem nezname presné
jejich polohy i hybnosti, nemizeme vylouc¢it moznost, zZe se mezitim tyto castice prohodily.

Priklad 3

Zadani: Elektronovy svazek ma rychlost 100040,01 m-s~!. Jak pfesné miizeme uréit v daném
okamZiku polohu elektronu?
ResSeni: Neurcitost hybnosti elektronu je ddna vztahem

Ap, = (0,01)(9,11-1073") =9,11-107* kg-m-s~*

Neurcitost polohy je potom dana vztahem

Relace neurcitosti se daji ,,odvodit® také z casticové povahy svétla. Pokud chceme mé-
it presné polohu ¢éastice, miizeme ji pozorovat pomoci svétla. Nepresnost méreni bude dana
vlnovou délkou svétla A, jeji snizovani tak povede ke zvétSovani presnosti. Interakce svétla
s pozorovanym objektem na druhou stranu povede k predéni hybnosti o fadové hodnoté

Ap =~ (1.61)



Coz povede k neurc¢itosti méfeni hybnosti. Zaroven Az =~ A. Vynésobenim pak ziskdme vztah
AzxzAp ~ h (1.62)

ktery je v souladu s obecnéjsim vztahem 1.60.
Vztah neurcitosti plati také mezi energii a ¢asem

AtAE > g (1.63)

coz méa podstatné disledky napiiklad ve spektroskopii. V daném ¢asovém intervalu At jsme
schopni zmérit energii pouze s piesnosti AFE. Pokud bychom mérili energii presnéji, museli
bychom zvétsit At, coz muze byt doba experimentu nebo doba, po kterou dany stav exis-
tuje. Pokud nas tedy zajimaji procesy s velmi kratkou dobou zivota, musime pocitat s velkou
neurcitosti energie.

Tabulka 1: Srovndnd klasické a kvantové mechaniky

klas. mech. kvant. mech
Stav r,p U(z,t)
Pohybové rovnice m% =VV ih%—‘f = HU
Casové nezavislé rovnice mTUQ =F Hy = Ev
Relace neurcitosti - AxAp > g atp.

Priklad 4

Zadani: Atom kysliku, ze kterého je vyraZzen vnitini elektron, ma dobu Zivota asi 4 fs. Jakou
muzeme ocekavat nejmensi $itku spektra v rentgenovych absorpénich spektrech pro tento atom?
Vysledek uved'te v jednotkéach eV.

ResSeni: Neurcitost energie je dana vztahem

L10-34
B, qo-151.054-10

AE > Aty 5 =0,0822 &V (1.64)

Sirka spektra byva ve skutecnosti vétsi, kupiikladu diky tzv. dopplerovskému rozsiteni spek-
tra. Sitka spektra dané relacemi neurcitosti ale nemiize byt zmensena kuptikladu vylepSenymi
experimentalnimi technikami.

Kde se dozvite vice?

Popularni ivod do kvantové mechaniky spolu s diskuzi zdkladnich experimentii je mozno nalézt
v knize J. Pisat, R. Zajac, O atomoch a kvantovani, Alfa, Bratislava, 1988. Zakladni tvod
do kvantové mechaniky lze nalézt kuptikladu v Atkinsové ucebnici fyzikalni chemie. Pékné
jsou avodni kapitoly kvantové mechaniky diskutovany také ve starsi knize A. Beiser, Uvod do
moderni fyziky, Academia, Praha, 1978. Zajemcim o hlubsi pohled na historii a filozofické
otazky spojené s kvantovou mechanikou lze doporucit knihu M. Jammer, The Philosophy of
Quantum Mechanics, John Wiley, New York, 1974. Na popularnéjsi arovni je historie kvantové
mechaniky dobfe shrnuta v knize J. Kvasnica, Priekopnici modernej fyziky, Smena, Bratislava,
1987.
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2 Operatory v kvantové mechanice

V kvantové mechanice kazdé métitelné veli¢iné prirazujeme tzv. operator. Hodnoty, jichz muze
mérend veli¢ina nabyvat, ziskdme jako vlastni ¢isla daného operatoru. Vétsina uloh v kvantové
mechanice vede na feSeni vlastniho problému daného operatoru. S pojmem operatoru se proto
ted seznamime dukladnéji. Nékteré dalsi potfebné partie z matematiky pouzivané v kvantové
teorii nalezne ¢tenar v dodatcich 28.1 a 28.2.

2.1 Co je operator

Pripomenme si nejprve pojem funkce. Funkce predstavuje zobrazeni, kdy ptsobenim na ¢islo
(nezévisle proménnou) ziskdme nové ¢islo (zavisle proménnou). Operator analogicky predstavuje
zobrazeni, kdy ptusobenim na funkci ziskdme novou funkci. Piisobeni operatoru O na funkci f
zapiSeme jako X

Of =g (2.1)
kde vysledkem puisoben{ operdtoru O je nova funkce g. Poradf operatoru a funkce, na kterou
operator pusobi, neni libovolné. Operator vzdy pusobi na funkei stojici napravo od operatoru.

Abychom se blize seznamili s operatory, predstavme si nékolik prikladi operatori. Nejjed-

nodussim operatorem je asi operéator

O=1-
neboli operator identity nebo také jednotkovy operator. Tento operator ptisobi na libovolnou
funkci f a vrati funkci g takovou, ze plati g = 1- f = f. Dal$im jednoduchym operatorem muze
byt nasobeni proménnou x

~

O=uz-
Pokud tento operator bude piisobit na funkci f(z) = 22, dostaneme
Of(x)=x-f(z) =x-2> =25
Diilezitou tfidou operatoru jsou diferencialni operatory, napiiklad
A d
0O=—
dx

Vidime, Ze derivaci funkce podle proménné = mizeme chapat jako ptisobeni operatoru derivace

O na funkci f(z).

Priklad 5
Zadani: Naleznéte vysledek piisobeni operdtoru O = z — 2% na funkci f(z) = sinz.

ReSeni: ZapiSeme rovnici vyjadiujici pasobeni operatoru O na funkci f(x) a dostaneme
A dy . :
Of(x)=xz— Qd— sinx = xzsinz — 2cos x
x

Vidime, Ze vysledkem piisobeni operatoru O na funkei f(z) je nové funkee g(x) = x sin z—2 cos z.

V kvantové mechanice se casto setkime s pojmy vlastni funkce a vlastni hodnota ope-
ratoru. Tyto pojmy jsou definované rovnici

Of = \f (2.2)
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ktera se oznacuje jako vlastni problém operatoru O. Funkdi f pak nazyvame vlastni funkci
operatoru O s vlastnim &fslem \. Jinak fedeno vlastni funkce f operatoru O je takova funkce,
%e piisobi-li na ni operator O, pak vysledkem tohoto ptisobeni je ta samé funkce f vynésobena
¢islem A. S pojmem vlastni ¢islo se muzete setkat v souvislosti s maticemi v linearni algebte,
viz kapitola 2.4.

Priklad 6
d2

12
Zadani: Rozhodnéte, zda je funkce e 2 vlastni funkei operatoru g — x2. Pokud ano, jaké je
jeji vlastni ¢islo?

(M)

x

Reseni: Operator ptisobi na funkci e™ 2 nasledovné

2 5\ 22 e, 2, 2 a2
ﬁ—x e 2 =—e 2 +12% 2 —x%e 2 = —e 2
€

22

Vidime, Ze vysledkem ptisobeni operatoru je opét funkce e™ 2 vynasobena &islem —1. Jde tedy
o vlastni funkci s vlastnim ¢islem —1.

V pripadé bezcasové Schrodingerovy rovnice 2.4 je vlastni funkci operatoru H vInova funkce
U(z) s vlastnim ¢islem E, coz je celkova energie systému. Vlastni problém operatoru ma tustfedni
postaveni v kvantové mechanice, protoze feSeni vétsiny tloh znamena hledani vlastnich cisel a
vlastnich funkci prislusného operatoru.

V kvantové mechanice se setkdvame predevsim s tzv. linedrnimi operatory, pro které
plati

A(af + Bg) = aAf + BAg (2.3)

kde v a (8 jsou obecné komplexni ¢isla (vyraz musi platit pro v8echny «, g, f a g). Operator
derivace je ptikladem linedrniho operatoru, naproti tomu operator odmocniny jim neni, nebot

Vof =vaf#af

Jak uhodnout tvar operatoru?

Operatory reprezentuji napiiklad pozici, hybnost, moment hybnosti nebo celkovou energii
systému (jde o tzv. hermitovské operatory, o tom ale pozdéji). V kapitole 1 o historickém
vyvoji kvantové mechaniky jsme se seznamili se Schrodingerovou rovnici popisujici pohyb
¢astice v jedné dimenzi

(_h_2d_2 L v(g;)) U(z) = BV (z) (2.4)

Tuto rovnici muzeme prepsat jako operatorovou rovnici, tj. rovnici, ve které vystupuji

operatory X
HY(z) = BV (z) (2.5)

kde H je operator celkové energie systému, tzv. hamiltonian (Hamiltontv operator).
Porovnénim rovnice 2.4 s rovnici 2.5 zjistime pfedpis pro hamiltonian

H- (—h—2d—2 + V(x)) (2.6)

Konkrétni tvar hamiltonianu 2.6 zavisi na konkrétni formé potencialni energie V().

25



Dalsi hojné se vyskytujici operatory jsou operator hybnosti a operator polohy

R L, d
Pz = —Zﬁa (2.7)

T=ux- (2.8)

Operatory 2.7 a 2.8 jsou zapsané v tzv. souradnicové reprezentaci, kdy operéator sourad-
nice je zvolen jako prosté nésobeni danou soutadnici.

2.2 Operace s operatory

Podobné jako funkce muzeme mezi sebou séitat, nasobit, délit atd. definujeme tyto operace
i pro pocitani s operatory. Vyjdeme ze vztahu 2.1, ktery definuje ptisobeni operatoru na funkci
f a ve strucnosti si predstavime zakladni operace s operatory. Sou¢tem dvou operatori
budeme rozumét operator

C=A+B (2.9)
takovy, ze plati R o R R
Cf=(A+B)f=Af+Bf (2.10)
kde f je libovolné testovaci funkce. Pod souc¢inem operatort budeme rozumét operator
C=AB (2.11)
takovy, ze plati ) o
Cf = A(BYf) (2.12)

Stejné jako v pripadé nasobeni ¢&isel figuruje ¢islo 1 jako jednotkovy prvek vicéi nasobeni, je
i v pripadé operatorového poctu definovan jednotkovy prvek — jednotkovy operator 1 =1-

1-f=f (2.13)
Pomoci definice nasobeni operatortu 2.11 muzeme definovat druhou mocninu operatoru
A? = AA (2.14)
A dale matematickou indukei mizeme definovat n-tou mocninu operatoru
Arf = A(A"1) (2.15)

Kdyz uz umime délat mocniny, neméame v principu problém definovat jakoukoli slusné vy-
chovanou operatorovou funkeci. Stac¢i k tomu vyuzit jeji rozvoj do Taylorovy fady. Naptiklad
exponenciala operatoru je definovana jako

] ~ 1 4 1 .
&:1+A+§M+§A?” (2.16)
Obecné plati, Ze nasobeni operatori 2.11 zavisi na poradi operatori, tj. obecné neplati

AB = BA (2.17)

Abychom mohli vySetfovat komutativnost operatoru, zavadi se novy operator — komutator

A A A A

[A,B] = AB — BA (2.18)
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Kdyz je komutator dvou operatort roven nulovému operatoru (0 f=0)
[A,B] =0 (2.19)

fikame, Ze operatory AaB spolu komutuji. Kdyz se komutator nerovna nulovému operatoru,
operatory nekomutuji.

Jako priklad vysSetfovani komutatoru dvou operatori si spoc¢téme komutator mezi operato-
rem hybnosti 2.7 a soufadnice 2.8. PomtZzeme si tim, ze nechame komutator ptsobit na néjakou

funkei f(x)

o df@) o d L df(a) Cdf@)
[x,p]f(:v)——zhxv%—zhaxf(:c)——zhx 1 +zhf(x)—|—zhx—dx = ihf(z)

kde jsme v druhém kroku pouzili vzorec¢ek pro derivaci souc¢inu funkci. Nyni staci odebrat nasi
testovaci funkci a vidime, Ze pro komutator operatoru soutradnice a operatoru hybnosti je

[#,p] = ih (2.20)

proto muzeme shrnout, Ze operator hybnosti nekomutuje s operatorem soufadnice. Jak si uké-
zeme v dalsich kapitolach, tento fakt ma dalekosahlé dusledky.

Priklad 7

Zadani: V prostoru funkci dvou proménnych = a y, uréete komutator operatora A = 8% a
N _ 0

B = 7y

ReSeni: Sestavime komutator [A, 3] a nechame ho piusobit na testovaci funkci f(x,y). Dosta-

neme

1 D _ Gf(a:,y) af(:v,y) af($7y) af(:v,y) _ an(xay) 82f(:v,y) _ A
4, Bl f(z,y) = ox oy oy or  9oxdy  Oyor 0

kde posledni rovnost je splnéna tehdy, kdyz funkce f(z,y) ma spojité vSechny druhé parcialni
derivace.

Vidime, Ze vysledkem ptisobeni komutatoru je nulovy operator, proto miZzeme uzaviit, Ze ope-
ratory AaB spolu komutuji.

Z definice komutatoru 2.18 vyplyvaji tfi vlastnosti komutatoru

e Prvni vlastnosti je antisymetrie

[A, B] = —[B, 4] (2.21)

[A, B+ C]=[A, B +[A,C] (2.22)

[a-A,B] = a-[A, B (2.23)
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Na zavér této kapitoly uvedeme jedno diilezité tvrzeni. Komutuji-li spolu dva opera-
tory, tj. [A, B] = 0, pak nutné existuji spoleéné vlastni funkce f. My si dokaZeme
obracené tvrzeni, totiz, ze spoleéné vlastni funkce implikuji komutaci ptislusnych operatori.
Predpokladejme, Zze méme dva libovolné operatory AaB , pro které plati

Bf =bf

neboli operatory maji stejnou vlastni funkci f. Pak mtuzeme psat

ABf = A(bf) = abf

BAf = B(af) = abf
protoze ¢isla a a b komutuji vzdy. Odectenim predchozich dvou rovnic dostaneme
ABf — BAf = (AB—BA)f =[A,B]f =0

coz je vysledek, ktery jsme chtéli ukazat.

7~

Komutace, relace neurcitosti a zakony zachovani v kvantové mechanice

Pojem komutatoru hraje ve fyzice zasadni roli miniméalné ve dvou smérech. Predné, pokud
operatory svou veli¢in A a B spolu nekomutuji, pak se da ukazat, ze tyto veli¢iny jsou
spojeny relacemi neurcitosti (viz také kapitola 1.7). Konkrétné pak plati, ze

AAAB > %HA, 3| (2.24)

kde AA a AB jsou neurcitosti veli¢in A a B. z ¢ehoz tfeba snadno s pomoci rovnice 2.20
vyvodime realce neurcitosti mezi polohou a hybnosti

AxAp > g (2.25)

Neméné vyznamnou skutecnosti je, Ze veli¢iny, jejichz operator komutuje s hamiltonié-
nem, se zachovavaji

[A,H] =0 (2.26)
Aby se veli¢ina zachovavala, nesmi se jeji stfedni hodnota ménit v ¢ase. Musi tedy platit,
Ze
dA
— =0 2.27
gr (2.27)
Jelikoz
(A) = / T AWdz (2.28)
tak casova derivace je rovna
(A) / dw= . / ~dW
— = | —AWd U*A—dz =0 2.29
at ar v at " (2.29)

Derivace vlnovych funkei zjistime z Casové-zavislé Schrodingerovy rovnice, resp. z jeji
komplexné sdruzené verze

dw 5 du*
Y g
ih & , th e

= Hy* (2.30)
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z ¢ehoz 0 ) T )
1 ~ 1 ~
— = _—-HV =——HU~" 2.31
dt h Toodt h (2:31)

Dosazenim ziskdme vztah
/ %(H\I!*(/I\I/)dt— / %(\II*A(H\If)dt:
)

h </(ﬁ\11*)(121\1’)dx - /‘I’*A(ﬁm)dx) (2.32)

V prvnim integralu prohodime potradi funkei, a protoze operétor H je hermitovsky a
redlny, plati

/ (HU)(AV)dz = / (AD)HU*dz = / U*HAVdz (2.33)
Podminka zachovani energie ma pak tvar

i

- ( / U*HAUdz — / \IJ*AFI\IJdm) =0 (2.34)

nebo jinak .
%/\p*[m — AHWdz =0 (2.35)

Vyraz uvniti zavorky je komutéator [If[ , A] Je-li komutator nulovy, veli¢ina se zachovava.

2.3 Hermitovské operatory

Kvantova mechanika pracuje vyhradné s linearnimi operatory, aby byl splnén princip superpo-
zice, tj. jsou-li ¥ a 1y vinové funkce daného systému, pak i funkce ¢ = c191 + c219, kde ¢; a
¢ jsou libovolna komplexni ¢isla, je vinovou funkei uvazovaného systému.

Linearita operatoru ale nesta¢i. V kvantové mechanice také pozadujeme, aby byly operatory
predstavujici fyzikalni veli¢iny tzv. hermitovské

/ f*Hg dz = / gH* f* dz (2.36)

kde H* je operator komplexné sdruzeny k operatoru H.

Priklad 8

Zadani: Rozhodnéte, zda je operator derivace hermitovsky na Hilbertové prostoru funkei.
ResSeni: Vyuzijeme vzorecek pro integraci per partes

[ =g~ [ o ar = [ gar L ar

kde jsme v poslednim kroku vyuZili toho, Ze naSe funkce musi byt kvadraticky integrovatelné, a
tudiz jejich hodnota v nekonec¢nu musi byt nutné nulova. Vidime tedy, Ze jsme dostali vyraz s
opa¢nym znaménkem, a derivace tudiz neni hermitovska. To se da ale snadno spravit, pokud ji
vynéasobime komplexni jednotkou i. Rozmyslete si prodc!
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Nyni se podivame na nékolik zakladnich vlastnosti hermitovskych operatori. Predevsim,
vlastni ¢isla hermitovského operatoru jsou realna, jinymi slovy Ze komplexné sdruzené
¢islo se rovna sobé samému

a =a (2.37)

Tuto vlastnost si dokazeme. Uvazujme vlastni problém hermitovského operatoru
A f=af
Postupujme tak, ze nejprve vlastni problém komplexné sdruzime
A A

Nyni vynasobme zleva komplexné sdruzenou rovnici funkei f a pavodni rovnici funkei f* (pred-
pokladdame normalizaci) a integrujme, dostaneme

/fA*f*dxza*/ff*dxza*

/f*/lfdx - a/f*fdx —a
Protoze je operator A hermitovsky, plati
/ fA* f*dx = / f*Afde
a po odecteni poslednich rovnic dostaneme
/fA*f*dx—/f*flfdszza*—a

a tedy

coz jsme chtéli dokazat.
Déle ukdzeme, ze vlastni funkce hermitovského operatoru prislusejici riznym vlast-
nim ¢islim jsou ortogonalni, tj.

/°° Jifidx = by (2.38)

kde symbol d;; znac¢i Kroneckerovo delta, které¢ nabyva hodnoty 1 pro ¢ = j a hodnoty 0 pro
1 7.

Opét si tvrzeni dokdzeme. Predpokladejme platnost vztaht
Afi=aifi a Afj=a;f;

kde a; # a;. Prvni rovnici vynésobime zleva f; a integrujeme, druhou rovnici vynasobime zleva
f; a integrujeme, dostaneme

/f;flfidx:ai/f;fidx a /f;Afjdg;:aj/f;fjdx

Dale komplexné sdruzime naptiklad prvni rovnici a rovnice odec¢teme — diky herimiticité
operatoru A jsou levé strany stejné a tedy
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0= (a —aj)/fi*fj dx

P1i dpravach jsme vyuzili toho, Ze operator A je hermitovsky a Ze hermitovské operatory maji
redlna vlastni ¢isla. Protoze podle naSeho pocate¢niho predpokladu plati a; # a;, je zfejmé, Ze
musi platit

/fi*fj dr =0

coz jsme chtéli ukazat.

Na zéavér si uvedme bez dikazu posledni duleZitou vlastnost hermitovskych operatori. Sou-
bor vlastnich funkci hermitovského operatoru vytvari tplny soubor bazovych funkei
daného Hilbertova prostoru. To znamena, ze kdyz plati

Af; = aif;, Vi

pak libovolnou funkci g, miizeme zapsat jako linedrni kombinaci

g = Zcifi

)

kde ¢; jsou rozvojové koeficienty.

2.4 Maticova reprezentace operatori

Zabyvejme se jesté na chvili rozvojem libovolné funkce do baze daného prostoru, ktery je dan
vztahem 28.27. Potom obecnou funkci ¢ mizeme rozvinout do uplného souboru funkei ¢;

9= Zcifi

)

Pak pro vlastni problém Ag = ag muzeme psat

Z CiAfi = GZ cifi

)

Rovnici vynasobme zleva jednou konkrétni funkei z tiplného souboru funkei (napiiklad funkei
fr, predpokladame jejich normalizaci) a zintegrujme

ch/f;';/lfz dr = az Ci / frfi de = acy, (2.39)

kde jsme vyuzili toho, Ze Gplny soubor funkeci jsou vlastni funkce hermitovského operatoru, které
jsou ortogonalni. Vysledkem je, Ze v sumaci na pravé strané vyrazu 2.39 zlistane nenulovy jen
¢len ac,,. Dale zavedeme novy symbol

Ani = [ fiAfida
kde vyraz A,,; ozna¢ujeme jako maticovy element. Vysledkem je

ZAW- c; = acy, (2.40)

Rovnici 2.40 mizeme zapsat pro vSechna m a vyslednou soustavu m-rovnic zapiSeme jako
rovnici
Ac = ac (2.41)
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kde A je matice (m X i) a c je sloupcovy vektor rozvojovych koeficienti.

Vidime, Ze TeSeni vlastniho problému operatoru se redukuje na pocitani s maticemi! To
ma zésadni vyznam z vypocetniho hlediska, nebot jsme prevedli slozity problém diferenciélnich
rovnic na algebraické rovnice, se kterymi uz si umi poradit pocitace (pozor, musime ale pouzivat
kone¢nou bazi, jinak nam ani pocitace nepomohou). Vidime také, Ze vlastni ¢isla operatoru
jsou stejna jako vlastni ¢isla korespondujici matice. Za zminku také stoji, Ze tuto maticovou
reprezentaci kvantové mechaniky objevil nezavisle na Schrodingerovi Werner Heisenberg. Az
pozdéji se ukézalo, ze jsou obé tyto formulace ekvivalentni.

Zvlasté vyznamna je rovnice 2.41 pro energii

Hc = Ec (2.42)

kde vidime, energii dostaneme hledanim vlastnich ¢isel Hamiltonovy matice.

Braketova notace

V kvantové chemii se ¢asto setkdvame s tzv. braketovou notaci, kterou zavedl Paul Dirac.
V tomto oznaceni piseme napiiklad

/ frgdz = (f]g) (2.43)

a nebo

V tomto textu se s braketovou notaci setkime pouze obcas. Ctenar miize toto znadenf
chapat jako uzitecné zkraceni zapisu a dalsimu porozumeéni to nebude ku skodé. Nicméné
blizsi pohled ukaze i hlubsi divody.

V kapitole 28.2 jsme vidéli, Zze mezi vektorovymi prostory a prostory funkei je mnoho
analogii. Funkci z daného funkéniho prostoru muzeme chapat jako abstraktni vektor,
nazvéme jej ket-vektor a ozna¢me symbolem |f). Komplexné sdruzeny protéjsek je tzv.
bra-vektor, ktery zna¢ime (g|. Skalarni sou¢in mezi témito vektory je pak déan

(flg) (2.45)

coz v kvantové mechanice interpretujeme jako amplituda pravdépodobnosti, se kterou
stav f zkolabuje do stavu g.

Kde se dozvite vice?

Operatorova algebra a jeji pouziti v kvantové chemii je popsano v knize J. FiSer, Kvantovd
chemie, Academia, Praha, 1983. Detailniho pouceni vyuziti operatori v kvantové mechanice
se ¢tenari dostane v knize M. Havlicek, P. Exner, J. Blank, Linedrni operdtory v kvantové
mechanice, Karolinum, Praha, 1993.
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3 Axiomy kvantové mechaniky

Na zacatku dvacatého stoleti se zacaly hromadit indicie, Ze s klasickou mechanikou neni néco
v pofadku (viz kapitola 1) a je potfeba vybudovat mechaniku novou. Tato nova, kvantova
mechanika je zaloZena na soustavé axiomu, tedy na tvrzenich, které se nedaji dokézat. Axiomy
ale shrnuji dosavadni zkuSenosti. Z téchto axiomii se poté tvori celd stavba kvantové mechaniky.
Pokud by postulaty vedly k disledktim, jez by byly v rozporu s experimentem, bylo by tifeba
se jich vzdat. Postulaty kvantové mechaniky jsou vybudoviny pomoci pojmi, se kterymi jsme
se seznamili v pfedchozi kapitole, takZe je na Case si je tedy nyni stru¢né shrnout.

3.1 Prehled postulata

1. postulat: Stav kvantové-mechanické soustavy je plné uréen vlnovou funkei ¥(z,t). Pravdé-
podobnost nalezeni ¢astice v elementu dz kolem zq je |W(x,t)|* d.

e Pozndmka 1: Prvni postulat je vyjadienim vlnové povahy ¢astic spolu s Bornovou in-
terpretaci vinové funkce. Z prvniho postulatu tak vyplyva normaliza¢ni podminka 1.48,
vyjadrujici, ze ¢astice musi nékde byt.

e Pozndmka 2: Na vlnovou funkci jsou kladeny podminky z podkapitoly 1.5.

e Poznamka 3: Nemusime nutné pracovat s vlnovou funkei coby funkei souradnic W(z,t),
misto toho si muzeme zvolit jako nezavisle proménnou napf. hybnost a pracovat s funkei
U(p,t), ze které miuzeme ziskat hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice s danou hyb-
nosti. Pro nékteré aplikace, napiiklad pri studiu elektrické vodivosti, je tato reprezentace
vyhodnéjsi.

2. postulat: Pro kazdou méfitelnou velic¢inu v klasické mechanice (poloha, hybnost) existuje

korespondujici hermitovsky operator.

3. postulat: V experimentu je mozné zmérit pouze hodnoty fyzikalni veli¢iny, které jsou
vlastnimi hodnotami jejtho operétoru.

Dva vyse uvedené postulaty mohou byt povazovany za zobecnéni nasich spekulaci, kdy jsme
spojenim de Brogliova vztahu a klasické vinové rovnice dospéli k ¢asové-nezéavislé Schrodinge-
rové rovnici. Zjistili jsme pritom, Ze energii ziskdme jako vlastni hodnotu urcitého operatoru.

e Pozndmka 1: Operatory jsou linearni. Musi byt totiz splnén princip superpozice, tj. viny
je mozné skladat. Operatory popisujici fyzikalni veli¢iny musi také byt hermitovské. Pak
totiz budou vlastni ¢isla realné, coz bychom u experimentalné mérené veli¢iny ocekavali.

e Pozndmka 2: Spolu se Schrodingerem jsme vyspekulovali operator celkové energie

h? d2

Porovnénim s klasickym vyrazem pro energii

E= % + V(z) (3.2)

miizeme usuzovat, ze operator pro polohu bude dana jako nasobeni souradnici
T—x- (3.3)
a operator hybnosti bude

h— —z’h(% (3.4)
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Prakticky pristup, jak ziskat tvar operatoru ruznych fyzikalnich veli¢in, vyuziva operatory sou-
fadnice a hybnosti, jak jsme je ted ziskali. Postupujeme pak nasledovné, a) zavedeme operétor
souradnice a hybnosti, b) hledanou fyzikalni veli¢inu na urovni klasické fyziky vyjadiime po-
moci hybnosti a souradnice, c¢) ve vztahu nahradime hybnost a soufadnici jejich operatory a
ziskame operator libovolné fyzikalni veliciny.

4. postulat: Jestlize se ¢astice nachézi ve stavu popsaném vinovou funkei W(x,t), pak sada
identickych mérfeni veli¢iny A povede ke stfedni hodnoté?

 [UrATdx

A = [ U0 da

(3.5)
e Pozndmka 1: Pro normalizovanou vlnovou funkei ¢ (kterou budeme déle uvazovat) je

)= [vrdvda (3.6)

e Pozndmka 2: Predstavuje-li operétor A funkci A(x) zavisejici pouze na poloze (napiiklad
potencialni energie), pak interpretace vyrazu pro stiedni hodnotu je zjevna. Z rovnice

(E) = [ v @ive o= [A @@ = [ AP @)

vidime, Ze jde o soucet (integral) hodnoty potencidlni energie v ur¢itém bodu nasobené
hustotou pravdépodobnosti nalezeni ¢éastice v tomto bodu. Ctvrty postulat zde tedy dava
jasny smysl. Stejné tak ve stavu ¢ splhujici Schrodingerovu rovnici

Hip = Ev (3.8)

musi byt primérna hodnota energie rovna energii £. To ale snadno dokazeme vynasobe-
nim rovnice 3.8 komplexné sdruzenou vinovou funkei a prointegrovanim pres cely prostor

/wﬁw de = /¢*E¢ de = E/ww de =F (3.9)

étvrty postulat tyto jednotlivé vysledky pro konkrétni veli¢iny ¢i stavy zobecnuje.

5. postulat: Vyvoj kvantové-mechanického stavu se ridi casové zavislou Schrédingerovou
rovnici

Lov .
ih = HY (3.10)

Jak jsme jiz zminili, s poslednim vztahem se v tomto textu jiz nadale nebudeme potkavat.

Postulaty kvantové mechaniky nam poskytuji navod, jak prejit od klasické mechaniky k me-
chanice kvantové. Zacneme s klasickym vyrazem pro urcitou veli¢inu coby funkci soutradnic,
hybnosti a pripadné ¢asu, A(z,p,t). Kazdou dynamickou veli¢inu jsme schopni takto zapsat,
nebot v klasické mechanice poloha a hybnost plné urcuji stav systému. Pak staci jenom , pridat
st¥isky*, tj. nahradit polohu a hybnost jejimi operatory. MéFitelné hodnoty prislusné veli¢iny A
pak ziskame jako vlastni ¢isla operatoru A. Uvedeny postup je dobte vidét napiiklad v oddile
vénovaném momentu hybnosti (viz kapitola 5).

3Stredni hodnota N méfeni je definovéna jako (A) = % va A;, pro velké N.

34



3.2 Kvantova mechanika pro systém o vice ¢asticich

Doposud jsme se zabyvali (aniz bychom to ¢tenéri zduraznili) pouze jednou ¢astici pohybujici
se ve sméru osy x. Casové nezavisla Schrédingerova rovnice pak méa tvar

Hip = Ev (3.11)
kde 2o
H=——— 12
s TV (@) (3.12)
Zobecnéni na tii dimenze je piimocaré
~ n: [ 0* 0? 0?
H= —— | — 4 - 4+ —_ Vv 3.13
2m <8x2 * 0y? * 822> - (3.13)

Zobecnéni pro vice ¢éastic pak v podobném duchu

A ~ N N R h? h2 h2 B2
H=T\+T+T5+ ... +Ty+V =— Ay — Ay — Az — ... — Ay +V (3.14)
2m1 ng 2m3 2mN
kde A je tzv. Laplaceiv operéator definovany jako
52 52 92
Al=—+=—+=— 1
Ox? * oy? " 0z} (8.15)

a kde i oznacuje ¢astici (elektron nebo jadro).

Priklad 9

Zadani: Zapiste Hamiltontv operator pro molekulu H;‘ .

me

Ta
T

TAB
HA HB

Regeni: Ton molekuly vodiku ma tii ¢astice, dvé jadra a elektron. V hamiltonianu tak budou
tfi ¢leny odpovidajici kinetické energii pro kazdou z ¢astic. Potencidlni energie je ddna coulom-
bovskym pritahovanim ¢i odpuzovanim mezi ¢asticemi. Celkové pak dostaneme vyraz

5 h? R? R? 1 < e? e? e? >

H=— Ay — Ag— —
QmA A 2mB B Zme 6+47T€0

ra —rB| [ra—Te| |rB Tl
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4 Neékolik jednoduchych pripadi

V této kapitole se podivame na feSeni Schrodingerovy rovnice pro nékteré jednoduché situace
vedouci k analyticky feSitelnym tloham. Probirané pfipady mohou piisobit ponékud uméle,
ale na druhou stranu diky nim ziskdme zakladni predstavu, jak funguje kvantova mechanika a
k ¢emu ndm miize byt v chemii k uzitku.

4.1 Castice v nekoneéné hluboké potencialové jameé

V prirodnich védéach se velmi casto setkdme se situaci, kdy je pohyb ¢astice omezen v néjakém
prostoru. Tak napiiklad molekula plynu se pohybuje pouze uvniti nadoby, ve které je plyn uza-
vien. Jiny priklad — elektron je diky pritahovani k atomovému jadru omezen ve svém pohybu na
oblast blizkou jadru daného atomu. Tvrzeni ,pohyb Céstice je omezen” znamena, ze potencialni
energie ¢astice mimo vyhrazenou oblast je vyrazné vyssi nez v oblasti povolené.

Priubéh potencialni energie je pro kazdy pripad jiny, ale zakladni predstavu o chovani ¢éstice
v omezeném prostoru ziskdme jiz z modelu ¢astice v nekonecné potencidlové jamé. V tomto
modelu je v intervalu (0,a) potencialni energie V(z) rovna nule, tj. V' = 0, a mimo tento
interval je potenciélni energie nekonecné, tj. V' — oo (viz obrazek 5). Castice je tak uvéznéna
uvniti jamy, tj. v intervalu (0, a), protoze nemize mit nekone¢nou hodnotu energie.

J =0 V=00

Obrazek 5: Nekonecénd potencidlovd jama

Pro vlnovou funkci ¢astice mimo jamu plati

() =0 (4.1)

pro = takové, ze © < 0 a x > L. Vyraz 4.1 je vyjadfenim skutecnosti, Ze Céstice se mimo
potencidlovou jamu nemuze vyskytovat. ReSeni Schrodingerovy rovnice mimo jamu tedy uz
mame, zbyva nam vytesit pohyb Céstice v jamé. Pro tento pripad hledame feSeni Schrodingerovy

rovnice
P i

2m  dax?

= Ey(z) (4.2)

pro x takové, ze x € (0, L).

Hledame tak vinovou funkci, ktera pokud bude dvakrat zderivovina dé sebe samu vyna-
sobenou néjakou konstantou. Takovouto funkei je obecné exponencila e, kde )\ je obecné
komplexni ¢islo, které musime urcit. Po dosazeni do 4.2 ziskdme polynom pro neurcenou kon-

stantu A
2mFE B

=0 (4.3)

VytesSenim této kvadratické rovnice tak ziskdme

A+
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2mE

A= +i = +ik (4.4)
h
¢emuZ odpovidaji dvé linedrné nezavisla feseni, €’** a e~ kde jsme jako k oznacili —VQ;?E

Obecné feseni je dano jako linearni kombinace obou partikularnich feseni (dusledek vyzadova-
ného principu superpozice)

U(z) = Ae'*® 4 Be " (4.5)

kde A a B jsou libovolné (obecné komplexni) konstanty.

Vime, ze vlnova funkce by méla byt spojita a je tedy spojita i ve dvou krajnich bodech
jamy 0 a L. Mimo interval (0, L) je vlnova funkce nulova 4.1 a feSeni 4.5 proto musi spliiovat
nésledujici okrajové podminky

$(0) =0 (4.6)
a
W(L) =0 (47)
Prvni podminku splnime tak, ze polozime A = — B, tj. misto obecné vlnové funkce 4.5 vezmeme
jen funkci ve tvaru
Y(x) = N sin(kz) (4.8)

kde N je normovaci konstanta. Vyuzili jsme pfitom Eulerova vztahu (28.11). Druhou podminku
4.7 splnime tak, Ze polozime
kL =mn, n=1,2,3,... (4.9)

kde n je prirozené ¢islo — kvantové ¢islo. V piipadé n = 0 bychom obdrzeli feSeni ¢(x) = 0,
které nema fyzikalni vyznam, nebot ¢astice by se na intervalu (0, L) viibec nevyskytovala.

To je ale zajimavy vysledek! Energie Castice, jejiz pohyb je omezen, je totiz kvantovana, tj.
muze nabyvat jen diskrétni hodnoty

n — n- = n-,
2ml? SmL2

n=123,... (4.10)

Kvantovani energie pfitom vyplyva z okrajovych podminek 4.6 a 4.7. Podotknéme, Ze volna
¢astice muze mit energii jakoukoliv (viz dodatek 28.3), takze tfeba elektron muzeme v elektro-
magnetickém poli urychlit na libovolnou energii.

Vlnové funkce piislusejici energiim danym vztahem 4.10 jsou

™I

MMﬂ:Nm%TT% n=1,23,... (4.11)

a jsou schematicky ukazany na obrazku 6.*

4CtenaF mize namitnout, Ze takova funkce nema vzdy spojité prvni derivace. To je skutetné mozné pro
nespojity potencial.
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e W
Vo (x) \ﬁ n=2
0 L

Y1 (x)

Obrazek 6: Vinové funkce pro éastici v nekonecné potencidlové jamé pron = 1, 2, 3

Zbyva nam urcit normovaci konstantu N ze vztahu 4.11 z normaliza¢ni podminky

/ | N|? sin? (?) do =1 (4.12)
=0

N = \@ (4.13)

Na ¢tenaii ponechavame ukazat, ze

Céstice v krabici a hra na kytaru

Vlnové funkce pro ¢astice v krabici ndm mohou pfipominat stojaté vinéni kytarové struny.
Neni to piekvapivé, vzdyt Schrodingerovy rovnice neni nic jiného nez lehce upravené
vlnova rovnice. Znamené to, ze napnutd struna kmita pouze tak, jak popisuji stojaté
viny 4.107 Ne tak docela. Pokud natdhneme strunu, obvykle se nam to nepodafi tak,
aby pfesné kopirovala napf. sinusovy tvar viny kmitajici se zakladni frekvenci. Spise ji

natdhneme tak, jak je ukdzano na levé ¢asti obrazku, tedy do tvaru lomené kiivky, kdy
se dvé tsecky sbihaji pravé u prstu.

Kdy7Z se struna uvolni, nezacne kmitat pouze se zékladni frekvenci, ale vibruje se spoustou
soubéznych vibraci, s dvojnasobnou, trojnasobnou, ¢étyinasobnou frekvenci (na obréazku
vpravo). Lomend kiivka predstavuje tzv. vinovy balik, nebot vlnu je mozno rozlozit do
linearni kombinace jednotlivych stojatych vin. Vlna s n = 1 kmita se zakladni frekvenci,
ostatni vlny kmitaji s tzv. vySsimi harmonickymi frekvencemi. Podle toho, jak strunu

presné natahneme, dostaneme riznou piimés vyssich harmonickych frekvenci (hudebnici
mluvi o alikvotech) a tim i riznou tzv. barvu tonu.
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S vlnami popisujici elektrony je to tiplné stejné. Mizeme vytvorit elektron ve stavu, ktery
neni dan nékterym ze stacionarnich stavi. Kazdy takovyto stav je ale mozné vyjadrit jako
kombinaci stacionarnich stavi.

Zamysleme se jesté na chvili nad dosazenymi vysledky. Energie FE, stacionarnich stavi jsou
vétsi nez nula. Stav s energii F,, = 0 neni pro jamu o kone¢né §ifce L mozny, kvantové me-
chanickd ¢astice v omezeném prostoru se tudiz nemuze zastavit. To je v souladu s relacemi
neurcitosti, zastavené Castice by totiz méla nekonecnou neurcitost v poloze. Poloha nasi ¢as-
nulového bodu.

Vyse ziskané vlnové funkce v, (x) pro ¢astici v nekoneéné 1D jamé jsou ortogonélni resp.
ortonormalni (tj. ortogonalni a zarovei normalizované)

/Oa i (2)n(x)de = Oy, (4.14)

kde 0,,, je Kroneckerovo delta. Ortogonalita vinovych funkei by nas neméla prekvapovat, v ka-
pitole 2.3 jsme si uz ukazali, Ze vlastni funkce libovolného hermitovského operatoru by mély byt
ortogonalni — a hamiltonian hermitovskym operdtorem je. VSimnéme si také, ze pocet uzlovych
bodi, tj. boda, kde 1, (x) = 0, je roven n — 1.

Castice v krabici a Fourierovy tfady

Hamiltonian je hermitovsky operator, a tudiz jeho vlastni funkce v, (z) tvorfi aplny soubor
funkci na prislusném Hilbertové prostoru. V tomto pripadé tedy vSechny kvadraticky
integrovatelné funkce s okrajovymi podminkami ¢(0) = 0 a ¢(a) = 0 muZeme zapsat
jako

nmx

f(z) = Z Cp SIn <T> (4.15)

Tato fada ale neptedstavuje nic jiného nez specialni pripad Fourierovy fady, se kterou se
v prirodnich védéch casto setkavame.

Srovnejme si jesté chovani klasické a kvantové ¢éstice v potencidlové jamé. Klasické ¢astice
by mohla mit libovolné nizkou, i nulovou, energii. Nachazela by se se stejnou pravdépodobnosti
v libovolném bodu prostoru. Kvantova ¢astice naproti tomu musi vzdy mit minimalni energii
a pravdépodobnost jejiho vyskytu je nerovnomérna. Muzeme se ptat, kdy uz skutecnou céstici
(ktera je pochopitelné vzdy kvantova) mizeme povazovat za dostatecné klasickou. Z vyrazu
4.10 vidime, ze tomu tak bude napiiklad pro velké hmotnosti ¢astice nebo pro komparativné
malou hodnotu Planckovy konstanty.

Doposud jsme Tesili pouze pohyb ¢astice v jednorozmérné jamé. Rozsifeni na trojrozmérnou
krabici je intuitivni. Zde bude potencialni energie V(z,y,2) = 0 vSude v oblasti 0 < z < L,,
0<y<L,a0<z<0L, kde L,,L,, L, jsou rozméry uvazované jamy. Mimo tuto oblast je
potencidlni energie nekonecné, V — oc.

Schrodingerova rovnice pro tento problém je

h? < o 9* 9P

@ + 8_3/2 + @) w(%y; Z) = Ew<x7yaz) (416)

2m
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a jeji feSeni najdeme pomoci metody separace proménnych (viz kapitola 6.1). Vlnova funkce
castice v 3D jameé je pak

8 xT . . z
Uy, (2,9, 2) = msin (ﬂz x) sin (ﬂzyy> sin (WZ Z) . Mg, My,n, =1,23, ...
cliyliz T z

Y

(4.17)
a ji odpovidajici energie
mh? (n2  n)  n?
Nz, My, Mz - 2m (ﬁ—i_ﬁ—i_ﬁ) 5 nx,ny,nz - 1,2,3,... (418)
T Yy z

Na rozdil od 1D piipadu se zde setkaviame s degenerovanymi energetickymi hladinami.
To znamena, Ze dané energii odpovida nékolik nezavislych vinovych funkeci. Napriklad pro ¢éastici
v krychli (L, = L, = L,) budou stavy s n, = 2,n, = 1,n, = 1 mit stejnou energii jako stavy
ne=1,n,=2n,=1an, =1,n, =1n, =2 Pijde pfitom ale o stavy odlisné.

Pouziti v chemii: Metoda FEMO

Pomoci modelu ¢astice v nekoneéné potencidlové jamé mizeme zformulovat asi nejjedno-
dussi semiempirickou kvantové-chemickou metodu, nékdy oznacovanou zkratkou FEMO
(z angl. Free Electron Molecule Orbital). Ve FEMO metodé predpokladame, ze elektron
se pohybuje volné a nezavisle na ostatnich elektronech v oblasti dané rozméry molekul
(rozmér molekul musime ov8em znat, coz ¢ini z této metody pristup semiempiricky).
Podivejme se na prakticky piiklad, kde pomoci metody FEMO zkusime urcit barvu kya-
ninové barvicky (CHz)oNT=CH—(CH=CH-)3N(CHs),. P¥i absorpci svétla se excituji
nejméné vazané elektrony v molekule, v nasem piipadé to jsou 7w elektrony. Ve sche-
matickém nakresu této slouceniny se pravidelné stiidaji jednoduché a dvojné vazby, ve
skutecnosti jsou vSak vSechny vazby stejné dlouhé, priblizné 140 pm, a elektrony se tak
mohou volné pohybovat po celé délce Tetézce mezi koncovymi atomy dusiku, avsak za
atom dusiku se nedostanou déle nez na vzdalenost jedné vazebné délky. Skuteény po-
tencial, ve kterém se elektrony pohybuji (viz nasledujici obrazek) tak muzeme nahradit
jednorozmérnym modelem pro ¢astici v krabici o rozméru (v pm) L = N -140 + 280,
kde N je pocet vazeb, v nasem piipadé N = 8, a 280 pm pridavame kvili koncovym
skupinam (2-140 pm).

V=0
N-C-C-C-C-C-C-C-N
x=0 x=L
Pro energetické hladiny c¢éstice v krabici plati
h2n?
E,=—— =1,2,3,... 4.1
n 8mL2 ) n ) ) 37 ( 9)

Delokalizované 7 elektrony jsou umistény do jednotlivych energetickych hladin dle Pau-
liho vylucovaciho principu. Nase molekula obsahuje 10 delokalizovanych 7 elektronii,
jednoho elektronu z nejvyssi obsazené energetické hladiny s n; = 5 do nejnizsi neobsazené
energetické hladiny s ny = 6 (viz nésledujici obrazek).
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Vlnova délka svétla, kterd vyvola tento prechod, pak musi byt

hc
A= — 4.20
NG (4.20)
kde
h? 2 2
AE = olP (nj — n?) (4.21)
V naSem piipadé je rozmér potencidlové jamy L = 1400 pm. Pro AFE pak plati
(6,625 - 10734)2 _19
= <11 =3,38-107""J 4.22
8-9,103-1073-(1,4-1079)2 ’ (422)
Odtud po dosazeni ziskdme vinovou délku
h 6,626-1073*-3,0- 108
PR ’ = 5,88-10""m = 588 nm (4.23)

AFE 3,38-10-1

Podle naseho jednoduchého vypoctu by tato molekula méla absorbovat zluté svétlo, jeji
barva by tedy byla ¢ervenofialova (doplikova k zluté). Ve skute¢nosti absorpéni maximum
lezi u 519 nm a barvivo je ¢ervené, nicméné i takto jednoduchy model nam poskytnul
docela dobry odhad.

4.2 Castice v jameé konecné velikosti a pravouhla bariéra

Elektron pohybujici se v atomu ¢i molekule je ve svém pohybu omezen, ale ne absolutné. Pokud
do néj stréime s dosti velkou intenzitou, tak jsme jej schopni od molekuly oddélit, dochéazi
k ionizaci. Model c¢éastice v nekonecné potencidlové jamé tuto skutecnost nedokaze popsat.
Zkusme tedy model malicko vylepsit. Méjme potencial, ktery je nulovy uvniti krabice, tj. pro
0 <z < LjeV(zx) =0, ktery nahle vzroste na hodnotu V5 mimo tento interval, jak je vidét na
nésledujicim obrazku.

Méame ted tii oblasti a pro kazdou z nich miZeme fesit Schrodingerovu rovnici zvIast.
Uvazujme pritom situaci, kdy energie ¢astice je mensi nez ioniza¢ni energie, £ < V4. V oblastech
V(z) = Vj je FeSeni Schrodingerovy rovnice nasledujici

() = Ae"* + Be ¥ prox <0 L Y(z) = A" + B"e™F pro x> L (4.24)

kde k' = /2%(Vo — E) . Hned vidime, ze B’ = A” = 0, jinak by vlnova funkce nebyla kvad-
raticky integrovatelna (pro x — —oo je ¢(x) — 0 a taktéz pro x — —oo je opét ¥(x) — 0).
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V=0
x=0 x=1L

Obrazek 7: Modelovy potencidl pro cdstici v jamé konecné velikosti

Pro ¢astici v jamé je postup TeSeni stejny jako pro pripad ¢astice v nekonecné potencialové
jameé. Uprostied jamy ma tedy vlnova funkce tvar

Y(z) = Ae™*™ 4 Be ik (4.25)

kde A a B jsou opét obecné komplexni konstanty a k = 4/ QH—’Q .

V=",
p=AettBe gy,
w=Aek~ w=Bek>
V=0
x=0 x=1L

Obrazek 8: Modelovy potencidl pro cdstici v jdmé konecné velikosti s Tesenim pro jednotlivé
oblasti pro E <V

Na hranicich jednotlivych oblasti musi byt pritom vlnové funkce spojité a musi mit spojité
prvni derivace. Koeficienty A a B zvolime tak, aby tyto podminky byly splnény. Ziskané spek-
trum energii (£,) je ponékud odlisné od FeSeni pro ¢astici v nekonecné potencialové jameé se
stejnou Sitkou (F2°), konkrétné pro L = 0,4 nm a V) = 14 eV dostavame

n=1 E =14TeV E® =236 ¢V,
n=2 Ey=5T4eV E=943¢V,
n=3 E;=1199eV E =2124¢V.

Povsimnéme si nékolika skuteénosti

e V jamé konecné velikosti se nachézi pouze kone¢ny pocet vazanych stavi.

e Energie pro dany stav je niZsi neZ energie pro nekone¢nou potenciadlovou jamu (pozor,
energie zavisi i na hloubce jamy).

e VInové funkce zasahuje i do oblasti, kterd ma vétsi energii nez mé dané Céstice, tj. exis-
tuje urcita pravdépodobnost, Ze se Céstice vyskytne v oblasti mimo jamu. Mluvime o
kvantové-mechanickém tunelovani.
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Toto pozorovani ale neni piekvapivé. Vinova funkce v jamé konecné velikosti zasahuje i do
klasicky nedovolenych oblasti, jak je patrné na obrazku 9, takze prislusna vinova délka je delsi
nez pro pripad nekonecné jamy a odpovidajici energie nizsi.

N\
N

] 4\

L=0,4nm L=0,4nm

Obrazek 9: Schematicky ndkres vinovyjch funkci pro t¥i vdzané stavy v modelu konecné po-
tencidlové jamy s Vo = 14 eV (ndkres vlevo). Odpovidajici vinové funkce v modelu nekonecné
jamy magi mnohem vyssi energii (ndkres vpravo)

Vsimnéme si navic, ze k vétsi mite tunelovani dochéazi se zvysujici se energii. Kdyz umistime
dvé potencidlové jamy vedle sebe, dostaneme primitivni model chemické vazby. Z obrazku 10
je pak tfeba patrné, pro¢ se na chemické vazbé tucastni predevsim valenéni elektrony. VIinova
funkce silné vazanych elektroni ve vnitfnich slupkich prilis nezasahuje mimo potencialovou
jamu, takze pii priblizeni atomu na vazebnou vzdalenost se vinové funkce viibec neptekryvaji.
Naproti tomu u nejméné vazanych elektronti, jakymi jsou valen¢ni elektrony, vinové funkce
mimo jamu klesaji pomalu a v oblasti mezi jamami maji dostateény prekryv pro vznik chemické
vazby.

PAAS -
A2 RV
e Sva
L ]

X
4

N

Obrazek 10: Prekryv vinovijch funkci pro dvé jamy konecné velikosti

Podivejme se jesté na jiny pripad, kdy ¢astici v kone¢éné potencidlové jamé prevratime (viz
obrazek 11). Takovyto potencial pfedstavuje model napiiklad pro chemickou reakci s bariérou.
Na levé i pravé strané od bariéry budeme mit volnou ¢astici s oscilujici vinovou funkei. Pod
samotnou bariérou bude pak vlnova funkce exponenciilné klesat
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Y(z) = AeF® (4.26)

. - 2m(Vo—E s 2 . < 14 ) ,
kde je opét k' = % Veli¢ina = m ma rozmér délky a obvykle se o ni mluvi
jako o ,,délce tlumeni“. ¢im vice se blizi energie Castice bariére, tim vétsi je pravdépodobnost,

7e Castice bariérou projde.

V=0x=0 x=L V=0

Obrazek 11: Schematicky ndkres potencidlu s bariérou

Porad ale bude existovat moznost, Ze ¢astice s energii mensi nez je vyska bariéry projde
skrze bariéru. Jde opét o projev kvantové-mechanického tunelovani.

Tunelovani v chemii

Priichod ¢astice bariérou patii k nejvyraznéjsim rozdilim kvantové a klasické mechaniky:.
Pomoci tohoto jevu byl naptiklad vysvétlen a rozpad atomovych jader, ve kterém jadro
helia tuneluje ven z atomového jadra. Na zakladé tunelového efektu funguje skenovaci tu-
nelovaci mikroskop, ve kterém se méti proud (tedy pravdépodobnost prichodu elektront),
jehoz intenzita je ddna vzdéalenosti kovového hrotu od vodivého povrchu. Tuto vzdélenost

a morfologii povrchu lze tak zmérit na zakladé rovnice pro délku tlumeni % =4/ Wg_bﬂ)

Pro chemika je zajimavé, Ze tunelovani ovliviiuje rychlost chemickych reakci. Dobfe vidét
to bude napiiklad pii reakcich, v nichz vystupuji lehké c¢astice. Dobrym prikladem je
tfeba vymeéna protonu pfi reakci alkoholu s alkoholatem

RlO_ T RQOH — R10H I RQO_

Tunelovaci mechanismus této reakce experimentalné snadno odhalime nahrazenim atomu
vodiku za jeho tézs$i analog, deuterium. Rychlost reakce by méla vyrazné poklesnout,
nebot deuterium je dvakrat tézsi a tudiz klasictéjsi. Podotknéme jesté, Zze pii dostatecné
nizkych teplotach se tunelovani miuze silné projevit i u podstatné tézsich ¢astic nez je
vodik, napiiklad u uhliku (t¥eba pfi reakci uzavirani kruhu tripletnich 1,3-biradikalu, viz
W. T. Borden, WIREs Comput Mol Sci., 6, 20 (2016)).

4.3 Harmonicky oscilator

Linearni harmonicky oscilator (LHO) je model popisujici ¢astici na pruzince (pokud tu pruzinku
nenatahujeme piilis). Fyzikové maji LHO ve veliké oblibé, protoze se s nim jednak dobfe pracuje
a za druhé predstavuje zakladni model pro feSeni nejriznéjsich problémi, tepelnymi kapacitami
pevnych latek poc¢inaje a elektromagnetickym polem koncée. Harmonicky oscilator maji v tcté
i chemikové, mimo jiné proto, Zze pomoci néj popisuji vibrace molekul.
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Potencialni energie harmonického oscilatoru odpovida prvnim ¢lentim Taylorova rozvoje
obecného potencialu V(x) v okoli minima x = zg

V(z) = V(xe) + <%>m:wo (z — x0) + % (%)x:xo (x —20)* + ... (4.27)

Tento model se ¢asto pouziva pro popis vibraci viceatomovych molekul (vibrace mizeme popi-
sovat s vyuZitim tzv. norméalnich soufadnic pomoci systému nezavislych LHO, viz kapitola 14.2).
Musime si byt ale védomi jistych omezeni tohoto modelu. Skuteéna potencialni energie mole-
kuly (a nebo pruzinky) ma tvar, jaky je vidét na obrazku 12, molekuly se zkratka v jisté chvili
roztrhnou. To model LHO nezahrnuje. Pro malé vychylky je to ale model obvykle piijatelny.
Prvni derivace potencidlu je v minimu rovna nule, navic zvolime-li vhodnou referen¢ni hla-
dinu, naptiklad ode¢tenim hodnoty V'(zg), vztah 4.27 se zjednodusi do tvaru
1 [/d*V
V(z) = 5 <@>z:xo (z — x0)? (4.28)

ktery odpovidé potencidlu LHO. Druhou derivaci potencialu oznac¢ujeme jako silovou konstantu
k.

Ptipomenme si nejdiive klasické pohybové rovnice pro harmonicky oscilator. Pohybovou
rovnici popisujici pohyb ¢astice je pak druhy Newtoniv zakon

d?z
Obecnym feSenim této diferencialni rovnice je
x = Acos(wt) + Bsin(wt) (4.30)

kde A a B jsou konstanty, které se ur¢i z poc¢ateéni podminky a w je tthlova frekvence oscilatoru

k
w=21r=4]— (4.31)
m

a potencialni energii harmonického oscilatoru miizeme pak prepsat jako
1
V(z) = —mw?a? (4.32)

Ukazeme si nyni kvantové feSeni. Vyjdeme ze Schrodingerovy rovnice, kde za potencialni
energii systému dosadime potencialni energii LHO

R a1,
——— 4 —mwz® | Y(z) = EY(x) (4.33)
x
Rovnici 4.33 matematici dokazi snadno tesit, byt je feSeni lehce otravné. Strucné, jak by se

postupovalo. Schrodingerova rovnice pro LHO 4.33 je diferencialni rovnici s nelinearnimi koefi-
cienty u nulté derivace. Tento typ rovnice se Tesi tak, zZe nejprve rovnici upravime do tvaru

d2 I'mE 2,2
(@) (’; —”%—‘jgﬂ) Y(z) =0 (4.34)

Rovnice ve tvaru 4.34 se dale Tesi zavedenim bezrozmérnych proménnych

¢ = %x (4.35)
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V(R)

R, R
Obrazek 12: Skutecnd potencidlni energie dvouatomové molekuly (plnd édra) a model LHO
(pFeruSovand cdra). Rovnovdznd vzddlenost R. odpovidd minimu na kiivce potencidlni ener-

gie, (R) je vibracné zprimérovand vzddlenost. Pro harmonické systémy je (R.) priblizné
stejné jako (R)

a= % (4.36)
) A= 2B 4.37
= (4.37)
Rovnice 4.34 tak nabude tvar
d2
2 a-eue -0 (438)

Pri feSeni se dale postupuje tak, ze nejprve hledame asymptotické feseni vinové funkce 1 pro
& — £00, kdy v rovnici 4.38 ¢len s A zanedbavame. Vysledkem je asymptotické feSeni ve tvaru

Y(E) = Ae™ T + Be¥ (4.39)
kde A a B jsou libovolné konstanty. Pro B # 0 ve vyrazu 4.39 vlnova funkce diverguje a nelze
ji normovat, proto se vinova funkce 1 (£) asymptoticky chova jako funkce

52

P(§) = Ae 2 (4.40)
a tak muzeme reSeni rovnice 4.38 hledat ve tvaru
_£
() =v(§)e 2 (4.41)

kde v(&) je zatim neur¢end funkce. Dosadime-li predpokladané teseni 4.41 do rovnice 4.38,

dostaneme po malé upraveé diferencialni rovnici
d%v dv

— +

— —2

T A=1)v=0 (4.42)

Diferenciélni rovnice 4.42 se teSi pomoci rozvoje hledané funkce v mocninou fadu, kde na-

konec dojdeme k rekurentnimu vztahu mezi koeficienty fady. Aby funkce v(§) pro & — +oo
nedivergovala, musi dosud neurcité A\ splihovat podminku

A=2n+1, n=0,1,2,... (4.43)
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S pfihlédnutim ke vztahu 4.37 dostaneme pro energie stacionarnich stavu

2

1
En:hw(n—i——), n=0,1,2,... (4.44)

Vidime, ze kvantovani energii je opét dano okrajovymi podminkami kladenymi na uvazovany
systém. Z rovnice 4.44 také plyne, Zze kdyz za n dosadime n = 0, neboli poc¢itame energii
nulové hladiny LHO, dostaneme

Ey=5 (4.45)

Energie zakladniho stavu je, podobné jako v pripadé ¢astice v nekoneéné potencialové jame,
nenulova. To je podstatny rozdil oproti klasické fyzice, kde ¢astice mize mit nulovou energii
v minimu potencialni energie V(x).

Nenulovost energie tizce souvisi s relacemi neurcitosti. Energie 4.45 je nékdy oznacovana
jako energie nulovych kmitt a Ize ji napiiklad ovérit v piipadé kmitt krystalové miizky, kde na
rozdil od klasické fyziky vlivem nenulovosti kmiti nevymizi rozmazani difrakéniho obrazce ani
pri snizovani teploty k absolutni nule 7" — 0.

Provedeme-li zpétné dosazeni vSech pouzitych substituci a provedeme-li normalizaci vinové
funkce, ziskdme vinové funkce LHO ve tvaru

11 as?
@@):(%) T¢I, =012, (4.46)

kde funkce H, () je funkce v(§) ze vztahu 4.41 a nazyvame je Hermitovy polynomy

H, () = <—1>"e€2§—; e (4.47)

Priklad 10

Zadani: Molekula HCI silné absorbuje v infradervené oblasti spektra u 2991 cm™'. Spoététe
silovou konstantu k pro tuto molekulu.

Regeni: V molekule HCl kmitaji oba atomy, amplituda kmitani pro atomy ale neni stejn,
protoze maji rozdilné hmotnosti. MtzZeme si ale pfedstavit, Ze kmita jen jedna Céstice, které
prisoudime redukovanou hmotnost p (viz nasledujici obrazek, blizsi vysvétleni v kapitole 6).

T T-
4—1 2 mim,
ml m2 r 'u' h m1 + mz
teziste teziste

Redukované hmotnost je tedy

mygmer 1,008 34,969
my +me; 1,008 + 34,969

=0,979 g-mol~!

MiuZzeme si vSimnout, Ze je témér rovna hmotnosti vodikul!
Vime, Ze v piiblizeni harmonického oscilatoru plati pro thlovou frekvenci kmitani

k
W =2V = 4| —
n
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Pti absorpci v infracervené oblasti dochazi k excitaci ze zakladni vibra¢ni hladiny do vyssi. Pro
frekvenci absorbovaného fotonu plati

v=cr=3-108-2991-10% = 8,97-10'3 Hz
Pro k pak plati

k= (2mv)%p = (27 -8,97-10'%)2.0,9796 - 1,66 - 10727 = 516 N-m !

Elektromagnetické pole jako soustava harmonickych oscilatori

Klasicka energie nesena vinou je
_ L (o B i () + B8 cog?
E = 1 eoE§ sin®(wt) + — cos®(wt) (4.48)
Ho

kde Ej je amplituda intenzity elektrického pole, By je amplituda magnetické indukce a w
je frekvence. Prvni ¢len odpovida energii elektrického pole, druhy energii magnetického
pole. Obé tyto ¢asti nesou v priméru stejnou energii, jen si ji mezi sebou prelévaji. Prvni
¢ast si ozna¢me jako funkei g(t)

q(t) =4/ %Eg sin?(wt) (4.49)
p(t) =4/ 2—‘;03(2) cos?(wt) (4.50)

Aby si byly obé ¢asti rovny (a energie se tak zachovavala) musi platit
B
Ho

a druhou ¢ast jako funkei p(t)

eoEg = (4.51)

Funkei p(t) tak muzeme piepsat jako

p() = 1/ gEo cos?(wt) (4.52)

Hned vidime, Ze celkovou energii mizeme napsat jako

E= % (p* + w?q) (4.53)

coz je ale vyraz pro energii klasického harmonického oscilatoru ¢astice o hmotnosti m = 1.
Elektromagnetické pole tak muzeme vidét jako harmonicky oscilator. Muzeme pritom
aplikovat kvantové-mechanicka pravidla i na tento elektromagneticky oscilator, kdy pro
energii dostaneme

e (s D) o

Vidime ted, Ze energie elektromagnetického pole je kvantovana a Ze u elektromagnetického
pole existuji nulové kmity. Mezi g a p, které odpovidaji elektrickému a magnetickému poli,
plati relace neurcitosti. I vakuum by tam mélo obsahovat nulové elektromagnetické kmity
— a jakkoliv to zni podivné, experimenty jsou s touto predstavou v souladu.
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5 Rotac¢ni pohyb v kvantové mechanice

Rotac¢ni pohyb a s nim souvisejici moment hybnosti na prvni pohled neptisobi jako téma, které
by bylo pro chemika obzvlasté palc¢ivé. Ve skutec¢nosti je ale z kvantové teorie pro chemika
kvantové ¢islo v mikrovlnné spektroskopii — vSechny tyto pojmy jsou spojeny s momentem
hybnosti. Nemtzeme asi predstirat, ze by §lo o téma pro chemika pftili§ zabavné — o to je vSak

V této kapitole se nejprve podivame na pohyb po kruznici, kde pomérné snadno zjistime,
ze rotacni energie a také moment hybnosti jsou kvantovany. Poté se ponotfime do formalnéj-
sich detailti kvantové teorie rotace, celkem dikladné probereme vlastnosti operatori momentu
hybnosti a zjistime, jaké hodnoty tato dulezita veli¢ina miize nabyvat.

5.1 Pohyb castice po kruznici

Podivejme se nejdiive na c¢éstici, ktera se pohybuje po kruznici. Ctenar si mize predstavit
tfeba 7 elektron molekuly benzenu, ktery rotuje v podstaté bez bariér podél uhlikového skeletu.
Energie rota¢niho pohybu je svazana s velikosti hybnosti dané ¢astice p a tim také s momentem
hybnosti. Zvolme si soustavu souradnic zyz a uvazujme pohyb v roviné zy. Pak z-ové slozka
momentu hybnosti je dana jako L, = pr
2 2
ol & (5.1)

2m;  2m;r?

kde m;r?> = I nazyvame momentem setrvac¢nosti. Hmotnost éastice budeme v této kapitole

oznacovat jako m;, aby se nam nepletla s kvantovym ¢islem m, které za chvili zavedeme.
Moment hybnosti mizeme s pomoci de Brogliova vztahu mezi hybnosti a vlnovou délkou
zapsat jako L, = i%. Vinova délka A\ ale nemuze byt libovolné, nebot ¢astice se pohybuje na
kruznici. Po otoceni o tihel 27 musi mit vlnova funkce stejnou hodnotu (viz obrazek 13). To
bude splnéno tehdy, jestlize obvod kruznice bude roven celistvému nasobku vinovych délek

27r = mA (5.2)

pro libovolné m = 0, £1, £2, ... Zjistujeme tak, ze moment hybnosti mize nabyvat jen urcitych
hodnot — je kvantovan

=5 =

a tudiz je kvantované také energie pohybu rotujici ¢astice

L, hm (5.3)

L2 h? 2
E : 1 (5.4)

2m;r2  2m,r?

Ziskali jsme tak rychle dvoji pouceni. Pfedné vidime, ze kvantovany mohou byt i jiné veli¢iny
nez energie — zde napfiklad moment hybnosti. Dale vidime, Ze rotacni energie je kvantovéina,
poznatek zasadni dulezitosti pro nejriznéjsi spektroskopie.
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Obrazek 13: Vinovd délka pro cistici pohybugjici se na kruZnici je takovd, Ze na kruznici se
vejde jeji celociselny nasobek (vlevo). Pokud by vinovd délka cdstice na kruznici nevyhovovala
rovnici 5.2, funkce by byla nespojitd (vpravo)

Priklad 11

Zadani: V benzenu se 6 7 elektronii pohybuje po kruznici o poloméru r = 1,4 A (viz obrazek).
Pouzijme pro tento piipad variantu FEMO, tj. elektrony se po kruhu pohybuji volné a nezavisle
na ostatnich elektronech. Elektronovou konfiguraci mizeme napsat jako 1m2m?. Vypoditejte

v

—H— —H-x
5

Excitace o nejnizsi energii odpovidé prechodu z hladiny s m = 1 na m = 2. Bude tedy platit

h2
AE =Fy— F = 22 12
2 L™ o2 ( )
Zaroven ale plati rezonanéni podminka
hc
AE = —
A

Spojenim téchto rovnice dostaneme

_ 8myr?er?  8-9,109-1077-(1,4-10710)2.3.10% - 72

A= — 9213
3h 3.6,626-10-34 i

Experimentalni hodnota 268 nm, nejsme tedy pfilis daleko od presné hodnoty.
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Ke stejnému vysledku jako v rovnici 5.4 dojdeme (byt trochu komplikovanéji) i pfimym
reSenim Schrédingerovy rovnice. Hamiltonian pro ¢astici na kruznici mtuzeme zapsat jako

. [ 0*  9?
H= 2m, <8m2 * 8y2) (5:5)

pricemz ale musi platit vazné podminka

2+ y* =12 (5.6)

kde r je polomér kruznice. Kartézské soutadnice se pro tento problém moc nehodi a bude

VVVVVV

soufadnicemi vztahy

T =1rCcosd (5.7)
y=rsing (5.8)
protozZe r je vzdéalenost bodu od zvoleného pocatku a ¢ je thel, ktery sviré privodi¢ uvazovaného
bodu s osou z. Transformace operatoru je tiloha sice ponékud zdlouhavé, ale ne zvlast obtizna.

~

Diferencialni operatory v polarnich soutradnicich

Pro vyjadreni operatori v jinych souradnicich si musime pripomenout derivace slozenych
funkei. Napiiklad pro derivaci slozené funkce ¥ (r(z,y), ¢(x,y)) podle = plati

W(r(z,9). 6(x,y)) _ 9 96 99 or

= 5.9
ox 0¢p Oxr  Or Ox (59)
Potiebujeme predevsim vyjadfit ¢len %, ktery ziskdme derivaci rovnic transformacnich
vztahi pro prechod do polarnich soutradnic
0 0 1 i i
% _ 0 (o)=L Yy ¥ rdné_ g gy
or  Ox 7 1+ (%) e x? + y? 7 r

Pak také potifebujeme ziskat vyraz %. Zacneme tim, ze zderivujeme rovnici 5.6 na levé i
pravé strané (na pravé strané derivujeme sloZenou funkci)

or
2x = 2r — 5.11
T =2r o (5.11)
7 toho ale vidime, ze
or «x
e 12
5 = 5 = 08 o (5.12)
Pro operaci derivovani dle z dostaneme
0 sing 0 0
Y _ il - 5.13
Ox r  0¢ Fease or (5.13)
Podobné se da odvodit vztah pro derivaci podle y
0 cos¢ 0 0
= — 4+ sing — 14
dy r 0¢ sing or (5.14)

Pro ucely popisu pohybu po kruznici bude druhy ¢len nulovy, nebot vzdalenost r pova-
zujeme za konstantni, takze druhy ¢len na pravé strané muzeme vynechat.
Nechavame na tvaze Ctenari, zda si zkusi dokazat, ze

o? 0? 1 0?

e + ay2 = ﬁang (515)
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Vysledna Schrodingerova rovnice v polarnich soufadnicich mé jednoduchy tvar

0*v 2IF
—=—Y (5.16)
02 72
ktery je identicky s tvarem Schrédingerovy rovnice pro ¢astici v jednorozmérné potencidlové
jameé (viz rovnice 4.2), az na dva detaily. Hmotnost m je nahrazena momentem setrvacnosti /.

A okrajové podminky zde nabyvaji tvar

U(p + 21) = U(o) (5.17)

ktery vychézi z vyse diskutovaného argumentu o jednoznac¢né definovanosti vlnové funkce. Re-
Seni Schrodingerovy rovnice je dano jako

U(p) = —z=e"? (5.18)
kde m = i—vQEIE. Podminka 5.17 vede k podmince pro m ve tvaru

e =1, (5.19)

z ¢ehoz vychazi jiz zminéna podminka pro kvantové ¢islo m = 0, +1, £2, ... Snadno pak ziskame
i vyrazy pro kvantovanou hodnotu energie 5.4 a momentu hybnosti 5.3.

5.2 Rotace ¢astice ve trech rozmérech

Na prikladu ¢éastice rotujici po kruznici jsme celkem rychle vidéli, Ze rota¢ni energie i moment

Vv eiNv s

Ptitom pro chemika je to diilezita tloha — tfeba elektron v atomu vodiku je toho prikladem.

Klasickd mechanika nas opét uci, Ze energie ¢astice rotujici v trojrozmérném prostoru je opét

spojené s velikosti vektoru momentu hybnosti
_Lp
Comr?

(5.20)

Pokud tedy budeme schopni vypocitat energii rotujici ¢astice, ziskdme tak i mozné hod-
noty momentu hybnosti a naopak, z hodnot momentu hybnosti ziskAme mozné rotac¢ni energie.
Vydéame se ted druhou cestou a budeme se snazit ziskat mozné hodnoty momentu hybnosti.
5.2.1 Operator momentu hybnosti
P1i odvozeni kvantové mechanického operdtoru momentu hybnosti vyjdeme z toho, Ze moment
hybnosti L je vyjadfen pomoci pozice r a hybnosti p

L=rxp (5.21)

pro které zname piislugné operatory (viz vztahy 2.8 a 2.7 v kapitole 2, v prislusnych kapitolach
jsme zavedli operatory v 1D, zde dale pracujeme ve 3D)

p=—ihV a F=r (5.22)

Dosazenim operatori 5.22 do defini¢niho vztahu momentu hybnosti 5.21 ziskame operator hyb-
nosti

L=—ili(rxV) (5.23)
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Pro jeho slozky plyne z definice vektorového sou¢inu

> . 0 0
L, = gp. — zp, = —ih (yg - Za—y) (5.24)
> e 0 0
L, = zp, — &p, = —ih (z% - x£> (5.25)
> o 0 0

Podobné jako pro pohyb ¢astice na kruznici, ani pfi pohybu ¢astice na kouli nejsou kartéz-
ské souradnice prilis praktickou volbou. Mizeme ale pouzit sférické soutadnice (r, 6, ¢), kde r
je vzdalenost bodu od zvoleného pocatku, 0 je thel, ktery svira privodi¢ uvazovaného bodu
s osou z a ¢ je uhel, ktery svira pruvodic¢ s osou z. Abychom mohli prejit od kartézského sou-
rfadného systému do sférické souradné soustavy, musime odvodit transformacni rovnice, které
jednoznac¢né urcuji transformaci soutadnic (z,y, z) — (r, 0, ¢). Z geometrickych tvah odvodime
transformad¢ni rovnice

x =rsinfcos ¢ (5.27)
y =rsinfsin ¢ (5.28)
2z =rcosf (5.29)

Obdobné odvodime transformaéni rovnice pro inverzni transformaci (r, 0, ¢) — (z,y, z)

r? = a® +y? 4 22 (5.30)
cosf = = (5.31)

r

oy
tang = = (5.32)

T

Dale nas bude zajimat, jakym zptsobem se zméni operatory momentu hybnosti, kdyz od
kartézskych souradnic prejdeme k soutadnicim sférickym. Protoze ve vyrazech 5.24, 5.25 a 5.26
pro operatory slozek momentu hybnosti vystupuji parcialni derivace, nejprve si tyto derivace
vyjadiime (ndznak navodu muze ¢tenar nalézt v boxu v kapitole 5.1)

r ) or ) ) or
e sin  cos ¢, oy sin 6 sin ¢, 5 = cos (5.33)
00  cosfcosp 00 cosfsing 00  sinf
e T WL e . (5.34)
% _ sing dp  cos¢ @ _0 (5.35)

dx  rsin@ 9y  rsinf 9z
Pomoci vztaht 5.33, 5.34 a 5.35 a pravidlu o derivaci slozené funkce se pri trose praci daji
odvodit vyrazy pro operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych souradnicich

> L. 0 0
L, =ih (sm qb% + cot 0 cos ¢8_¢) (5.36)
L,=ih|— ¢2+ t 0si gbﬁ (5.37)
y =1 cos ¢ + cot f'sin 9 :
N 0
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Z rovnice 5.38 vidime, pro¢ se konvenc¢né pracuje se z-ovou slozkou momentu hybnosti — jeji
vyjadreni ve sférickych souradnicich je totiz nejjednodussi.

Kdyz mame vyjadieny jednotlivé operatory slozek momentu hybnosti ve sférickych sourad-
nicich, neni problém vyjadfit ve sférickych souradnicich i operator kvadratu momentu hybnosti.
Ten je definovan jako

[*=12+ L2+ 12 (5.39)

a ve sférickych souradnicich ma tvar

2 g2 L O (.0 1
L7=-n [sme 90 \""0%5 ) T 57 g ag2 (540)

5.2.2 Komutacni relace operatoru momentu hybnosti

Kvantova mechanika nas uci, ze pouze veli¢iny s komutujicimi operdtory mizeme mérit zaroven.
Je proto uziteéné s nimi zac¢it. Zacnéme s komutatory mezi jednotlivymi slozkami momentu
hybnosti, naptiklad L, a L,. Nejde o obtizny tkol, jenom je tieba jisté icetni obezfetnosti

Loy Lyl = [9D2 = D3, 2P0 — Po?] =

GD22D0 — GPuEDs — 2D, 2Ps + EDyiPs — 2PyID. + Da2P, + ED.0Ps — EPyDLE =

GPaps? — BPyE — 2Bay + P, 2P — DPoiDs + SPuby + EPyP — EPypoE =

Jpe(—ih) + @p,(ih) = ik(@p, — Jp.) = ihL, (5.41)
kde jsme vyuzili komuta¢nich vztahti mezi polohou a hybnosti [Z, p,] = ih. Operatory Z a tieba
Py spolu naopak komutuji, coZ umoznuje posouvat piislusné operatory v soucinu dle potieby.
Cyklickou zaménou dostaneme i komutaé¢ni vztahy pro dalsi slozky.

[L,,L.] =ihLy, [L.,L,)=ihL, (5.42)

Jak se komutacni relace mezi operatory a z nich plynouci souc¢asné méritelné velic¢iny, projevi
u méfeni momentu hybnosti? Z komutac¢nich relaci 5.42 vidime, ze operatory jednotlivych slozek
momentu hybnosti spolu nekomutuji. To znamena, Ze soucasné nemiizeme presné zméfit vic
jak jednu slozku vektoru momentu hybnosti. Odvodme jesté komutacni vztahy mezi ¢tvercem
momentu hybnosti a slozkami momentu hybnosti. Protoze plati (dokazte!)

[A%2, B] = [A, BJA + A[A, B] (5.43)

muzeme napiiklad pro z-ovou slozku momentu hybnosti psat
(L%, L) = (L3 + Ly + L2, L] £ (L3, L] + (L, L] + (L2, L.]

(Lo, L)Ly + Ly[Ly, L) + [Ly, L)Ly + Ly[L,, L) + 0 =
—ihLyL, —ihL, L, +ihL L, +ikL,L, = 0 (5.44)
Uprava oznadend jako a plyne z toho, 7e komutator Je linearn{ v prvnim argumentu. Uprava b
vychézi ze vztahu (5.43) a déle z toho, ze [L%, L,] = 0, protoZe operator komutuje sam se sebou

vzdy. Uprava ¢ je dosazenim z diive odvozenych komutacnich relaci (5.42). Analogicky jako pro
z-ovou slozku muzeme komutacni relace odvodit i pro ostatni slozky

Il
Il

Ile

L% L) = £, L) = [17. 1] = 0] (5.45)

Operatory slozek momentu hybnosti tedy komutuji s operatorem ¢tverce momentu hybnosti
(viz relace 5.45). MuZzeme tedy soucasné zméfit jednu slozku (typicky se voli z-ova) vektoru
momentu hybnosti a ¢tverec velikosti vektoru momentu hybnosti.
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5.2.3 Jaky miiZeme namérit moment hybnosti?

V kapitole 3 jsme uvedli jeden z postulatt kvantové mechaniky, totiz Ze méfenim dané velic¢iny
ziskame vlastni ¢isla prislusna operatoru, ktery zastupuje mérenou veli¢inu. Proto vysledkem
méreni momentu hybnosti budou vlastni ¢isla operatoru momentu hybnosti. Vztah 5.45 nam
fika, Ze soucasné muzeme zméfit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jeho z-ovou slozku.
Protoze vlastni ¢isla operatori jsou urc¢ené rovnici vlastniho problému, zapiSeme si prislusné
vlasti problémy téchto dvou operatori

LYY =¢Y

LY =bY

kde Y je spolecné vlastni funkce operatora L? a L,. Protoze z kapitoly 2.2 vime, ze kdyz dva
operatory komutuji, maji spole¢ny soubor vlastnich funkci, b a ¢ jsou vlastni ¢isla pfislusnych
operatort.

Mozné hodnoty operatoru momentu hybnosti mtizeme hledat dvojim zptisobem. V klasickém
postupu vyjadiime operatory L? a L, ve sférickych soufadnicich a fesime vzniklé diferencialni
rovnice. Tento postup naznacujeme v boxu nize. V dodatku 28.4 ukazujeme alternativni postup
zalozené vyhradné na komutacnich vlastnostech téchto operatori. Vysledkem jsou nasledujici
hodnoty

c=hI(+1)| kde 1=0,1,2,... (5.46)

kde m=0,+1,42,..., = (5.47)

Hledani vlastnich hodnot a vlastnich funkci momentu hybnosti

Ze t11 moznych slozek momentu hybnosti jsme si zvolili slozku z-ovou. Pfislusny operéator
vyjadieny ve sférickych soutfadnicich (rov. 5.38) tady totiz vypada nejpéknéji, pritom ale
ziskana vlastni hodnota musi byt stejna jako pro libovolnou jinou slozku. V§imnéme si, ze
v rovnici 5.38 se vyskytuje pouze tihel ¢, takZe vlastni funkce operatoru L, musi zaviset
pouze na tomto thlu, T(¢). JenZe operator i? pusobi na soufadnice obou uhli, 6 i ¢.
Jeho vlastni funkce musi byt zavisla na obou téchto soufadnicich, Y = Y'(0, ¢). Zaroven
oba operatory musi mit spole¢nou sadu vlastnich funkci. To mtuzeme zajistit pouze tak,
ze budeme predpokladat ono spole¢né feseni ve tvaru

Y =S(0)T (o) (5.48)
nebot pak se funkce S(#) chova vidi operatoru L, jako konstanta.
L)Y = L.ST = SL.T = bST (5.49)
a my tak fesime pouze tlohu
L,T =bT (5.50)

Vlastni problém pro z-tovou slozku momentu hybnosti mtizeme pomoci 5.38 napsat ex-
plicitné

—ih=— =bT (5.51)
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coz je rovnice zrala na Teseni metodou separace proménnych — dobie je to vidét po malé
apravé

.dT

— 7 — =

L4
T h

Integraci rovnice 5.52 ziskame feSeni ve tvaru

de (5.52)

T = Ae'n? (5.53)

kde A je integra¢ni konstanta. S funkci 7' méme ale potiz — neni jednoznac¢né definovana.
Pokud souradnici ¢ oto¢ime o 27, ocitneme se na stejném misté v prostoru, ale hodnota
funkce bude obecné jina! Musime proto dodat omezujici podminku

T(¢ + 27) = T(¢) (5.54)

Dosazenim do 5.53 a 5.54 ziskame

e =1 (5.55)

S pouzitim Eulerova vztahu e = cosx + isinz vidime, Ze rovnici 5.55 splnime jenom
tehdy, kdyz
x=2mm, kde m=0,£1,£2,..., =+l (5.56)

z Cehoz ale okamzité vidime, ze vlastni ¢isla operatoru z-ové slozky momentu hybnosti
jsou
b=nhm, kde m=0,£1,+2, ..., £l (5.57)

Pro vlastni funkce operatoru ¢tverce momentu hybnosti Y (6, ¢) muzeme zapsat

Y(0,6) = 5(0)T(9) = 5(0) 5 ™ (5.58)

Dosazeni sférickych harmonickych funkei 5.58 do vlastntho problému operatoru L2 vede
k diferencidlni rovnici, ktera se fesi pomoci rozvoje do tzv. ortogonalnich polynom,
konkrétné pomoci tzv. pridruzenych Legendrovych polynomi Sllml(cos 0), tj.

S(6) = S™ cos (5.59)
Vyslednou sférickou harmonickou funkei ¥;™ tak miizeme zapsat ve tvaru
Y0, ¢) = Ny 5™ cosfe™® (5.60)

kde Ny, je normovaci faktor

N \/(z — |m|)!(2 + 1) a0
4 (l + |m|)!

Funkce Y, (6, ¢) jsou obecné komplexni funkce, jedna se o 3D funkce v komplexni roviné.
Proto nezobrazujeme piimo sférické harmonické funkce, ale jejich linearni kombinace.
Grafy nékolika téchto funkci naleznete na obrazku 14 (viz také box v kapitole 7.2). Zob-
razené grafy vam nejspiSe budou pripadat povédomé — vzdyt to jsou prece obrazky orbi-
tali! Vskutku je tomu tak — grafické znazornéni riznych orbitalt totiz popisuje elektrony
s riznymi hodnotami momentu hybnosti. Vice uvidime v kapitole 7.2.
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Obrazek 14: Grafy sférickijch harmonickych funkci ve sférickijch souradnicich pro vybrand

kvantovd ¢&isla | a m

Hlavnim poucenim z této kapitoly je, métitelné hodnoty momentu hybnosti nemohou byt
libovolné, ale nabyvaji urcitych diskrétnich hodnot. Rikame, ze moment hybnosti je kvantovan.
Kromé kvantovani energie (ktera souvisi s kvadratem momentu hybnosti) je zde ale také kvan-
tovana mozna orientace rotace. Mluvime o tzv. prostorovém kvantovani. Vhodnou grafickou
ilustraci prostorového kvantovani a komutacnich vlastnosti je tzv. vektorovy model momentu

hybnosti (obrazek 15).

e

IL| = A/I({ + 1)

v

Obrazek 15: Vektorovy model momentu hybnosti. ProtoZe jednotlivé slozky vektoru momentu
hybnosti spolu nekomutuji, nemizZeme soucasné zméfit vice nez jednu slozku, konvencné se
voli z-ovd slozka. Ostatni sloZky, x-ovd a y-ovd, jsou tudiZ neurcéené, coZ se zndzornuje pomoct
rotacéniho kuZele. Velikost |L| vektoru momentu hybnosti je soucasné méritelnd spolu s jednou
sloZkou. To znamend, Ze o vektoru momentu hybnosti z méreni dostaneme udaje o velikosti

a prumétu do z-ové osy

5.2.4 Energie rotujici Castice

Pokud zname velikost momentu hybnosti, miizeme pomoci vztahu 5.20 ziskat i hodnotu energie,

konkrétné vidime, ze

Elm —

_ L
21

_l(l+1)h

2

21

=1(l+1)

2

2m,;r2

(5.62)

Energie pritom zavisi jenom na kvantovém ¢isle [, ale ur¢itému kvantovému ¢islu [ prislusi 271+ 1
hodnot kvantovych ¢isel m. Jinymi slovy, hladina o uré¢ité energii je (21 + 1)krat degenerovana.
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Priklad 12

Zadani: V molekule fullerenu Cgy se pohybuje 60 7 elektront na povrchu koule o poloméru

vy

je prvni pik pozorovan u 404 nm.

Reseni: Elektronové hladiny spolu s jejich obsazenim dle Pauliho principu jsou znézornény na
nésledujicim obrazku.

=5
/=

4
[ =

+ + + + + + + + +
—H——H- —H- - —H e

Zaplnény jsou vSechny slupky az do [ = 5, kterd ale neni zcela zaplnéna. Uvazujme obecny
prechod z hladiny /; do hladiny /5. Potom bude platit

AE=Fy B = lt1) b1 =
= L, ll_2mir222 1 (1 DY
kde jsme jako jiz mnohokrat pouzili rezonanéni podminku. A potom mtzeme vyjadfit jako
\ = 2m;r2he 1
N h? lo (l2—|—1) —ll(ll—i-l)

Nejnizsi energii ziskdAme pii pfechodu ze zcela zaplnéné hladiny s [y = 4 do hladiny s l; = 5, mozné
jsou ale i vyssi prechody. VSechny tyto energie v zésadé odpovidaji experimentalné méfenym
datam (viz D. W. Ball, J. Chem. Educ., 71, 463 (1994)).

experiment [nm] teoretickd hodnota prechod mezi kvantovymi &isly [

404 398 l=4—1=5
328 332 l=5—=>1=6
256 249 l=7—1=8
211 nepfirazeno nepfirazeno
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6 Pohyb dvou castic

Do této chvile jsme se zabyvali pouze pohybem jedné ¢astice v jednom rozméru. Tusime pritom,
ze popis pohybu dvou a vice ¢astic bude o néco slozitéjsi. Pokud nas ale zajimaji jen dvé ¢astice,
zustane vSe pomérné jednoduché. Uz z klasické mechaniky totiz vime, zZe pohyb dvou ¢astic

Yo

YV

Resenf problému dvou ¢astic je v chemii velmi duilezité. Budeme ho potfebovat pii hledéni
energetickych stavi rotujici ¢i vibrujici molekuly nebo pfi popisu atomi vodikového typu.

6.1 Metoda separace proménnych

Uvazujme pohyb dvou ¢astic podél osy z, pricemz predpokladame, Ze ¢astice na sebe neptsobi.
Hamiltonidn pak muzeme zapsat jako soucet hamiltoniant popisujicich jednotlivé céstice

H = H, + H, (6.1)

kde H, zavisi pouze na souradnici prvni ¢astice z; a Hy pouze na soufadnici druhé castice .
Schrodingerova rovnice pak bude vypadat nasledovné

(ﬁl + ﬁ2)¢($1, T2) = Ep(x1, 72) (6.2)

Vlnovou funkei pro dvé c¢astice budeme hledat ve tvaru sou¢inu vlnovych funkei popisujicich
nezavislé castice

Y(x1, v2) = P1(21)Ya(2) (6.3)

Takovémuto zapisu fikdme separace proménnych. NejspiSe je zfejmé, pro¢ hleddme TeSeni
v tomto tvaru. VIinova funkce je spojena s pravdépodobnosti vyskytu elektronu. Ctverec vlnové
funkce udava pravdépodobnost, Ze se ¢astice 1 nachazi v poloze x, a zaroven se ¢astice 2 nachéazi
v poloze 5.

P(1,2) = [(z1,2) [
= |¢1($1)|2|¢2($2)’2 =
= P(1)P(2) (6.4)

Vidime, ze tato pravdépodobnost je rovna pravdépodobnosti, Ze se ¢astice 1 nachézi v poloze
x1 nezavisle na poloze Castice 2, nasobena pravdépodobnosti nalezeni ¢astice 2 v bodé xy bez
ohledu na polohu ¢astice 1. Jinymi slovy predpokladame, Ze nalezeni obou ¢astic jsou nezavislé
jevy. To je predpoklad rozumny, nebot obé ¢astice na sebe silové nepusobi.

Prepisme Schrédingerovu rovnici pomoci vlnové funkce v separovaném tvaru

Hyty (21)(22) + Hoty (1) (72) = By (z1)1)2(@2) (6.5)

Hamiltonidn prvni ¢astice H; ptsobi pouze na prvni ¢astici. Vlnovou funkei druhé c¢éstice
tedy muzeme brat z pohledu ptisobeni H; jako konstantu. Po vydéleni 115 upravime Schro-
dingerovu rovnici do nasledujiciho tvaru

Hypy(z1)  Hytby(zo)
(1) Vo(r2)

—E (6.6)
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Prvni ze s¢itanct na levé strané rovnice 6.6 je funkei pouze souradnice z1, druhy pak pouze
soufadnice . Soucet obou ¢leni musi byt pritom konstantni pro kazdou kombinaci x; a xs.
To obecné je mozno splnit tak, Zze oba dva sc¢itance jsou rovny konstantam, které si oznacime
jako E a Fs

ﬁﬂbl(%) = E1 (1) (6.7)
Hotpo(2) = Bathy(s) (6.8)
pricemz

Schrédingerova rovnice pro dvé proménné se nam tak rozpadla na dvé Schrodingerovy
,rovnicky“ o jedné proménné. Misto jedné slozité tlohy tak vyfesime dvé tlohy jednoduché.
Energie pohybu obou ¢astic dohromady je dana souctem energii jednotlivych céastic a vinova
funkce pro dvé ¢astice je dana soucCinem dvou jednocasticovych vlnovych funkci. Nase tvahy
muzeme snadno rozsitit na situaci, kdy se

e jedna Castice pohybuje ve dvou rozmérech (a pohyb ve dvou rozmérech neni svazan)

U(x,y) = Pi(x)a(y) (6.10)

e dvé nezavislé castice pohybuji ve tfech rozmérech

w(xl, Y1, 21, T2, Y2, 22) = %(3‘317 Y1, Zl)%(@; Y2, 22) (6~11)

e N castic pohybuje ve tfech rozmérech
N
w(xlv Y1, 215 - Tiy Yiy Ziy -y TN YN ZN) = H %(%a Yis Z’L) (612)
i=1

Transformace mnohacésticové (mnohadimenzionélni) Schrédingerovy rovnice na fadu jed-
nocasticovych Schrodingerovych rovnic patii k zakladnim postuptim kvantové teorie molekul.
V pripadé pohybu nezavislych ¢astic neprovadime zadné ptiblizeni. Technika separace promén-
nych se ale pouziva i v pripadech, kdy pohyb ¢astic striktné nezéavisly neni.

Priklad 13

Zadani: Naleznéte energie Castice v nekonecné jamé o dvou rozmeérech L, a L,. Uvniti jamy je
V=0.

ReSeni: Hamiltonian ma tvar

A K2 92 h2 92

H-_* Y _* 9

2m 0x2  2m Oy?

——

H s
kde reSeni rovnic

Hiyy = E1n
Hotby = Fathy

zname 4.10 a 4.11. S vyuzitim 6.3 a 6.9
272 2 2
mh* [ n n
En%ny = :5 + g
2m \ Lz L
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a prislusna vlnova funkce je pak

b= 2 “in (nxmc) “in (nyﬂy>
LxLy Lx Ly

kde n, a ny jsou kvantova ¢isla analogickd kvantovému ¢islu n pro ¢astici v nekonecné jameé.

6.2 Pohyb svazanych c¢astic a radiadlni Schrodingerova rovnice

Podivejme se nyni na pohyb dvou ¢astic, které na sebe silové ptisobi, napiiklad proton a elek-
tron. Potencialni energie je funkci souradnic obou ¢éstic. Protoze na sebe ¢éstice silové ptisobi,
nemiuzeme nyni bezmyslenkovité pouzit metodu separace proménnych jako v predchozim od-
stavci. Po urcitém tsili se nam to vSak pfesto podafi. Klicem bude transformace souiadnic.

6.2.1 Oddéleni pohybu tézisté

Pouzijeme-li kartézské souradnice, potfebujeme dohromady tii souradnice pro Céstici 1 a tii
soutadnice pro ¢astici 2. Energetické ptisobeni mezi ¢asticemi ale zavisi pouze na relativni poloze
obou ¢astic. Proto si misto soufadnic (x1, ¥y, 21, %2, Yo, 22) vychazejicich z pocatku soustavy
soufadnic zavedeme relativni soufadnice (z,y, 2)

r =T — X1

Y=Y2— % (6.13)
Z =29 — 21

¢i ve vektorovém zapisu
r=ryo—1r; (6.14)

Potencialni energie jiz neni funkei Sesti souradnic kartézskych, ale pouze tif soutfadnic rela-
tivnich.

Zbavili jsme se tak kartézskych soufadnic jednotlivych ¢astic pti popisu potencialni energie.
Ted se ale musime vyporadat jesté s energii kinetickou. Kromé relativnich soufadnic r zavedeme
jesté souradnice tézisté R

R = Ty + maly (6.15)
my + mo

Yvoew

Pohyb obou ¢astic pak miizeme vyjadrit pomoci pohybu tézisté a relativniho pohybu obou
Castic, viz obrazek 16.

ry

Obrazek 16: llustrace transformace soutadnic
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vvorv

relativni polohy r

n=R+——2 (6.16)
mi + Mo
my
rr=R-—— 6.17
2 my + Mo ( )
Kineticka energie systému dvou ¢astic je v klasické fyzice definovana jako
1 dI‘l 2 1 dI‘2 2
T— = -1 - —_= 6.18
le(dt) +2m2(dt (6.18)
Pomoci vztaht 6.16 a 6.17 si mtzeme vztah pro kinetickou energii upravit na
1. (dR\® 1 [dr\”
T=-M|— —u| = 6.19
> <dt) +2“<dt) (6.19)
kde M = my + my je celkova a p redukovana hmotnost definované jako
mi1me
= 6.20
T (6.20)
Vztah 6.19 pro kinetickou energii miizeme prepsat pomoci hybnosti
pr® | |p:|®
T = 6.21
2M + 20 ( )

kde jsme si zavedli vektory hybnosti spojené s pohybem molekuly jako celku (pr) a s relativnim
pohybem obou ¢astic (py).

6.2.2 Schrodingerova rovnice pro ¢astice s centralnim potencidlem

Uvazujme nyni, ze potencialni energie je pouze funkei vzdélenosti obou ¢astic (mluvime o tzv.
centralnim potencialu). Jinymi slovy uvazujme, Ze nezélezi na orientaci ¢astic

Ve = V(r) (6.22)

Celkovou energii je pak mozné zapsat jako soucet Cleni zavisejicich pouze na souradnicich

Yvoev

do kvantové mechaniky dostaneme pro hamiltonian

ki

2M  2p

Prvni ¢len popisuje translaéni kinetickou energii. Naopak druhy a tfeti ¢len zaviseji pouze

na vzdalenosti obou c¢éstic. Ziskali jsme hamiltonian, ktery ndm umozihuje provést separaci

proménnych, tj. vlnovou funkei nyni muzeme rozdélit na ¢ast popisujici translaci (¢1.(R)) a na
¢ast popisujici relativni pohyb (¢ (r))

+ Vi (6.23)

1/] = 2[}tr(]gf)l/}int (I‘) (624)

Schrodingerova rovnice se tak rozpadne na rovnice dvé

Pt (R) = Eytbu(R) (6.25)
(% + ‘A/I'> wint(r) = Eintwint(r) (626)
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a stejné tak energii muzeme rozdélit na prispévky energie transla¢ni a vnitini (relativni)
E = E,. + Fy. Translacni pohyb prozatim ponechme stranou a podivejme se na Schrodin-
gerovu rovnici popisujici relativni pohyb dvou ¢astic. Za¢néme zapisem hamiltonianu v kartéz-
skych souradnicich

2 2 2 2 2
=Py —hA+f/ h (a_ 8—+a—)+ffr (6.27)
241 244 2,u ox?  Oy? 022
kde z, y a z jsou kartézské slozky relativnich soutradnic. Pokud mame v imyslu zabyvat se
pohybem v centralnim poli, neni kartézsky souradnicovy systém prili§ vhodny. Centralni pole se
vyznacuje sféricky symetrickym potencialem, proto je pfirozené piejit ke sférickym souradnicim.

Laplacian ve sférickych souradnicich ma tvar

02 20 1 02 1 0 1 0? ”? 20 1 .
A=—+-—— oSt + ———— -0 =+ — -7 6.28
or? + ror T2 r2 802 00 + r2sin® @ 0¢?  Or2 + ror  r2h? (6.28)
K zéapisu hamiltonianu ve sférickych souradnicich jsme tedy pouzili operator momentu hybnosti.
Z kapitoly 5 vime, Ze vlastni funkce L? jsou sférické harmonické funkce. Hamiltonian je zapsan
ve tvaru, ktery umozinuje provést separaci proménnych. R
MiuZeme si nyni polozit otazku, zda hamiltonidn komutuje s L?, tj. zda plati

[H,L% =T, L%+ [V,L}] =0 (6.29)

Clen s operatorem kinetické energie se po dosazeni z rovnice 6.28 rozpadne na dva c¢leny

. 0? 20 1 4y
o] | 2 72
[T’L} N [ <8r2+rar)+2ur2L ’L]

B 2 20 ., 1 ) s
= —ﬂ{er;EL} 2u[ L,L] (6.30)

z nichZ prvni ¢len je nulovy, protoZze operator L? nepusobi na 7, a druhy ¢len je nulovy, protoze
L2 komutuje sam se sebou. Podobné budeme postupovat u komutatoru s operatorem potencialni
energie. Potencidlni energie u centralntho pole zavisi pouze na r, zatimco L2 zavisf na o ad,
proto bude i tento komutéator nulovy. Tim jsme dokazali, Ze hamiltonian u systému s centralnim
polem komutuje s L2. Podobné bychom dokazali, Ze

[H,L.] =0 (6.31)

Hamiltoniédn tedy komutuje jak se ¢tvercem operatoru momentu hybnosti, tak s jeho z-ovou
slozkou. To predevsim znamena, Ze pri pohybu dvou ¢astic v centralnim potencialu se zachovava
moment hybnosti i jeho z-tova slozka.’

Tvar hamiltonidnu 6.27 nadm umoznuje zapsat vlnovou funkci v polarnich soutradnicich ve
tvaru soucinu sférické harmonické funkce a néjaké doposud neurcené radialni vinové funkce

¥ = R(r)Y,"(6,¢) (6.32)

5Zakon zachovani momentu hybnosti je pfimym diisledkem toho, Ze potenciilni energie zavisi jen na vzda-
lenosti. Pokud je systém invariantni vici rotaci, plati nutné zdkon zachovani momentu hybnostu a tim padem
plati, ze [H, L*] = [H,L,] = 0.
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Takto definovanou vlnovou funkci nyni dosadime do Schrodingerovy rovnice, kde je hamiltonian
vyjadien podle rovnic 6.27 a 6.28

. (0% 2 1.
H)=——|5z5+- Y0 — —I? m m =
= ER(r)Y,"(0,¢)
Po aplikaci L? a vydéleni Y (0, ¢) dostaneme tzv. radialni Schrédingerovu rovnici
h? (0*°R  20R L(l+1)h?
=22 A = .34
24 (87“2 7‘87") 2412 i+ Vi=ER (6.34)

Rovnice plati pro obecny potencial V', takze se nam tvar 6.34 bude hodit pro atom vodiku
nebo pro popis vibrace dvouatomovych molekul.
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7 Atom vodiku

Nalezeni spektra energii atomu vodiku bylo jednim z prvnich vitézstvi kvantové mechaniky.
Podle klasické fyziky by naboj, ktery se pohybuje se zrychlenim (elektron obihajici proton),
mél vyzarovat elektromagnetické zareni. To vede ke ztraté energie a elektron by nakonec mél
zkolabovat do atomového jadra. Atom vodiku by tak byl nestabilni, s dobou Zivota fadoveé 1 ps.
Stabilitu atomt vysvétluje az kvantova mechanika.

Problém atomu vodiku predstavuje typicky piiklad problému dvou ¢astic s centralnim poten-
cidlem, ktery jsme v obecném pripadé vytesili v minulé kapitole. Pro atom vodiku je potencialni
energie V(1) predstavovana coulombovskym pfitahovanim mezi elektronem a protonem

1 e?
Vir)=— — 7.1
(r) dmeg T (1)
Hamiltonidn mé proto tvar
. h? 1 e
H=——A—- — (7.2)
21 dmeg 1

Jak jsme jiz ukazali, pro centralni problém je vyhodné piejit do sférickych souradnic, ve
kterych ma Schrédingerova rovnice atomu vodiku tvar

h? (1 0y 1 0 o 1 0% 1 2
21 (7"2 or + r2sin @ 00 (Smeae) T T281n206¢2) Ameq r7/1 (0 (7.3)

Namisto redukované hmotnosti budeme dale pouzivat hmotnost elektronu — jelikoz je proton
1836krat tézsi elektronu, nedopustime s velké chyby. VInova funkce atomu vodiku musi mit tvar

U(r,0,¢) = R(r)Y,"(0,9) (7.4)
kde R(r) je radialni ¢ast vinové funkce a Y;™(6, ¢) jsou sférické harmonické funkce, se kterymi
jsme se seznamili v kapitole 5.

7.1 Spektrum energii

Energetické spektrum atomu vodiku ziskdme dosazenim konkrétniho potencidlu do radialni
Schrodingerovy rovnice, viz vztah 6.34.

2 2 2
h <8R 2Q§)+ZU+Dh}{ 1

62
“R=ER (7.5)

B 2me \ Or? r Or 2mer? B dreg T

Resenim radialni rovnice ziskdme hodnoty energie, které zavisi na kvantovém ¢isle n

etme 1

By= e,
32hn2m2ed n?

n=123,... (7.6)

Vidime, Ze energie je zaporna a dostavame tzv. vazané stavy (pro ionizaci atomu ve vazanych
stavech je potieba dodat energii, napiiklad formou elektromagnetického zareni).

~

ReSeni radidlni rovnice

Pro zéjemce nacrtneme zpiisob TeSeni radialni rovnice. Nejprve zavedeme substituci
u = rR(r). Rovnice 7.5 tak prejde na tvar
d®u 2m, [ €? I(1+1)h? 2m.E
= — U

dr? * h? | 4dmegr 2m 12 “= h?

(7.7)
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Abychom rovnici dale zjednodusili, zavedeme nasledujici substituce

2m e? 2m.E
= < b=1(1+1), N=" 7.8
o= (%) =0 b=+ D), i (79
kde predpokladame, ze F < 0. Rovnice 7.7 se déle zjednodusi na tvar (predpokladéame,
ze A > 0)
d*u a b 5
a2t (; - —) u=Nu (79)

Nejprve vyfesime rovnici 7.9 pro pfipad, ze r — 0o, zaméfime se tedy na asymptotické
chovani. Kdyz je r velké, prejde rovnice 7.9 na tvar

d?u
32 = A (7.10)
kde symbolem ~ zdtraziujeme, ze TeSeni je priblizné a plati pouze v limité r — oo.
Regenim této rovnice je

u o~ e (7.11)
Aby u mohla vystupovat jako vlnova funkce, musi spliiovat podminku u — 0 pro r — oo,
protoze jinak by nebylo mozné funkci u normalizovat (nebyla by kvadraticky integrova-
telnd). Proto fyzikalné smysluplnym feSenim je pouze

u~e " (7.12)
Dale budeme predpokladat, ze funkci v muzeme zapsat jako
uw=L(r)e (7.13)

kde L(r) je zatim nezndma funkce v r. Substituci predpokladu 7.13 do rovnice 7.9 dosta-
neme (pozor, funkei v musime derivovat podle pravidla o derivaci sou¢inu funkei)

d’L dL a b
—N— - L= 14
dr? Adr i (r 7"2) 0 (7.14)

Reseni této rovnice budeme hledat ve tvaru mocninného rozvoje
L(r) = Z Cpr™ (7.15)

coz po dosazeni poskytne rovnici

> efln(n—1) =B r" 2 — (2nX —a)r" '} =0 (7.16)

n

Suma v rovnici 7.16 musi byt rovna nule pro v8echny hodnoty r". To bude splnéno jen
kdyz bude platit rekurentni vztah mezi koeficienty

2n\ —a
Chp1= |———| ¢
e nin+1)—b] ™
Pokud mé fada vést k normalizované vinové funkci u, musime pozadovat, aby rfada ptesla

na polynom, tj. aby vSechny koeficienty ¢, od dané hodnoty n byly nulové. To se stane
jen tehdy, kdyz citatel v 7.17 bude pro dané n roven nule

(7.17)

2nA =a (7.18)
Dosazenim vysledku 7.18 do substituce 7.8 dostaneme hodnoty energie
a’h?
= 7.19
8men? ( )
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Zavedeme-li Bohriv atomovy polomér, ktery je dan vztahem

h2

=4 7.20
ag = 4meg e (7.20)
a dosadime-li ho do rovnice 7.6 dostaneme
1 e 1

E,=— — 7.21
4dmeg 2a9 N2 ( )

Po ¢iselném dosazeni )
E, = —13,605—2 eV (7.22)

n

coz je stejny vztah jako energie pro Bohriv atom vodiku.

Vidime, Ze energie atomu vodiku zavisi pouze na jediném kvantovém ¢isle n, které ozna-
¢ujeme jako hlavni kvantové ¢islo. To viibec neni samoziejmé. V radialni rovnici vystupuje
kvantové ¢islo [ a o¢ekavali bychom tak mozna, Ze i na ném bude energie zaviset! Z podminek,
které klademe na vinovou funkci pak vyplyvéa, ze pro dané kvantové ¢islo n, nemutze byt hodnota
vedlejstho kvantového ¢isla [ libovolna, ale je dana jako

1=0,....n—1] (7.23)

Soucasné magnetické kvantové ¢islo m; nabyva hodnot, které jsou dany vlastnostmi momentu
hybnosti

lmy=—1,...,0,...,+] (7.24)

Soubor ti1 kvantovych ¢isel parametrizuje dany kvantovy stav. Pov§imnéme si skutecnosti, ze
pohyb ve 3D prostoru je popsan trojici kvantovych ¢isel, obdobné jako v pfipadé tiirozmérné
potencidlové jamy v kapitole 4.

Energie zékladniho stavu F; neni degenerovéna, protoze je popsana kvantovymi ¢isly n = 1,
Il =m; =0 a jeji ¢iselnad hodnota se rovnd —1 Ry = —13,605eV. Energetickd jednotka Rydberg
(Ry) je definovana jako

etme

Ry = ——= 7.25
YT 3onir2el (7.25)

a spolu s Bohrovym atomovym polomérem tvori pfirozené jednotky pfi popisu svéta atomii.
Vy$8i energetické stavy atomu vodiku E,,, n = 2,3,4,... jsou degenerované — jedné hod-

noté energie prislusi vice hodnot kvantovych ¢isel [ a m. Pro kazdé [ mame celkem 2/+ 1 hodnot
m. Proto pro stupen degenerace hladiny n plati

n—1

gn =Y (21+1)=n’ (7.26)

=0

Energetické hladiny atomu vodiku jsou znazornény na obrazku 17. Muzeme si v§imnout toho,
ze energetické hladiny spektra vodiku nejsou od sebe vzdaleny ekvidistantné, jak tomu bylo
v piipadé harmonického oscilatoru, ale ze vzdalenosti jednotlivych hladin se zmensuji, kdyz se
energie blizi disociacni limité, tj. £, = 0.
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volny elektron 7=

0 s — 6 —() 38 eV
n=5 —-0.54¢eV
n=4 —0.85¢eV
n=3 —151eV
n=2 —34eV

E
n=1 —13.6¢V

Obrazek 17: Energetické hladiny atomu vodiku

O tom, ze je spektrum vodiku slozené z diskrétnich hladin, svéd¢i i spektroskopickéd méreni.
Pric¢inou ¢arovych atomovych spekter je pravé diskrétni charakter energetickych hladin. Aby
doslo k prechodu elektronu mezi hladinami f a ¢, musi dojit k absorpci nebo emisi fotonu
o frekvenci dané rezonan¢ni podminkou

_ By — Eil

. (7.27)

v
Podle toho jaka je hodnota kvantového cisla n, ze které pozorovany ptrechod vychézi, délime
prechody do nékolika sérii, n = 1 odpovidd Lymanové sérii v UV oblasti, n = 2 odpovida

Balmerové sérii ve viditelné oblasti a napt. n = 3 odpovida Paschenové sérii v IR oblasti (viz
obrazek 18)

— n = oo
0 ........................................................................................... n==~6
n=>5
1 n=4
Paschenova série
n=>3
Balmerova série 2
n=2 - £ £ £ E
= = [ [ 7o)
Sq 0 © o ~
Sen=2 & n=4 &nz38% n=6 n=5 n=4%
o Im Iﬂw ]
Ao ~
Lymanova série Lyt Balmer Paschen
n=1

Obrazek 18: FElektronové prechody v atomu vodiku. Na obrdzku vlevo jsou zndzornény jed-
notlivé série, na obrdzku vpravo pak schéma spektra atomu vodiku s jednotlivymi sériemi

Analogicky jako pro atom vodiku bychom vyfesili Schrédingerovu rovnici pro tzv. atomy
vodikového typu, tj. atomy a ionty s jedinym elektronem, jako jsou He™t, Li?* nebo t¥eba U*.

Hamiltonian by byl pouze mirné pozménén
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. R (0% 20 [(1+1)R? 1 Ze?
H=— — 4+ —— — 7.28
2me (87’2 * 7"(97“) * 2mer? dmey T (7.28)
kde Z je protonové ¢islo atomu. Piislusné energetické hladiny pak jsou
1 Z%? 1 Z*meet 1
E,=— € - - 2 (7.29)

drey 2ay n? 8e2h? n?

Exotické atomy

Energetické hladiny dle rovnice 7.29 jsou platné pro jakékoliv dvé castice, které jsou
spolu drzeny coulombovskou interakci. Pokud témito ¢asticemi nejsou elektron a jadro,
mluvime o tzv. exotickych atomech. Piikladem miize byt pozitronium, ¢astice tvorena
elektronem a pozitronem (viz obrazek vlevo).

pozitron ;
My, = Me g

\ elektron : m, elektron m,

antimion m,

v

tron a elektron by spolu mély anihilovat za vyzareni dvou nebo tii fotoni! Pfedtim nez
se tak ale stane, kolem sebe tyto dvé ¢astice mnohokrate obéhnou, jde tedy o metasta-
bilni atom. Podle relativni orientace spini elektronu a pozitronu se pozitronium mize
nachézet ve dvou stavech — singletnim 'Sy (tzv. para forma, p-Ps s dobou Zivota 125 ps)
a tripletnim 3S; (tzv. orto forma s dobou Zivota 142 ns). Energetické hladiny pozitronia
jsou stejné jako pro atom vodiku, rozdil je pouze v tom, zZe nyni opravdu musime pocitat
s redukovanou hmotnosti

Z%uet 1 1
= ———— = —6,8— eV 7.30
8z2h? n? n? © (7.30)
kde p je redukovand hmostnost
MpozMMe Me
=B e _ = 7.31
b e 2 (7.31)

Jak bychom predpokladali, ve vyssich stavech je doba zZivota pozitronia vié¢i anihilaci
delsi, v %S stavu napiiklad 1,2 us. Ackoliv pozitronium Zije jenom kratce, je mozné s
nim vytvorit slouceniny, existuje tak napriklad hydrid pozitronia PsH nebo pozitroniova
analogie kyanovodiku PsCN.

Jinym exotickym atomem je tzv. mionium Mu, ¢astice tvorena elektronem a antimi-
onem, c¢astici asi 200krat tézsi nez elektron. Tento atom zije asi 2,2 us, coz umoziuje
vytvoreni fady slouc¢enin, napiiklad mionidu sodného NaMu nebo chloridu mionia MuCI.
Nechavame na ctenafi ukazat, Ze energetické spektrum atomu muonia se lisi jen velmi
mélo od spektra atomu vodiku. Reakce s atomy mionia jsou velmi vhodné pro studium
kvantovych efektt u chemickych reakei.
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Energetické hladiny atomu vodiku z rovnice 7.29 ve skutecnosti nejsou aplné presné. Korekce
téchto hladin vyplyva z efekti spojenych s teorii relativity a obecné s nasim ponékud zjedno-
dusenym pohledem na interakci mezi nabitymi ¢asticemi. Jak vypadaji energetické hladiny se
zahrnutim riznych korekef je ukdzano na obrazku 19. V pripadé atomu vodiku jsou odchylky od
vztahu 7.29 zajimavym testem kvantové elektrodynamiky, pro chemika vSak zadny prakticky
vyznam nemaji.O relativistickych korekcich se vice dozvime v kapitole 24.

E n
7 3D 3D F=2
— 3 3Py,|3D;, 3P3p 3Ds, o T F=]
3815 3Py, 3S,,,3P,, — F=0
- F=2
2 2P, 2Py —— F=1
k - V 2Sl"2 le
s o ——F=0
250, 2Py 2Py, ——F=1
—F=0
—1 IS 1/2 —
— F=0
Bohrtiv model Jemna struktura Hyperjemna struktura
= zanedbani spinu  dle Diracovy teorie =~ jaderné efekty

~ [-s vazba
relativistické efekty

Obrazek 19: Energetické hladiny atomu vodiku se zahrnutim dosud zndmych korekci. Ener-
getickd osy pro jemnou i hyperjemnou strukturu jsou pro prehlednost zvétseny

7.2 Vlnové funkce pro atom vodiku

Celkova vinové funkce vazanych stavii atomu vodiku je soucinem radialni ¢asti vlnové funkce
a sférickych harmonickych funkci

wnlmz (Tv Qv ¢) - Rnl(T)YEm(‘ga ¢) (732)

atvoripron=1,2,3,...,1=0,...,n—1am; = —I,..., 4+l Gplny ortonormalni systém funkci,
do kterého je mozné rozvinout feSeni bezc¢asové Schrédingerovy rovnice pro vazané stavy.

Z rekurentniho vztahu 7.17 muZzeme dostat i vyjadieni radialni ¢asti vinové funkce R,;(&)
ve tvaru

Ru(€) = Nue 36 L2 (€) (7.33)
kde 5
£=— (7.34)
nag
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a L2T1(€) jsou tzv. pFidruzené Laguerrovy polynomy. Normalizaéni konstanta je rovna

n+l
2\* (n—1-1)!
an =
nag) 2n((n+1)!)3
Pro atomy vodikového typu ziskame opét stejné funkce, pouze parametr £ je nyni definovan
jako

1
2

(7.35)

g 22T (7.36)

nag

Nékteré radialni funkce pro atomy vodikového typu jsou uvedeny v tabulce 2. Funkce jsou
zobrazeny na obréazku 20.

Tabulka 2: Radidlng funkce pro atomy vodikového typu pro riznd n al

n 1 Ry(r)
% —Zr
1 0 é) e a0
ao
1 (2
2 0 7§<%

[\
—_
S
=
Ve ~ N——
SN
N——
/N
[\~
SN
N———
[
ol |
S|y

_ 2Zr 27212 gfr
(1 320 T 270 )e 0
3
2

w
[—
N
S
/N
SN
N——
/
o
Olﬁ
N——
/N
—_
oo
SN
N——
@)
W
)
o

3 2 —Zr
22 (Z\2 [ zr =
3 2 25 (2) (&) e

Pravdépodobnost nalezeni elektronu v objemovém elementu kolem bodu r je rovna
Ap(r,0,8) = [Yoim (7, 0, 6) 212y sin ¢ dBdlg (7.37)

kde faktor r?sin@ je jakobidn transformace z kartézskych do sférickych soufadnic. Integraci
vztahu 7.37 pfes cely prostorovy thel ziskdme pravdépodobnost nalezeni elektronu v oblasti
mezi (r,r + dr)

dP(r) = 47| Ry (r)[*r3dr (7.38)

Vyraz Py(r) = 47| Ry (r)|?r? oznatujeme jako radialni hustotu pravdépodobnosti, tyto
pravdépodobnosti jsou vyneseny na obrazku 20.
Obdobné pro pravdépodobnost nalezeni elektronu v uréitém prostorovém uhlu (0,60 + df) a
(¢, ¢ + do) ziskdme vztah
ap(0, 6) = V" (6, 6) | sin 6d6dg (7.39)

Angularni hustoty pravdépodobnosti jsou ukidzany na obrazku 21.
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2s
7 Ry, I(r)Z
015
0
2p
7 Ry ()}

015

3s
7 Ry ()

3d
7 Ry ()

Obrazek 20: V grafech vlevo jsou vyneseny radidlni hustoty pravdépodobnosti Py, konkrétné
Pio, Py, Po1, Psg, P31 a Psa. V pravé cdsti jsou vyneseny prislusné radidlni cdsti vinové

funkce pro atom vodiku

Ry 1(r)
2.0

3 ria

t - L r/ag

Ry (1)
0.15

0.10
0.05

r/ao

k U 1w 20 il o

Ry i(r)
0.08
0.06
0.04
0.02

-0.02

Ry 1(¥)
0.04
0.03
0.02
0.01

r/ao
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Obrazek 21: Anguldrni hustoty pravdépodobnosti atomu vodiku |Y;™(

my

m,

%8@

=43

0,)|? pro rizmd l a

Komplexni a realné vinové funkce vodiku

Podivejme se ted jesté jednou na funkce, které jsme ziskali feSenim Schrodingerovy rov-
nice. V pfipadé angularni vlnové funkce jsme ziskali sférické harmonické funkce (viz vztah
5.60). Nékteré normované funkce pro atom vodiku jsou v néasledujici tabulce.

l my Ylml (07 Qb)
0 O \/ %

—_

3
0 \/ 15 cosl
1 +£1 /& sinfe*?

Funkce 2pg neméa zadnou imaginarni ¢ast, je to pouze funkce cosinus. Funkce cosinus ma
maxima v bodech # = 0 a # = 7, coz odpovidé ose z, tuto funkci tedy typicky oznac¢ujeme
jako p, orbital. Ale jak to bude pro funkce 2p4,? Funkce maji imaginarni ¢ast, coz nam
nedovoli je polozit na jednu redlnou osu jako funkci pg. V tomto piipadé (jako v mnoha
jinych v kvantové mechanice) si miizeme pomoci linearni kombinaci téchto funkei. Ctenar

se snadno presveéddci, ze pokud vytvoiime kombinace

7(1/)2,1,1 - %,1,—1) = Py

—(¢2,1,1 —p1,1) = by

S

(7.40)

(7.41)
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dostaneme ryze realné (resp. ryze imaginarni) funkce. Prvni funkce zavisi pouze na sin 6
a cos a lezi v ose x, druha funkce zavisi jen na sin # sin ¢ a lezi v ose y. Takto vytvorené
orbitaly nejsou z fyzikalntho hlediska o nic lepsi nebo hor$i nez ptuvodni, jen odrazeji
nasi volbu, jak se chceme divat na kvantové stavy. Kvantové ¢islo m; uz ale neni dobrym
kvantovym ¢islem (linearni kombinace m; neni vlastnim ¢islem operatoru nékteré z kom-
ponent momentu hybnosti). Obé kombinace ale maji stejnou hodnotu energie a momentu
hybnosti, protoze kvantova ¢isla n a [ ziustavaji stejna. Zatimco pro matematické feSent
realné orbitaly hodi, pokud uvazuje o orientaci elektronové hustoty kolem molekuly. Jak
vypada tato kombinace pro p, orbital je zndzornéno na nasledujicim obrazku.

N\ N\ ]
: y+2x®y—'

X

7.3 Zeemaniv jev

V roce 1896 si holandsky fyzik Pieter Zeeman povSiml, Ze pokud vystavime atomy vnéjsimu
magnetickému poli, dochézi k rozstépeni atomovych spektralnich ¢ar. V néasledujici podkapitole
se budeme zabyvat vysvétlenim tohoto jevu na piikladu atomu vodiku, nejdfive ale zopakujeme
zaklady magnetismu.

V kapitole 5 jsme se blize seznamili s orbitalnim momentem, ktery je v klasické fyzice

definovan vztahem
L=rxp (7.42)

kde r je kolma vzdalenost od osy otaceni a p = mv je hybnost. Vektor momentu hybnosti L je
kolmy k roviné definované vektory p ar. V piipadé atomu vodiku si mizeme predstavit elektron,
ktery obiha kolem atomového jadra. Protoze elektron nese elementarni naboj e, vytvari pfi svém
pohybu proudovou smycku, ktera je zdrojem magnetického pole. Z kurzu elektromagnetismu
vime, ze velikost magneticktho momentu vytvareného proudem [ tvorictho smyckou o plose
A je T A. Tento vztah vyuzijeme pro nasi situaci, kdy pravé jeden elektron obiha po kruznici
(navic v homogennim magnetickém poli)

=14 oo e oL (7.43)

QUﬂ 2 2me  2me

kde v je rychlost pohybu elektronu, r je jeho polomér, m, hmotnost, p hybnost a e elementarni
naboj. Mizeme pak usuzovat, ze analogicky vztah bude platit pro cely vektor

e

I S (7.44)

Vztah 7.44 je uveden pro piipad elektronu, uvazujeme hmotnost m,. a naboj e. Obecné by ve
vztahu figurovala hmotnost ¢astice m a néboj céstice q.

Uvazujme nyni atom vodiku, ve kterém obih4 elektron. Potencialni energie interakce mag-
netického momentu s vnéjsim magnetickym polem je dana jako

Ut = —p-B = —|p|Bcos b (7.45)
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kde p je magneticky moment, B je magneticka indukce vnéjsiho pole a 6 je thel, ktery sviraji
tyto vektory. Bez Gjmy na obecnosti zvolme smér magnetického pole ve sméru osy z, pak vztah
8.20 mizeme prepsat jako

h
Ui = —1.B = ( 26 ) mB (7.46)

e

Vyraz <2fnhe> se oznacuje jako Bohriiv magneton 3. a ma hodnotu 9,27-10724J - T~!. Vidime,
ze ve vnéjsim magnetickém poli zavisi energie elektronu na magnetickém kvantovém cisle m.
Napfiklad elektronovy stav s vedlejsim kvantovym ¢islem [ = 1 (p-orbital) by se mél ve vnéjsim
magnetickém poli rozstépit do tif riiznych stavi s riznou energii podle hodnot magnetického
kvantového ¢isla m = —1,0,1. V atomovém spektru poté mizeme pozorovat rozstépeni hladin,
pricemz vzdalenost mezi ¢arami zavisi na velikosti magnetického pole, tj. magnetické indukci
B (viz obréazek 22). Zeemanuv jev je tak pfimym experimentalnim potvrzenim prostorového
kvantovani momentu hybnosti.

E

B=0 B#0

Obrazek 22: gtépem’ car v magnetickém poli

Ve skutecnosti se ukézalo, ze Stépeni atomovych hladin v magnetickém poli je o dost slozi-
t&j81, nez ukazuji nase dosavadni uvahy. Neobvyklé chovani atomii v magnetickém poli (anoméalni
Zeemantv jev) bylo mozno vysvétlit az po zavedeni dodateéného momentu hybnosti elektronu,
tedy spinu. Nejjasnéjsi experimentélni diikkaz existence spinu podal experiment provedeny v roce
1922 Otto Sternem a Walterem Gerlachem. Tento experiment budeme diskutovat v dalsi kapi-
tole.
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8 Elektronovy spin

Elektronovy spin je velicina ponékud zahadna. Nema obdobu v klasickém svété a Spatné se
tak predstavuje. V kvantové mechanice se spin objevuje jako experimentalni fakt, z fady ex-
perimentu totiz vyplyva, Ze kromé orbitalntho momentu mé elektron jesté néjaky dodatecny
moment hybnosti. Asi nejpfimocareji je existence spinu patrnéd ze Sternova—Gerlachova expe-
rimentu. V nerelativistické kvantové teorii pak existenci spinu postulujeme. Elektronovy spin
ovSem prirozenym zptsobem vyplynul ze snahy vytvorit relativistickou kvantovou teorii, viz
kapitola 24.

V této kapitole se dozvime, odkud se spin vzal a jak jej lze mérit. I to je pro chemii dilezité,
nebot nékteré z prominentnich experimentalnich technik jsou zaloZené na méfeni vlastnosti
spojenych se spinem (techniky magnetické rezonance). Spin je ale hlavné spojen s Pauliho
vylucovacim principem, o ¢emz se dozvime vice v kapitole 10.

8.1 Sterntv—Gerlachliv experiment

Cilem Sternova—Gerlachova experimentu bylo prokazat tzv. prostorové kvantovani momentu
hybnosti — mame tim na mysli rtizné hodnoty z-ové slozky momentu hybnosti ¢astice, naptiklad
elektronu v atomu, jak jsme si popsali v kapitole 5. Oc¢ekévali bychom napiiklad, Zze u atomu
s elektronem v orbitalu p (I = 1) zmé&fime tii hodnoty projekce momentu hybnosti do osy z,
odpovidajici magnetickym kvantovym ¢islim m; = —1,0, 1. Experiment provedeny v roce 1922
Walterem Gerlachem a Otto Sternem v tomto sméru diikaz nepiinesl, prinesl ale uplné jiné a
nepiedpokladané poznatky.

Experimentalni aparatura (viz obrazek 23) Sternova—Gerlachova experimentu se sestéavala
z picky, ve které se zahrivaly atomy stiibra. Pary stfibra opoustély picku malym otvorem a vy-
tvarely paprsek atomii. Paprsek prochazel nehomogennim magnetickym polem a dopadal na
sklenénou tabulku, kde se atomy usazovaly. Pfedpokladem experimentu je, Ze atomy stiibra
maji nenulovy magneticky moment. Atomy s nenulovym magnetickym momentem interaguji
s nehomogennim magnetickym polem a jsou vychyleny z pfimého sméru v zavislosti na prosto-
rové orientaci magnetického momentu. Zvolime-li orientaci nehomogenniho magnetického pole
ve sméru osy z, pak pro silu, kterd zptisobuje vychyleni atomt z ptimé drahy plati

oU

F,=—— 8.1

P (8.1)

kde Uy = —p-B = —pu, B, je potencidlni energie atomi stiibra v magnetickém poli oriento-

vaném ve smeéru z-ové osy. Proto

0B

F,=pu,— 8.2

Hag (8.2)

Podle predstav klasické fyziky bude magneticky moment stiitbrnych atomu orientovan v pro-
storu zcela nahodné a jeho pramét do osy z tak bude také nabyvat libovolnych hodnot od — ||
do |u|, kde |p] je velikost magnetického momentu ¢astice. Na stinitku bychom dostali pfimou
¢aru o velikosti ve sméru z-ové osy odpovidajici dopadium stifbrnych atomu. Stiibrné atomy
ale dopadaly na stinitko pouze ve dvou bodech, které odpovidaly magnetickému momentu

eh
2m,

P =Etpp, pp= (8.3)
kde pup je Bohriiv magneton.

Stern s Gerlachem byli nadSeni, nebot tento experiment potvrzoval kvantovani momentu
hybnosti ve sméru osy z. Jenze pozornéjsi pohled uz ukazuje, Ze zde néco nesouhlasi. Atom
stiibra ma 47 elektront, z nichZz 46 je sparovanych, nepfispivajicich k orbitalnimu momentu
hybnosti. Zbyvajici 1 nesparovany elektron ma také nulovy orbitalni moment hybnosti, protoze

76



nehomogenni
magnetické
pole

Obrazek 23: Schématické zobrazeni experimentdlni aparatury, kterou pouZili Stern s Ger-
lachem p7i experimentu, kterym chiéli prokdzat prostorové kvantovdnt orbitdlniho momentu
hybnosti. Ve skutecnosti prokdzali existenci spinu, dalstho momentu hybnosti elektronu. Apa-
ratura se sklddala z picky s atomy stribra, které ze zahtdly a opoustély picku malgm otvorem,
pricemsz tvofily atomovy paprsek. Atomy prochdzely nehomogennim magnetickym polem a vy-
chylovaly se v zdvislosti na prostorové orientaci spinu. Po dopadu na stinitko se vytvorily dvé
stopy odpovidagici dvéma prostorovym projekcim spinu — spin nahoru a spin doli. Ddle je
zobrazeno porovndni ocekdvané distribuce dopadi atomi stFibra na stinitko podle klasické

(CM) a kvantové (QM) mechaniky

obsazuje orbital 5s (I = 0). Celkovy orbitalni moment hybnosti atomi st¥ibra je tedy L = 0,
a tak by dle rovnice 7.44 méla byt nulova i hodnota magnetického momentu atomu. Muzeme
pripustit, Ze onen nesparovany elektron se z né¢jakych diivodu bude nachazet v p orbitalu. V této
situaci by se ale mél svazek st¥ibra rozpadat na t¥i, nikoliv na dva podsvazky!

Pozorovany nenulovy magneticky moment atomu stiibra musi byt vyvolan dalsim momen-
tem hybnosti — nazvéme jej spinem. Musime mu ale pfisoudit vedlejsi kvantové c¢islo %, aby
odpovidajici magnetické kvantové ¢islo, jdouci od —I do [ po jedné, mélo jenom dvé hodnoty
(v ptipadé spinu ono ,vedlejsi kvantové ¢islo” oznacujeme symbolem s, nikoliv symbolem ).

Sternuv—Gerlachiiv experiment predstavuje pfimou experimentélni metodu umoznujici mé-
Iit spin ¢astice. Pro uplnost dodejme, Ze koncept spinu elektronu byl zaveden az v roce 1925
holandskymi fyziky Georgem Uhlenbeckem a Samuelem Goudsmitem, kdyz analyzovali ato-
mové spektra. I pfesto je Sterniv-Gerlachiiv experiment povazovan za experimentalni dikaz
existence elektronového spinu.

Je spin zpusoben rotaci elektronu kolem své osy?

Slovo ,,spin“ je odvozeno z anglického slovesa to spin, tedy tociti se, viriti, vrtéti se.
Odkazuje na predstavu, Ze spin je moment hybnosti spojeny s vlastni rotaci ¢éastice. Na
prvni pohled nejde o nerozumnou predstavu, musime se s ni ale rychle rozloucit.
Rotujici objekt jako je planeta Zemé otacejici se kolem své osy je spojen s momentem
hybnosti (ozna¢me jej jako S a mluvme o ném jako o spinovém momentu hybnosti ¢
kratce o spinu), ktery vypocitame jako

S=1Iw (8.4)

kde I je moment setrvacnosti souvisejici s distribuci hmoty objektu okolo osy rotace a
w je uhlova rychlost. Rotujici nabity objekt pak dava vznik magnetickému momentu dle

rovnice 7.44 .
=—S 8.5
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kde ¢ je naboj rotujictho télesa. Velikost magneticktho momentu mizeme zmérit
Sternovym—Gerlachovym experimentem.

V ¢em je tedy potiz? Predné, elektron je povazovian za bodovou CGéstici a neda se tak
mluvit o jeho rotaci. Jinymi slovy, moment setrvacnosti je nulovy, I — 0, a proto by mél
byt nulovy i elektronovy spin, S — 0. Muzeme ale pripustit, Ze elementarni céstice jsou
velmi malé rotujici kulicky. Pokud to ale udélame, ziskdme c¢éstici rotujici kolem své osy
vyrazné rychleji nez je rychlost svétla. Nezbyva nam tak nez si spin nijak nepfedstavovat
a prijmout jeho existenci jako fakt, podobné, jako prijimame u ¢éstic jako danou vlastnost
jeji naboj nebo t¥eba hmotnost (,,gravitacni ndboj*).

8.2 Spin v kvantové mechanice

Zavedme nyni spin do formalismu kvantové mechaniky. Ze Sternova—Gerlachova experimentu
jsme nahlédli, Ze spin méa vlastnosti momentu hybnosti a pro spin by tak mély platit analogické
vztahy. V kapitole 5 jsme dospéli k zavéru, ze velikost orbitdlntho momentu hybnosti L je

kvantovana
Ll =+Il(l+ 1)k, 1=0,1,2,... (8.6)

kde [ je vedlejsi kvantové Cislo. A dale, Zze jedna ze sloZek orbitalniho momentu hybnosti,
reknéme L, je také kvantovana

LZ:mlh, ml:—l,...,O,...,~|—l (87)

kde m; je magnetické kvantové ¢islo. Kvantovani slozky orbitalnitho momentu hybnosti je vy-
jadrenim prostorového kvantovani, tj. Ze vektor orbitalntho momentu hybnosti mize mit jen
urc¢ité prostorové orientace.

Je rozumné predpokladat, Ze pro spin budou platit obdobné vztahy jako pro orbitalni mo-
ment hybnosti. Proto velikost spinového momentu hybnosti S je kvantovana jako

S| = v/5(s + 1) (8.8)

1
29

kde s je spinové kvantové ¢islo, které v pripadé elektronu mé hodnotu s = 3, a tak velikost

spinu elektronu je |S| = 4/ 2A. Podobné i jedna z komponent spinu, konvenéné S, je kvantovana
J 1 J J

‘Szzmsh, ms=—58,...,0,...,+s (8.9)

kde mg je magnetické spinové kvantové ¢islo, které v pripadé elektronu nabyva hodnot m, = j:%.
Elektron se tak miize nachézet ve dvou stavech liSicich se primétem momentu hybnosti do
osy z. Vidime, ze vztahy 8.8 a 8.9 pro spin jsou obdobou vztahti 8.6 a 8.7 pro orbitalni moment
hybnosti, s tim rozdilem, Ze v pfipadé spinu nabyva spinové kvantové Cislo s polociselnych
hodnot.

V tvodu jsme poznali, Ze moment hybnosti je pri¢inou nenulového magnetického momentu
(viz vztahy 7.44 a 8.5). Mezi spinovym momentem a magnetickym momentem plati trochu
komplikovanéjsi vztah nez pro piipad orbitdlniho momentu hybnosti

e
2m,

ps = go=—$ (8.10)

kde g. je tzv. g-faktor, ktery pro elektron mé hodnotu g. = 2. V nerelativistické kvantové
mechanice je g-faktor veli¢inou, ktera musi byt zméfena, v ramci relativistické kvantové teorie
elektronu je ovSem mozné jej vypocitat.
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Z experimentu vyplyva toliko hodnota velikosti momentu hybnosti a primétu momentu
hybnosti do osy z. Abychom teorii ucinili iplnou, mizeme formélné zapsat operatorové rovnice
pro operatory spinového momentu S? a S,

S20 = W2s(s+ Do, 528 = h2s(s +1)3 (8.11)

S, = %ha, S.8 = —%hﬁ (8.12)

kde av a 3 jsou tzv. spinové vlnové funkce. Vinova funkce o ndm netika nic jiného, nez ze elek-
tron ma spin mifici ,nahoru*, tedy mg = %, vlnové funkce f ma zase spin orientovany ,,dolu”,
tedy je charakterizovdna spinovym magnetickym ¢islem mg = —%. Formélné tuto skutecnost
zapiSeme nasledujicimi rovnicemi

a(B)=1, a(-3)=0 (8.13)

B(3) =0, B(=)=1 (8.14)
Spinové funkce tak nejsou funkcemi prostorovych souradnic, nybrz magnetickych kvantovych
¢isel jednotlivych elektronii.
Takto zavedené spinové vinové funkce jsou normalizované. Protoze proménna mg nabyva
pouze dvou diskrétnich hodnot —i—% a —%, normalizaci myslime

1

2

[latmapar = 37 JamP =a

=1
ST 2

DO [—

Ja(

N[ =

) Fal=

Ja (=

)=1+0=1 (8.15)

N
DO =

V rovnici 8.15 zna¢i dr integraci pres cely prostor. Protoze spinové funkce jsou definovany
na diskrétnich hodnotach spinovych magnetickych ¢isel, pfestavuje integrace na sumaci. Suma
vyjde jednotkova. Stejny zavér bychom dostali v pripadé spinové vinové funkce .

Spinové vinové funkce jsou i ortogonalni. Ditkaz provedeme nasledovné

1
2

[ atmBmadr = 37 arm)sm) = a* (25 () +a* (<53 (~5) =0+0=0 (16)

1
ms=—35

kde mame na paméti, ze nutna podminka orthogonality vinovych funkci je, Ze integral, v tomto
piipadé suma, pies cely prostor je rovna nule.

Na prvni pohled miiZe zavedeni spinovych operatori a spinovych funkeci piisobit samotuicelné.
Ukaze se v8ak, ze pro zapis vlnové funkce atomi s vice elektrony tyto funkce budeme potiebovat.

-

Spin a vlnova funkce atomu vodiku

V predchozi kapitole jsme vypocitali vinové funkce atomu vodiku. Tak tieba elektron
ve stavu 1s byl charakterizovan vinovou funkci, ktera zavisela na tfech prostorovych
soufadnicich: 1s(r, 8, ¢) = Wy 0(r,0,¢). Nyni ale vime, Ze elektron je charakterizovan
také svym spinem, takze plna vinova funkce nyni zavisi na ¢tyfech soutradnicich, 7,60, ¢ a
ms. TakZze pro elektron se spinem ,,nahoru“ bychom méli psat 1s(r, 6, gb)a(—{—%). Pri feseni
Schrodingerovy rovnice jsme ale mohli na spin zapomenout, nebot v hamiltonidnu neni
zadny clen, ktery by pusobil na spinovou soutradnici. Rovnici

H1s(r,0, ¢)a(m,) = Els(r, 0, )a(m,) (8.17)
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proto muzeme napsat ve formé
a(ms)H1s(r, 0, ¢) = Els(r,0, p)a(m,) (8.18)

resp.

His(r,0,¢) = E1s(r, 0, ¢) (8.19)

Spin tedy nemusime v tomto pripadé uvazovat. Ale pozor, v okamziku, kdy atom umistime
do vnéjsiho magnetického pole, objevi se v hamiltonianu interakéni ¢len

@

Ui = —pB = —ge7 S B (8.20)

e
kde jiz vystupuje spinovy operator a energie potom bude rizna pro « a [ elektron. Spin
hraje také zésadni roli pro vicelektronové systémy, a to i kdyz zadné pole nezapojime.

8.3 Spin v magnetickém poli

V pripadé Sternova-Gerlachova experimentu jsme se setkali s tim, Ze spin elektronu interaguje
s vnéjsim magnetickym polem. Pro potencialni energii této interakce je mozné psat

Ui = —ps - B (8.21)

kde B je magneticka indukce vnéjstho magnetického pole. Orientujeme-li pole ve sméru osy z,
tj. B = (0,0, B.), a za magneticky moment dosadime ze vztahu 8.10, dostaneme pro potencialni
energii interakce

e
2me

e

Uint = _,U/sz = —0e BzSz = _ge%Bzhms = VBthS (822>
e

Za z-ovou komponentu spinu jsme dosadili jeji vlastni hodnotu S, = msh a dale konstanty

—3<= jsme zahrnuli do jednoho faktoru v, ktery se nazyva gyromagneticky pomér. Protoze

kvantové ¢islo mg v pripadé elektronu mize nabyvat dvou hodnot :I:%, dojde ve vnéjsim magne-

tickém poli k rizné silné interakci elektront s vnéjsim polem v zavislosti na prostorové orientaci

jejich spinti. Rozdil energii dany riiznou orientaci spinu je roven
AUy = vB.h (8.23)

Rovnice 8.23 je zakladem experimentalnich technik EPR (elektronova paramagneticka re-
zonance) a NMR (nuklearni magneticka rezonance) spektroskopie.
V pripadé NMR je nutné uvazovat gyromagneticky pomér pro sledované jadro

e
2m

p
kde m, a gy jsou hmotnost protonu a g-faktor daného jadra. Spinovy moment jadra se obvykle
oznacuje symbolem I a odpovidajici kvantové ¢isla pak jako I a M;. Néktera jadra maji nulovy
spin (t¥eba 60), jiné poloviéni spin (napt. 'H ¢ 13C), jiné jednotkovy (napi. ?H) a t¥eba 33Cl
ma spin % V chemii se nejcastéji setkavame se spektroskopiemi zalozenymi na prechodech pro
jadra protonu 'H a uhliku 3C. Atomova jadra v molekulach jsou ovlivnéna magnetickym polem
generovanym okolnimi elektrony a spektréalni poloha piku tak zavisi na chemickém okoli daného
jadra. Hodnoty g-faktori a gyromagnetickych poméri pro néktera jadra bézné pouzivand v
NMR spektroskopii jsou v tabulce 3.
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prvek [ gN YN
'H 1 55857 267,513
BC 1 14048 67,2828
BN 1 -0,5664 -27,116
YF 1 5253736 251,662
sp. 3 2,2632 108,291

Tabulka 3: Hodnoty g-faktori a gyromagnetickigjch poméri pro nékterd béznd jddra

Priklad 14
Zadani: Spoditejte dvé mozné energie nuklearniho spinu pro jadro 'H v magnetickém poli 5,50 T.

Reseni: Energie jsou dany vztahem
Ut = yvhmsB. = £7,76-107°0 J

Zadani: Spocitejte energeticky rozdil téchto dvou stavi. Jakou vinovou délku by muselo mit
elektromagnetické zareni, aby doslo k absorpci z jednoho stavu do druhého?

ReSeni: Energeticky rozdil bude
AE =2 |Up| = 1,55-1072° J

VInova délka fotonu pak je
c c
h

Zobrazovani magnetickou rezonanci

Technika magnetické rezonance je rozsahle vyuzivana v mediciné — rozlozeni koncentrace
protont dokaze skvéle vizualizovat lidské télo. V prikladu vyse jsme ale vidéli, ze vinova
délka zareni v protonové magnetické rezonanci dosahuje radové metrii — zobrazeni s touto
presnosti by nebylo dost dobré ani pro nejvétsi savce. Mizeme ale udélat jeden trik,
pacienta vlozime do nehomogenniho magnetického pole, takze rezonancéni podminka je
splnéna pouze v konkrétnim bodé, ktery chceme vizualizovat.

Prvni experiment tohoto druhu provedl Paul C. Lauterbur v roce 1973 (Nature, 242,
190-191 (1973)). Svou techniku pojmenoval zeugmatografie, nazev se vsak neudrzel. Prvni
sken lidského téla pomoci magnetické rezonance byl pak porizen Sirem Peterem Mansfiel-
dem v roce 1977 a jednalo se o prst jeho studenta Andrewa Maudsleyho (viz ¢lanek British
Journal of Radiology, 50, 188-194 (1977)).
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9 Priblizné metody

V predchozich oddilech jsme si ukédzali feSeni Schrodingerovy rovnice pro nékteré jednoduché
pripady. Analyticky feSitelnych tloh je ale velmi malo. Je mozné feSit rovnice také numericky,
ale to nejsme schopni provést pro vétsi pocet ¢astic. V chemii pritom bézné potiebujeme po-
psat atomy a molekuly o desitkach ¢ stovkach c¢astic. Jsme pak odkazani na feSeni priblizna.

vvvvvv

setkavame, totiz varia¢ni a poruchové metody.

9.1 Varia¢ni princip

Prirodni zékony mohou byt casto formulovany rtznymi ekvivalentnimi zptsoby. Principy kla-
sické mechaniky lze naptiklad formulovat pomoci soustavy diferencialnich rovnic (napf. New-
tonovych), ale stejné platny je i tzv. princip minimalni akce. Podobné muzeme zakony klasické
optiky formulovat pomoci zékont odrazu a lomu, ale stejné dobfe pomoci tzv. Fermatova prin-
cipu, dle kterého se paprsek mezi dvéma body pohybuje po draze, na které stravi nejkratsi cas.
Fermatuv princip je ptikladem variacniho principu. S variaénim principem se hojné setkavame
také v kvantové mechanice.

9.1.1 Variac¢ni princip v kvantové mechanice

Dle variacni teorému je stfedni energie vypocitana s libovolnou zkusmou normovanou vl-
novou funkci ® vzdy vétsi nebo rovna energii zakladniho stavu systému

£ = /@*F[cpdT > E, (9.1)

kde FEj energie zakladniho stavu a jako € jsme si oznacili varia¢ni integral se zkusmou vlnovou
funkef ®.5 Toto tvrzeni je dileZité. Piedstavme si, Ze jsme dvéma rdznymi zptisoby odhadli
zkusmou vlnovou funkei. Varia¢ni princip umozni rozhodnout, které z nich je lepsi — spravnéjsi
bude spis TeSeni s nizsi energii. Jak uvidime nize, varia¢ni princip navic umoziuje zkusmou
vlnovou funkci efektivné nalézt.

Dikaz varia¢niho principu

Predpokladejme nyni, ze zndme presné feseni Schrodingerovy rovnice, tj. Ze jsme schopni
vytesit rovnici

Kazdou zkusmou vlnovou funkci ¢ pak muzeme zapsat ve tvaru linearni kombinace vlast-
nich funkci Hamiltonova operatoru

=3 ey (9.3

6Zkusma vlnova funkce piedstavuje aproximaci piesné vinové funkce. Vétginou je funkei sady parametrii,
které hledame tak, aby byla vysledna energie minimélni.
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nebot vlastni funkce hamiltonianu vytvaii aplny soubor funkei. Rozvoj nyni dosadime do
levé strany rovnice 9.1

/CI)*]:]CI)dT S / (Z C]:’QZJ;:I:IZC”/JZ) dr = ZZCZCZ /@b;ﬁiﬂﬂ:ﬁ' = ZZCZCZEk(Skl
k l k l k l
(9.4)

kde jsme vyuzili skutec¢nosti, ze H Uy = By a zaroven jsme vyuzili ortogonalitu vlastnich
funket, tj. [ ¢fdT = dp. Rovnici si nynf mizeme prepsat do jednodussiho tvaru

/@*ﬁlcpdT = |al* B (9.5)

k

Pokud je nase funkce ® normovand, plati Y, |cx|* = 1. Z definice pfitom plati, ze Ey <
E, < E5 atd. Tudiz vyraz 9.5 bude urc¢ité vétsi nez Ey

/@*FI(I)dT = |al’Ee > |al’Eo=Eo Y _ el = Ey (9.6)
k k k

coz neni nic jiného nez varia¢ni teorém. Ekvivalenci mezi Schréodingerovou rovnici a mi-
nimalizaci funkcionéalu energie ukazujeme také jinym zpiisobem v dodatku 28.5.

. J

P1i praktickém pouziti uvazujeme vétsinou zkusmou vinovou funkei zavisejici na nékolika

parametrech, oznac¢me si je tfeba A{, Ao, ..., obecné \;. Minimalizace varia¢niho integralu
[ ®*Hddr
A, A, .) =F——"—>F 9.7
8( 1y N2, ) f o*Pdr — 0 ( )

vidi témto parametrim pak umozni nalezeni jejich optimalnich hodnot. Jmenovatel ve vyse
uvedeném vyrazu je samoziejmé pro normované funkce ¢ jednotkovy. Variac¢ni optimalizace
se v tomto pfipadé redukuje na nalezeni ¢isel A\, Ao, ..., pro které nabyva priblizna energie
£(A1, A2, ...) minima. Podminkou minima je z matematického hlediska nulovost derivaci pfiblizné
energie £(Aq, Ag, ...) VUi parametrim J\;

Oe

o =0 i (9.8)

Priklad 15

Platnost varia¢niho principu si ukdzeme na piikladu jednorozmérné potencidlové jamy. Zkusmé
vinova funkce musi spliiovat okrajové podminky, tedy ®(0) = 0 a ®(L) = 0. Nejjednodussi
takovou funkci bude nejspi§ kvadratickd funkce. Necht méa tedy zkusmé funkce ® néasledujici
tvar

b =Nzx(L—x)

Nejprve uré¢ime normu dle rovnice

tedy
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Normovana zkusmé funkce je tak

30
o= ﬁaz(L —x)

Pripomenme si jesté, jak vypadéa hamiltonian pro ¢astici v jednodimenzionalni potencialové jamé
- R? d?
T T 2mda?

Nyni mizeme uplatnit vztah 9.1
. A n? 30 (L d?(zL — 2?)

Po vy¢isleni dostaneme

5h? > n E
E = =
Am?mIL?2 — 8mL? 0

Resenf tak vede k hodnoté 0,127 B L2’ zatimco presné feSeni je 0,125g> L2 N&s odhad byl do-
cela dobry! Na konkrétnim piikladu jsme si tak ukazali platnost varia¢niho teorému. V tomto
pripadé jsme nemuseli parametry zkusmé vlnové funkce optimalizovat, jediny parametr N byl
dén normalizaci.

Krabicovy model atomu vodiku

Predstavme si atom vodiku jako krychli o hrané L. Pokud uprostied krychle nebude
proton budeme Védét ze energie zékladniho stavu (zde kinetickd energie) bude rovna

cvv .

h? 3h?
Bra=gop (et ny+n) = o
Z rovnice je vidét, Ze kinetickd energie zavisi na velikosti krychle L — ¢im vétsi L, tim
mé Castice mensi energii. My ale mame v centru atomu i proton, kterym jsou elektrony
pritahovany a udrzovany v malém prostoru. Cfm mensi bude rozmér atomu, tim nizsf
bude potencialni energie pritahujicich se elektronu a protonu. Maliéko nekorektné pted-
pokladejme, Ze primérné vzdalenost mezi protonem a elektronem Je Z. Celkova energie
atomu vodiku je

(9.9)

3h? 1 4e?
E=Egu+Eyu=— — —— 9.10
kin + Epot = g 75 T dreo L (9.10)

Délka krychle L ale neni nic jiného nez variacni parametr. Abychom dostali minimum
energie, musime minimalizovat zavislost E(L)

dE 6h? 1 4e?
i — =0 9.11
dL 8mL3 * e L2 ( )
ReSenfm této rovnice je optimalni hodnota L
23
L =4reg— — =392 pm (9.12)

me? 16

84




Vyslo nam, Ze atom je krychle o hrané 392 pm a jeho energie (po dosazeni) v zakladnim
stavu je —1,18-107*® J, tj. —7,4 eV. Soulad s presnym vysledkem neni tZasny, ale je
rozumny (tj. fadové spravny).

9.1.2 Linearni variadéni funkcional

V kvantové chemii hledame ¢asto zkusmou funkci jako linearni kombinaci pfedem definovanych
funkci. Optimalizujeme pak pouze prispévky jednotlivych funkei k celkové vinové funkei, tj.
hledame nejlepsi mozné rozvojové koeficienty. Tak v chemii jsme si napiiklad zvykli hledat
molekulové orbitaly jako linedrni kombinace atomovych orbitalii.

Zapisme tedy vlnovou funkci jako linearni kombinaci bazovych funkei

= crfe (9.13)
k

kde fx je sada nam znamych vhodnych funkei (predpokladejme také pro zjednoduseni zéapisu, Ze
realnych) a ¢, jsou rozvojové koeficienty. Ty budeme variacné optimalizovat. Takto definovanou
vlnovou funkci dosadime do vyrazu varia¢niho integralu 9.7

o f(I)*H@dT B ka Clcfk]:] Zl leldT . Zk,l Ckclffkf{fldT

£ = = = 9.14
[ o*ddr I3 et > afidr D ki cxer [ fiufidr (6.14)
Definujme si nyni matici pfekryvu S pomoci jejich maticovych elementi
Su= [ fusidr (9.15)
a Hamiltonovu matici H s elementy
Hy, = /fk[:[fldT (9.16)
Matice S a H jsou symetrické. Variacni integral pak ma tvar
crerH,
__ 2oty (0.17)
>k CrCSk

Pojdme nyni hledat optimalni hodnoty rozvojovych koeficient ¢; pro tento rozvoj. Nejdiive
vyraz 9.17 prepiSeme do tvaru

£ Z CkClSk:l = Z CkClHk:l (918)
k1l

k.l

Nyni zderivujme levou i pravou stranu této rovnice podle ¢;, tj. provedeme operaci %. Na levé

strané musime k vyrazu pristupovat jako k souc¢inu funkci. Dostaneme

0. 0 0 0 0
3;: chclSkl + 62 (8C;Cl5kl + azl Ck:Skl> = Z (acck aHy + ail Ckal) (919)
1 k},l (A (2 (A (A

k.l k.l

Prvni ¢len na levé strané bude nulovy, nebot % = 0 (hledame totiz varia¢né optimalni reseni).
1

Derivace jednotlivych ¢lentd se déle zjednodusi, uvazujeme-li % = Ok
1
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g Z CkSk:i + Z ClSli = Z CkH]“' + Z ClHli (920)
k l k l

kde ovSem sumy pies s¢itaci indexy £ a [ jsou identické a my muzeme rovnici 9.20 zapsat ve
tvaru

Z Cr (Hik: — ESik) =0 (921)

Jde o soustavu linearnich rovnic (danou rovnici totiz miuzeme zapsat pro vSechna i), jejimz
reSenim jsou rozvojové koeficienty c,. Mluvime o soustavé sekularnich rovnic. Je zde ale
maly zadrhel, k formulaci téchto rovnic potfebujeme znat hodnotu energie €. To je ale hodnota,
kterou hledame! V&imnéme si, ze jedno teSeni zname okamzité, ¢, = 0. Jde o tzv. trividlni
feSeni. To nas ale nezajimé, nulové feSeni totiz nepredstavuje vlnovou funkci. Linearni algebra
nés uci, ze soustava rovnic s nulovou pravou stranou mé netrivialni feSeni pouze tehdy, jestlize
je determinant soustavy (v tomto piipadé tedy sekularni determinant) nulovy

H—eS| =0 (9.22)

Sekularni determinant pfedstavuje algebraickou rovnici pro nezndmou hodnotu €. Pro rozvoj
vlnové funkce do dvou béazovych funkci ptijde o rovnici kvadratickou, pro rozséhlejsi rozvoje
pijde o rovnice vyssich rada.

Priklad 16

Jednodimenzionalni potencialovou jamu si nyni vyfesime i pomoci bdzového rozvoje 9.13. Vlno-
vou funkci definujeme ve tvaru ¢ = c12%(L—xz)+cox(L—x)?. Postup je nasledujici — a) spo¢itame
v8echny integraly Hy; a Sk, b) polozime sekularni determinant roven nule a vypocitame energie
g, ¢) pro kazdou hodnotu € vypocitame rozvojové koeficienty ze sekularnich rovnic.

Priklad vyfeSseny v programu Mathematica je dostupny na webovych strdnkich predmétu
(https : /| Jufch.vscht.cz/studium/mgr/kvantova _chemie).

Priklad 17

Pouziti varia¢niho principu si ukdZeme na zapisu molekulového orbitalu dvouatomové molekuly
(napf. Hg) jako linedrni kombinace dvou atomovych orbitala (x4 a xp) lezicich na jednotli-
vych atomech (predpokladejme, Ze atomové orbitaly jsou redlné a jsou stejné, jen jsou jinak
centrované)

® =caxa+cBXB

Oznaéime si maticové elementy Hy; a Sk pomoci symbola pro atomy A a B

Hap = /XAﬁXBdT
Hpn = /XAﬁXAdTZHBB

Sap = /XAXBdT
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Dalsim krokem bude sestaveni sekuldrniho determinantu

Han—€¢  Hap—¢€SaB

=0
Hap —eSap  Hpp—c¢

Sekularni determinant posléze s vyuzitim Hqs = Hpp vylesime (jde o kvadratickou rovnici) a
dostaneme vztah pro e

I Hypp £ Hpp
1,2 1+ Sap
Déle vyfesime sekularni rovnice
cA(Haa —eSaa) +cp(Hap —€Sap) = ca(Haa—¢)+cp(Hap —eSap) =0
ca(Hpa —eSpa) + cg(Hpp —eSpp) = ca(Hap —eSap)+cp(Han—¢) =0

Do sekularnich rovnic si dosadime vztahy za €12 a po vy¢isleni dostaneme c4 = cp (pro 1) a
ca = —cp (pro €2). Ze dvou atomovych orbitalt tedy dostaneme vazebny molekulovy orbital ®;
a antivazebny molekulovy orbital ®9

O =calxa+ xB), ®y =ca(xa — xB)

9.2 Poruchova teorie
Predpokladejme, ze feSime Schrodingerovu rovnici pro néjaky slozity problém

Hip, = By, (9.23)

Zmame pritom FeSeni jednodussiho problému, ktery se od ptivodniho problému moc nelisi

HORO — 5Oy, (9.24)

n n

vvvvvv

K feSeni problémt tohoto typu pouziviame poruchovou teorii.

Priklady pouziti poruchové teorie

Chceme napiiklad popsat vibraci molekuly v anharmonickém potencialu s kubickym a
kvartickym ¢lenem

~ R 4> 1, ., . 4
Pricemz analyticky jsme schopni vyfesit problém pro harmonicky potencial
. h? d2 1
HO = — 1 _fy? 9.26
2m da? * 2"t (9.26)

Hamiltonidn harmonického systému tak reprezentuje neporuseny systém a kubické a kvar-
tické cleny predstavuji malou poruchu

H=HO 4 cz® + da* (9.27)

Doufame pritom, Ze se feSeni pro neporuseny systém nebude dramaticky lisit od plného
feseni.
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S jinym piikladem pouziti poruchové metody se setkame v kapitole 10, vénované vicelek-
tronovym atomtm. Bude pro nas snadné vyfesit problém, kdy jsou atomy pfitahovany
k atomovému jadru, ale mezi sebou se neodpuzuji. Takovyto referencéni systém neni ve
skutecnosti uplné nesmyslny, jadro ma vétsi naboj nez kazdy z elektroni a mezielektro-
novou repulzi tak mizeme povazovat za poruchu. Dluzno ale podotknout, Ze v tomto
pripadé je porucha dost velkd a nemtzeme ocekavat presné vysledky.

Obecné si tedy hamiltonian definujeme pomoci piiblizného hamiltonidnu a poruchy

H=H9 4+ )\{' (9.28)

pfiemz A je parametr slouzici k postupnému zapnuti poruchy (A = 0 znamend, Ze méame
neporuseny systém, A = 1 znamen4, Ze je naopak plné zapnuté porucha).

Protoze hamiltonian zavisi na poruchovém parametru A, bude na ném zaviset také vlnova
funkce a energie. Vlnovou funkci a energii si rozepiSeme ve formé Taylorova rozvoje okolo
neporuseného reseni

P = 0 + AWM + 2P + (9.29)
E,=E9 4 \XEW £ \2E® 4 (9.30)

BEn

kde jsme si jako 1/1n oznacili 81”" a jako B Jsme si oznacili (analogicky pro vyssi poruchové

prispévky).

Pojdme se ted domluvit na nékolika odchylkach od doposud bézného zapisu. Predné, pro
tsporu mista budeme v tomto oddile vyuzivat braketovou notaci, které se jinak v tomto textu
vyhybame. Bude tedy platit, ze

[ s = (i) (9.31)

[ vt = (vl ) (9.32)

Domluvme se také na to, ze v dalsim odvozeni budeme pracovat s jinou normalizaci vlnové

. : ) ) - , 0) . . )

funkce, nez na kterou jsme zvykli. Vlnovéa funkce neporuseného systému wé) je normalizovana
béznym zptsobem

[0 u0ar = (o) - 9.33)

Pro pfesné feseni W, ale nebudeme predpoklddat normalizaci na jednicku, ale pouZzijeme ma-
zanou normalizaci s vyuzitim vinové funkce neporuseného systému

[ e = (001 =1 (0.34)

pricemz je tfeba si uvédomit, ze normalizace vinové funkce nema vliv na vypocitanou energii
— vynésobeni vinové funkce konstantou (normou) nemé vliv na hodnotu energie ze Schrédin-
gerovy rovnice Hy, = 2Un. Nase volba nam ale usnadni praci. Podivejme se, jak. Do norma-
liza¢ni podminky 9.34 dosadime poruchovou vlnovou funkei 9.29 (déle jiz pouzijeme vyhradné
braketovou notaci)

1= @O + A @D [w0) + 3 @O + . (9.35)
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Prvni ¢len pravé strany posledni rovnice je jednotkovy, protoze vlnova funkce neporuseného
systému je normalizovana. Proto musi byt dalsi ¢leny nulové

(G leR) =0
PPy =0
Uvidime, ze diky tomu se zbavime nékterych nepotiebnych ¢lenti v odvozeni.

Ted k samotnym rovnicim poruchové teorie. Hamiltonian 9.28, energii 9.30 i vInovou funkci
9.29 dosadime do Schrodingerovy rovnice

(9.36)

(ﬁf@) + Aﬁ’) (0@ + XD+ 2N2P@ + ) =
= (BQ + 2AED + N EP + ..) (O + 20 + 2\29@ 4 ) (9.37)

Rovnici sefadime dle mocnin A\

X (HOG® — BOO) + X (HOBD + 90 — EPy® — EDy®) +
22 (HOWD + Byl = EPy® — EPy® - EQy0) +.. =0 (9.38)

Vzhledem k tomu, Ze rovnice musi platit pro libovolnou hodnotu parametru A\, musi se kazda
zavorka zvlast rovnat nule. Schrédingerova rovnice se tedy rozpada na nasledujici rovnice

HOYO = B0y (9.39)
< 7O qun) b0 = <E7<11> — ﬁ') 7o (9.40)
(I:_,(O) _ ET(LO)> P = E@ypO 4 <E7(11) _ ﬁ/> N (9.41)

Rovnice budeme fesit postupné. Prvni rovnici neni nez Schrédingerova rovnice pro neporu-
Seny systém. Z druhé rovnice ziskdme korekci k energii a k vinové funkeci v ramci prvniho radu
poruchové teorie. Vyuzijeme rovnice 9.40. Predpokladejme, ze funkce @bq(lo) tvori uplny soubor
funkci. Rovnici 9.40 nyni vynasobime komplexné sdruzenou funkei ¢£S)* a zintegrujeme pres
cely prostor. V braketové notaci

($AOWDY - B9 (@) = ED (901u®) - (v Bw0)  (9.42)

Prvni ¢len v predchozi rovnici si miiZeme upravit s vyuzitim hermiticity operatoru H©

(e D) /w " HO (! dT—/¢ Oxdr = EQ (OpP)  (9.43)
Rovnice 9.42 pak pfejde na tvar

(B — BY) (v@1i) = BD (w1 — (w8 ) (9-44)

Nyni mohou nastat dva pripady
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e m = n: Pokud m = n, celd leva strana rovnice 9.44 vypadne a my dostaneme okamzité
korekei k energii

ED = (w01 [y) (9.45)

Porucha energie v prvnim stupni tedy odpovida poruse zprimérované pies neporusenou
vlnovou funkci.

e m # n: rovnice 9.44 v tomto pripadé prejde na tvar

(BY = BD) (6@1i) = = (W0 171 = -, (9.46)

Tento vysledek nam pomuze vyjadrit korekci prvniho fadu k vlnové funkci. Poruchu ve
vlnové funkci prvniho fadu si vyjadiime jako linedrni kombinaci bazovych funkei

PP =" e (9.47)
a dosadime do rovnice 9.46

(B = BO) Y e (w@p”) = = (v A 1w ) (9.48)

i

Jelikoz ale <w7(72)|@/)§0) > = 0, dostavame

(B — BO) e = — (40171 (9.49)

z ¢ehoz vyjadiime rozvojovy koeficient ¢, jako

CALAT
n= = (9.50)

Korekci prvniho fadu k vlnové funkci tedy dostaneme pomoci nasledujiciho vztahu

0y £y71,1,(0)
SO H | > o
(1) < 0) _ mn (0)

Podobnym zptisobem, jaky jsme si zde ukazali pro korekce prvniho fadu k energii a vinové
funkci, lze odvodit i vztahy pro vyssi fady poruchové energie. Zde uvedeme pouze konecny
vztah pro energii s poruchou druhého radu, energie EP pak bude

H I
E® ~EY + B 4 _ 9.52
Z ET(LO) — Er(g) ( )
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Jisty problém zde predstavuje skutec¢nost, ze k vypoctu poruchové energie potrebujeme znét
celé energetické spektrum (tj. energii zédkladniho i vSech excitovanych stavii) energii neporuse-
ného systému. To je v mnoha pripadech zna¢éné neprakticky pozadavek. Pokud vime, jak energie
systému priblizné vypadaji, mizeme v néktery pripadech nahradit sumu ve jmenovateli rovnice
9.52 prumérnou excitac¢ni energii a dospét k tzv. uzaviraci aproximaci, ktera dale zjednodusi
tvar rovnice pro energii.

Posledni problém, jemuz jsme se zde nevénovali jsou degenerované stavy. Pro degenerované
stavy poruchové teorie, jak jsme si ji zde formulovali, nefunguje, protoze ¢len Er(r?) — ET(LO) bude
nulovy a vztahy pro rozvojové koeficienty ¢; budou divergovat. Pro degenerované vztahy existuje
mirné odlisna formulace poruchové teorie.
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10 Viceelektronové atomy a Pauliho princip

diku (muZeme fesit jen dvoucasticové problémy, ale v klasické mechanice je to zrovna tak).
Tato situace je pro chemika pochopitelné malo uspokojiva. Pomoci kvantové teorie bychom
chtéli zkoumat vlastnosti atomiu a molekul, ve kterych se pohybuje mnoho elektront. Ptislusné
Schrodingerovy rovnice jsou ale piilis komplikované, takze nejsme schopni najit feSeni ana-
lytické a bohuzel ani feSeni numericky pfesné. Nezbyva ndm proto nez se vydat do kalnych
vod pribliznych metod. Regeni Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku ndm nicméné poskytne
dobry zaklad, ze kterého je mozné se odrazit k pribliznému feSeni problému viceelektronovych
atomu. Zakladni postupy si muzeme ukazat jiz na ,nejjednodussim slozitém atomu‘, atomu
helia.

10.1 Atom helia

V atomu helia na sebe pusobi ti ¢astice, jadro helia s protonovym (resp. ndbojovym) ¢islem
Z = 2 a dva elektrony. Nebude nam tudiz zatézko napsat pro helium hamiltonian

h? 1 Ze?  Ze? 1 e
+ +

H=——— (A1 +Ay) — — (10.1)

2me 47T€0 T T9 47T€0 T12 ’

kde hamiltoniédn zapisujeme v soufadnicové soustavé umisténé do jadra helia (viz obrazek 24).

e (x2,Y2,22)

e (x1,¥1,21)

He

Obrazek 24: Vzddlenosti mezi ¢dsticemi v atomu helia. Stied souradné soustavy uvazujeme
v jddru atomu

Symbol
92 92 92
AN=——+——+=— 10.2
oz? Oy 023 (102)
oznacuje Laplacetiiv operator prvniho elektronu souvisi s jeho kinetickou energii a
0? 0? 0?
Ay (10.3)

=t ast s
dz Oy 022

je analogicky Laplacetiv operator prislusejici druhému elektronu, r; je vzdalenost mezi jadrem
helia a prvnim elektronem, 7y je vzdalenost mezi jadrem helia a druhym elektronem a rq5 je
vzdalenost mezi obéma elektrony. Schrodingerova rovnice je v tomto piipadé parcialni diferen-
cialni rovnici druhého fadu, jejimz feSenim je (vlnova) funkce Sesti proménnych, kupiikladu
kartézskych soutradnic obou elektroni zi, y1, 21, X2, Y2 a 2o nebo sférickych soufadnic téchto
elektront 7, 61, ¢1, 12, 02, 2. Bohuzel ani v jedné sadé souradnic se nam nepodaii hamiltonian
separovat, nemuzeme jej napsat jako soucet ¢lent zavisejicich na soufadnicich pouze jednoho
elektronu a ¢lenu zavisejictho pouze na souradnicich elektronu druhého. Hamiltonian miizeme
zapsat nasledujicim zptisobem
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ﬁ:H1+ﬁ2+ﬁ12 (104)
kde hamiltonian
. h2 1 Ze?
o=t -2 (10.5)

1
2m,e dmeg 11

pusobi toliko na sourfadnice prvniho elektronu a hamiltonian

. K2 1 Ze?
Hy = — Ay — — 10.6
2 2me 2 dmeg 1o ( )

pouze na soutadnice elektronu druhého. Problém piisobi ¢len popisujici odpuzovani mezi elek-
trony

1 e? 1 e?

Amteg T1o B dmeq |r1 — ra|

Hyy = (10.7)

Kdyz zanedbame odpuzovani mezi elektrony, situace je rizova — celkovou vinovou funkei snadno
zapiSeme jako souc¢in dvou vlnovych funkei ¢; a ¢ (pouZijeme metodu separace proménnych,
srov. rovnici 6.3)

Y= ¢102 (10.8)

pricemz ¢, zavisi pouze na soufadnicich prvniho elektronu a je dana feSenim rovnice

Hypy = By (10.9)

Tato rovnice ale neni nez Schrédingerova rovnice pro atom vodikového typu! Jeji feSeni tudiz
zZname

3
1 Z 2 _Zr
=—|— @ 10.10
¢1 ﬁ (Go) e 9 ( )
kde Bohrtuv polomér 1ze vyjadrit pomoci fundamentalnich fyzikalnich konstant
47T€0h2
= 10.11
o Mee? ( )

Analogické vztahy plati pro vinovou funkci ¢, takze celkovou vinovou funkci muzeme napsat
jako

]_ Z3 _Zn Zro

Y=¢192=——73e we w0 (10.12)

3
T ag

Energie atomu helia pfi zanedbani ¢lenu His (tedy pri zanedbéani odpuzovani elektroni) je pak
déna vztahem

z: 72

E=F +E,=-13,6 (—2 + > eV =—13,6-8 eV = —108,8 ¢V (10.13)
n

n2

Tato hodnota je po ¢ertech vzdalena od hodnoty zmérené experimentalné (—79,0 eV). Ctenar
muze byt navic znejistén skutecnosti, ze vypocitana hodnota je nizs$i nez hodnota experimen-
talni. Neprotivi se tento vysledek varia¢nimu principu? Po bliz§im ohledani zjistime, Ze nikoliv.
Varia¢ni princip pravi, Ze energie vypocitand s pfibliznou vlnovou funkei pomoci spravného
hamiltonianu je vzdy vyssi nez energie skutecna. Nase zjednodusSeni ale nespoc¢ivalo v nalezeni
priblizné vlnové funkce pro presny hamiltonian, nybrz v nalezeni presného feSeni pro priblizny
hamiltonian.
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Z predchoziho vypoctu vyplyva, ze mezielektronové odpuzovani v nasich tivahach zanedbat
nemuzeme. V nasledujicich oddilech si ukazeme, kterak elektronovou energii atomu helia vypo-
¢itat s vyuzitim dvou cest, pomoci poruchového i varia¢niho ptistupu.

10.1.1 Vypocet elektronové energie atomu helia poruchovym pristupem

V poruchové teorii predpokladéme, Ze jsme schopni nalézt feSenf pro priblizny hamiltonian HO
a pomoci tohoto feSeni pak hledame Feseni pro presny hamiltonian H=H®O 4+ H' Zvolme si
jako hamiltonidn nultého fadu soucet

HO = [, + H, (10.14)

ve kterém je zanedbéno mezielektronové odpuzovani. Resenf pro tento systém zname. Korekce
prvniho fadu pro energii (srov. oddil 9.2, vztah 9.45) je pak dana jako

EW = / YO H YO dr (10.15)

coz v naSem piipadé konkrétné znamena Sestidimenzionélni integraci pres (sférické) souradnice
obou elektront

(1) 1 Z6€2 7Zr1 Zr2 1
EWY = py— e e w0 —1r?sinfrs sin fydridrodf dfydéide,  (10.16)
0 Qg 12
0000 00

kde jsme za ¥ dosadili ze vztahu 10.12. Vyrazy r?sinf; a r2sinf, piedstavuji jakobian
transformace z kartézskych do sférickych soutradnic.

Vyéisleni tohoto integralu je pondkud svizelné, ale proveditelné.” Po provedeni ziskame ko-
rekci prvniho fadu. Celkova energie v rdmci poruchové metody prvniho fadu vyjde

E=E94+FED = _108,8 + 34,0 = —74,8 ¢V (10.17)

Souhlas s experimentem jiz tedy neni iplné $patny! V poruchové metodé bychom mohli pokra-
¢ovat i do vyssich fadu. Pro helium vychézi korekce vyssich radua

E® —4,3 eV
E® = 016V

Postupné tak v ramci poruchové metody konvergujeme k experimentalni hodnoté.

10.1.2 Vypocet elektronové energie atomu helia varia¢nim pristupem

Pii varia¢nim feseni potFebujeme najit néjakou pribliznou (ale rozumnou) vlnovou funkci, ktera
mé nedourcené parametry. Vyjdéme z funkce ve tvaru

1 Z’ 3 _Z/r _Z,r
o =— (—) e e @ (10.18)

™ \ Qg

"Vyéisleni je mozné nalézt v knize Ira N. Levine, Quantum Chemistry Pearson Prentice Hall, 2014.
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Tato funkce vypadéa jako vinovéa funkce atomu helia, ve kterém se elektrony neodpuzuji. Misto
nabojového ¢isla Z = 2 mame ale nyni ve funkci neurceny parametr Z’. Fyzikalné si mizeme
predstavit, ze diky pritomnosti druhého elektronu ,,vidi“ prvni elektron jadro o mensim naboji,
nez jaky skutecné ma. Jinymi slovy, elektrony stini atomové jadro. Hodnotu parametru 2,
tj. efektivniho naboje jadra, je tfeba urcit na zakladé variacni optimalizace energie vzhledem
k parametrim zkusmé funkce.

Musime zac¢it vyjadfenim funkcionalu energie, tj. zavislosti energie na konkrétni formé
zkusmé funkce (pojem funkcionalu blize objashujeme v kapitole 17). Za¢neme tim, Ze si ha-
miltonidn 10.1 zapiSeme v mazané formé

A h? Z'e? Z'e? e? e? e?
H=|- A+ Ag) — — ARA A4 —
( Qme( 1+ A) dmegry 47r50r2) + )47r507’1 * )47r€07"2 4megria
X (10.19)
kdy pfitom pro hamiltonian H}, zjevné plati®
H\® = E'd® (10.20)
kde 0 72,2
e
E =- 10.21
87’(’80&0 ( )

Pro funkcional energie pak plati

- 2 O+ P O+ P O+ P
E:/CID*HCDdT:E’—i— ° {(Z’—Z)/ dT+(Z’—Z)/ d7+/ dT}

4dmeg T T2 r12
(10.22)
coz po lehce otravném vycisleni integralt vede k vyrazu
E- (22227 57) ¢ (10.23)
8 471'80(10 ’

Vsimnéme si, Ze ve funkcionalu energie nam vystupuje jak nabojové ¢islo Z (z hamiltonianu,
nejde o varia¢ni parametr), tak efektivni nabojové ¢islo Z’. Optimalni hodnotu Z’ nalezneme
jako minimum funkcionalu energie, tj. polozenim derivace tohoto funkcionalu nule

27 — 27 + g =0 (10.24)
z ¢ehoz po dosazeni 7 = 2
7' =1,6875

Efektivni naboj je tak o dost nizsi nez naboj samotného jadra helia. Po dosazeni optimalni
hodnoty Z’ do funkcionalu energie dostaneme hodnotu

2

5
E=|(1,6875)% —2-2-1,6875 + 2 -1,6875| — = —77.48 &V (10.25)
8 471'80610

To je vsak jiz hodnota energie, ktera je ve velmi slusném souladu s experimentem.

8Jde totiz o hamiltonian atomu vodikového typu s jadrem o nidbojovém &isle Z’, pro néjZ feSeni zname.
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Mohli bychom tuto hodnotu jesté néjak vylepsit? Nepochybné mohli, ale potiebovali bychom
elektronti, zanedbéva korelaci jejich pohybii. Pokrocilejsi metody elektronové struktury musi
jit za ramec této aproximace. O tom se dozvime vice v oddilu o metodach popisu elektronové
struktury molekul, viz kapitola 16.

10.2 Atomy o vice nez dvou elektronech

Poté, co jsme se naladili ispéchem kvantovych vypoc¢ti pro atom helia, mizeme byt v pokuseni
uplatnit cely postup i na dalsi atomy. Vezmémez si tfeba atom lithia. Zde zkusmou vlnovou
funkci budeme hledat jako

pricemz ¢; bude podobné jako v ptipadé helia dano jako
1 Z/ % Z/T‘Z'
= — [ = T ag 10.27
o= (Z) e (10.27

Vypocet vede k energii lithia —230 eV. Experimentalni hodnota je ovSsem pouze —203,5 eV.
Tento vysledek se jevi byt v pfimém rozporu s variaénim principem. Je snad néco Spatné
s varia¢nim principem nebo s prirodou? Pouceny ¢tenar asi tusi, ze problém nastal ignorovanim
Pauliho vylu¢ovaciho principu. Vlnovou funkei predpokladame ve formeé

o = 1s(1)1s(2)1s(3) (10.28)

neboli uvazujeme elektronovou konfiguraci 1s3. PouZivame zde zkracenou symboliku, kdy sym-
bolem ,1“ méme na mysli vSechny soufadnice elektronu 1 atd. To neni symbol, se kterym
bychom se v uc¢ebnicich chemie setkivali. Je tfeba na tomto misté ale pfipomenout, Ze s Pau-
liho principem kvantova mechanika az do této chvile nepocitala. Je tfeba si o ném fici vice.

10.3 Antisymetrie vinové funkce a Pauliho vylucovaci princip

Pauliho vylucovaci princip zné vétsina studenti jiz ze stfedni Skoly. Zhruba fec¢eno nam tvrdi,
ze dva elektrony se v atomu (¢ v molekule, pevné latce a kdekoliv jinde) nemohou nachézet ve
stejném kvantovém stavu. Wolfgang Pauli tento princip formuloval na zakladé studia atomovych
spekter jako experimentélni skutecnost. Hned také rozumeél, ze vylucovaci princip je tizce spojen
se symetrii mnohacésticové vinové funkce pti zdmeéné elektron.
Kvantové-mechanické ¢astice (jako jsou elektrony) jsou nerozlisitelné, nemtzeme je , obarvit*

a sledovat, jak se pohybuji. Je to diisledek relaci neurcitosti. Pokud bychom pohyb né&jaké ¢as-
tice chtéli sledovat, potfebovali bychom znat polohu ¢éstice v daném c¢ase, ale také jeji rychlost.
Ta nam totiz fekne, kde prislusnou céstici muzeme ocekavat v nésledujicim okamziku. Oboji
informaci ale zaroven nemuzeme ziskat s libovolnou pfesnosti, nemé tak smysl mluvit o tra-
jektorii ¢astice a ¢astice nemiizeme rozlisit. Nemuzeme nijak poznat, pokud se dva elektrony
prohodi. V jazyku kvantové mechaniky nerozlisitelnost ¢astic vyjadiime vztahem

[W(L,2)P = [y(2,1)] (10.29)

Tato rovnice nam 1ika, ze pravdépodobnost, Ze se na misté A bude nachazet prvni ¢astice a na
misté B druha castice, musi byt stejna jako pravdépodobnost nalezeni ¢astice 1 na misté B
a Castice 2 na misté A.

Rovnici 10.29 mizeme realizovat dvéma zpisoby
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P(1,2) =(2,1) (10.30)

¢(17 2) = —¢(2> 1) (10.31)

V prvnim piipadé fikdme, Zze vinova funkce je symetricka vi¢i permutaci dvou ¢astic. ééstice,
které splhuji toto pravidlo, se nazyvaji Boseho ¢astice nebo prosté bosony. Ukazuje se, Ze
jde o castice s celociselnou hodnotou spinu a Ze pro tyto ¢astice neplati Pauliho vylucovaci
princip (viz dale). Naproti tomu ¢astice s vinovou funkei antisymetrickou vii¢i permutaci ¢as-
tic nazyvame Fermiho ¢asticemi (nebo fermiony). Fermiony maji polociselny spin a Pauliho
vylucovaci princip pro né plati. K bosoniim nalezi kupiikladu foton nebo atom helia, k fermi-
onim pak elektron. To, zda je dané ¢astice fermion nebo boson, je tieba zjistit experimentem
(tFeba tak, Ze zjistime, zda pro danou ¢astici plati nebo neplati vyluc¢ovaci princip). V kvantové
mechanice tuto skutecnost zavadime jako postulat, ktery pfiradime k péti jiz formulovanym
postulatim.

Postulat ¢islo 6: Pri zaméné dvou elektroni musi vlnova funkce zménit znaménko.
(Spinové-statisticky postulat)

Ukazme si nyni souvislost mezi antisymetrii vinové funkce a vylu¢ovacim principem. Pred-
stavme si elektrony, které jsou charakterizovany polohou a primétem spinu do osy z

q; = (I‘i, msi) (1032)

Jelikoz jde o fermiony, musi platit

V(q1, 42,93, - - -qn) = —U(q2,q1, 63, - - - qN) (10.33)

Uvazme nyni situaci, kdy oba elektrony maji presné stejnou polohu a také stejnou hodnotu
projekce spinu, jinymi slovy ¢ = ¢o = ¢. Pfedchozi rovnice pak nabyva tvaru

(4,4, s, - ~QN) = —@/’(%q,%a . --QN) (10‘34)

z ¢ehoz ale okamzité plyne, ze

V(4,4,a3,---qn) =0 (10.35)

Pravdépodobnost, Zze by se dva elektrony se stejnou projekci spinu do osy z (nadile bu-
deme uzivat vyrazu ,se stejnym spinem®) mohly nachazet na stejném misté, je nulova. Toto
,odpuzovani® elektronii nesouvisi s elektrostatickymi silami, je pfimym diisledkem antisymetrie
vinové funkce. Mluvime o Pauliho repulzi. Skutecnost, Ze se dva atomy helia odpuzuji na
kratké vzdalenosti, je ddna dominantné Pauliho repulzi. Plati to v zasadé pro libovolné atomy
¢i molekuly.

Pojdme se ted podivat, jak se antisymetrie vinové funkce a Pauliho repulze projevi ve vinové
funkci v rameci orbitalnitho modelu. Navazeme na néas vyklad atomu helia, kde jsme hledali feseni
Schrodingerovy rovnice ve tvaru soucinu

¥(1,2,...N) = 1(1)p2(2) ... on(N) (10.36)
ktery pro pripad dvou elektronii
¥(1,2) = ¢1(1)h2(2)
Takto zapsana vlnova funkce ale neni antisymetrickd (dokonce ani ne symetrickd, permutaci
elektronii ziskdme tplné jinou funkei). Nejjednodussi funkce bude mit nasledujici tvar
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1
V2

kde faktor \/LE pridavame z davodu normalizace.

¥(1,2) = —= [¢1(1)$2(2) — 91(2)¢2(1)] (10.37)

Vlnovéa funkce dvou elektroni popsanych stejnou jednoelektronovou funkei (tj. ¢1 = ¢9) ale
nezbytné musi byt identicky rovna nule
1
V2
To by odpovidalo prazdné soustavé, v niz se ale systém nemuze vyskytovat. Pravé toto tvrzeni
zname z chemickych ucebnic jako Pauliho vylucovaci princip. Zde vidime, Ze tento ptvodné
na zéakladé spektroskopickych experimentii odvozeny princip tzce souvisi s antisymetrii vinové

funkce.

V predchozim textu jsme se spinem nezabyvali a jednoelektronovou funkci jsme oznacovali
jako ¢. Na tomto misté je ale vhodné zminit, Ze jednoelektronova vlnova funkce, kterou lépe
ozna¢ime jako ¢, mé svou prostorovou ¢ast ¢ (zavisejici na prostorovych souradnicich r) a

spinovou ¢ast « ¢i [, které jsou formélné funkci magnetického spinového ¢isla elektronu my.
Celkoveé pak

¥(1,2) = —= [01(1)$1(2) — ¢1(2)¢1(1)] = 0 (10.38)

i = ¢(r;)a(mg;) nebo p; = ¢(r;)B(ms;) (10.39)

Ve zkracené notaci bychom pak psali jako argument funkci jen 1, 2...a mysleli tim proménné
elektronu 1, 2....

1= ¢(1)a(1) nebo ¢y = ¢(1)5(1) (10.40)

Mluvime pak o tzv. spinorbitalu. Spinorbitaly a vlnova funkce atomu helia v zadkladnim stavu
by pak vypadaly takto

1(r,my) = 1s(r)a(ms)
@a(r,ms) = 1s(r)B(ms)
b = = [1s(Da()1s(2)5(2) - 15(2)a@)1s(1)5(1)] = (10.41)

Pro poradek si znovu ujasnéme, ze predchazejici rovnice je zkratkou pro vyraz

1
Y= Els(rl)ls(rg) [a(mg)B(ms2) — a(mgz)B(ms)] (10.42)

Celkova vlnova funkce je tedy dédna soucinem prostorové ¢asti a ¢asti spinové. V hamiltonianu
se ale spin nevyskytuje a my nakonec fesime Schrodingerovu rovnici pouze pro prostorovou ¢ast
vlnové funkce

Hl1s(1)1s(2) = E1s(1)1s(2) (10.43)

Na nasich predchozich vypoctech se tak nic nezménilo. V pripadé obecné mnohaelektronové
vlnové funkce spin ignorovat nemizeme a diky tomu ma tfeba tripletni stav jinou energii nez
stav singletni.
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Jak spin méni energii aneb Hundovo pravidlo

Uvazme atom helia, jehoZ jeden elektron je excitovan do 2s orbitalu, méame tedy konfigu-
raci 1s'2st. Tato elektronova konfigurace je kompatibilni jak s tripletnim, tak se singlet-
nim elektronovym stavem — dva elektrony nemusi mit opacny spin, pokud jsou v jiném
orbitalu. Spinovou funkci pro dvouelektronovy atom v singletnim stavu jsme jiz vidéli,
ma tvar

a(1)5(2) — a(2)5(1) (10.44)
a je tedy antisymetrickd vici zdmeéné elektronii. Prostorové ¢ast vinové funkce tak musi

byt symetrickd vici zaméné elektroni, aby soucin téchto dvou funkei byl antisymetricky.
Pro celkovou vlnovou funkci tak plati

¥s(1,2) = [1s(1)2s(2) + 15(2)2s(1)] [«(1)5(2) — (2)5(1)] (10.45)
Spinova funkce pro tripletni stav miize mit néktery z nasledujicich tvart
a(l)a(2)
a(1)B(2) + «(2)5(1)
B1)B(2)

kdy prislusné spinové funkce se lisi projekci celkového spinového momentu do osy z,
jinymi slovy celkovym magnetickym spinovym ¢islem Mg, o kterém bude jesté fe¢ pozdéji.
Tripletni stav bude tedy trikrat degenerovany. Ve vSech piipadech je ale spinova funkce
symetrickd vici zameéné elektront. Prostorovéa ¢ast tak bude muset byt antisymetricka,
aby takovou byla i celkova vlnova funkce (spinova ¢ést je zde napiiklad pro a(1)a(2))

r(1,2) = [1s(1)25(2) — 15(2)2s(1)] [a(1)x(2)] (10.46)
Po dosazeni do Schrédingerovy rovnice miizeme celou rovnici vydélit spinovou funkei
a TeSime rovnici pouze pro prostorovou ¢ast. Ale pozor, matematicky tvar téchto funkei
je ted jiny pro singletni a tripletni stav, a tudiz i energie bude odlina pro tyto dva stavy,
i kdyz elektrony v nich obsazuji stejné orbitaly!
Pokud bychom vypocet provedli, vyslo by nam, Ze tripletni stav mé nizsi energii. Miizeme
tomu porozumét tak, ze konstrukce tripletni vinové funkce zabranuje, aby se dva elektrony
dostaly prilis blizko k sobé, nebot pro 1 — 2 bude ¥1(1,2) — 0. Pro singletni stav tato
podminka neplati. Zjisténi, Ze tripletni stavy obsazujici stejné orbitaly maji nizsi energii
nez stavy singletni, je jednim z Hundovych pravidel, o kterych se vice dozvime v kapitole
12.1.
Nézorny priklad Hundova pravidla si miuZzeme ukazat pro jednodimenzionalni piipad (viz
Castice v jameé nebo elektrony pohybujici se volné v molekule barviva). Na obrazku vlevo
dole jsou dvé€ nejnizsi jednocésticové vinové funkce pro ¢astici v krabici oznacené jako
s(r) a p(r), kde r je vzdélenost. Nad témito funkcemi jsou znézornény dvoucasticové
funkce s(r1)p(r2) a s(r2)p(r1). Soutadnice r; a ro odpovidaji soufadnicim prvniho a dru-
hého elektronu, vinova funkce je znazornéna pomoci vrstevnicového diagramu (Cervené
jsou zaporné hodnoty, modie kladné). Vpravo jsou pak ukazany symetrické a antisyme-
trické kombinace funkci. V okoli diagonaly, tj. 71 = 79, jsou oba elektrony blizko sebe,
na diagonale pak musi byt pravdépodobnost souc¢asného vyskytu nulova. Pro antisymet-
rickou kombinaci to je splnéno, nikoliv ale pro symetrickou. Ta ma proto mnohem vyssi
coulombovskou energii.
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s(r)p(ry) + p(rz)s(ry)

s(r1)p(r2) s(ry)p(ry) @ |
1 7 r 7‘ r; -
| %aN s(r)
/ \ ’
P \\/ s(ry)p(ry) — p(ry)s(ry)

Nejjednodussi obecny tvar antisymetrické vinové funkce pro N-elektronovy systém ziskame
ve formé tzv. Slaterova determinantu

-

1 |e20l) ©2(2) -+ 2

=N T (1047)
on(1) en(2) - en(N)

Diky vlastnostem determinantu je antisymetrie vinové funkce automaticky zajisténa (vzpo-
mente si na definici determinantu, ze které snadno nahlédnete, Ze zaména sloupce nebo fadku
v determinantu vede ke zméné jeho znaménka, takovato zdména odpovida prohozeni elektronii).
Tvar vlnové funkce 10.37 je specidlnim pripadem Slaterova determinantu pro N = 2.

Pro atom lithia bychom zapsali Slatertiv determinant ve tvaru

1s(Da(l) 1s(2)a(2) 1s(3)a(3)
¢=% Is(1)B(1) 1s(2)8(2) 1s(3)5(3) (10.48)
25()a(l) 25(2)a(2) 2s(3)a(3)

Zde jiz ovsem nemuzeme vinovou funkci zapsat jako soucin prostorové a spinové ¢asti. Kdyz
nyni budeme v této formé hledat energii atomu lithia v ramci poruchového piistupu, ziskame

EO — B+ E+ Ey = —2755 6V
EY = @O H ) =835 eV
E = EO 1L ED = _192 eV

. 11 1\ &
H’:(—+—+—> ‘ (10.49)

12 13 ro3 ) 4meg

Varia¢nim fesenim pak ziskame energii

E=-2012¢V

Tedy hodnotu vyssi (ale zaroven relativné blizko) v porovnani s hodnotou experimentélni,
—203,5 eV.
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11 Hartreeho a Hartreeho—Fockova metoda

V této kapitole zformulujeme obecny zpisob, ktery nam umozni systematickym zptisobem fesit
Schrédingerovu rovnici pro N-elektronovy atom (a obecné N-elektronovou molekulu) pomoci
varia¢niho principu. Budeme promyslet opét pripad atomu helia, rozsifeni na viceelektronové
atomy a na molekuly je ale pfimocaré.

V predchozich oddilech jsme vidéli, ze je rozumné hledat vlnovou funkci atomu helia ve
formé soucinu

V= 12 (11.1)

Tato rovnice 1ka, Ze pohyb prvniho a druhého elektronu je nezavisly. Ne Ze by se ty dva elek-
trony ,necitily”, nicméné predpokladéame, Ze elektron ,citi“ jenom primérné pole generované
druhym elektronem. V tomto oddile budeme pro jednoelektronové vinové funkce pouzivat sym-
boly g1 a g2, aby nedochazelo k ziménéam s thlovou proménnou ¢. Pro jednoelektronové funkce
mizeme predpokladat tvar

g = h1(7“1)5/2?11(917¢1) (11.2)
g2 = ha(ra)Y;* (62, $2) (11.3)

kde Y, jsou sférické harmonické funkce. Vychazime totiz z predpokladu, ze kazdy elektron se
bude pohybovat v centralné-symetrickém poli (vice pak nize).

Predpokladejme nyni, Ze nam nékdo prozradil tvar jednoelektronové vinové funkce ¢o a
nam zbyva dopocitat vinovou funkci ¢;. Prvni elektron se bude pohybovat v elektrostatickém
poli jadra helia a déle na néj bude piisobit druhy elektron, jehoz rozlozeni v prostoru ale diky
znalosti vinové funkce ¢o zndme. Elektron 1 se tak pohybuje v efektivnim potencialu

. 2 2 702

Vi(ry, 01, 1) = %50 %dT - ﬁ (11.4)
kde prvni ¢len popisuje piisobeni elektronového oblaku druhého elektronu a druhy ¢len prita-
hovani elektronu k jadru.

Udélejme jesté jedno dalsi priblizeni, totiz to, ze zprumérujeme tento potencial pfes th-
lové souradnice, nebot predpokladame, Ze se elektron pohybuje v centralnim poli (a ted tuto
podminku tedy vnutime)

(]27r foﬂ ‘71(7”17 81, ¢1> sin 91d91d¢1

Viln) = 2 (T sin 0,d0,dg, (1L5)
Vlnovou funkei ¢g; pak nalezneme feSenim jednoelektronové Schrodingerovy rovnice
72
(_QmeAl + V1(7”1)> g1 = €16 (11.6)
N ~ .

Takovouto rovnici uz jsme schopni fesit, byt by se tak délo numerickymi metodami. Jelikoz pak
jde o rovnici s centralné-symetrickym potencidlem, takze bude platit

[H,L%) =[H,L.]=0 (11.7)

a velikost momentu hybnosti i projekce momentu hybnosti do jedné z os se budou zachovévat.
Kvantova ¢isla [ a m budou tudiz ,,dobra kvantova ¢isla““. Jednoelektronové vinové funkce budou
i tentokrate charakterizovany kvantovymi ¢isly n, [ a m, nicméné hladiny o stejném hlavnim
kvantovém c¢isle n jiz nebudou nutné degenerované.
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Mame ale jednu potiz. Celou dobu predpokladéame, Ze zname vinovou funkci go. Jenze my
ji ve skute¢nosti nezname! V rovnici 11.6 se tak objevuje neznama funkce go. Mohli bychom
celou uvahu provést i naopak, budeme predpokladat, ze zname vinovou funkci g; a budeme se
snazit vypocitat vlnovou funkci go pomoci rovnice

h2
(_Zm Ay + Vz@"z)) g2 = €202 (11.8)

e
N J/
-~

ho

kde v efektivnim potencialu Va(ry) bude vystupovat jednoelektronovéa funkce g;. Dostaneme
tak soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé funkce, g; a g, (rovnice 11.6 a 11.8). Jde o slozitou
soustavu integro-diferencialnich a k tomu nelineérnich rovnic.” Resenf pak hledéme iterativnim
zpusobem, pomoci tzv. metody self-konzistentniho pole (SCF, z angl. Self-Consistent Field).
Vypocet zacneme hrubym odhadem tvaru vlnovych funkci ¢g; a ¢go. Pomoci téchto odhadu
vlnovych funkci uréime efektivni pole, ve kterych se oba elektrony pohybuji, jinymi slovy,
pouzijeme tyto funkce ke konstrukci jednoelektronovych hamiltoniani v rovnici 11.6. Vyfesenim
rovnice 11.6 ziskdme novou sadu funkei g; a go. Celé kolecko se muze opakovat, do doby, nez se
funkce jiz dale neméni (viz obrazek 25).

odhad gia g5

vytvoteni efektivniho
pole pro pohyb elektronti

hoai+l — i1 i+l

higi™ =" g1 ANO
hoLi+1l _ i+l i+

h95"" = €793

|

ligi se gttt od gt

i+1 i
ag; odg;?

| e

feSeni

Obrazek 25: Reseni Hartreeho a Hartreeho—Fockouvijch rovnic se prakticky provddi iterativ-
nim zpisobem pomoct metody SCF

Konverguje SCF kolecko?

Nikde neni zaruceno, ze nas SCF zavede ke spravnému reseni. Konvergence muze byt
velmi pomala a funkce mohou také chaoticky poskakovat — zejména u molekul se slozitéjsi
elektronovou strukturou nas konvergence SCF kolecka muze notné pozlobit. V pribéhu
casu se ale vyvinula fada trikd, jak konvergenci pomoci. Predné je dulezité zacit s ro-
zumnym pocatecnim odhadem. Ten miizeme ziskat tfeba pomoci semiempirické rozsitené

9Zatimco v diferencidlnich rovnicich vystupuje hledana funkce v derivaci, v integro-diferencialnich rovnicich
navic 1 v integralu. Zde se integral ukryva v definici efektivnich potenciala V;, viz rovnice 11.4.
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Hiickelovy metody, o které bude fe¢ pozdé&ji. Pokrocilejsi algoritmy odhaduji také novou
sadu funkci za pomoci celé historie optimalizace. Piikladem je ¢asto pouzivany algorit-
mus DIIS (z anglického Direct Inversion in Iterative Subspace). Jinym trikem je umélé
navyseni energie neobsazenych orbitala (v angl. tzv. Level Shifting).

Ptredvedeny postup predstavuje tzv. Hartreeho metodu. NaSe ,odvozeni bylo heuris-
tické, ke stejnému vysledku bychom ale dosli s pouzitim variaéniho poc¢tu (viz kapitola 28.5).
Obecné v Hartreeho metodé predpokladame zkusmou vlnovou funkci ve tvaru soucinu N jed-
noelektronovych vinovych funkei

) = 3019293 ... gN (119)

Kazdy z elektroni se pak pohybuje v efektivnim potencialu

2

N 12 72
Vilri, 01, 61) = — Z 9.y, - 2 (11.10)

471'80 Tij I 471'607”1'

ktery zprimérujeme podobné jako v rovnici 11.5. Pro kazdy z orbitali g; pak resime jedno-
elektronovou Schrédingerovu rovnici ve tvaru

kde h; = 2 12 A, + V;. Mluvime o Hartreeho rovnicich.

Jak Vypo<31tame celkovou energii? Naivné bychom se mohli domnivat, Ze staci secist ener-
gie jednotlivych elektront £ = ). ¢;. Udélali bychom ale chybu, energie £; v sobé zahrnuje
coulombovské odpuzovani s druhym az N-tym elektronem. Energie interakce mezi prvnim a
druhym elektronem se ale vyskytuje i ve ¢lenu 5. Mezielektronovou repulzi bychom tak zapo-

¢itali dvakrat. Celkova energie bude proto dédna vztahem

E= Z@ Ty e 47'T€‘09; Woirar, =3 e 4, (11.12)
i=1 j=i+1 i=1 i=1 j=it+1
kde druhy clen predstavuje odpuzovani mezi dvéma oblaky elektront, ktery odecitame, aby
nebyl zapocitan dvakrat. Integral J;; nazyvame coulombovskym integralem.
Hartreeho metoda je bohuzel pro elektrony nepouzitelna. V minulé kapitole jsme si vysvétlili,
ze vinova funkce popisujici elektrony musi byt antisymetrickd viici permutaci elektronti. Musime
ji tedy zapsat ve formé Slaterova determinantu

b=— |7 : : (11.13)
gn(1)B(L) gn(2)B(2) - gn(N)B(N)

pricemz v tomto piipadé mluvime o Hartreeho—Fockové metodé.
Podivejme se ted, jak bude vypadat vyraz pro energii pro tfiatomovy systém, jako je atom
lithia

g(Da(l) gi(2)a(2) g1(3)(3)
g2(1)B(1)  92(2)B(2) 92(3)B3(3) (11.14)
g3(De(1) g3(2)a(2) g3(3)a(3)

Tuto funkci si miizeme explicitné rozepsat do tvaru

b =

C5>|H
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® = § (DRREWIE) - 0 (VaDnGaa)56)-
~2(101(2)5(BLa(2)a(3) + 95D 2)g2(B)a( V(23 + (11.15)

+92(1)g3(2)91(3)5(1)
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Potrebujeme ted vy¢islit energii

E://////(ID*f]@drldrgdrgdmsldmsgdmsg (1116)

kde jsme ted explicitné vyznacili integraci pfes prostorové a sumaci pres spinové soufadnice
v8ech t¥f elektronii (sumace je pres viechny hodnoty my;). Hamiltonian mtizeme zapsat ve tvaru

H=H, + Hy+ Hy + Hyy + Hy3 + Hos (11.17)
kde
R h2 1 22
H=—"" A — ¢ (11.18)

2me | Admeg 1y

je jednoeletronovy hamiltonian pro -ty elektron a ptisobi toliko na soutradnice prvniho elektronu
a hamiltonidn

. 1 €2
= = 11.19
J 471'80 Tz'j ( )

predstavuje coulombovské odpuzovani elektront.

Integral 11.16 se tedy rozpadne do 6x6x6 ¢lenii. To vypadéa jako ponékud otravna prace, ale
nastésti vétsina integrali bude nulové, a to diky spinovy funkcim. Jelikoz hamiltonidn v sobé nic,
co by ptisobilo na spin, neobsahuje, objevi se v rovnicich vzdy integral s prekryvem spinovych
funkci mezi funkci pfed hamiltonianem a za hamiltonianem, takze napiiklad vyraz

/ / / / / / 91(1)792(2)"95(3)" (1) 8(2)(3) H1291 (1) 95(2)92(3)(1)a(2)5(3)  (11.20)
dridrodrsdmg dmgadmes

muzeme rozepsat jako
/ / 01(1)*92(2)* Hiagn (1)ga(2)dr drs / 4a(3)" ga(3)dlrs

(11.21)
[ atan, [ s@a@dn [a@s6)dm,

Posledni dva ¢leny jsou ale nulové, a proto nemusime cely piispévek uvazovat.

Nenulové budou jenom ty z ¢lent v integralu 11.16, kde funkce pfed a za hamiltonidnem
bude mit identickou spinovou funkeci. Prvni funkei v rovnici 11.15 tak kombinujeme pouze samu
se sebou a s funkei Sestou, druha funkce bude mit nenulové ¢leny sama se sebou a se ¢tvrtou
funkci a treti funkce bude mit nenulové integraly v kombinaci sama se sebou a s patou funkei.
U jednoelektronovych operatori navic snadno zjistime, Ze musime uvazovat pouze integraly,
kde pred operdtorem H; i za nim stoji stejna funkce (nulovost ostatnich ¢lend nam zajisti
ortogonalita funkei g;).
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Pokud se tedy pustime do préce naznacené vyse (vyZzaduje to trochu ucetniho zépalu, ale
¢tenéri toto cviceni doporuc¢ujeme) dostaneme koneény vyraz pro energii

1 - .
B =5 (0 [ smaar +6 [ G @

+6/9§(3)ﬁ193(3)dr3+6//9;(1)95(2)ﬁ1291(1)92(2)d1‘1d1‘2+

11.22
+6// gf(l)gg(?’)ﬁwgl(1)92(3)011'1(11“3 +6// 9;(2)g§(3)ff23g2(2)92(2)d1‘2d1‘3— ( |
-3 [[ 600650 Hrsanl 1)1 3
coz ale miizeme zapsat ponékud elegantnéji ve formeé
E = Hi1+ Hao + Hsz + Jio + J13 + Jaz — Ki3 (11.23)
kde H;; jsou maticové elementy jednoelektronovych integrali
H; = /gz 1gz (11.24)

Jij jsou coulombovské integraly

ij

// gf(rl)g;(rﬂr—Lgi(I‘l)gj(Ié)dhdrz (11.25)

a K;; nazyvame vyménnymi integraly

47T€0

e? 1
Kii = Tnes / / 9;(r1)g; (r2))r_129i(r1)gj<r2)dr1dr2 (11.26)

Energii bychom mohli obdobné vyjadrit pro atom (¢i molekulu) o libovolném poétu elek-
tronu. Ucetnictvi integralu se znacné zjednodusi pomoci tzv. Slaterovych—Condovych pravidel
(viz dodatek 28.7), s pomoci kterych bychom dostali obecny vyraz pro energii

bE= Z H“ + Z Z g méi,mstij) (11.27)

=1 j=i+1

Po uré¢itém usili jsme se tedy dopracovali k vyrazu pro energii pro vlnovou funkci vyjadie-
nou ve Slaterové determinantu. Energii ale zatim nespocitdme, nezname totiz jednoelektronové
vlnové funkce (orbitaly) g;(r)! Potfebovali bychom jednoelektronové rovnice analogické Hartre-
eho rovnicim 11.11. Rovnice pro orbitaly v Harteeho metodé jsme ziskali heuristicky — hledali
jsme kvantové rovnice popisujici pohyb i-tého elektronu v poli atomovych jader a zprimeérova-
ného elektrostatického pole od ostatnich elektronii. V ramci Hartreeho-Fockovy teorie se ale ve
vyrazu pro energii objevuje jesté vyménny ¢len, ktery je dusledkem antisymetrie vinové funkce.
Ten neumime klasicky interpretovat, takze nemuzeme doufat, Ze bychom rovnice pro orbitaly
jednoduse uhodli.

PomiiZzeme si ale varia¢nim principem. Spravné orbitaly budou ty, se kterymi po dosazeni
do vztahu pro energii 11.27 dostaneme nejmensi moznou energii — jakkoliv mal& zména opti-
malnich orbitali pak povede ke zvySeni energie. Nalezeni funkce, ktera minimalizuje ur¢itou
veli¢inu je predmétem tzv. variacniho poc¢tu. Jeho aplikace na vyraz pro energii 11.27 nas znovu
dovede k soustavé jednoelektronovych Schrédingerovych rovnic, k tzv. Fockovym rovnicim
(viz dodatek 28.6).
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Fo; = ;6 (11.28)

kde operator F ma tvar

A

N

F=hi+Y) (J} — §(mas, msj)f(j> (11.29)
J(#1)

a popisuje tak pohyb jedné castice v poli atomovych jader pod vlivem coulombovské a vy-

ménné interakce popsané coulombovskym operatorem J a vyménnym operatorem K , které

jsou definovany vztahy

fjf(rl)zf(rl);go/lgjg?' dry (11.30)
K;f(r1) =gj(r1)4;o/gj(r2:f(r2>dr2 (11.31)

Resenfm Fockovych rovnic dostaneme sadu atomovych orbitali ¢; a jim prislusejicich orbitalnich
energif ¢;.

Celkovou energii vypocitame podobné jako v Hartreeho metodé také pomoci souctu orbi-
talnich energii, od kterych jsou odecteny ¢leny, které bychom jinak zapocitali dvakrat

N N N

i=1 j=i+1

kde ke coulombovskému integralu J;; prfidanému uz v Hartreeho metodé pribyva opét vyménny
integral.

Koopmansuv teorém

Tjalling Koopmans byl nizozemsky matematik a ekonom, ktery v roce 1975 ziskal Nobe-
lovu cenu za ekonomii (piesnéji Cenu §védské narodni banky za rozvoj ekonomické védy
na paméatku Alfreda Nobela) za teorii optimélni alokace zdroja. To je moZna uzitecné.
7 doby jeho mladi po ném ztstal ale jeden teorém, ktery je uziteény urcité. Tvrdi, Ze io-
nizacni energie (IE) i-tého elektronu je az na znaménko rovna orbitalni energii doty¢ného
elektronu

Tvrzeni miize znit jednoduse. Jestlize orbitalni energie 71k, s jakou energii se pohybuje
elektron v atomu ¢i molekule, tak dodani této energie musi zptusobit jeho ionizaci. To by
ale platilo presné pro jednoelektronovy systém. Mame-li v systému vice elektront, staci
k ionizaci energie o néco mensi, nez se kterou se vyrazeny elektron v atomu pohybuje.
Ostatni elektrony totiz v prubéhu ionizace svou orbitalni energii snizuji (vyraZeny elek-
tron jim uz nepiekazi) a o tuto energii se snizuje ioniza¢ni energie. Koopmansiuv teorém
plati tedy pouze priblizné. Napiiklad pro vyrazeni elektronu z atomu argonu je dle Ko-
opmansova teorému potieba 16,1 eV (spoc¢itano s aug-cc-pVQZ bazi), ve skutecnosti ale
staci 15,8 eV. Pro molekulu vody je jiz souhlas horsi, hodnota ioniza¢ni energie vypoci-
tané dle Koopmansova teorému ¢ini 13,9 eV, zatimco experiment poskytuje hodnotu 12,6
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eV. Pro ionizaci z nizsich hladin je chyba jesté vétsi, srovnani je v nésledujicim obréazku.
Experimentalni data jsou z Winter et al., J. Phys. Chem. A, 108, 2625 (2004). Pro nej-
nizsi orbital molekuly vody je chyba dokonce 18,5 eV. Platnost Koopmansova teorému
pro elektronové afinity je obecné horsi nez pro ioniza¢ni energii.

experiment Koopmansiv teorém

b, 12,6 eV 13,9 ¢V
3a, ‘ 14,8 eV 15,9 eV
fotoelektronové spektrum
1b, “ 18,6 eV 19,9 eV
e gas
Leirrflrmdiarrilrpives eriea lepndiviralid:. 235 32,6 eV 37,0 eV
-40 -30 -20 -10 0
vazebna energie /eV
la, & s41ev 559.5 eV

11.1 Roothanovy rovnice

Jednoelektronové funkce g; (tedy atomové orbitaly viceelektronovych atomi) vétsinou hledame
ve formé line4drni kombinace néjakych znamych funkei y;

9 =Y CiXi (11.34)

Vyhoda je zfejmé, nemusime hledat neznamé funkce g;, ale pouze neznamé ¢isla c;;. Misto
soustavy nelinearnich integro-diferencialnich rovnic (Fockovych rovnic) Fesime pouze soustavu
(nelinearnich) algebraickych rovnic. Jde o nam jiz dobfe znamé sekularni rovnice, viz kapitola
9.1.2

Z(E — ESij>Cj =0 (1135)
J
resp. v maticovém zapisu

Fc =¢eSc (11.36)

Podminkou netrivialniho feSeni je nulova hodnota sekularniho determinantu

det|F — eS| =0 (11.37)

z ¢ehoz dostaneme mozné hodnoty energii. Uvedené rovnice se nazyvaji rovnicemi Rootha-
novymi.

107



11.2 Baze atomovych orbitala

Sadu funkci y; nazyvame bazi atomovych orbitali. Tyto béze se pouzivaji i pro molekuly,
nékteré priklady pouziti jsou proto diskutovany pravé pro molekuly. Béazové funkce mohou byt
napiiklad

e Orbitaly atomi vodikového typu. Bohuzel tyto funkce jsou pro vyssi hodnoty hlavnich
kvantovych ¢isel dosti komplikované. Navic je tfeba fadu integralii provadét numericky:.

e Orbitaly tzv. Slaterova typu (STO, z angl. Slater Type Orbitals). Jde o exponencialni
funkce

X(r) = (26)™+ ((2n))) "7 pnlemér (11.38)

kde n = 1,2... a parametr £ > 0. Na rozdil od funkci vodikového typu nemaji STO
radialni uzly. Pro atomy vétsinou neni s témito funkcemi potiz, pro molekuly ale nejsou
vSechny typy integralii analyticky vypocitatelné.

e Gaussovské funkce. Tyto funkce maji tvar

x(r) = Nre—or (11.39)

Vyhodou gaussovskych funkef je skute¢nost, Ze sou¢in dvou gaussiant je zase gaussian, je-
nom lokalizovany na spojnici ptivodnich dvou gaussianti. Vsechny maticové elementy jsou
analyticky vypocitatelné. Samoziejmé tyto funkce maji i své nevyhody (napiiklad ne-
spravné asymptotické chovani), pouzivé se proto linearni kombinace gaussovskych funkei.

e Rovinné vlny. Tyto funkce maji tvar

1 .
_ (iG-r)
x(r) =—=e 11.40
) VQ ( )
kde 2 a G jsou parametry. Tento typ baze se pouziva hojné v oblasti vypoctu periodickych

systému, tj. krystali. Pro atomy nebo molekuly to piili§ vhodné baze neni, nebot jde o
funkce delokalizované.

7 praktického hlediska je uzitecné seznamit se jesté s nékterymi pojmy

e Minimalni baze. V minimalni bazi jsou obsazeny pouze funkce popisujici orbitaly ob-
sazené pouze v zakladnim stavu pfislusného atomu. Minimalni béze pro atom helia tak
obsahuje pouze funkce popisujici 1s orbitaly.

e Rozsifena baze. Tato baze obsahuje funkce jdouci za ramec minimélni baze. Naptiklad
tzv. polarizaéni funkce (funkce s vy$sim vedlejsim kvantovym ¢&islem [, nez je nejvyssi
vedlejsi kvantové ¢islo v zékladnim stavu atomu) ¢ funkee diftzni, tj. funkce s velmi
malym exponentem v rovnici 11.39. Tyto funkce jsou diilezité tfeba pro popis aniontii
nebo pro popis slabych mezimolekularnich interakei.

Zmaceni béazi atomovych orbitali neni tiplné systematické a je zapleveleno historickym vy-
vojem oboru. Z pohledu uzivatele je uzitecné mit prehled o casto uzivanych zkratkach, jako
STO-3G, 6-31G*, def2-SVP ¢i aug-cc-pVDZ. Orientace v ,,zoologické zahradé” bazi atomovych
orbitali patii k nezbytné vybavé praktikujicitho kvantového chemika. Pro detailnéjsi diskusi od-
kazujeme Ctenafe napiiklad na knihu Ira N. Levine, Quantum Chemistry, 2009 Pearson Pren-
tice Hall. Ctenaii s touhou provadét vlastni vypocty by neméla uniknout ze zietele stranka
https : | /bse.pnl.gov/bse/portal poskytujici Sirokou Skalu bazi pro pouziti v nejrozmanitéjsich
kvantové-chemickych programech.
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Konvergence vysledki s velikosti baze muze byt dosti pomalé, viz Tabulka 4, kde jsou uka-
zény energie a disociacni energie pro molekulu Hs. V tabulce si také miizete vSimnout, Ze ani
s nejvetsi bazi cc-pV6Z neposkytuje Hartreeho-Fockova metoda vysledky srovnatelné s expe-
rimentem. Rozdil je pomérné zna¢ny, v jednotkach eV je to 1,11 eV, a je dusledkem toho, Ze
Hartreeho—Fockova metoda nezahrnuje elektronovou korelaci.

Tabulka 4: Konvergence elektronové energie molekuly Ha, dvou atomi H a disociacni energie
D., tj. rozdilu energii vypocitané pomoci Hartreeho—Fockovy metody. *Teoretickd hodnota je
prevzata z prace J. Chem. Phys., 49, 404-410 (1961). **Experimentdlni hodnota je pievzata
z ¢lanku J. Mol. Spec., 5, 482-498 (1961)

béze E(Hy) |a.u.] E(2H) [a.u.] D, |a.u.
STO-3G —1,11709436545 —0,93316370077 —0,18393066468
6-31G —1,12682233855  —0,99646581840 —0,13035652017
6-31G* —1,12682233857  —0,99646581840 —0,13035652017
6-31+G* —1,13140288201  —0,99760220485 —0,13380067716
cc-pVDZ —1,12857425565  —0,99855680684 —0,13001744881
cc-pVTZ —1,13298757810  —0,99961962260 —0,13336795550
ce-pVQZ —1,13349380340  —0,99989113717 —0,13360266623
cc-pVoZ —1,13364491399  —0,99998907032 —0,13365584367
cc-pV6Z —1,13366238012  —0,99999848902 —0,13366389110
ref. hodnota —1,17447498301°* —0,17445%*
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12 Periodicky zakon pohledem kvantové teorie

Periodicky zékon byl formulovin dédvno pred vznikem kvantové mechaniky. Pivodné tvrdil, Ze
vlastnosti prvku jsou periodickou funkci jejich atomové hmotnosti, pozdéji pod vlivem studia
rentgenovych spekter byla atomova hmotnost nahrazena protonovym cislem. Kvantova me-
chanika davé periodickému zakonu novou interpretaci a na periodickou tabulku nahlizi jako na
kvantové-mechanickou strukturu. V tomto oddile si kvantové-mechanicky pohled na periodicitu
vlastnosti prvki struc¢né predstavime.

Zopakujme si nejdiive, jakym zpiisobem jsou z elektront obihajicich kolem jader sestaveny
atomy. Zakladnim principtim porozumime v rdmci Hartreeho-Fockovy teorie. Vystavba atomi
je zaloZzena na nasledujicich pravidlech, vychazejicich z feSeni Schrodingerovy rovnice.

e Vystavbovy princip. U atomu vodikového typu je energie jednoelektronového stavu
déna vyhradné hlavnim kvantovym ¢islem n. V atomech s vice elektrony je jiz degenerace
riznych stavi se stejnym kvantovym ¢islem sejmuta. Poradi jednoelektronovych stavi,
které typicky nalézame u neutralnich atomi, nazyvame vystavbovym principem. Poradi je
1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 4f 5d 6p 7s 5f 6d 7p 8s (lze si ho zapamatovat napiiklad
pomoci obrazku 26). Podotknéme ovSem, Ze vystavbovy princip neni nenarusitelné dogma
a pofadi orbitali mize byt v riznych atomech a iontech rizné.

Obrazek 26: Poradi orbitali, které casto nachdzime v neutrdlnich atomech, se nazjvd vy-
stavbovym principem. Pofadi se v obrdzku cte od orbitalu 1s a pak se pokracuje diagondlné
po Sipkdch

e Pauliho vylucovaci princip. Bez Pauliho principu by periodicka tabulka neexistovala,
vSechny prvky by v zédkladnim stavu byly jenom riizné vypasené atomy vodiku. Elektrony
neobsazuji vyssi hladiny pro elektrostatické odpuzovani s jiz pritomnymi elektrony, jsou
puzeny daleko zésadnéjsim pozadavkem antisymetrie vlnové funkce.

e Pravidlo maximalni multiplicity. Mluvime také o Hundovu pravidlo — pravidel spo-
jenych se jménem Friedricha Hunda je ale vice. O Hundovych pravidlech bude fec¢eno vice
dale.
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Z Koopmansova teorému vime, Ze ioniza¢ni energie ¢-tého elektronu IE; je rovna orbitalni energii
prislusného elektronu ¢; (az na znaménko). Pro energii nejvyse obsazeného elektronu (HOMO
elektronu, z angl. Highest Occupied Molecular Orbital) piiblizné plati

IE = —EHOMO (121)

Orbitalni energie nejnizsiho neobsazeného elektronu (LUMO elektronu, z angl. Lowest Unoccu-
pied Molecular Orbital) je zase piiblizné rovna elektronové afinité (EA)

EA = —ELUMO (122)

Podivejme se, jak se vyviji s protonovym ¢islem ioniza¢ni energie HOMO elektronu. Pro
atom vodikového typu by platilo
Z2
IE ~ poy (12.3)
kde n je hlavni kvantové ¢islo a Z je protonové ¢&islo. U viceelektronovych atomii bude platit
podobny vztah, ale s malymi korekcemi. Vnitini elektrony velmi efektivné stini nédboj jadra,
takze HOMO elektron citi efektivni ndboj Z’' rovny protonovému ¢islu zmensenému o vétsinu
z elektronu ve vnitinich slupkéich. Jestlize se budeme pohybovat v periodé od lithia k neonu,
ocekavali bychom rostouci ioniza¢ni energii — roste totiz protonové ¢islo a naboj jadra nenf jesté
stinén. Jestlize ale od neonu pfejdeme k sodiku, vzroste najednou skokové hlavni kvantové ¢islo
n a navic efektivni protonové ¢islo se zmensi diky stinéni naboje jadra vnitinimi elektrony.
Ioniza¢ni energie by se proto méla spiSe blizit lithiu nezli neonu. To skute¢né pozorujeme (viz
obrazek 27).
Podobné uvahy vysvétli i periodické zmény elektronové afinity, poloméru atomu, ktery je
dan vztahem

TZ2

~ — 12.4
R~ (124)

¢i tfeba periodicita elektronegativity, kterou miizeme dle Mullikena definovat jako

X = 0,187(IE + EA) + 0,17 (12.5)
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Obrazek 27: lonizacni energie, elektronové afinity ¢i poloméry atomi se s protonovym ¢is-
lem periodicky meéni. Tato periodicita je dusledkem zdkladnich kvantové-mechanickijch zdkonai

112



12.1 Scitdni momentu hybnosti a atomové termy

Jednoelektronové atomy jsou charakterizovany nejen energii, ale také velikosti momentu hyb-
nosti (kvantové ¢islo /) a projekei momentu hybnosti do urcité osy (konven¢né do osy z, kvantové
¢islo my). Jestlize studujeme atomy s vice elektrony, mohlo a mélo by nas zajimat, jakym zpiiso-
bem se momenty hybnosti jednotlivych elektronii s¢itaji do celkového momentu hybnosti atomu.
Hodnota momentu hybnosti totiz urcuje stav daného atomu a naptiklad ve spektroskopii se se
symbolikou momentu hybnosti ¢asto setkame.

mp

my,

Obrazek 28: Grafické zndzornéni skladani momentu hybnosti v klasické fyzice. V kvantové
mechanice umime urcit celkovy moment hybnosti z priumeétid jednotlivijich momenti do osy z

V klasické mechanice vektory s¢itat mizeme, pokud zndme vSechny tfi jejich komponenty, tj.

IV wrvs

relacim neumime urcit najednou vSechny tii slozky vektoru momentu hybnosti. Miazeme ale
urcit celkovy moment hybnosti a projekci momentu hybnosti do osy z, tj. m;. Celkovy moment
hybnosti L by mél splhovat kvantové-mechanicka pravidla jako jakykoliv jiny moment hybnosti.
Pro jeho velikost tak bude platit

IL| = h/L(L + 1) (12.6)

a pro projekci do sméru osy z pak

L. = hMj, (12.7)

kde L =0,1,2... a M, =), my; nabyva hodnot —L,—L +1,...,0,..., L.
Uvazme piipad dvou elektroni, z nichz kazdy se nachézi v orbitalu p (zatim neuvazujeme
spin). Elektrony maji kvantova ¢isla

o= 1 (12.8)
lh =1
Moment hybnosti ve sméru osy z nabyva hodnot m; = —1,0, 1. Ud€élejme si nasledujici tabulku,

kde s¢éitame m; pro nasSe elektrony, pocitame tedy M,
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-1 -1 =2
-1 0 -1
-1 1 0
0 -1 -1
0 0 0
0 1 1
1 -1 0
1 0 1
1 1 2

Vidime, ze bude existovat stav, pro ktery kvantové ¢islo My, urc¢ujici projekci celkového momentu
hybnosti do osy z nabyva hodnoty 2. Tomu ale odpovida stav s velikosti momentu hybnosti
daného kvantovym c¢islem L = 2. K tomuto kvantovému ¢islu ovSem piislusi jesté hodnoty
M = +1,0,—1,—-2. V tabulce ndm tedy zbyvaji hodnoty M; = —1,0,0, 1. Je zjevné, ze musi
existovat i stav s hodnotou L = 1. Tomu odpovidaji hodnoty M, = —1,0,1. Zbyva tedy jesté
M = 0, ¢emuz odpovida L = 0. Vidime tedy, Ze pro dva elektrony s kvantovym cislem [ = 1
muzeme dostat hodnoty celkového momentu hybnosti L = 2,1,0. VSimnéte si, Zze abychom
dospéli k tomuto zavéru, stacily nam pouze hodnoty m;, ze kterych jsme spocitali M.

Tuto nasi tvahu mizeme zobecnit. Mame-li dva elektrony ve stavu l; a [y, pak celkovy
orbitalni moment hybnosti mtze nabyvat hodnot

L=l —lf,....Ii +1 (12.9)

Stejnym zpusobem miizeme pracovat i se spinem. Celkové spinové kvantové ¢islo S nabyva
hodnot
S:|81—82‘,...,81+82 (1210)

Pro Mg plati zcela analogicky Mg = Y. ms;, kde m, muze nabyvat pouze hodnot —i—% a —%, coZ
odpovida spinu « a . Pro dva elektrony existuji ¢tyfi kombinace spinu (viz obréazek 29), které
jsou charakterizovany ¢islem Mg = 0,1, —1,0. Stejné jako v pfedchozim piipadé jsou hodnoty
Mg = +1 konzistentni s S = 1 a protoze Mg nabyva hodnot Mg = —S5,...,S, do této skupiny
budou patrit t¥i hodnoty Mg = 1,0, —1. Tyto konfigurace oznacuje tripletni stav. Posledni
hodnota Mg = 0 pak odpovida S = 0. Tato konfigurace odpovida singletnimu stavu.

M 0 1 -1 0
Obrazek 29: Mozné orientace spinu dvou elektrond
Muzeme ted secist celkovy orbitalni moment L a celkovy spinovy moment S do celkového
momentu J = L 4+ S. Pravidlo pro séitani bude stejné, pro kvantové ¢islo J definujici velikost
celkového momentu hybnosti bude platit
J=|L-S|,...,L+S (12.11)

Stav atomu potom zapisujeme pomoci tzv. atomového termu (viz obrazek 30). Musime mit
ovSem na paméti, Ze ne vSechny soucty jsou v atomech mozné (diky Pauliho vylu¢ovacimu
principu).
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