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Ejercicios de clases

Problema 1.
Recordemos la definicién de semi-continuidad superior.

Definicién 0.1. Sea X un espacio topolégico, sea xg € X, ysea f: X — RU{—o00,00}. Se
dice que f es semi-continua superior en x, si para todo y > f(x() existe una vecindad U
de zg tal que para todo z € U, f(x) < v.

También recordemos el siguiente corolario visto en clases.

Corolario 1. Sea f : X — Y un morfismo reqular sobreyectivo entre variedades algebraicas
irreducibles. Si f es un morfismo cerrado, entonces la funcion dimysy @Y — N, y —
dim(f~(y)) es semi-continua superior.

La segunda edicién del libro clasico de Shavarevich tiene la incorreccién de no considerar
la hipdtesis en negrita. Demuestre que para el morfismo regular sobreyectivo no cerrado
f:A%— A3 (x,y,2) = (z,(zy — 1)y, (zy — 1)2) no se tiene la conclusién del corolario.

Indicacion: Estudie el punto zo = (0,0,0) y el abierto x # 0.

Problema 2.

Sea X una variedad algebraica afin, sean fi,..., fr,91,...,9s € O(X) talesque I = (f1,... f.)
(g1...9s), ysean e : X — X y € : X' — X los blow-up de X en (f1,....f.) v (91,---,0s),
respectivamente. Demuestre que existe un isomorfismo ¢ : X — X’ tal que el diagrama (la
figura fue obtenida de los apuntes de clases)

conmuta.

En otras palabras, el blow-up de una variedad algebraica afin X depende sélo del ideal
I, y podemos decir que X := Blz(X) — X, x> ¢(z) es el blow-up de X a lo largo de
Z :=V(I) C X. La subvariedad afin cerrada Z es llamada el centro del blow-up.

Investigacion
Nota: En esta seccién se usaron fuertemente (a veces parafraseando o citando) como
referencia el libro de Brasselet y el de Fulton. Toda esta construccién es muy gréfica, y el

lector la podra entender con mucha mayor facilidad haciendo dibujitos.

En esta seccion discutiremos sobre variedades toéricas. Primero daremos una pequena moti-
vacion, luego explicitaremos la construccién, y finalmente desarrollaremos algunos ejemplos.
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Motivacién

Las variedades téricas afines son importantes en varias areas de las matematicas, pues
relacionan la geometria discreta, combinatoria, con la geometria algebraica. Ademds, son una
fuente de ejemplos y modelos, y proveen una perspectiva desde la que estudiar ejemplos y
fenomenos en geometria algebraica. Historicamente han servido para probar muchas teorias
generales.

Construccion
Preliminares

El conjunto de vectores en R" G, = {vy,...,v,} es llamado el conjunto de generadores
del cono poliédrico 0 = {z € R": z = \v; + ...+ N\, A\ € R2°} El cono gene-
rado por ) es el {0}. Un cono es llamado racional si G C Z", y fuertemente convexo si
onN(—o)={0}.

Siu e (R")* y v € R", entonces (u,v) := u(v) es el producto dual de u y v. Ademsés,
ut ={weR": (u,w) =0} es el ortogonal dual de u.

Un semigrupo es un conjunto no vacio S con una operacion asociativa cerrada +. Un
monoide es un semigrupo conmutativo, con un elemento neutro 0, y que satisface la ley de
simplificacion (Ya,b,c € S: a+c=b+c = a =1b). Las definiciones de monoide fi-
nitamente generado y C-algebra finitamente generada son naturales (jojo! En el caso
de un monoide no podemos necesariamente invertir elementos, luego consideramos escalares
en Z=°. En el caso de un élgebra, podemos tomar potencias y multiplicar por escalares en C).
El conjunto C[Z, Z7']| := C|Zy,...,Zn, Z; ", ... Z71] es llamado el anillo de polinomios
de Laurent. Si a = (ay,...,a,) € Z", definimos 2% := 2{*--- 2. La aplicaciéon a — 2*
induce un isomorfismo entre el grupo abeliano Z" y el grupo multiplicativo de los monomios
de Laurent. Notemos (jmuy importante!) que si se tiene que un monomio de Laurent es
igual a 1, entonces se puede obtener un binomio (comin y corriente, ya no de Laurent) igual
a0.51> 5 . A2® € C[Z, Z71], el conjunto finito {a € Z" : A, # 0} es llamado su soporte.

Finalmente, Z" es el reticulo (en inglés, lattice), Homgz(Z",7Z) es el reticulo dual (iso-
morfo a Z") y T := (C*)" es el n-toro algebraico complejo.

Plan

La construccién de una variedad térica se lleva a cabo en una sucesién de pasos descrita
en el siguiente diagrama:

oo S, — A, — X, — Xa

Donde o es un cono (poliédrico, racional, fuertemente convexo) en R™, & es su cono dual,
S, es su monoide finitamente generado, A, es su C-algebra finitamente generada, X, es su
variedad térica afin, y X es su variedad torica.
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El cono y el cono dual

En adelante, todos los conos que consideraremos seran poliédricos, racionales, y fuerte-
mente convexos.

Sea ¢ un cono. Su cono dual es
o:={ue R"): (u,v)>0, Yveo}

Una caracterizaciéon muy 1til, en términos de medio-espacios (en inglés, half-spaces) es que,
si G, = {v1,...,v.} genera a g,y o, es el cono generado por {v;}, entonces 6 = No,,. (1)

El cono dual es un cono poliédrico, racional (de generadores en el reticulo dual), y fuer-
temente convexos.

Si A € 6, entonces 7 := 0 N A+ es llamada una cara de o. Escribimos 7 < o.

Las caras también son conos poliédricos, racionales, y fuertemente convexos. Las interseccio-
nes de caras son caras. Las caras de caras son caras. En particular, el origen es una cara de
cualquier cono, y un cono es una cara de si mismo. Para obtener una cara no trivial de o,
es necesario escoger A como una cara no trivial de 6. De (1) se sigue que si 7 < o, entonces
oCT.

Finalmente, si 7 = 0 N AL < o, entonces 7 = 6 + R=9(=)). (2)

El monoide y el algebra

Iniciaremos esta subseccion con un lema fundamental en nuestra discusion. La demostra-
cion es corta y linda, asi que no nos la ahorraremos.

Lema 1. (Lema de Gordon.) Sea L el reticulo Z". Si o C R™ es un cono, entonces o N L es
un monoide finitamente generado.

Demostracion. Sean G, = {vy,...,v,.} los generadores del cono. Si v € o N N, entonces
podemos escribir v = > (n; + r;)v; para ciertos n; € Z=° r; € [0,1]. Es decir, v = >_ nv; +
> riv;. Como todos nuestros conos son racionales, todos los v; pertenecen a o N L. Como
ademds (restando Y m;v; a ambos lados) se tiene que Y rv; € 0 N L, basta demostrar que
el conjunto K = {>_ s;v;, s; €[0,1]} N L es finito. Esto es facil de ver pues la interseccién
entre un conjunto compacto y el reticulo es finita. O]

Notemos, ademas, que el conjunto de generadores de un monoide no es necesariamente
unico, y dos cualesquiera no tienen necesariamente la misma cardinalidad. (3)

Sea DL el reticulo dual. Definimos el monoide de un cono como S, := 6 N DL. De
(2) se sigue que, si 7 =0 N At < o para cierto A € S,, entonces S, = S, + Z=(=\). (5)

Definimos el algebra A, de un cono como el conjunto de monomios de Laurent cuyo
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soporte es un subconjunto de S,. Gracias al isomorfismo mencionado en la seccién de preli-
minares, tenemos que esta es una C-algebra finitamente generada.

Finalmente, notemos que A, es isomorfa a C[X},..., X;]/I para ciertos k e I no tnicos
(por (3)). Este ideal de polinomios esta determinado por las (finitas) relaciones binomiales
que se obtienen de las (finitas) relaciones entre los generadores de S, o de A,. (4)

La variedad torica afin y el abanico

Definimos la variedad térica afin de un cono como X, := Specm(A,). Esta definicién
es natural pues sabemos que los puntos de una variedad afin arbitraria estan en biyeccion
con los ideales maximales de su dlgebra de polinomios. De (3) se sigue que A, depende de la
eleccion de generadores de S, por lo tanto existen muchas representaciones del mismo cono
en distintos espacios afines C*. Sin embargo, como usando la topologia de Zariski la biyeccién
antes mencionada induce un homeomorfismo, se tiene que todas estas representaciones son
homeomorfas.

Del andlisis anterior, y de (4), podemos representar X, como V(I) C CF para ciertos k
e I no tunicos.

Un abanico A es una union finita de conos tal que para todo cono o € A, toda cara
T < o pertenece a A,y para todos 0,0’ € A, cNo’' <oyonNo <o

De (5) se sigue que, si 7 = 0 N AT < ¢ es una cara no trivial, S, es generado por ge-
neradores aj,...,a; de S, unidos a axy; = —ax (pues, por propiedades de las caras, po-
demos escoger ar = A). Asi, A, estd determinado por las mismas relaciones binomiales
que determinan a A, unidas a wugugyr = 1, y luego X, = X, \ {urx = 0} a través de
X, = Xo \{ur =0},  (w,...,ug, upy1) — (uq,...,u). Por lo tanto, podemos construir la
variedad torica de un abanico A a partir de un atlas algebraico dado, en las interseccio-
nes, por la aplicacion de pegado

¢U,U’ : XU\{uk :0} ;XT :)Xa’\{vl = 0}

para cualesquiera dos 0,0’ € A.

Ejemplos
El 2-toro algebraico complejo

Si partimos con el cono trivial, el cono dual es todo (R?)*. El monoide es generado por
a1 = €1,a = —e1,03 = €9,a4 = —ey. Las relaciones son a1 +a, = 0y a3+ a4 = 0. En el
algebra, el ideal de polinomios es generado por u;us = 1y ugus = 1. Estas son dos hipérbolas
equildteras, cada una isomorfa a C* (o bien a P). Por lo tanto, la variedad algebraica que
obtenemos es (C*)?, el 2-toro algebraico complejo. Dividiendo por uy y uy en sus respectivas
ecuaciones, obtenemos una proyeccién de u, en u; y de uy en uz. En general, el n-toro
algebraico complejo es isomorfo a n hipérbolas equilateras, y luego a (C*)™.
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Ejercicio. Demuestre que el n-toro algebraico complejo se puede incluir dentro de cualquier
variedad torica afin obtenida de un cono en R™ como un subconjunto abierto denso de Zariski.

El espacio proyectivo P2

Si [xg, 21, 9] € P2, podemos parametrizarlo en Uy = {zg # 0} con las coordenadas afi-
nes (z1,2) = (x1/20,22/70). Asi, en Uy = {z; # 0} la parametrizacién es (27!, 2, '2) =
(zo/71,72/71), ¥y en Uy = {5 # 0} la parametrizacion es (2, ', 2125 *) = (0/2, T1/72).

Sea el siguiente abanico A en R? y su dual (la figura fue obtenida del libro de Brasselet):

e eites e
~_ > .
- 1
> T
-€3 ej-e;

-€1-€2

Ss, €s generado por a; = e},as = €. No hay relaciones entre los a;, por lo tanto A,, =
Cluy = 2z1,u; = 23] y Xy, s C? con las coordenadas (uq, uz).

Sy, es generado por a; = —ej,as = —e] + €5. No hay relaciones entre los a;, por lo tan-
to Ay, = Cluy = 271, us = 27 '25] y X5, es C? con las coordenadas (uy,us).

Se, €s generado por a; = —ej,ay = €] — e5. No hay relaciones entre los a;, por lo tanto
Ay, = Cluy = —2y ' upy = 212, '] v X, es C? con las coordenadas (uy, us).

Para la cara 7,,,, interseccién entre oy y o7 tenemos que \g = €] € 0p y A\; = —e] € 0;.
Por lo tanto, a los generadores de S,, debemos unir a3 = —e] y a los generadores de S,,
debemos unir a3 = ej. En ambos casos, la nueva relacion binomial es uyus = 1, y por lo tanto
X, 2 C* x C en distintas coordenadas. La aplicacién de pegado es (21, z) — (271, 27 22).

Ejercicio. Realice el pegado de las otras caras.

Se puede pensar que cada interseccién agrega un punto al infinito a la construccion, y
asf la variedad térica de A es P2. Esto se puede generalizar a P" (sélo hay que extender la
construccién).



