Variedades Abelianas

Semana 3

SEBASTIAN FUENTES OLGUIN

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA
VALPARAISO, CHILE

25 DE AGOSTO DE 2023



FORMAS ALTERNADAS

Definicién

Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo k, r € N. Una aplicacién
r—multilineal f: V" — W se dice alternada si satisface que:

f(x1,...,2,)=0 si  x; =x; para ciertos i # j

Si V' es un R—espacio vectorial de dimensién dimg (V') = n definimos:

,
AV*:={¢: V" > Ry r-multilineal alternada}
Sif1,...,0. € V* podemos definir la aplicacién:

V' — R, (.Il, cee ,l’r) = Z 6(0’)51(3}0(1))---KT(IL’U(T))

ceS,

donde &, denota el grupo simétrico de r elementos.
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FORMAS ALTERNADAS

La aplicacién definida antes es claramente r—multilineal alternada, y sera
denotada por 41 A ... AL,.
Por ejemplo, para r =2 si £1,#5 € V* tenemos que:

(G A l2)(x,y) = L) o (y) — L1 (y) ()
Si (e1,...,e,) es una base de V' la coleccion:
{ej,nonej t1<ji < <jr<n}

es una base de A" V*, donde (e7,...,e;) es la base dual, y por lo tanto este
espacio es de dimensién (’;) Asi, un vector w € A" V* se representa como:

* *
w= Y. wlej,. . e5)e; AL Ae)
1<j1<...<gr<n
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FORMAS ALTERNADAS COMPLEJAS

De manera similar, dado un R-espacio vectorial V' de dimensién finita
dimg (V') = n, podemos considerar el espacio vectorial

T

AVE ={¢: V" - C multilineal alternada}
que naturalmente es también un espacio vectorial complejo de dimensién (TTL)
En efecto, notando que una aplicacién multilineal alternada ¢ : V" — C se

puede descomponer en ¢ = 1 + iy con @1,2 € A"V, asi que tenemos
un isomorfismo C—lineal:

T T
/\V6—>(/\V*)®R(C, Prtips <> 1 @1+ ®i

de donde dim¢ (A" V¢) = dimg(A"V*) = (7;)



FORMAS DE GRADO MIXTO

Consideremos ahora V' un C—espacio vectorial de dimensién dimg (V') = n.
Podemos definir el espacio vectorial complejo:

V& ={¢:V - C|p es R-lineal}
y de manera similar a lo visto anteriormente:
VEz2VgerC = dime(VY) =dimg(Vg) =2n

donde V' denota el espacio dual de V' pensado como R—-espacio vectorial.

En particular, las formas C—antilineales'. El espacio de formas C—-antilineales
L, % . ., .

se denotara por V', y tenemos una descomposicién en suma directa:

Vi=V*eV

donde V* denota el espacio dual de V' como C—-espacio vectorial.

lie, que verifican f(Av) = Af(v) para todo A ¢ C




Ahora, para cada par de enteros positivos (p,q) € N? tal que p +q = r,
podemos definir el C—espacio vectorial:

P,q .
AV =Span{ly A Alp ALY ANl by, Ly €V L, 4 eV}

Llamamos a los elementos de AP? V* formas de tipo (p, q). Por ejemplo, una
(7,0) forma no es mas que una r—forma C—multilineal alternada. De manera
similar a la descomposicién vista antes tenemos la siguiente descomposicién
de espacios vectoriales:

(p,9)

NVe=D AV
ptq=r
Fijando una base (ey,...,e,) de V obtenemos una base de AP?V* formada

por elementos:

* * —_— —_—
ej, N Aej NER A AER,

con1<ji<--<jp<n, 1<k < <kyg<m.
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EJEMPLO

Consideremos el caso r = 2. Es directo verificar que una (1,1)—forma w ¢
AV V* ests caracterizada por la identidad:

w(iz,iy) = w(z,y) Vz,yeV

De manera similar, las formas de tipo (2,0) y (0, 2) estan caracterizadas por
w(iz,iy) = ~w(z,y).



32. FORMAS DIFERENCIALES Y
COHOMOLOGIA DE DE RHAM



FORMAS DIFERENCIALES

Consideremos V' un R-espacio vectorial de dimensién n. Una r—forma difer-
encial real (respectivamente compleja) sobre un abierto U c V' es una funcién
suave w:U c V — A"V* (respectivamente w:U c V - A" V).

Si fijamos un sistema de coordenadas x1,...,x, en V (fijar una base), ten-
emos que una r—forma diferencial es una expresién de la forma:
wx)= Y, Wiy (x)dzs A Ada,

1<j1<...<gr<n

donde wj,...;, : U ¢ V — R son funciones suaves y los dz; € V* denotan las
funciones coordenadas:

n
dr;:V - R, Zai:ﬁi > a;
i=1
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PULLBACK DE FORMAS DIFERENCIALES

Sean V, V' R-espacios vectoriales de dimensiones n,n’ respectivamente,
UcV,U" cV’' abiertosy F : U - U’ funcién suave. Para

w= Y Wi dyy A Ady;,

1<j1<...<gr<n

forma diferencial definida sobre U’, definimos su pullback mediante:

Frou(z)= ) wjg.@)dfj A Adfy,

1<j1<...<jr<n

donde F = (f1,..., fu)-
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DERIVADA EXTERIOR

Sea f:U c V — C funcién suave. Definimos su diferencial como la 1-forma
(aplicacion R-lineal) dada por la expresion:

- 9 (yas
df (z) = j; B (z)d;

De manera general, si w(z) = ¥1¢j, <. <jr<n Wi o (T)dTjy A+ Adxj, €s una
r—forma diferencial, su derivada es la ( + 1)—forma diferencial:

do= > dwj.j, Adzj A Adxg,
1<j1<...<jr<n

Observacién importante

Es inmediato notar que d? = 0. Esta observacién nos permite notar que las
formas diferenciales forman naturalmente un complejo de espacios
vectoriales, lo cual sera la clave para definir la cohomologia de De Rham.
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FORMAS CERRADAS Y EXACTAS

Definicién

Sea w una r—forma diferencial. Decimos que una forma diferencial w es
cerrada si dw = 0. De manera similar, decimos que w es exacta si existe una
(r — 1)—forma n tal que w = dn.

En el caso de una 1-forma w = Y, w;dx;, tenemos:

L 8wk ow; )
J J
d:ck/\dm (——— dz; A dxy,
; T 1<];c£n axj axk !
asi que:

Owy, aw]‘ :

dw =0 el I AN
v a$j 6a:k J
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LEMA DE POINCARE

Lema de Poincaré

Sea Q) c R" abierto estrellado respecto a cierto x € . Entonces toda forma
diferencial cerrada en 2 es exacta.

Demostracién. Probaremos el caso en que w = Z?zledxj es una 1-forma
cerrada y sin pérdida de generalidad que U es estrellado respecto a 0 € .
El hecho que w sea cerrada nos dice que:

Ow; O
Wi _ Ok Vi, j
Bxk &rj

Como €2 es estrellado, podemos considerar la parametrizacién de v = [0, z]
por una recta y definir la aplicacién:

f($)=£w:foliwj(tx)xjdt
=
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LEMA DE POINCARE

Derivando la aplicacién anterior tenemos que:

j=1

g—gi(x) = fol (wk(tx) + i %(m)t%) dt
— ! - awk .
= /0 (wk(tx) + J; 8—%(tx)t:v]) dt

dw=0
= [twy (t)]o = wi(2)

de donde obtenemos la conclusién. |
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EJEMPLO

La hipétesis de que €2 sea estrellado es crucial para que se cumpla lo anterior.
Si consideramos por ejemplo 2 = R% \ {0}, la forma diferencial:

Y g
22 + 42 22 + 12

dy

es cerrada en Q, pero no es exacta.
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FORMAS DIFERENCIALES EN UNA VARIEDAD

Conociendo ya qué es una forma diferencial sobre un espacio vectorial, pode-
mos dar una definicién simplificada de una forma diferencial sobre una var-
iedad diferenciable en términos de cartas. Si M es una variedad diferenciable
(esto incluye el caso de una variedad compleja) que se encuentra cubierta
por cartas @; : Uj ¢ V — M, una forma diferencial sobre M corresponde a
una coleccién de formas diferenciales w; sobre cada abierto Uj, verificando
la siguiente condicién de compatibilidad:

(Prropy) (wr) =w; Vi, k
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FORMAS DIFERENCIALES EN UNA VARIEDAD

Observacién importante

En espacios vectoriales, el diferencial de una funcién suave f: QcV - W
es una funcién df : Q - Homg (V, W), ie, en cada punto su valor es una
aplicacién lineal que aproxima a f, y que debe pensarse como una derivada
parcial en cada direccién tangente. Asi, la nocién de espacio tangente en
un espacio vectorial es una copia de si mismo en cada punto. Luego, una
forma diferencial es una aplicacién multilineal que evalda vectores
tangentes.

Es asi que en el caso de una variedad diferenciable M, para definir formas
diferenciales requerimos de la nocién de espacio tangente T, M en cada
punto x € M. Luego, una r—forma diferencial en M se define como una
funcién suave:

w: M- H /T\(T;M)
zeM

verificando w(z) € A"(T,; M) para todo x € M.
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COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Definicién (Cohomologia de De Rham)

Sea M una variedad diferenciable. Definimos el r—ésimo grupo de
cohomologia de De Rham de M como el C—espacio vectorial:

{r — formas complejas cerradas sobre M}

H)n(M) =
ar(M) {r — formas exactas}

En este nuevo lenguaje, el Lema de Poincaré nos dice que la cohomologia de
un abierto estrellado es trivial.

Observacién importante

La mayoria de los textos consideran tinicamente formas diferenciales con
valores reales. Para hacer la distincion, a veces se denota H);,(M,R) y
H),(M,C) a los grupos de cohomologia de formas reales y complejas. Sin
embargo, siempre se tiene que H},(M,C) = H),(M,R) ®r C.
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APLICACION INDUCIDA EN COHOMOLOGIA

Proposicién
Sea F': M — N una funcién suave entre variedades diferenciables, w una
r—forma diferencial sobre N. Entonces:

F*(dw) = d(F*w)

Demostraciéon. Como el resultado es local y tanto d como el pullback son
lineales, podemos asumir que w = wj,...j, dy;, A Ady;,. Entonces:

dF* (wjl...j,,dyjl 7ANCOVAN dyjr) =d ((wjl...j,, o F) dFjl 7ANCEVAN dF}T)
= d(wjl,..jr o F) dFjl VANRERIVAN dFjr
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APLICACION INDUCIDA EN COHOMOLOGIA

Por otro lado calculamos que:

n o .
Owjy - jy

F*d (le...jrdyjl A o200 N dij) =F* (Z a—dyz A dyjl ARAAA dyjr)

i=1 )
n 0w,
= Z(MOF)dFi/\dFjl /\"'/\dFjr
i=1 y;
:d(wjl...jTOF)/\dFjl/\-"/\dFjT O

Observacién

La identidad demostrada previamente significa que si F': M — N es una
funcién suave, entonces el pullback de formas diferenciales induce una
aplicacion C-lineal:

F*: Hyp(N) > Hgr(M)
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COORDENADAS COMPLEJAS

En C = R? contamos con las funciones coordenadas dz,dy € Homg(C,C).
Sin embargo, en los nimeros complejos es mas natural considerar las coor-
denadas:

dz = dz +idy dx = %(dz +dz)
: — i _
dz = dz —idy dy = -3(dz - dz)

Es por esta razén que cuando nos encontremos en un espacio vectorial com-

plejo V = C™, preferiremos utilizar las coordenadas dz1,dz1, . ..,dz,,dz, en
vez de las coordenadas clasicas.
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FORMAS DIFERENCIALES DE TIPO (p,q)

Consideremos ahora el caso en que V' es un C—espacio vectorial de dim¢ (V') =
n. Una forma diferencial de tipo (p, q) sobre un abierto U c V' es una funcién

(p,9)
suave w: U ¢ V - /\ V*. Haciendo uso de coordenadas complejas, ten-

emos que una forma diferencial de tipo (p,q) en U c V' se escribe como:

w(z) = Z Wiy ergpkr kg (Y25 A - A dzj, AdZg, A AdZy,
1<j1<<jp<n
1<k1<--<kg<n

CON Wjy...jky—ky 1 U € V = C funciones suaves.
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FUNCIONES HOLOMORFAS

Recordemos la siguiente caracterizacién de funciones holomorfas:

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Sea 2 ¢ C" un abierto no-vacio y f: Q — C una funcién. Entonces, son
equivalentes:

(1) f es holomorfa en Q (i.e., fe O(2) ).

(2) f es R-diferenciable en Q y df, : C" - C es C-lineal para todo z € Q.
(3) f es R-diferenciable en Q y se verifica la ecuacién de Cauchy Riemann

8_f=0 en Q,Vie{l,...,n}
07;
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FORMAS DIFERENCIALES EN UNA VARIEDAD

COMPLEJA

SiF:UcV - U cW es una aplicacién holomorfa entre abiertos de C-
espacios vectoriales, el hecho que dF' sea C-lineal significa que el pullback
de una forma de tipo (p,q) es también del mismo tipo.

Observacion

Dado que en una variedad compleja los cambios de carta son holomorfos, el
calculo anterior nos dice que tiene sentido definir formas diferenciales de
tipo (p, q) en variedades complejas.
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FORMAS DIFERENCIALES EN UNA VARIEDAD

COMPLEJA

La separacién de coordenadas en un espacio vectorial complejo en coorde-
nadas holomorfas y coordenadas antiholomorfas nos da naturalmente una
descomposicién de la derivada exterior d = 0 + 0. Por ejemplo, para una
(1,0)—forma w = ¥7_; widzy, la idea es:

n

= Z zJ/\dzk
k:
Ow i@ dz; ndz
= k
jk‘laz.]
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33.INTEGRACION DE FORMAS
DIFERENCIALES



INTEGRACION DE FORMAS DIFERENCIALES

Sea V' un R-espacio vectorial orientado de dimg (V') =n y w una n—forma
diferencial en V' con soporte compacto. Eligiendo coordenadas en V' tenemos
que w se escribe como:

w(z) = f(x)dxy A ANdxy,

para cierta funcién f suave. Definimos su integral como la expresién:

fvw:fvf(x)dxl---dxn

En el caso de una forma diferencial w sobre una variedad diferenciable A
cuyo soporte esta contenido en una tnica carta ¢ : U ¢ M — ¢(U) c R”

podemos definir:
—1\*
w:= w
Jue= L™

En el caso mas general se consideran particiones de la unidad en M y se
define por linealidad.
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TEOREMA DE STOKES

A continuacién se presenta el resultado fundamental acerca de integracién
de formas diferenciales.

Teorema de Stokes

Sea M una variedad diferenciable orientada de dimensién n y w una
(n —1)—forma diferencial en M con soporte compacto. Entonces:

f dw = 0
M
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§4. FORMAS DIFERENCIALES SOBRE
UN TORO



FORMAS DIFERENCIALES SOBRE UN TORO

Consideremos X = V//T" un toro complejo de dimension ny m: V - X su
proyeccién asociada. Para « € I' podemos considerar la traslacion 7, : V - V
verifica que 7o 7, = . De esta forma, si w es una forma diferencial en X,
su pullback 7*w verifica que:

Ty (m*w) = (mo7) (w) =7"'w Vyel

Lo anterior quiere expresar el hecho que una forma diferencial en X entrega
una forma diferencial en V' la cual es I'=invariante, puesto que su valor no
cambia por traslaciones 7.,.
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FORMAS DIFERENCIALES SOBRE UN TORO

Por otro lado, si w es una forma diferencial en V' invariante por traslaciones
por I', dado 2 c V tal que 7|n es una carta, tenemos que la restriccion
wq = w|n es en particular I'=invariante, y como los cambios de carta de X
son traslaciones por T, esta verifica la condiciéon de compatibilidad y luego
define una forma diferencial en X.

En conclusién, las formas diferenciales en X son lo mismo que formas difer-
enciales sobre V' que son I'—invariantes, ie, que localmente se escriben como:

w = 2 wj'l...de:L‘jl VANRERIVAN dZL‘jT
1<j1<<gr<2n

donde las funciones wj;,...;, son I'-periédicas.
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FORMAS DIFERENCIALES SOBRE UN TORO

Sea w una forma diferencial cerrada sobre un toro complejo X =V/T'y 7
una traslacién de X. La forma 7w — w es cerrada.

Demostracion. Escribimos X =V /Ty 7(x) =2+ a en V. Definimos:

1
Na(x)(21,. .. Tpq) = fo w(z+ta)(a,z1,...,o—1)dt,

Dado que w es por definicién T'—periddica, 7, también lo es. Escribimos

w =Y jwjdx; verificando aw] %. Obtenemos asi que:
ana 8% x + ta) Ouwy(z +ta)
( )= / Z / Z Ox; a;dt
= [wk(l‘ + ta)]t:O =wy(z +a) - wk(iﬂ)
de donde dn,(z) = ¥ gx; (z)dzk =w(z +a) - w(x). ]
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FORMAS DIFERENCIALES SOBRE UN TORO

Consideremos e1,...,e9, € V tal que I' = Ze | & -+ @ Zea, ¥y

II = [0, 1]61 U coo U [0, 1]62n

Dada una funcién f:V — C podemos definir su promedio:

oy JnfGry)dy
f( )'_ /de

Si f es una funcion I'—periddica, entonces f es constante. Dada una forma
diferencial w = Y, wj,...j,dxj, A--- Adx;, sobre X, por la observacién anterior
la forma diferencial:

w = ijl"'jrdle A 000 AN d.%jT
es constante.
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FORMAS DIFERENCIALES SOBRE UN TORO

Por el Lema anterior, sabemos que dado y € X, 7/w —w = dn,, para ciertas
forma diferencial 7, y luego podemos calcular:

Ju(ryw@) -w@)dy _ [y (dn,) (2)dy _ d(fum(2)dy)
Jndy Jndy Jndy

Vemos asi que w =@ en H);,(X). Asi, hemos visto que toda forma difer-
encial en X es igual en cohomologia a una forma constante. Ademas, si
integramos w = Y. wj,...;,dx;, A--- Adxj, constante a lo largo de los caminos
uniendo e;,,...,e;, da exactamente wj,...;.. Concluimos que:

W(z) —w(z) =

Hjp(X) 2 AVE
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§5. FORMAS DIFERENCIALES EN EL
ESPACIO PROYECTIVO



FORMAS DIFERENCIALES EN EL ESPACIO

PROYECTIVO

Al igual que como analizamos el caso de toros complejos, una forma difer-
encial en P nos da una forma diferencial en C"*! \ {0} de tal manera que
sea invariante por la acciéon de C*. En coordenadas una forma diferencial de
tipo (p,q) en C"*1 < {0} es:

W = ijl”'jpkl"'kqdzjl N 292 (N dsz AN dfkl N 220 [\ dqu

El hecho que w sea invariante por C* significa que para t € C* se debe
cumplir w(tz) = w(z), que en coordenadas implica que:

1
Wiy ejiphy kg (tz) = @w‘jl"'jpkl"'kq (2)
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FORMA DE FUBINI-STUDY

Consideremos la siguiente forma diferencial sobre P™:

1212 (Zho dz; A dZ;) - (SFg Z5dz5) A (Zheo 26d2k)

=
2m [kl

Mediante calculo directo se puede verificar que:
i
wrs = 5-00log | |
2

donde |z| = /X z;Z;. Se puede probar que wrg es cerrada, definida positiva
(wps(z,iz) > 0) y que ademas [, wpg € Z para toda subvariedad cerrada
orientada Z c P (entera). Tenemos entonces lo siguiente:

Si X es una variedad compleja, compacta, proyectiva, entonces posee una
forma diferencial (1,1) cerrada, entera y definida positiva. J
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