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Predmluva

Toto je tvod do Bayesovské statistiky v rozsahu jednoho semestru.

Bayesovska statistika vychazi ze subjektivné chapanych pravdépodobnosti, které jsou
upravovany podle dostupnych informaci a pouzivany pro praktické rozhodovani na zakladé
ztratovych funkei resp. utilit. Jeji avahy jsou tak zakotveny v konkrétnich datech a v
dohadech o dané situaci. Jejim cilem je doporucit nejlepsi rozhodnuti pro tuto situaci.

Déjiny Bayesovské statistiky sahaji daleko do minulosti. Tento pristup ke statistice je
pojmenovan po presbyterianském knézi a matematikovi Thomasovi Bayesovi (piibl. 1701 —
7.dubna 1761), jehoZ posmrtné publikované prace [3] obsahuje jeden z prvnich argumentii,
které bychom dnes mohli oznacit za Bayesovské. Velmi brzy se ovsem objevila celd fada
podstatnych praci od Pierrea-Simona Laplace (23. biezna 1749 — 5. biezna 1827).

Ze se tato praktickd teorie v prostredi ovladanym konkuren¢ni frekventistickou statis-
tikou vyraznéji prosadila az v zavéru 20. stoleti, ma nékolik pricin.

Jednou pric¢inou byl jisté ostych pracovat se subjektivnimi pravdépodobnostmi, coz
vystavuje teorii itoktim oceriiujicim ji jako neobjektivni a nevédeckou. Opak je vSak prav-
dou: tato teorie zachazi s pravdépodobnostmi zcela racionalné. Zjevnym zptsobem vylozi
na stil, co v je rozhodovacim procesu zalozeno na dohadech a co je zaloZeno na ovérenych
faktech. To je jisté lepsi, nez subjektivni vstupy zastirat, nebo se dokonce vyhnout zod-
povédnosti za dusledky statistické analyzy tim, Ze se statistika vyhne konkrétni vazbé na
teorii rozhodovani.

Je téz nutno (byt bez pfiméfené analyzy, ktera by sla za ramec tohoto textu) vzpome-
nout, ze fundamentalni podporu nachéazi pouziti subjektivnich pravdépodobnosti v kvan-
tové teorii, kterou pfipadna zéavislost na hledisku subjektu pronasleduje od dob Schrodin-
gerovy kocky [20].

OBRAZEK 0.1. Schrédingerova kocka. V tomto hypotetickém pokusu je
kocka smrticim mechanismem spousténym kvantové-mechanickym radioak-
tivnim rozpadem uvedena do superpozice zivé a mrtvé kocky.

Druhou pri¢inou, které brzdila rozmach Bayesovského pristupu, je slozitost vypoctu,
které lze jen ziidka provést analyticky ¢i analytickymi aproximacemi. Tuto situaci zcela
zésadnim zptsobem zménila kombinace vhodnych numerickych algoritmi s vzniklou moz-
nosti je provést na dostateéné vykonnych pocitacich.
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Text ma za cil zpFistupnit studentu Bayesovskou statistiku do té miry, aby ji v principu
dokazal pouzit na praktickém problému ve své bakalarské ¢i diplomové praci. Zabyva se
nasledujicimi tématy:

V Kapitole 1 je poskytnuta Bayesovska interpretace pravdépodobnosti, ktera jednak
celou teorii zakotvuje v redlném svété, ale ma i dopad na jeji formalni podobu, ktera se
svymi cili odlisuje od jinych piistupi k situacim s ¢astecnou nejistotou.

V Kapitolach 2 a 3 je zavedeno a formalizovano rozdéleni pravdépodobnosti pomoci te-
orie miry. Cilem neni probrat teorii miry ve vsi obecnosti a hloubce, ale trvat na zakladech
této teorie, aby pfripadna specialni prednaska z teorie miry a integralu byla v jasném kon-
taktu s textem a aby byla pTfipravena scéna pro sofistikovanéjsi pristupy ze stochastickych
procesi.

Nasledné je v Kapitolach 4,5 a 6 diskutovano generovani vzorki podle rozdéleni prav-
dépodobnosti specializovanymi i obecnymi metodami se zvlastnim dirazem na generovani
vzorkll pomoci Markovovych fetézcii Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem.

Kapitoly 7, 8 a 9 predkladaji zakladni schéma Bayesovskych statistickych modelt, jejich
zadani pomoci Bayesovskych siti a jejich Teseni, v piimé vazbé na teorii rozhodovani.

Pro praktické, numerické feSeni slozitéjsich tloh je v Kapitole 10 zavedena a ilustro-
vana metoda Monte Carlo s Markovovymi Fetézci (MCMC) a uzavira tak prvni cestu od
pojmovych a matematickych zakladu k praktickym vypoctim.

Samostatné, fundamentalni celky, které lze do zna¢né miry pochopit bez vazby na vse
dalsi, jsou

e Matematické zaklady: Kapitoly 2 a 3,
e Bayesovské zaklady: Kapitoly 1,7 (bez Sekce 7.4) a 9.

Obsah ostatnich péti kapitol se tyka metod uchopeni a zvladani vypocéta v praktickych
situacich.

Veskeré zde uvedené grafy a vypocty byly provedeny pomoci programu Maple 15.

Pro linearné postupujiciho ¢tenare je text mimo prikladu ilustrujicich vyklad prolozen
kontrolnimi otédzkami, které maji dat prilezitost k pozastaveni se nad prezentovanou latkou.
Ze stejného divodu je kazda kapitola ukonéena Shrnutim. Ulohy potom slouZi pro vyziti
ve vypoctech.

Dalsi cviceni k textu lze nalézt na siti na

http://maplikace.math.slu.cz/AplikovanaStatistika/.

Ta jsou vétsinou interaktivni. Nektera vyzaduji pouze novéjsi prohlizec, jina vyzaduji
moznost pouzit program Maple 15.

Ctenaii, ktery nemini respektovat fazeni textu, je k dispozici seznam pouzitych symboli
a rejstiitk na konci textu. Pro snadnéjsi kontakt s odbornou literaturou jsou v rejstiiku
uvedeny za hesly i jejich anglické podoby.

Autor dékuji za upozornéni na nékteré chyby H. Baranovi a posluchac¢im prednasek z
Aplikované statistiky konanych v zimniho semestru 2012.

Autor bude vdécny za poznédmky k obsahu a upozornéni na pripadné dalsi chyby, které
muzete zaslat na adresu

Tomas.Kopf@math.slu.cz


http://maplikace.math.slu.cz/AplikovanaStatistika/
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aby mohly byt pouzity k vylepseni asymptotiky pripadnych pristich verzi tohoto textu.

Ve Stiting, 31. srpna 2012
Tomas Kopf



KAPITOLA 1

Nahoda a pravdépodobnost

Klicova slova: |[Pravdépodobnost] [sazkal [Holandska knihal [podminénd

pravdépodobnostl, [Bayesuv vzorec]

Abstrakt: Jistota, ze nastane néjaky jev, se vyjadiuje jeho pravdépodobnosti. Tu lze
kvantitativné zjistit podle toho, kolik nejvice jsme na dany jev ochotni vsadit. Pokud
pridélime riznym jevim pravdépodobnosti nevhodnym zptisobem, povede vhodny roz-
pis sazek sestaveny protivnikem k tomu, Ze urcité prohrajeme. Z pozadavku neptidélo-
vat pravdépodobnosti takto nevhodnym, neracionalnim zpisobem plynou doporuéeni
pro urceni pravdépodobnosti. Doporucéeni pro uréeni pravdépodobnosti jsou zakladni
a zévazné pro tento predmét.

1.1. Uvod

Pravdépodobnost je zékladnim pojmem pro kvantitativni tvahy v situaci, kdy si
nemuzeme byt jisti, zda néco nastane ¢i nikoliv. Disciplina vystavéna na tomto pojmu
se nazyvéa statistikou. Hned na zacatku vsak narazime na problém, Ze existuji rtizné
predstavy o tom, co pravdépodobnost vlastné je a tyto rizné predstavy maji navic dopad
na celou dalsi teorii. Je tedy tfeba zpresnit, co se pravdépodobnosti mysli.

V tomto textu se budeme zabyvat tzv. Bayesovskou statistikou (viz [18, [10], zde
diskutovany pohled pochézi od Jeffreye [12], [21]), ktera chape pravdépodobnost jako sub-
jektivni miru oc¢ekavani toho, Ze nastane néjaky jev.

Podobné je ¢asto minéno vyjadieni pravdépodobnosti v hovorové reci:

»,Na 99 procent tam prijdu.”
,Ja tak padesat na padesat.”

Ocekavani se mohou clovek od cloveéka lisit a Bayesovska statistika nema za cil volné
volitelna ocekavani jakkoliv predepisovat. At si kazdy nastavi sva o¢ekavani, Ze rizné jevy
nastanou, jak mysli. To vSak neznamené, Ze ocekavani maji byt nahodila, neuvizena a
znovu ndm hovorové uziti pravdépodobnosti poskytne névod, jak stanoveni pravdépodob-
nosti propiij¢it zavaznost, totiz propojenim s disledky:

LZitra to Opava na sto procent projede, to je jasné.”
,Tak to nemas pravdu! Vsadim své boty, ze vyhrajou.”

Sazka je jednou z moznosti, jak zarucit, ze pravdépodobnosti jsou stanovovany zodpo-
védné.



1.2. PRAVDEPODOBNOST 2

Osnova této kapitoly je nasledujici: V prvni sekei je pravdépodobnost kvantitativné za-
vedena pomoci sazky. V dalsi sekci je ukazano, ze bez jakychkoliv predsudkii o pridélovani
pravdépodobnosti riznym jeviim se nékteré moznosti jevi jako nepfimérené, nevhodné, ma-
jici za néasledek jistou prohru urcitele pravdépodobnosti pii konfrontaci s Sikovné zvolenym
systémem sézek, tzv. Holandskou knihou. Z pozadavku, ze k danému urceni pravdépo-
dobnosti nema byt mozno sestavit Holandskou knihu, plynou doporuceni Bayesovské
statistiky pro urceni pravdépodobnosti. Ta budeme v dalsim povazovat za zévazna. V po-
sledni sekci je potom zavedena podminéna pravdépodobnost pomoci podminéné sazky
a i pro jeji urceni lze nalézt doporuceni.

PozNAMKA 1. Tzv. frekventisticka statistika vychazi z toho, Ze pravdépodobnost
P(A) je zlomek vSech predepsanych situaci, kdy uvazovany jev A (v predepsané situaci)
nastal:

P(A) = pocet predepsanych situaci, kdy nastal jev A

pocet vsech predepsanych situaci (1)
Pokud je (v urcité idealizaci) pfedepsanych situaci nekoneéné mnoho, je tfeba vyse uvedeny
vztah pro pravdépodobnost P(A) nahradit vhodnou limitou z vyrazu na pravé strané.

Mizeme tento pristup chapat s bozskym odstupem tak, ze vSechny situace ve vesmiru,
at v minulosti, soucasnosti ¢i budoucnosti, néjak dopadnou, takze nakonec je v kazdé situaci
pfesné urceno, jestli v ni jev A nastal, ¢ nikoliv a i pravdépodobnost P(A) je presné a
jednoznac¢né urcena.

Zdrojem nasi nejistoty je potom pouze to, Ze v konfrontaci s jednou z predepsanych
situaci ve své lidské omezenosti nevime, jestli pravé mame co do ¢inéni se situaci, kdy jev
A nastane, nebo se situaci, kdy jev A nenastane. Jakou z nich jsme pravé vybrali? V tomto
kontextu je prirozené, ze ve frekventistické statistice hraji dilezitou roli nAhodné vybéry
z predepsanych situaci.

PozNAMKA 2. Vedle frekventistické a Bayesovské statistiky existuji dalsi pfistupy k
nakladani s nejistotou ¢ ndhodou, viz napf. teorii moznosti |24, [7].

1.2. Pravdépodobnost

Sazka je jednou z moznosti, jak zarucit, ze pravdépodobnosti jsou stanovovany zodpo-
védné. Budeme mit za to, Ze doty¢ny prisuzuje jevu A pravdépodobnost P(A), pokud je
ochoten prodat i koupit nésledujici sménky| (sazku) za €P(A):

Tato sménka ma hodnotu
€1, (2)
pokud nastane A.

1Pro jednoduchost predpokladame, ze hodnota pendéz je zcela stald a ze nezalezi na tom, kdy k vyplats
vyher dojde.
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Ochotu prodat i koupit bychom mohli nahradit tim, Ze dotyény ma stanovit hodnotu
té sménky a protihrac se potom bude rozhodovat, jestli mu ji proda, nebo ji od ného koupi.

At tak ¢ tak, dotycny se vystavuje mozné ztraté, pokud pravdépodobnost stanovi
nespravné. Pokud ji stanovi ptili§ vysoko, mohlo by se mu stat, ze nakoupi takovou sménku
prilis draho, zatimco jev A spiSe nenastane. Pokud stanovi pravdépodobnost prilis nizko,
proda takovou sménku pod cenou, zatimco ona docela jisté poskytne €1. Toto dilema je
osobni zalezitosti onoho doty¢ného a rizni lidé dojdou k riznym pravdépodobnostem.

KONTROLNI OTAZKA 1.1. Provoz druZice po jejim vyneseni na obézZnou drdahu je spo-
lehlivy a slibuje v penézich korigovaniych na inflaci 120 000 000,-€. SdruZeni investori je
za jeji navrzZent, vyrobu a umisténi ochotno zaplatit mazximdalné 70 000 000,-€. Jakd je dle
minéni sdruzeni nejvyse pravdépodobnost, Ze raketa dopravujici druzici na obéZnou drahu
v pribéhu (nepojisténého) letu exploduje?

Bayesovska statistika tedy pripousti, aby jeviim, které mohou nastat, kazdy prisuzoval
ruzné pravdépodobnosti, jak mysli. Zaroven vSak propojenim s dusledky formuluje normy;,
které ten ¢i onen nemusi dodrzovat, ale kdyz je bude porusovat, se zlou se potaze.

KONTROLNI OTAZKA 1.2. Jev A nastane s pravdépodobnosti P(A) = 90%. Spolehli jste
se na néj, ale on nenastal a Vy jste se se zlou potdzali. Chovdni dle pravdépodobnosti Vis
preci pred ztrdtou mélo chrdnit, a presto jste ztrdtu utrzili. Neni to v rozporu?

1.3. Doporuceni Bayesovské statistiky
DOPORUCENI 1. Pravdépodobnost P(A) libovolného jevu A md spliiovat
0<PA<I (3)

DUKAZ. Doporuceni neni néco vynutitelného. Neni automatické, ze bude vzdy dodr-
zeno. Nékdo muze klidné urc¢itému jevu prisoudit zapornou pravdépodobnost. Diikazem
doporuceni tedy rozumime pouze dikaz toho, ze jeho nedodrzenim se doty¢ny vystavuje
zaruceneé ztrateé.

Pokud by tedy nékdo prifadil jevu A zapornou pravdépodobnost P(A) < 0, znamenalo
by to, Ze je ochoten nékomu dat sménku uvedenou a jesté mu k tomu zaplatit €] P(A) |,
¢imz piijde zcela jisté o €| P(A) | a navic pfipadné o €1, pokud by jev A nastal.

Pokud by nékdo priradil jevu A pravdépodobnost P(A) > 1, koupil by si tedy sménku
za €P(A), pficemz sménka ma hodnotu maximalné €1 (kdyz totiz A nastane), takze jisté
ptijde alespon o €P(A)-€1.

KONTROLNI OTAZKA 1.3. Lze ,odstdt” nebezpecnyj jev tim, Ze se sdruzi s jevem se stejné
velkou, ale zdpornou pravdépodobnosti?

DOPORUCENI 2. Jisty jev A md pravdépodobnost P(A) = 1 a nemozny jev B md
pravdépodobnost P(B) = 0.

DUKAZ. Protoze jev A zarucené nastane, ma sménka () hodnotu €1. Obdobné sménka
pro nemozny jev nikdy nepfinese zisk a mé tedy nulovou hodnotu.
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DOPORUCENT 3. Pokud A a B jsou vzdjemné se vylucugici jevy, potom md pro jejich
pravdépodobnosti P(A), P(B) a pro pravdépodobnost P(AV B), Ze nastane A nebo B,
platit:

P(AV B) = P(A) + P(B). (4)

DUKAZ. Sménky odpovidajici pravdépodobnostem vystupujicim v tomto doporuceni
tedy jsou:

Tato sménka mé hodnotu
€1, (5)
pokud nastane A nebo B.

Tato sménka ma hodnotu Tato sménka ma hodnotu
€1, €1, (6)
pokud nastane A. pokud nastane B.

Pokud by doty¢ny pfifadil pfislusné pravdépodobnosti tak, ze by platilo P(AV B) <
P(A)+P(B), koupil by dvé sménky (6] za €P(A)+€P(B) a prodal sménku ([5) za €P(AV
B). Tim celkové utratil vic, nez dostal, takze na penézich tratil:

€P(AV B)—€P(A) —€P(B) < €0 (7)
Zato ale ma jiné sménky. Pokud nastane A, ziskd z prvni ze smének @ castku €1, ale
zaroven prodejem sménky o €1 prisel, takze na sménkach ani neziskal, ani netratil.
Obdobné by to bylo, pokud by nastal jev B. Pokud nenastane ani A, ani B, jsou vSechny

uvazované sménky bezcenné. Na sménkach tedy dotycény ve vSech ptipadech nic netratil
ani neziskal. Celkové tedy tratil. Podobné lze vySetfit ptipad P(AV B) > P(A) + P(B).

KONTROLNI OTAZKA 1.4. Musi pravdépodobnosti

e P(chlapec), Ze Vase pruni pravnouce bude chlapec,
e P(divka), Ze Vase proni pravnouce bude divka,

splriovat P(chlapec) + P(divka) = 17

DOPORUCENTI 4. Pokud m, n jsou prirozend c¢isla, potom sménka

Tato smeéenka ma hodnotu
emn (8)
pokud nastane A.

md mit hodnotu €= P(A).
DUKAZ. n téchto smének musi mit stejnou hodnotu jako m smének (1).

ULOHA 1. Mistrovstvi svéta v kulickach.

Vi roce 2015 se Mistrovstvi svéta v kulickdch v Greyhound public house v Tinsley Green
zucastni tymy Anglie, Néemecka, USA, Ciny, Nepdlu a Francie. V mistni sazkové kanceldri
muzete koupit nebo prodat sdzku na viyhru v daném kurzu, libovolného objemu. Pouze jeden
tym miZe soutéZ vyhrdt, neni moznd situace, kdy je vijherci vice.
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| Sazka na vyhru | Kurz |
USA 10
Anglie 4
Némecko 4
Francie 10
Nepadl 5
Cina 10

Asigsky tym

Fuvropsky tym

Favorité (Anglie nebo Némecko)
Outsideri (USA, Francie nebo Nepdl)

Lol | o o

TABULKA 1.1. Kurzy moznych sazek

Tak napriklad sdzka na vijhru asijského tymu za 10 liber vyhrdvd Sx10 liber = 30 liber,
pokud vyhraje Cina nebo Nepdl a prohrdvd (tj. je bezcennd), pokud vyhrage jing tym.

1. Jaké pravdépodobnosti prisuzuje sdzkovd kanceldr jednotlivgm vijhrdm?

2. Sestavte Holandskou knihu (zarucené vyhrdvagici rozpis sdzek) pro sdzky na tomto
mistrovstus.

3. Za predpokladu, Ze kaZdd jednotliva sdzka libovolného objemu na moznost v tabulce je
zpoplatnéna castkou 1,- libry, kolik nejméne potrebujete penéz, abyste podle své Holandské
knthy zarucené ziskali?

Napovéda: Pokud urcené pravdépodobnosti presné nesplnugi doporuceni Bayesovské
statistiky, obsahuji dikazy téchto doporuceni ndvod jak sestavit Holandskou knihu.

Uloha je dostupna v interaktivni podobé jako

CVICENI NA siTi 1. Mistrovstvi svéta v kulickach..

1.4. Podminéna pravdépodobnost

Podminénou pravdépodobnost P(B | A) lze zjistovat na zakladé podminéné sazky.
Budeme mit za to, ze doty¢ény prisuzuje jevu B, ktery miize nastat poté, co bude usku-
tetnén jev A, podminénou pravdépodobnost P(B | A), pokud je ochoten prodat i koupit
nasledujici sménku za €P(B | A):

Tato sménka mé hodnotu
N )
pokud nastane zaroven A i B se zarukou,
ze jeji kupni cena bude navracena, pokud A nenastane.
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DOPORUCENI 5. (tzv. Bayesuv vzorec). Necht P(A A B) je pravdépodobnost, Ze
nastane zdroven jev A i jev B. Potom se doporucuje, aby platilo:

P(AAB) = P(B| A)P(A) (10)

DUKAZ. Ve sménce @D muzeme piimo dosadit hodnotu, kterou mé, pokud A nenastane,
bez toho, aby se jeji hodnota pro dotyéného zménila. Dostaneme sménku,

Tato sménka mé hodnotu
€1,
pokud nastane zaroven A i B (11)
a hodnotu
€P(B|A),
pokud nenastane A.

kterad ovsem zase mé mit stejnou cenu jako sménky

Tato sménka ma hodnotu Tato sménka ma hodnotu
€1, €P(B| A), (12)
pokud nastane zaroven A i B pokud nenastane A.

Meélo by tedy platit (s pouzitim Doporuceni a :

€P(B|A)=€P(AANB)+€(P(B| A)P(-A)), (13)
kde P(—A) je pravdépodobnost, Ze nenastane jev A, pro kterou by ovSsem mélo platit, ze
P(=A) =1— P(A). Dostaneme tedy z (|13):

€P(B|A)=€P(ANB)+€(P(B|A)(1—-P(A))) (14)
P(B|A)=P(ANB)+ (P(B]A)(1-P(A)) (15)
0=P(AANB)—P(B|A)P(A) (16)

P(AANB)=P(B|A)P(A) (17)

DEFINICE 1. Jevy A, B jsou nezdvislé, pokud plati:

P(A| B) = P(A) (18)
P0OzZNAMKA 3. Dle (212) mame prohozenim jevi A a B téz
P(A|B)P(B)=P(AANB)=P(B|AP(A), (19)
protoze A A B = B A A. Pokud plati (18], plati potom téz
P(B|A)=P(B) (20)

Nezavislost je tedy symetricky vztah (symetricka relace) mezi jevy A a B.
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OBRAZEK 1.1. Souhra nahod. Soubé&zné jevy nemusi byt statisticky nezavislé.

KONTROLNT OTAZKA 1.5. Albert pijde do zahradni hospody ,U plastového kelimku*
s pravdépodobnosti P(A) = 20%. Sance, Ze potkd BohouSe, pokud tam Albert pijde, je
P(B | A) = 40%. Sance, e Bohous potkd Alberta, pokud Bohous do hospody pijde, je
P(A | B) = 10%. Jakd je pravdépodobnost P(B), Ze Bohous$ zaujme své misto ,,U plastového
kelimku“?

SHRNUTI 1. Pravdépodobnost P(A) jevu A wvyjadiuje subjektioni jistotu, Ze jev A na-
stane. Lze 31 kvantitativné stanovit pomoci sdzky, kterou dotycny bude povaZovat za vyvd-
Zenou.

Pokud se dotycny rozhoduje raciondlne, musi platit ndsledugici pravidla:

0< P(A) <1, (21)
P(A) =1 pro jisty jev A, (22)
P(A)=0 pro nemozny jev A, (23)

P(AV B) = P(A)+ P(B) pro neslucitelné jevy A, B, (24)

P(AANB)=P(B|A)P(A) (25)

Splnénd téchto pravidel budeme od nynéjska vZdy poZadovat a predpoklddat.



KAPITOLA 2

Pravdépodobnost a teorie miry

Klicova slova: [leorie miry| [Kolmogorovovy axiomy pravdépodobnosti,
rozdeéleni pravdépodobnostil

Abstrakt: Exaktni matematickou formalizaci pravdépodobnosti je teorie miry. Jeji
zékladni pojmy jsou zde shrnuty ve vztahu k pravdépodobnosti.

2.1. Uvod

Na zakladé rozboru z predchozi kapitoly mizeme nyni zodpovédné pridélovat pravdépo-
dobnosti riznym jevim. Napiiklad bychom mohli zvazit, s jakou pravdépodobnosti bude
na pristi Zlaté tretie v Ostravé prekonan svétovy rekord na 100 m. Jaka je vSak pravdé-
podobnost, Ze bude svétovy rekord pfesné vyrovnan? Ze néktery bézec bude tak rychly, ze
ohrozi svétovy rekord, ma malou pravdépodobnost, ale Ze by se navic jesté presné trefil na
urceny cas?

Ve skutecnosti vyrovnani svétového rekordu az tak nemozné neni: Podle pravidel Mezi-
narodni asociace atletickych federaci se ¢as neméii presnéji nez na setiny sekundy a nejlepsi
¢asy se lisi pravé jen o setiny.

V technickych moznostech by vsak bylo mérit zavod o mnoho fadi presnéji, napriklad
laserovym sledovanim umélé pihy na nose kazdého ze zavodniki a tim by se presné vyrov-
nani svétového rekordu znaéné komplikovalo. V idealizaci zcela pfesného méfeni bychom
presnému vyrovnani svétového rekordu mohli prifadit nulovou pravdépodobnost. Nulovou
pravdépodobnost, tedy stejnou jako pravdépodobnost nemozného jevu, budeme pak ale pa-
trné chtit prisoudit libovolnému zvolenému vysledku. S jistotou tedy nastane jev, ktery ma
nulovou pravdépodobnost? Znamena to potom, ze pravdépodobnost, Ze cokoliv nastane, je
nulova? To je znepokojujici.

Znepokojeni je opravnéné, poukazuje vsak na jednoduchou véc: Zachazeni s teoriemi
o pravdépodobnosti vyzaduje presnou matematickou formalizaci. Bez pfesné matematické
formulace se rychle dostaneme do tuzkych, budeme béddat nad domnélymi paradoxy, a to
zbyteéné, protoze presna matematicka formulace je k dispozici: teorie miry.

Teorie miry bere v uvahu, Ze uvazované moznosti lze vyjadiit pomoci prostoru (mno-
ziny) €, jehoz jednotlivé body (prvky) x € Q predstavuji elementarni jevy. V piipadé
mozného casu zavodnika si muzeme pod prostorem {2 predstavit realnou, ¢asovou osu R.
(Nebudeme se zdrzovat rozjimanim nad tim, ze zaporného ¢asu by zavodnik mohl dosah-
nout béhem v traté v protisméru a byl tak dfive v cili nez na startu. Dany pohled je
pochopitelné ur¢itou idealizaci.) Body = € R redlné osy potom predstavuji mozné, na-
prosto pfesné zmérené casy. Teorie miry hned od pocatku bere v tvahu, Ze prirazovat

8
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v

pravdépodobnosti jednotlivym bodim (elementéarnim jeviim) nemusi byt nejstastnéjsi, jak
bylo vysvétleno vyse a pfifazuje namisto toho pravdépodobnosti P(A) podmnozinam, tzv.
jevam A C (). Prikladem muze byt pravdépodobnost piekonani svétového rekordu, kdy
uvazovanou podmnozinou A realné osy R jsou vSechny ¢asy mensi, nez soucasny svétovy
rekord tg:

A= {t € R takova, ze 0 < t < tg} (26)

To nevylucuje moznost prifadit i jednotlivym bodium x pravdépodobnosti P(x) oklikou,
totiz ptifazenim pravdépodobnosti podmnoziné {x}, ktera obsahuje pravé onen bod = € §2:

P(z) =p({z}) (27)
Shrnuto: Teorie miry vychézi z mnoziny elementarnich jevu €2, jejiz podmnozinam A C
Q) bude pfifazovat jejich pravdépodobnosti (nazyvané téz miry) P(A).
V nasledujici sekci zavedeme zakladni pojmy teorie miry a vysvétlime jejich vztah k
pravdépodobnosti. V dalsi sekci se potom budeme zabyvat rozdélenimi pravdépodobnosti,
které se pouzivaji k popisu ndhodnych jevi.

2.2. Teorie miry

Fundamentéalni matematické myslenky se projevuji tim, Zze se objevuji v riznych kon-
textech znovu a znovu, az do omrzeni. Teorie miry je jednou z nich. Neni proto divné,
ze puvodné nevznikla jako teorie pravdépodobnosti, ale za jinym tcelem, totiz jako teo-
rie umoziujici definovat, mérit velikosti podmnozin né&jakého prostoru, napiiklad obsahy
podmnozin v roviné. Ze se tataz véc hodi i na matematickou formalizaci teorie pravdépo-
dobnosti je zjisténim Andreje Nikolajevice Kolmogorova [14].

2.2.1. Meéritelné prostory. Jednou technickou prekazkou, ktera ¢ini teorii miry ne-
trivialni, je snaha méfit libovolné podmnoziny A prostoru {2, coZ ovSem €asto nenf slucitelné
s dalsimi pozadavky, které bychom na rizné modely této teorie chtéli klast. ReSenim tohoto
problému je trochu slevit ze zamysleného cile mérit vSechny podmnoziny prostoru €2, ale
omezit se jen na nékteré, tzv. méritelné. Mnozina F vSech méritelnych mnozin se vSak
neurcuje zcela nahodile, ale tak, aby splhovala néasledujici definici:

DEFINICE 2. g-algebra (2, F) je neprazdny systém podmnozin F mnoziny ) obsahugjict
prazdnou mnoZinu a uzavieny vici doplikim a spocetngm sjednocenim. (2, F) se potom
nazyvd méritelnym prostorem. PodmnozZina A C € se oznacuje jako méritelna, pokud
AeF.

2.2.2. Vztah k topologickym prostorim. V béznych piipadech je prostor €2, na
kterém pracujeme, topologickym prostorem - tedy je opatien pojmem toho, co jsou oteviené
mnoziny. Podobné, jako o-algebra, i topologicky prostor je zadan systémem podmnozin
mnoziny €

DEFINICE 3. Topologicky prostor (£, 7)) je neprazdny systém podmnozin T mnoZiny
Q obsahujici prazdnou mnoZinu a téZ samotnou mnozinu () a uzavieny vici konecnym pri-
nikim a libovolnym sjednocenim. Rikdame, Ze prostor Q) je opatien topologii T . PodmnoZina
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U C Q se oznacuje jako oteviend, pokud U € T. PodmnozZina U C € obsahujici bod x se
oznacuje jako otevirené okoli bodu x.

Obvykle budeme chtit, aby tyto dvé struktury na €2, tedy struktura o-algebry (€2, F) a
struktura topologického prostoru (€2, 7), byly v souladu. Obecné topologie vSak mohou mit
fadu komplikujicich vlastnosti, a proto se omezime pouze na takové topologické prostory,
které jsou navic lokalné kompaktni a Hausdorffovy, jak je definovano v nasledujicim:

DEFINICE 4. Topologicky prostor (2, T) je Haussdorffav, pokud libovolné dva jeho
body 1, xs € Q lze oddélit neprekrijvagicimi se otevienymi mnozZinami. 1. existuji oteviené
mnoZiny Uy, Uy € T tak, 2e Uy NUs =0 a Ze v1 € Uy a xo € Uy. Jingmi slovy: Existuji
neprotinajici se (disjunktni) oteviend okoli bodi x1, 5.

| ‘

OBRAZEK 2.1. Hausdorffiv topologicky prostor. Libovolné dva body
x1 # X9 lze od sebe oddélit disjunktnimi otevienymi okolimi.

Mnozina K C Q je kompaktni, pokud z jejiho libovolného pokryti | J,., U; oteviengmi
mnozinami U; (mnoZina I, ze které je index i miZe byt nekonecnd, treba N):

K c|Ju (28)
iel
lze vybrat konecné pokryti
Kc |J (29)

Topologicky prostor (2, T) je lokdlné kompaktni, pokud kazdy jeho bod z € ) je spolu
s nékterym svym otevienym okolim U obsaZen v nékteré kompaktni podmnoziné K prostoru
Qt.relUCKCQ.

Q

OBRAZEK 2.2. Lokalné kompaktni topologicky prostor. Libovolny bod

r € ) ma oteviené okoli U obsazené v nékteré kompaktni mnoziné K:
reUCKC.
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POzZNAMKA 4. Vyse uvedené dodateéné podminky na topologicky prostor (lokalni kom-
paktnost, Hausdorffovskost) jsou dosti abstraktni a technické. Na prvni pohled mohou vy-
padat jako nahodilé a nepochopitelné. Je to tim, ze v sobé skryvaji desetileti vyvoje, kdy se
matematici snazili dokézat véty, které by spolu skloubily rtizné matematické teorie. Tohoto
skloubeni vSak nelze dosdhnout s obecnou Definici [3], coz se ukéazalo pfi snaze matematika
dokazat prislusné véty. Byly potfebné dopliujici pozadavky. A pravé ty jsou obsazeny v
Definici [l

Bézné topologické prostory tyto podminky spliiuji, napi. R” s topologii generovanou
kartézskymi souciny intervalu.

Ostatni topologické prostory, které nejsou Hausdorffovy lokalné kompaktni, zde budeme
mit za vytrzniky a déle se jim nebudeme vénovat.

Pro podrobnéjsi seznameni viz specializovanou prednasku o mife a integralu nebo lite-
raturu, napf. [22], [5].

DEFINICE 5. Necht je ddan prostor ) opattenij topologii T tak, Ze je lokdlné kompaktnim
Hausdorffovym prostorem. Potom jeho Borelova algebra (2, B) je nejmensi o-algebra
obsahugjici T, tj. neymensi o-algebra na §2, pro kterou plati T C B.

P0OzZNAMKA 5. Borelova algebra (2, B), nebo jeji vhodné rozsiteni (2, £) se o-algebrou
tzv. Lebesgueovsky méfitelnych mnozin, B C L popsanou v dalsi kapitole, neobsahuje
vSechny podmnoziny dané mnoziny €2. Jako zajimavy protipiiklad viz Vitaliho mnoziny,
Priklad [4] I tento protipiiklad ukazuje, Ze sestrojit mnozinu, ktera neni v tomto kontextu
méfitelna, neni snadné. Takze zatimco z divodu logické spravnosti musime otazku méri-
telnosti podmnozin prostoru €2 s sebou vlacet celou teorii, je uzitecné si podrzet intuici, ze
,v8echny rozumné ‘podmnoziny A € €2 jsou méfitelné a ze v praktickych prikladech nebude
zpravidla tfeba méfitelnost podmnozin provétovat, protoze ji obecné vysledky zarucuji.

2.2.3. Méritelna zobrazeni.

DEFINICE 6. Funkce f : Qy — Qo z méFitelného prostoru (Qq, F1) do méfitelného pro-
storu (o, F2) je méFitelna, pokud vzorem kazdé méritelné mnoZiny je méritelnd mnoZina.

Pokud mame co do ¢inéni s redlnou funkci f a predpoklddame na oboru hodnot R
strukturu méftitelného prostoru generovanou otevienymi intervaly, muzeme se spokojit s
konkrétnéjsi definici:

DEFINICE 7. (Specialni p¥ipad). Funkce f : Q — R je méFitelna, pokud pro kazdé
r € R plati:

{we | flw) <r}erF,
tj., pokud vzorem libovolného otevieného intervalu v R je méritelnd mnoZina.

Jedno snadné kritérium pro méftitelnost zobrazeni je nasledujici:

TVRZENI 1. Pokud (4, F1), (Qa, F2) jsou Borelovy algebry, potom kaZdé spojité zob-
razent f : Qy — o je méritelné.

KONTROLNI OTAZKA 2.1. Pro¢ plati Tvrzeni[1)?



2.2. TEORIE MIRY 12

Métitelna funkce X : Q — R™ z méfitelného prostoru (€2, F) do méfitelného prostoru
(R™, B) s Borelovskou o-algebrou B generovanou otevienymi mnozinami (nebo, v obecnéj-
§im smyslu, do jakéhokoliv méfitelného prostoru) se nazyva ndhodnou proménnou, ¢
nahodnou veli¢inou.

Nahodné proménné X : 2 — R” lze chapat jako soutfadnicové funkce na prostoru €.
Tyto soutradnicové funkce vS8ak nemusi nutné predstavovat souradny systém umoznujici
popisu 2 do v8ech detaild, ale vystihujici jen nékteré uvazované rysy prirazované elemen-
tarnim jevam v 2.

6004=p BYOSI XEN

OBRAZEK 2.3. Body mass index (BMI) je slozenim méfitelného zobra-
zeni g : R x R — R, které index spocte na zakladé hmotnosti m a vysky téla
h, a méritelného zobrazeni f : Q@ — R x R, které kazdému ¢lovéku = € )
prifadi jeho hmotnost a vysku.

PRIKLAD 1. Necht Q) obsahuje lidi jako elementdrni jevy a necht ndhodnd proménnd
BMI : Q) — R priradi kazdému clovéku x € Q) jeho tzv. Body Mass Indexu:
BMI(z) télesnd hmotnost v kilogmmech2(x) (30)
(télesnd vyska v metrech(x))

Samotny prostor R hodnot ndhodné veliciny BMI je méritelnym prostorem a jeho méritelné
podmnoziny tak predstavuji jevy. Jev A = (—o00,16.5) se oznacuje jako tézkd podvyziva, jev
B = [16.5,18.5) jako podvdiha, jev C' = [18.5,25] jako idedlni viha, jev D = (25,30] jako
nadvdha a jev E = (30, 00) jako obezita. Tyto jevy jsou zvoleny jako vzdjemné se vylucujict
a vycerpavaji R:
AUBUCUDUE =R.

Pri giné volbé jevi A, B,C, D, E by tomu ale tak nemuselo bijt.

Ndhodnd promennd BMI predstavuje pro nékteré icely uzitecnou soutadnici na prostoru
Q, v Zddném pripadé vsak nevystihuje v detailu identitu jeho bodi x € £ a meni tedy
soutadnym systémem.
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2.2.4. Mira.
DEFINICE 8. Mirou p na méfitelném prostoru (2, F) se nazyvd zobrazeni
p:F —[0,400) U {400},

pokud plati
(1) u(@) =0,
(2) p(U;A;) = >, u(A;) pro spocetné mnoho libovolngch po dvou disjunktnich mnoZin
A; e FIT

DEFINICE 9. Libovolnd mira p zadand na Borelové algebie (2, B) se nazjvd Borelovou
mirou.

2.2.5. Invariantni miry. Na nékterych prostorech €2 jsou dany symetrie. Symetrie se
zadavaji grupou symmetrii G a pusobenim kazdého prvku g € G na prostor €2 zobrazenim
oy : 2 — Q, pficemz ma pro vechna g;, g2 € G a jejich soucin g; - g» v grupé G platit

Qg (g, (7)) = gy g0 () pro vSechna z € (). (31)

PRIKLAD 2. Posunuti v Q = R" jsou symetrie. Grupa symetrii je v tomto pripadé
G = R" s grupovou operaci danou souctem prislusngch souradnic. Pisobeni posunuti g =
[t1,te, ... t,] € R™ na bod x = [x1,x9,...2,] € R" je ddno soucty prislusnych soufadnic
jako:

g(T) = Oty o, 0] ([T1, T2y o)) = [t 4+ 21, b + T2, .y + T (32)
Jednoduchost dilezitého predchoziho prikladu miize byt matouci tim, Ze jak prostor
2, tak grupa symetrii G byly zadany kopiemi stejného prostoru R™. Proto je uzite¢ny i
nasledujici priklad:
PRIKLAD 3. Otocent okolo pocdtku v 2 = R™ jsou symetrii. Grupa symetrii je v tom
pripadé grupa specidlnich ortonormdlnich transformaci G = SO(n).

Na symetrickych prostorech je prirozené pozadovat, aby jak teorie miry, tak topologie
tyto symetrie respektovaly. To znamena, Ze plisobeni symetrie dané zobrazenim oy, : {2 — €2
je méritelné a spojité a ze uvazované Borelova mira u se pii zobrazeni zachovava. Rikame,
7e dana mira je invariantni. To znamené, ze pokud obrazem métitelné mnoziny A C Q2 je

méfitelna mnozina ay(A), potom plati:

p(A) = plag(A)). (33)

DEFINICE 10. Borelova mira (v uzsim smyslu slova) na = R™ je Borelovou mirou v
obecnéjsim smyslu (viz Definici @ spolu s ndsledujicimi predpoklady:
(1) Topologie na Q = R™ je obvyklou topologii pouZivanou na tomto prostoru. Je ge-
nerovand otevienymi hyper-krychlemsi, t). souciny otevienyjch intervali
(a1,b1) X (ag, bg) X -+ X (an,by) CRXR x--- xR, (34)

n-krdt

Ipredpokladame zde, ze s¢itani je rozsifeno piirozenym zptsobem na hodnotu +oo tak, ze 400 + 7 =
+00 pro libovolné r € [0, +00) U {+o0}
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(2) Mira hyper-krychle (ay,b1) X (ag,by) X -+ X (an,b,) je
pu (a1, br) X (az,b2) X -+ X (an, bn)) = (b1 — a1)(by — az) -+ (bn — an) (35)

OBRAZEK 2.4. Obsah. Bézny obsah lze chapat jako Borelovu miru na R2.

TVRZENI 2. Mira v predchozi Definici je invariantni mirou vici symetrii danou
grupou posunuti v R™ a je uréena jednoznacneé.

Tato mira je dokonce invariantni vzhledem k vyssi symetrii, totiZ vici grupé Euklidov-
skych transformaci generovangch posunutimi a otocenimi v R™.

DUKAZ. Tvrzeni lze dokdzat na zakladé toho, Ze mira hyper-krychle je invariantni vici
Euklidovskym transformacim. Je pfitom tifeba zohlednit, Zze pokud Euklidovska transfor-
mace neni ¢istym posunutim, neni mozno piimocaie pouzit vzorec (35) pro vypocet miry
transformované hyper-krychle.

CVICENI NA SITI 2. Borelova algebra a Borelova mira.

POzZNAMKA 6. V definici Borelovy miry v uzsim smyslu jsme se omezili na prostory
2 = R™ a grupu posunuti G = R". Obdobnou miru lze sestrojit pro jiné prostory s
Borelovou algebrou na lokilné kompaktnich prostorech. Nazyva se (levou) Haarovou
mirou.


http://maplikace.math.slu.cz/AplikovanaStatistika/faces/Borel.xhtml

2.2. TEORIE MIRY 15

PozNAMKA 7. Mlcky zde predpokladédme, ze miry, které definujeme, také existuji. Pro
dikaz téchto skute¢nosti viz prislusnou literaturu, napt. [22], [5], [4].

PRIKLAD 4. Tento priklad ukazuje, Ze Zidnd tzv. Vitaliho mnoZina neni méritelnd vzhle-
dem k Borelove algebie na R s Borelovou mirou nebo vici néekterému jejimu translacné
mvariantnimu rozsirent. Priklad je trochu sloZitéjsi a lze jej preskocit, pokud uveérite, Ze
neméritelné mnoziny v tomto pripadé existuji. Zvidavy ctendr by se vsak neuvedenim to-
hoto prikladu citil nutné odbyty.

V prunim kroku sestrojime Vitaliho mnozinu. K tomu zavedeme na R relaci ekvivalence
~ tak, Ze redlnd cisla v, , vy jsou ekvivalentni, pokud se lisi o raciondlni cislo:

UlNUQ@UQ—UleQ (36)

Redlnd cisla se potom rozpadaji do nekonecné mnoho trid ekvivalence [v], v € R, z nichZ
kazdd je hustd v R (tj, k libovolnému bodu r € R ezistuje libovolné blizko bod w € [v] z
dané tridy [v]). Kazdd z tFid ekvivalence md tedy bod (i nekonecné mnoho bodi) v intervalu
[0, 1].Vitaliho mnozinu V' (jednu z mnoha mozngch) obdrzime tak, Ze do ni z kaZdé z
raznyjch tiid ekvivalence vybereme jeden jeji reprezentant leZici v intervalu [0, 1]. Ze je
takovy vijbér moznyj, je zaruceno axiomem vybéru, o ktery se musime opfit.

Nyni ukdzZeme sporem, Ze Vitaliho V - mnoZina nemizZe byjt méritelnd. Sestrojime nejdiive
jeji posunuti V, o raciondlni éislo q z intervalu [—1, 1]:

Vo={v+q|veV}, qeQn[-1,1]. (37)
Plati:
o1c | vicl-1.2 (38)
q€QN[-1,1]

ProtoZe Borelova algebra je translacné invariantni, budou mnoziny V, méritelné, pokud V/
je meritelnd. Meéritelné mnozZiny jsou dle definice uzaviené vici spocetnym sjednocenim, a
protoZe raciondlnich cisel (i jejich prinik s [—1,1]) je spocetné mnoho, je sjednoceni v (38)
spocetné a meéritelné. Ma tedy v dusledku invariance miry, p(V,) = w(V) miru

pl U va)= X w= > uv) (39)

qeQN[—1,1] geQN[—1,1] qeQN[—1,1]
a plati dle @
L=p(0,1)) < > w(V) < p(-1,2]) =3 (40)
qeQN[-1,1]

JenzZe to je ve sporu s tim, Ze prostredni vyraz v (@) mize nabyvat pouze hodnoty 0 a 4+00:

Z (V) = {O pro u(V) =0, (41)
]

e oo pro p(V) > 0.

Predpoklad, Ze V' je méritelnd, tedy nemiZe bijt pravdivy.
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2.2.6. Rozdéleni pravdépodobnosti. V teorii pravdépodobnosti budeme miru zna-
¢it P a nazyvat rozdélenim pravdépodobnosti na (2. Jedinou odchylkou Kolmogorovovy
teorie pravdépodobnosti od obecné teorie miry je predpoklad, Ze celkova mira prostoru €2
vSech elementéarnich jevi je jednotkova. To predpokldadéame zpravidla i zde:

P(Q) =1. (42)

Duvodem tohoto omezeni je predpoklad, Ze prostor €2 obsahuje veskeré mozné elemen-
tarni jevy. Jev urceny tim, ze nastane néktery elementarni jev z €2, je tedy jistym jevem
a musi proto podle poznatkii z predchozi kapitoly mit jednotkovou pravdépodobnost. Pri
této prilezitosti je téz dobré si vSimnout, ze vztahy v definici miry souhlasi s pfislusnymi
dalsimi doporucenimi Bayesovské statistiky zdivodnénymi v pfedchozi kapitole a zapadaji
tak do zduvodnénych pozadavki teorie pravdépodobnosti.

(Q, F, P) se potom nazyva pravdépodobnostnim prostorem. V tomto kontextu se
defini¢ni vztahy miry spolu s (42)) nazyvaji Kolmogorovovymi axiomy.

SHRNUTI 2. Rozdéleni pravdépodobnosti P pritazuje méritelngm podmmnoZindm A pro-
storu € elementdrnich jevi jejich pravdépodobnost P(A). P je mirou na §2 s dodatecnou
podminkou, Ze

P(Q) =1. (43)
Mira P splnuje dle definice ndledujici:
Pro prdzdnou mnoZinu () plati
P(®) = 0. (44)
Pro sjednoceni spocetné mnoha mévitelnigjch podmnozin Ay, Ay, ... € Q, kde se Zddné

dvé rizné podmnoZiny neprekryvagi (tj. A; N A; =0 pro i # j), plati

P (U AZ) => P(4). (45)

Vztahy , , se nazyvaji Kolmogorovovymi axiomy pro rozdéleni pravdépodob-
nosti P.



KAPITOLA 3

Rozdéleni pravdépodobnosti

Klicova slova: |Lebesgueuv integrall [hustota pravdépodobnosti], [stredni]
lhodnotal, [rozptyl|

Abstrakt: Mira ¢i rozdéleni pravdépodobnosti umoziuji zavést integral. Rozdéleni
pravdépodobnosti 1ze s pomoci integralu pres Borelovu miru zadat hustotou pravdeé-
podobnosti a ¢aste¢né charakterizovat stfedni hodnotou a rozptylem.

3.1. Uvod

Rozdéleni pravdépodobnosti P na prostoru elementarnich jevii {2 ndm umoznuje jevu
A C Q priradit pravdépodobnost P(A). To vSak bezprostiedné vede na moZnost pocitat
vazené prumeéry z vhodnych funkei f : 2 — R. Nejjednodussi v tomto piipadu diskutované
funkce jsou zavedeny v nésledujici definici:

DEFINICE 11. Funkce f : 2 — R je jednoducha, pokud nabyjvd pouze konecné mnoha
riznijch hodnot {y;}1_, tak, Ze vzorem A; = f~(y;) kaZdé z hodnot y; je méFitelnd mnoZina.

Stfedni hodnotou E(f) funkce f nazyvame potom prumér z hodnot y; vazenych
jejich pravdépodobnostmi, tj. pravdépodobnostmi P(A;) jejich vzora a oznacujeme jej al-
ternativné jako integral funkce f:

/fdP /f )dP(x Zfz i) (46)

Stejnym vyrazem definujeme tzv. Lebesguetv 1ntegral Jednoduche funkce f : Q@ — R
pro obecnou miru g na €Q:

| sin= [ s@ainta Zyz ) (47)

TVRZENI 3. (Linearita Lebesgueova integralu). Pokud f,g: Q — R jsou jednodu-
ché funkce potom je jednoduchd i jejich linedrni kombinace a f+bg, s libovolnymi koeficienty
a,b € R a plati

/Qaf%—bgdu:a/ﬂfd,ujtb/ﬂgdu (48)

Prvni sekce této kapitoly rozsiti Lebesguetiv integral na mnohem 8irsi tiidu funkei.
Dalsi sekce se vénuje diilezitému specidlnimu pripadu: Zatimco pro dany méfitelny pro-
stor zpravidla existuje mnoho riznych mér, je v.R" na vhodné o-algebte jedna vyznacna

17
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mira, tzv. Lebesgueova mira, ktera navic na funkcich majicich jak Lebesgueuv, tak Ri-
emannilv integral dava pro oba integraly stejny vysledek. Kdo umi poc¢itat Riemannovy
integraly, ten se tedy nemusi ucit novy kalkulus pro integraly Lebesgueovy.

Ve treti sekci je ukdzano, ze mnoha rozdéleni pravdépodobnosti P na R™ lze zadat ve
vztahu k vyzna¢né Lebesgueové mife pomoci nezaporné funkce p(x) na €, tzv. hustoty
pravdépodobnosti.

Posledni sekce se zabyva nékterymi casto uzivanymi rozdélenimi pravdépodobnosti na
R a jejich charakterizaci.

Pro podrobnéjsi seznameni se s tématem viz napt. [22], [5].

PozNAMKA 8. Specialnim piipadem jednoduché funkce je charakteristickd funkce
X4 : £ — R pro méfitelnou mnozinu A:

1 proze A,
xa(r) = . (49)
0 jinak.

S pomoci charakteristické funkce lze miru p(A) mnoziny A vyjadiit jako integral z jeji
charakteristické funkce:

pu(A) = /Q Xadjt, (50)

a tedy i pro rozdéleni pravdépodobnosti

P(A) = /Q XadP. (51)

Kazdou jednoduchou funkei f s hodnotami {y;}", a vzory hodnot A; = f~!(y;) lze napsat
jako linearni kombinaci charakteristickych funkef:

F@) =3 v @) (52)

KONTROLNI OTAZKA 3.1. Rovnomérné zabydlend oblast je obsluhovdna vysilaci s ob-
lastmi pisobnosti ve tvaru rovnostrannych trojuhelniki dle Obrazku [3.1. Cena porizeni a
provozu vysilaci piepoctena na jedno spojent je uwvedend v Tabulce[3.1]. Jaké jsou pramérné
ndklady na jedno spojeni?



3.2. INTEGRAL 19

OBRAZEK 3.1. Poloha vysila¢t. Vysilace obsluhuji oblasti ve tvoru rov-
nostrannych trojuhelnikii.

Vysilaé A B C D E F G
1 spojeni [K¢&] || 0.011 ] 0.008 | 0.013 | 0.021 | 0.024 | 0.010 | 0.012

TABULKA 3.1. Néklady na pofizeni a provoz vysilaci prepoc¢teny na jedno spojeni

3.2. Lebesgueiv integral pro obecnou miru

DEFINICE 12. Pro funkci f : Q — R je fT, f~ jeji kladna ¢ast, resp. zaporna Cast:

fH(x) = max(f(z),0), f~(z) = —min(f(x),0). (53)
LEMMA 4. Pro funkci f : Q@ — R jsou fT, f~ nezdporné funkce a plati
flz)=f"(z) - f(2) (54)

DUKAZ. Rozbor pripadi f(z) >0 a f(z) < 0.

KONTROLNI OTAZKA 3.2. Nacrtnéte kladnou ¢ds sint () a zdpornou cast sin™ (x) funkce
sin(x),

OBRAZEK 3.2. Graf funkce sin(z).

LEMMA 5. Necht f : Q — R je meritelnd. Potom jsou mévitelné i funkce f+, f.

DUKAZ. Viz definice méfitelnosti: Definice [T
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DEFINICE 13. Necht f* : Q — R je nezdpornd mévitelnd funkce na mévitelném prostoru
(Q,F) s mirou u. Potom Lebesguetv integral funkce f* je definovdn jako

/ ftdu = sup {/ gdu, kde g < f1 je jednoduchd funkce na Q} (55)
Q Q

Meritelnd funkce f : Q2 — R je Lebesgueovsky integrovatelna, pokud alespon jeden
z Lebesqueovijch integrdli jeji kladné cdsti T, resp. zdporné éisti f~ je konecny. Lebes-
guenv integral funkce f je potom definovdn jako

/Qfduz/ﬂﬁdu—/gfdu- (56)

PozNAMKA 9. Takto koncipovana definice pfipousti jako hodnoty Lebesgueova inte-
gralu +o0, —o0.

POzZNAMKA 10. Linearita Lebesgueova integralu (48)) plati nejen pro jednoduchou ale
i pro obecnou Lebesgueovsky integrovatelnou funkci. Dikaz vSak vyzaduje trochu prace z
diavodu suprema vyskytujiciho se v Definici [13|

3.3. Specialni pripad: Lebesgueova mira

Lebesgueova mira py, je dana rozsifenim Borelovy miry na R" tak, ze k Borelové algebte
jsou pridéany vSechny podmnoziny N mnozin s nulovou Borelovou mirou a vygenerovana
nejmensi o-algebra je obsahujici, o-algebra (R", L) tzv. Lebesgueovsky meéfitelnych
mnozin. Integral zalozeny na této mife je tzv. Lebesguetv integrdl v uzsim slova smyslu
a znaci se symbolem dx v integrélu:

/n oduy, = /n odx (57)

Technicky uzitecné je nésledné tvrzeni umoznujici pocitat Lebesguetv integral, pokud
zname kalkulus pro Riemanniiv integral:

TVRZENI 6. Pokud funkce f : R — R je na R™ na intervalu [a,b] Riemannovsky
integrovatelnd, potom je na |a,b] i Lebesgueovsky integrovatelnd a oba integrdly jsou si
TOUNY.

DUKAZ. Viz [4], 1.dil, strana 138.

3.4. Hustota pravdépodobnosti

Je bézné setkavat se ve statistice s rtiiznymi rozdélenimi pravdépodobnosti P na stejném
méfitelném prostoru (€2, F). Zde se omezime na piipad 2 = R™ se g-algebrou F = L Le-
besgueovsky métitelnych mnozin. Mnohé z rozdéleni pravdépodobnosti lze potom vyjadrit
skrz Lebesgueovu miru pomoci tzv. hustoty pravdépodobnosti:

DEFINICE 14. Spojitd, nezdpornd funkce p : R — R je splnujici

/n p(x)dr =1 (58)
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se nazyvd hustotou pravdépodobnosti pro pravdépodobnostni miru P s Lebesqueovym
integrdlem

. f(x)dP(x) = . f(@)p(z)dz (59)

Tento vztah mezi P a p(z) je vyuzivan tak ¢asto a automaticky, Ze za cenu urcité ter-
minologické nepfesnosti i p(x) ozna¢ime jako ,rozdéleni pravdépodobnosti p(z)‘misto
delsiho (ale spravnéjsiho) ,, rozdéleni pravdépodobnosti s hustotou pravdépodobnosti p(z)*,
jak je tomu zvykem i ve velké ¢asti literatury.

PoOzNAMKA 11. Zde uvedené definice neni nejobecnéjsi mozna. Vyhyba se z duvodu
strucnosti fadé pripadnych technickych obtizi a téz otéazce, kdy lze dvé obecné miry po-
rovnat pomoci zobecnéné hustoty pravdépodobnosti. Hlubsi vhled lze nalézt napt. v [5].

3.5. Neéktera rozdéleni pravdépodobnosti a jejich charakteristiky

V této sekci uvedeme pomoci spojité hustoty pravdépodobnosti nékolik potiebnych
rozdéleni pravdépodobnosti na R.

Na R existuje navic vyzna¢na funkce z, ktera kazdému bodu x € R pritfadi pfislusné
¢islo x € R a ktera umoziuje systematicky rozdéleni pravdépodobnosti p(x) charakterizovat
pomoci jeho momentt

E(z") = /Rx"p(:v)dzv pron € N. (60)

V praxi se nejcastéji uplatiuje stfedni hodnota E(z) rozdéleni pravdépodobnosti p(x)

E(x) = /Rxp(:x)d:r (61)

a roz ar(z) rozdéleni pravdépodobnosti p(z) sestaveny z prvnich dvou moment:
ptyl Var(z) rozdéleni pravdépodobnosti p(x) sest v z prvnich d t0

Var(z) = / (x — E(2))*p(z)dr = E(2*) — E(x)? (62)
R
CVICENI NA SITI 3. Stfedni hodnota a rozptyl.

Rozptyl Var(x) umoziuje omezit pravdépodobnost, Ze se hodnota x ndhodného vzorku
odchyli o vice nez danou mez € od stfedni hodnoty E(z):

VETA 1. CebySevova nerovnost. Necht rozdeleni pravdépodobnosti p(z) na R md
konecnou stiedni hodnotu E(x) a konecny rozptyl Var(x) a necht x1 je pozorovany vzorek.
Potom plati:

Var(x)

€2

P(lzy—E(z) |<e)>1-—

(63)
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DUKAZ. Pravdépodobnost P(| 21 — E(x) |< €) je zapsana ponékud usporné jako prav-

dépodobnost, Ze je splnéna podminka | 1 — E(z) |< e. Podrobnéji ji vyjadiime tak, Ze je
to mira P(A) mnoziny A vSech bodu z, ve kterych je podminka | x; — E(z) |< € splnéna:
A={x; eR||| 21 — E(x) |< €} (64)

P(| 1 — E(z) |< €) = P(A). (65)

Podivejme se na pravdépodobnost P(R \ A) doplitku R \ A k mnoZziné A, na kterém
musi platit opak podminky | 21 — E(z) |< €, tedy
|z —E(x) | > € na R\ A. (66)
coz lze ekvivalentné vyjadrit jako

|z — Ex) |”

>1 na R\ A. (67)

€

Podle 1ze napsat pravdépodobnost mnoziny R\ A jako integral z jeji charakteristické
funkce xp\a:

PR\ A) = / Xr\AdP. (68)
R
Plati ovSem podle na R\ A a podle ‘x_]f% na R (a tedy i na A € R):

r— E(z) |”

XR\A < |e—2 (69)
a proto plati
P\ A) = [xnatp < [ L2220 gp Terl) (70)
P(A)=1— PR\ A)=1— Va;<“’>. (71)
3.5.1. Normalni (Gaussovo) rozdéleni. Toto rozdéleni na Q =R
N o) = —e 30 (72)

o\ 2T

je uréeno dvéma parametry pu € R, 02 € R,
Jeho stiedni hodnota a rozptyl jsou

E(z) = p, Var(z) = o (73)
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3.5.2. Bernoulliho rozdéleni. Rozdéleni je dano na dvoubodovém prostoru elemen-
tarnich jeva = {0,1} (které lze Casto interpretovat jako uskutecnéni ¢i neuskuteénéni
sledovaného jevu) jako

P prox =1,
P — 74
(@p) {1_p D (74)

a je urceno jednim parametrem p € [0, 1].
Jeho stfedni hodnota a rozptyl jsou

E(z) = p, Var(z) = p(1 —p). (75)

3.5.3. Rovnomérné rozdéleni na intervalu [0,1]. Rozdéleni Upp;y je dano na in-
tervalu 2 = [0, 1] hustotou pravdépodobnosti u(z) = 1 nebo formélné na R jako

u(z) = 1 ?rome [0, 1], (76)
0 jinak,

coz souhlasi s tzv. charakteristickou funkci intervalu [0, 1]
Jeho stfedni hodnota a rozptyl jsou
1 1
E(z)= - Var(z) = L (77)
ULOHA 2. Owérte vijpoctem wvedené stiedni hodnoty a rozptyly uvedené v ,

resp. pro rozdélent (79), resp. (76).

SHRNUTI 3. Na zdkladé pojmu miry na prostoru () je mozno definovat integrdal funkce

f pres tuto miru u,
/ fdu (78)
Q

coZ je pro normalizovanou miru vdZeny prumeér hodnot funkce s vihou danou pravdépodob-
nosti.

Pomoci hustoty pravdépodobnosti p(x) lze vyjadrit nékterd rozdéleni pravdépodobnosti
(se symbolem integrace dP) na R™ ve vztahu k rovnomérné Lebesqueové mite (se symbolem
integrace dz ):

[ sap= | f@plx)s (79)

Rozdélent pravdépodobnosti na R lze charakterizovat pomoci jejich momenti, zejména
stiedni hodnoty E(x) a rozptylu Var(z):

E(z) = /Ra:p(:c)dx, Var(z) = /R(a; — E(z))*p(x)dz. (80)



KAPITOLA 4

Generatory pseudonidhodnych cisel

Klicova slova: |Generatory pseudonahodnych ¢isell [zobrazeni nahodné|
iveliciny] [Boxtv-Mulleruv algoritmus| zamitaci (accept-reject) algoritmus]

Abstrakt: Simulace a statistické vypoc¢ty vyzaduji vytvareni vzorkd ndhodnych ve-
liéin s uréenym rozdélenim pravdépodobnosti. Jsou diskutovany generatory pseudo-
nahodnych ¢isel s rovnomérnym rozdélenim a metody jak na jejich zakladé vytvaret
vzorky s jinym rozdélenim pravdépodobnosti.

4.1. Uvod

K simulaci nahodnych procest, ale i k pribliznym vypoctim je tieba vytvaret vzorky
nédhodné veli¢iny x (zde budeme zpravidla uvazovat x € R nebo obecnéji x € R™) s pre-
depsanym rozdélenim pravdépodobnosti p(z). Ty bychom si mohli opatfit na zakladé na-
hodnych fyzikalnich jevi, jakymi jsou hézeni minci ¢i kostkou nebo radioaktivni rozpad.
Pro generovani vétstho mnozstvi vzorki jsou vsak tyto metody nepraktické, protoze jsou
pomalé, pripadné tézko kontrolovatelné nebo drahé. (To by se zasadné zménilo zavede-
nim dostupnych kvantovych pocitacii). Proto se ndhodné ¢&isla v praxi generuji pomoci
deterministickych algoritmt, podle kterych muze postupovat bézny pocitac.

Postup je nésledujici. Vychazi se z pocatecni hodnoty xy € 2 v prostoru moznych
hodnot €2, na kterou se aplikuje pevné stanovené zobrazeni D : {2 — 2, ¢imz vznikne dalsi
hodnota z; = Dxy. Dalsi hodnoty se potom generuji obdobné:

Tni1 = D(z,) = D" (20). (81)

Lze namitnout, Ze se v tom piipadé viibec nejedna o ndhodné vzorky a to je jisté pravda.
Z toho duvodu se taky oznacuji jako pseudondhodné vzorky. P#i vhodném vybéru zob-
razeni D je vSak posloupnost vzorkt nerozlisitelnd béznymi testy od skuteéné nahodné
posloupnosti vzorki s danym rozdélenim pravdépodobnosti. Predpoklada se potom, Ze ani
postupy, za jejichz ucelem jsme si pseudondhodné vzorky opatiili, je nebudou schopny
rozlisit od ndhodnych vzorki.

Zda je nebo neni mozno pseudondhodné a nadhodné vzorky rozlisit na zakladé béz-
nych testl, zavisi samoziejmé na volbé danych test a tato volba je ponékud nahodila a
diskutovana odborniky. V bézné praxi se vSak tato nejasnost zpravidla neprojevi.

V praxi se zpravidla pfimo generuji jen pseudonahodna ¢isla z intervalu [0, 1] s rovno-
mérnym rozdélenim pravdépodobnosti. Ta se téZz podrobuji piisnym testim. Nasledujici
sekce je vénovana prave takovym generatorim pseudonahodnych ¢isel. Dalsi sekce se potom

24



4.2. ROVNOMERNE ROZDELENI 25

vénuji metodam, jak pomoci rovnomérné rozlozenych pseudondhodnych ¢isel na jednotko-
vém intervalu vytvorit vzorky na jinych mnozinach a s jinym rozdélenim pravdépodobnosti.
Jedna se o metodu zobrazeni ndhodné veli¢iny a o zamitaci metodu (rejection sampling,
accept-reject algorithm).

4.2. Generatory pseudonihodnych c¢isel s rovhomérnym rozdélenim
pravdépodobnosti na jednotkovém intervalu

Numerické vypocty v pocitacovych programech zpravidla probihaji s urcitou pevné
zvolenou piesnosti. Cislo z intervalu [0, 1] s pFesnosti % se proto da ziskat vygenerovanim

celeho ¢isla n € {1,2,..., N} a vysledek je potom dan jako x = . Budeme se proto v
dalsim zabyvat pouze pripadem
Q={1,2,...,N} pro néjaké N. (82)
Prislusny generator ndhodnych ¢isel je potom dén zobrazenim
D:{1,2,...,N} - {1,2,...,N} (83)

Takto generovana nahodné ¢isla se musi nejpozdéji po N hodnotach zacit opakovat,
coz ovSsem v praxi pro vhodné D neni prekdzkou, pokud je N dostatecné velké.

PRIKLAD 5. Jednoduchou volbou zobrazeni D je
D(n)=an+b mod N pro a,b € Z (84)
a odpovidajici generdtor nahodnich cisel je takzvany linearni kongruentni generator.

KONTROLNI OTAZKA 4.1. Pro N = 100 najdéte konstanty a,b € N, a,b > 1 a pocdatecni
hodnotung € {0,1,2,...,99} tak, Ze se po 15 krocich Zadné z generovanijch ¢isel neopakuje.

Dalsi jednoduchy postup predpokladé ¢isla s urcitym pevné zvolenym poctem k ¢islic.
Predpokladéme, Ze ¢islo, které by ve svém zapisu mélo méné nez k ¢islic je doplnéno nulami
na k Cislic. Zobrazeni D je urc¢eno posunutim vsech ¢islic o jednu pozici doprava, pricemz
prvni &islice je nahrazena ¢islici vypoctenou pomoci zpétnovazebné funkce f z nékterych
¢islic pfedchoziho ¢isla. Posledni éislice je smazana. Odpovidajici generator nahodnych ¢isel
je takzvany linedrni posuvny registr se zpé&tnou vazbou.

Prakticky se v pocitaci tento postup pouziva v dvojkové (binarni) ¢iselné soustave, kde
mozné ¢islice jsou pouze 0 a 1. Zpétnovazebna funkce f se zpravidla slozenim nékolika kopif
funkce XOR:

pro [ZE,y] = [070] nebo [Iﬁy} = [1’ 1]7

pro [z,y] = [1,0] nebo [z,y] = [0, 1] (85)

XOR(z,y) = {(1)

PRIKLAD 6. Prikladem je 16-bitovy Fibonacciho linedrni posuvny registr se zpétnou vaz-
bou, viz Obrdzek[f.1]. Zpétnovazebnd funkce f nabyvd na ¢isle b s ¢islicemi byg, big, . . ., ba, by, by
hodnoty

F(b) = XOR(bs, XOR(bs, XOR(bs, by))) (36)
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OBRAZEK 4.1. Fibonacciho linearni posuvny registr se zpétnou vaz-
bou. Registr pracuje ve dvou krocich: Nejdiive je spoc¢ten pomocny bit big
(vypocty oznaceny Cervené) na zakladé obsahu registru v bitech by az b5 a
nasledné dojde k posunuti biti registru (vyznaceno modrymi Sipkami), ¢im?z
se vysune vystupni bit a zaroven uvolni pomocny bit byg.

Predchozi generéatory jsou jednoduché a rychlé. Statistické vlastnosti jimi generovanych
vzorkt vSak jesté nejsou zcela vyhovujici, ukazuji vSak, jak je mozno v principu postupovat.
Pro moderni implementaci viz napf. generator zvany Mersene twister [I5], ktery je
pouzivany v fadé programii.

PozNAMKA 12. Pfirozenou myslenkou je vyuzit v generovani pseudondhodnych ¢isel z
0, 1] diskretizaci nékterého zobrazeni ¢asto diskutovaného ve zkouméni chaosu, napf. tzv
tent map 7" : [0,1] — [0, 1]:

)2 pro z € [0, 3] ,
T(z) = {2(1 —x) proz € (3,1], (87)

nebo logistické zobrazeni L,:

Lo(z) = az(l — ) (88)
s teoretickym rozdélenim na invariantnim intervalu [0, 1] pro oo = 2:

ple) = —/a(l 7). (39)

(viz [19], str. 37)
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OBRAZEK 4.2. Tent map a logistické zobrazeni. Logistické zobrazeni
(vpravo) je vykresleno pro a = 4.

Ukazuje se vSak, ze tato myslenka, pfinejmensim v této jednoduché podobé, nezarucuje
jako vysledek pouzitelny generator pseudondhodnych ¢isel (viz téz Obréazek a neni
navic numericky prilis efektivni.
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OBRAZEK 4.3. Rekurenéni grafy. Jednou z moznosti ziskdni rychlého
vhledu do chovani diskrétniho dynamického systému generujictho posloup-
nost hodnot zg, 1, zs, ... jsou rekurenc¢ni grafy [8]. Na osach rekuren¢niho
grafu se vynési indexy 4,7 = 1,2,... a jejich prisecik je zabarven, pokud se
x; dostalo k z; blize neZ e. Na grafech jsou v nasledujicim poradi rekurenéni
grafy pro tent map, logistické zobrazeni a bézny generator ndhodnych ¢isel
(Mersene twister). Diagonala je automaticky soucésti rekuren¢niho grafu.
Zatimco pro generator ndhodnych ¢isel nelze rozeznat dalsi strukturu, jsou
v prvnich dvou pfipadech zfetelné obrazce. Pouzité hodnoty v grafech byly
xo = 0.1234567890, € = 0.01.

28
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PozNAMKA 13. Z pohledu béznych simulaci ve statistice je napf. Mersene twister
dobrou volbou pro generator pseudondhodnych ¢isel. To vSak neplati v pfipadé pouziti
pseudonahodnych ¢isel v kryptografii, kdy je tfeba zarucit, Ze generovana ¢isla jsou nejen
nerozlisitelna od vzorku generovaného rovnomérnym rozdélenim pomoci statistickych testi,
ale ze je i velmi naroc¢né, technicky dostupnymi prostiredky takika nemozné pochopit vztahy
mezi generovanymi hodnotami.

POzZNAMKA 14. Vzorku z rovnomérného rozdéleni na intervalu [0, 1] lze v simulacich
pouzit k uskuteénéni udalosti A s pravdépodobnosti P(A):

e Pokud =z < P(A), jev A se uskutecni,
e Pokud = > P(A), jev A se neuskutecni.

KONTROLNI OTAZKA 4.2. Jak muzete na zdkladé vzorku x rovnomérného rozdéleni na
intervalu [0, 1] simulovat hod kostkou?

CVICENI NA SITI 4. |Generator ¢islic 0 a 1.

4.3. Simulace obecnych rozdéleni pravdépodobnosti inverznim zobrazenim ze
stejnomérného rozdéleni

TVRZENI 7. Predpoklddejme, Ze je ddna méritelnd funkce f : X — Y a Ze na prostoru
X je ddana mira . Potom je zobrazenim f jednoznacné urcena mira na'Y , kterou budeme
oznacovat f*u, a to vztahem:

f u(B) =pu(fH(B)) pro kaZdou méfitelnou mnoZinu B € Y. (90)

DUKAZ. Pripomenme nejdiive, Ze o méfitelnosti funkce f : X — Y lze mluvit pouze
pokud X a Y jsou méfitelné prostory. Na kazdém z nich musi tedy byt déna o-algebra,
kterou oznacime P, resp. Q. Ze tyto o-algebry jsou predpoklddany, ale nikoliv zminény v
textu tvrzeni, se mize jevit jako zlomyslnost, které je vSak v matematickych textech ¢astou
zkratkou. Zkréatka, strucnost je vykoupena predpokladem, Ze si ¢tenar nutné a nevyhnutné
detaily dokaze sam doplnit. S timto doplnénim tedy pfedpoklddame méritelné prostory
(X, P), (Y,9Q).

Defini¢ni vlastnosti méritelnosti funkce f je skutecnost, ze vzorem libovolné méritelné
mnoziny B € Q je m&fitelnd mnozina B~! € P. ProtoZe B~! je méfitelna, lze stanovit jeji
miru pu(f~1(B)) a prava strana vztahu proto dava smysl a lze jej pouZzit na definici levé
strany vztahu . K ovéreni defini¢nich vlastnosti miry si je tfeba uvédomit, ze pokud
mnoziny By, By € Q jsou disjunktni, tak potom totéz plati pro jejich vzory B;*, By' € P.

POzNAMKA 15. Pokud uvazovanou mirou p v piedchozim Tvrzeni[7]je rozdéleni pravdé-
podobnosti, potom i mira u(f~(B)) je rozdélenim pravdépodobnosti, pokud u(f(X)) =1,
coZ je nutné splnéno, pokud zobrazeni f je surjektivni (je "na").

Zamérime se nyni na méritelna zobrazeni, kterd jsou nejen surjektivni, ale zaroven
také injektivni ("prosta"), tj. zaméfime se na bijekce. V takovém piipadé jsou vztahy
mezi odpovidajicimi vzorky generovanymi podle piislusnych rozdéleni pravdépodobnosti
obzvlasté jednoduché.
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TVRZENI 8. Necht je f : X — Y biyekce méritelnych prostori a necht P je rozdéleni
pravdépodobnosti na X. Pokudy €'Y je vzorek generovany podle rozdéleni pravdépodobnosti

f*P naY, potom f~1(y) € X je vzorek generovany podle rozdéleni pravdépodobnosti P na
X.

DUKAZ. Protoze f je injektivni (prosté), je vzorem jednotlivého vzorku y € Y jednot-
livy vzorek f~1(y) € X. Vztah odpovidajicich rozdéleni pravdépodobnosti je dan Tvrze-
nim [7

DUSLEDEK 9. Necht je ddno rozdéleni pravdépodobnosti P s hustotou pravdépodobnosti
p(z) na R takové, Ze jeho tzv. distribuéni funkce

Flz) = / oL (91)
je bijekci F : R — [0, 1].

Potom F*P je rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti a podle predchoziho Turzeni[8 je
mozno vzorek podle pravdépodobnostniho rozdéleni P generovat jako F~'(y), kdey € Y =
0, 1] je vzorek generovany podle rovnomeérného rozdéleni na jednotkovém intervalu [0, 1].

DUKAZ. V tomto piipadé je mlcéky predpokladéano, ze prislusné o-algebry jsou genero-
vany intervaly. Postac¢i tedy prokazat vztah na intervalech. Necht tedy je dan interval
la,b] C R a jeho obraz B = [F(a), F(b)] € [0, 1], pficemZ [a,b] = F~'B = F~'[F(a), F(b)].
Musime prokazat, ze

F*P([a,b]) = P(F~Y(B)) (92)
odpovida rovnomérnému rozdéleni. To je ovSem pravda, protoze plati
b F(b)
P(F(B) = Pllat)) = [ plade=F) = F) = [ “1dy. (93)
a F(a)

kde 1 v poslednim integralu predstavuje hustotu pravdépodobnosti rovnomérného pravde-
podobnostniho rozdéleni na jednotkovém intervalu.

KONTROLNI OTAZKA 4.3. Ezrponencidlni rozdéleni s parametrem « je dano hustotou
pravdépodobnosti

ae™  fort>0
t — - 94
p(t]a) {O fort <0. (94)

Jak lze generovat vzorek x tohoto rozdéleni, pokud mame k dispozici ndhodné c¢islo y gene-
rované dle rovnomeérného rozdéleni na jednotkovém intervalu [0, 1]?

Vyse uvedené metody lze rozsitit na pripad vice dimenzi a funkce, které nejsou bijek-
cemi. Jako piiklad uvedme bez diikazu nasledujici, uziteény algoritmus pro generovani dvou
nezavislych realnych ndhodnych veli¢in 1, x5 s norméalnim rozdélenim pravdépodobnosti:



4.4. ZAMITACI METODA 31

ALGORITMUS 1. (Boxtiv-Mulleriiv algoritmus). Necht jsou uy,us € [0, 1] nezdvislé
ndhodné veliciny s rovnomérnym rozdélenim nad jednotkovym intervalem [0,1] a necht je
ddno méritelné zobrazeni f : [0,1] x [0,1] = R x R predpisem

x1 = +/—2log uy cos 2mus (95)
9 = +/—2log uy sin 2mwus (96)
Potom jsou x1 € R, x9 € R nezdvislé ndhodné veliciny s normdlnimi rozdélenimi

p(x1) = N(z1]0,1) p(a2) = N(z2|0,1) (97)

4.4. Zamitaci metoda (rejection sampling, accept-reject algorithm)

VETA 2. (Fundamentalni véta simulace). Necht je hustota pravdépodobnosti p(x)
na £ omezena hodnotou m. Generovat hodnoty x € Q) podle pravdépodobnostniho rozdeélent
p(z) je potom ekvivalentni generovdni (x,u) € Q x [0,m] s rovnomérnym rozdélenim na
Q x [0,m] s podminkou prijeti hodnoty (x,u):

u < p(x). (98)

DUKAZ. Rozdéleni pravdépodobnosti p(z,u) na € x [0, m] lze s pomoci rovnomérnych
rozdéleni pravdépodobnosti Uq(x) na €2 resp. U mi(u) na [0, m] formalné zapsat jako

p(a,w) = Ua(@) U (u) H(p(r) — u) (99)

s normalizaéni konstantou N:

N = Ua(2)Upo ) (w) H (p(x) — u)dS2 du (100)

Qx[0,m]

a kde H je Heavisideova funkce:

0 t<0
Hit)y=4 Povs" (101)
1 prot >0,

Vysledné rozdéleni pravdépodobnosti na €2 je potom

/ p(z,u)du = / iUQ(.’,U)U[O’m] (u)H(p(z) — u)du = (102)
[0,m] [0,m

] N
= %Ug(l’) /[pr(x)] Ulo,m) (w) H (p(z) — u) du = (103)
= a2 — i) (104)

~—~

kde posledni rovnost plyne z toho, ze +—Uq(z) je konstantni na 2 a p(z) je normalizovéno

Nm
na €2.
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ALGORITMUS 2. Zamitaci metoda (accept-reject). Prakticky lze potom generovat
(x,u) s rovnomérnym pravdépodobnostnim rozdélenim na 2 x [0, m], kde m > sup,cq p(z)
hodnotu x pFigmout pii u < p(x) nebo odmitnout pii u > p(x) a generovat dalsi hodnoty
(x,u). Prijaté hodnoty x jsou potom generovdny dle rozdélent p(z).

PozNAMKA 16. Vysledky Algoritmu se nezméni, pokud by namisto hustoty p(x) byla
pouzita obecné nenormalizovana hustota cp(x) pro konstantu ¢ > 0. Pfi zadéavani hustoty
p(z) proto neni t¥eba obtézovat se s jeji normalizaci.

7 Obrazku je zfejmy princip algoritmu: obdélnik © x [0, m] je rovnomérné pokryt
generovanymi body a hodnoty nad grafem p(x) jsou zamitnuty. Metoda je neefektivni v
tom smyslu, ze zamitnutych boda nad grafem muze byt nutné vygenerovat mnoho, pricemz
do vysledného vzorku nevchazeji, byly vygenerovany zbytecné. Tomu lze zamezit genero-
vanim podle jiného rozdéleni ¢(x), které (po pfipadném prendsobenim vhodnou kladnou
konstantou) dokéaze shora ofiznout generované body a snizit tak podil zamitnutych bodi,
viz Obrazek [4.5] To je obzvlast dulezité, pokud ma byt zahrnuta asymptoticka oblast roz-
délent.
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OBRAZEK 4.4. Zamitaci metoda. Obrazek zachycuje 1000 pseudonahod-
nych vzorku generovanych s rovnomérnym rozdélenim na [0, 7] x [0, 0.5]. Jen
vzorky (plné, cervené krouzky) lezici pod kiivkou p(z) jsou prijaty a pred-
stavuji vysledné vzorky. Body nad kfivkou (prazdné, modré krouzky) jsou
zamitnuty a dale se nepouziji. Kfivka v tomto grafu pfedstavuje nenormali-
zovanou hustotu pravdépodobnosti. Vysledky je tedy tfeba normalizovat.
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ALGORITMUS 3. Vzorkovani dle dilezitosti (importance sampling). Necht pro
rozdélent pravdépodobnosti q(x) na 2, ke kterému je mozno generovat vzorky, ezistuje kon-
stanta M > 0 tak, Ze pro rozdéleni pravdépodobnosti p(x) na Q plati p(xz) < M q(x).
Prakticky lze potom generovat (x,u) s pravdépodobnostnim rozdélenim q(x) x U0, M q(x)],
hodnotu x pFigmout pii u < p(x) nebo odmitnout pii u > p(x) a generovat dalsi hodnoty
(x,u). Prijaté hodnoty x jsou potom generoviny dle rozdélent p(z).

OBRAZEK 4.5. Vzorkovani dle dilezitosti. Obréazek zachycuje 1000 pseu-
donahodnych vzorku generovanych podle funkce dulezitosti g(x) na Q =
[0,7]. Z generovanych bodu lezicich pod M-nasobkem Mgq(x) funkce dile-
Zzitosti (Gernd, horni kiivka) jsou ptijaty jen vzorky (plné, ¢ervené krouzky)
lezici pod kiivkou p(z) (Cervena kiivka). Body nad kfivkou (prazdné, modré
krouzky) jsou zamitnuty a dale se neuvazuji. K¥ivky v tomto grafu pred-
stavuji nenormalizované hustoty pravdépodobnosti. Vysledky je tedy treba
normalizovat.

Z porovnani Obrazku [4.4]a[d.5]je zfejmé, Ze v piipadé generovani dle dulezitosti doslo pii
vygenerovani stejného poc¢tu 1000 bodu k vygenerovani vice pouzitelnych vzorku. 7 grafi
neni tak ziejmé, zZe ovSem pretrvava nasledujici obtiz: Pti praci ve vysoké dimenzi ziskaji
oblasti ve vétiich vzdalenostech od po¢atku velkou vahu (viz Uloha |3)) a jakakoliv odchylka
mezi funkei Mq(z) (M-nasobku funkce dilezitosti) a rozdélenim pravdépodobnosti ¢(x)
povede k zna¢nému podilu odmitnutych pripadi. Abychom se tomu vyhnuli, je tfeba ve
vysokych dimenzich velmi peclivé sladit asymptotické chovani Mq(x) a p(x), ¢imZ metoda
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ovSem ztraci na obecné pouzitelnosti. Témto obtizim ve vysokych dimenzich se vyhne
generovani vzorki pomoci Markovovych retézcti, které je popsano v dalsich dvou kapitolach.

ULOHA 3. Dokaste, Ze ve vysokyjch dimenzich jsou melouny samd slupka.

OBRAZEK 4.6. Meloun v R3

Predpoklddejte, Ze meloun md tvar koule s polomérem R, pricemzZ na slupku pripadd

vnéjsich 10% poloméru. Necht je V) ..w... n-rozmérngm objemem jedlého vnitiku melounu a

Vn
n v . . N g X ] slupka :
Vihpka T-rozmerngm objemem Slupky. Spoctéte podil i —— objemu slupky na celko-

vém objemu melounu v nekolika malych dimenzich n a dokaZte, Ze

V?’L
lim shke __ — 100%. (105)

n n
=00 Vonitrek slupka

Pomicka: Jednotkovy n-rozmeérny objem v R™ pfedstavuje jednotkovd krychle [0, 1]™. n-
rozmérny objem n-rozmérné koule B"(R) s polomérem R je

/2 T2 pn pron € N sudé
V(BYR)) = =———R"=¢ (/2" ' 106
(B"(R)) I'(1+n/2) (2”);%)/2?{” pro n € N liché. (106)

kde dvojity faktoridl jen!! =1-3-5-7----- (n—2)-n pron liché.
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SHRNUTI 4. Pseudondhodnd ¢isla na jednotkovém intervalu lze generovat s rovnomer-
nym rozdélenim na pocitaci dle standardnich algoritmi. Na jejich zdkladeé lze generovat
vzorky podle specidlnich rozdéleni nebo zamitaci metodou i pro obecnd, téZko analyticky
zpracovatelnd rozdélent.

Obecné metody se ovs§em mohou dostat do uzkijch pii snaze vérné zachytit asymptotiku
rozdéleni pravdépodobnosti v nekonecnu, ¢i v pripade vysokiyjch dimenzi.



KAPITOLA 5

Markovovy Fetézce

Klicova slova: [Konecné a spojité Markovovy retézcel [Markovova vlast-|
most| [matice prechodul, [stacionarni stavi [ergodicital

Abstrakt: Markovovy fetézce jsou diskrétni dynamické systémy, které maji za vhod-
nych okolnosti jednoznaény stacionarni stav (rozdéleni pravdépodobnosti), ktery je
v pravdépodobnosti limitou jejich ¢asového vyvoje. Dynamikou Markovova fetézce
generované vzorky nejsou nezéavislé, ale dokdzi nezévislé vzorky z diavodu ergodicity
asymptoticky zastoupit pfi vypoctu stfednich hodnot.

5.1. Uvod

V predchozi kapitole jsme se seznamili s nékterymi postupy generovani vzorkid dle
daného rozdéleni pravdépodobnosti. Vedle nich vSak existuje dalsi moznost generovani
vzorki, vychézejici z urcitého druhu diskrétniho stochastického dynamického systému, tzv.
Markovova fFetézce. Tato metoda umoznuje efektivné generovat vzorky i pro rozdéleni
pravdépodobnosti bez zvlastnich vlastnosti a na pripadné vysoko-rozmérném prostoru a je
proto zakladem rady modernich numerickych metod ve statistice.

Fakt, ze Markovuv Tetézec je diskrétni stochasticky dynamicky systém, znamena, ze
hodnoty z;, kterych nabyva, se méni v diskrétnich ¢asovych krocich (tj. je to diskrétni
dynamicky systém; ¢as ¢t nabyva jen hodnot v prirozenych ¢islech a nikoliv v libovolnych
realnych ¢islech, jak by odpovidalo plynulému toku éasuED a hodnoty v jednotlivych casech
nejsou pevné, deterministicky urceny, ale dany ndhodnym (stochastickym) procesem.

DEFINICE 15. Posloupnost nahodnych velicin xg,x1, 22, ... je Markovovym retéz-
cem, pokud plati tzv. Markovova vlastnost pro podminéné pravdépodobnosti:

P(z, | ®o, 1, ... xp_1) = P(xy | Tp_1) pro libovolné n € N. (107)

Markoviv Tetézec xg, x1, X2, ... je koneény, pokud xz, nabyvd jen konecné mnoha hodnot
pro kazdé n € No. Markoviv Tetézec je Easové homogenni (nebo téZ stacionarni), pokud
Tn nabyvd pro kazdé n € Ny hodnot ve stejné, casove neproménné mnoZiné a plati:

P(zpi1 | n) = P(xy | ©p_1) pro libovolné n € N. (108)
Pro konecny Markoviv retézec tvori pravdépodobnosti
M, .. . = P(xy, | 2n-1) (109)

IExistuje oviem obdoba Markovovych Fetézel pro spojitou Easovou proménnou, tzv. Markovovy
procesy

36
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tzv. matici pravdépobnosti prechodu.

V dalsim budeme predpokladat, ze vsechny Markovovy fetézce jsou ¢asové homogenni.

Markovova vlastnost (107)) znamena, slovné vyjadteno, Ze pokud zname hodnoty xg, x1, . . .

je pravdépodobnost nasledné hodnoty x,, uréena pouze predchézejici hodnotou x,_; a ne-
zéavisi na ostatnich predchézejicich ¢lenech.

Alternativné se da fict, ze k vygenerovani nahodné hodnoty x,, staci znat x,_;.

Markovovy Fetézce maji za vhodnych podminek nasledujici vlastnost: rozdéleni prav-
dépodobnosti, které se na nich v ¢ase vyviji, se asymptoticky blizi k rovnovaznému stavu
s ur¢itym rozdélenim pravdépodobnosti P. Vzorky generované danym casovym vyvojem
jsou potom asymptoticky vzorky rovnovazného rozdéleni pravdépodobnosti P.

Princip si v pristi sekci ujasnime na ptipadu konecénych Markovovych fetézci. V po-
kovova Tetézce se spojitym prostorem stavi. V tom pripadé je tfeba podminéné pravdépo-
dobnosti P(x, | ...) v chépat jako hustoty pravdépodobnosti v z,,. Pro podrobné&;jsi
informace ovSem odkaZeme na specializovanou odbornou literaturu, viz [19], [17].

Oteviena ziistane otazka, zda pro dané rozdéleni pravdépodobnosti P lze nalézt vhodny
Markovuv fTetézec tak, aby se s jeho pomoci daly asymptoticky generovat vzorky pro
rozdéleni P. Kladnou odpovéd poskytne nésledujici kapitola v podobé Metropolisova-
Hastingsova algoritmu.

5.2. Kone¢né Markovovy retézce

Oznac¢me stavy kone¢ného Markovova fetézce prirozenymi ¢isly:
z, € {l,...,N} (110)

Matice pravdépodobnosti prechodu kone¢ného, ¢asové homogenniho Markovova fetézce
jsou rovny konstantni matici M. Matice M typu N x N je tzv. stochastickou matici, tj.
kazdy jeji sloupec predstavuje pravdépodobnostni rozdéleni na N bodech:

N
M;; >0, > My=1. (111)
=1

Pravdépodobnost prechodu ze stavu z(y v ¢ase 0 do stavu z,, v ¢ase n je ddna opakova-
nym pouzitim Bayesova vzorce (212]) a ses¢itanim pfes vSechny moznosti x1, ..., z,_1:

P(ry |m0) = Y Plan | 2n1)P(tnoy | 2n2) ... Play [ 20) = (M")apey,  (112)

L1y Tn—1

kde posledni vyraz je zapsan pomoci maticové mocniny matice pravdépodobnosti pirechodu
M definované v ({109)).

Nasleduje rfada definic. Priblizuji nam, ¢eho si lze na Markovovych fetézcich vS§imnout
a zachycuji nékteré jejich rysy, které jsou technicky uZite¢né bud piimo, nebo v jejich
obdobé pro spojité Markovovy tetézce. Klicové vsak je, ze tyto definice zaroven poskytuji
pojmovou strukturu pro zavedeni ergodicity (Definice , ktera nakonec zarucuje, ze lze
(asymptoticky) jedinym ¢asovym vyvojem zg, x1, X2, ... z libovolné zvoleného pocatecniho
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stavu z vyCerpavajicim zpusobem vystihnout vlastnosti rovnovazného, stacionarniho stavu
Markovova fetézce zminéného v Uvodu.

DEFINICE 16. Stav j € {1,...,N} casové homogenniho Markovova tetézce je dosa-
zitelny ze stavu i € {1,...,N} (coZ znacime i — j), pokud pravdépodobnost prechodu
P(z, | zo) je nenulovd (a tedy kladnd) pro néjakyj cas n > 0.

Stavy i, j spolu komunikuji (znacime i <> j) pokud i je dosaZitelny z j a j je dosaZi-
telny z i, tj.

i <> j, pokud i — j a j — 1. (113)
Markoviv Tetézec je ireducibilni, pokud vsechny jeho stavy vzdajemné komunikugi.

DEFINICE 17. Stav i je pFechodny, pokud pravdépodobnost, Ze se v Zadném dalsim
case 7iZ do i nevrdti, je nenulovd, tj. pravdépodobnost navratu do i je mensi nez 1:

iP(x =i |xg=1) EZ (M™) (114)
n=1 n=1

Stav je rekurentni, pokud neni prechodny.

Navrat do pivodniho stavu nemusi byt mozny v libovolném pocétu krokt. Nasledujici
definice predevsim charakterizuje, v kterém poctu kroki se nelze vratit do piivodniho stavu
o — 7

DEFINICE 18. Stav ¢ md periodu k, jestlize k je nejuétsi spolecny délitel pocti kroka,
kdy ndvrat md nenulovou pravdépodobnost:
{neN| Plx,=1i|xo=1) >0} (115)
Stav 1 je aperiodicky, pokud md periodu k = 1.

KONTROLNI OTAZKA 5.1. Méjme dany ndsledujici stochastické 3 x 3-matice urcujici
odpovidagici Markovovy Tetézce na mnoziné {1,2,3}.

010 1/2 1/3 0 1/2 1/2 0
Ma=1{0 0 1|, Mp=/[1/2 1/3 1/2], Mc=]{1/2 1/2 0 (116)
100 0 1/3 1/2 0 0 1

Pro kazdy Markoviv fetézec rozhodnéte pro i,j € {1,2,3}
(1) Které j je dosaZitelné zi?
(2) Kterd i, j spolu komunikuji?
(3) Je dany Markoviv Fetézec ireducibilni?
(4) Ktery stav i je prechodny a ktery rekurentni?
(5) Ktery stav i je periodicky (S jakou periodou?) a ktery je aperiodicky?

Pro konkretni priubéh xg, z1, xs, ... 1ze definovat nésledujici:

DEFINICE 19. Doba prvniho navratu 7; stavu i je nejmensi pocet kroki n > 1, po
kterém se stav Markovova Tetézce zacinajici v xy =1 znovu vrdti do 1, tj. x, = 1.
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Dobu prvniho névratu lze chapat jako ndhodnou veli¢inu, ale nikoliv na prostoru
{1,...,N}, ale na prostoru {1,..., N} vSech realizaci dynamiky zg,x;,s,.... Potom
méa smysl mluvit o stfedni hodnoté této nahodné veli¢iny:

DEFINICE 20. StFedni doba prvniho navratu je definovdna jako
E(Ty) =) nP(T;=n|zo = i) (117)
n=1

Stav i je kladné rekurentni, pokud E(T;) < co.

DEFINICE 21. Stav i casové homogenniho Markovova retézce je ergodicky, pokud je
kladné rekurentni a aperiodicky. Markoviv Tetézec je ergodicky, pokud je ireducibilni a
vSechny jeho stavy jsou ergodické.

DEFINICE 22. Pravdépodobnostni rozdélent

p(1)
P = : (118)
()
je stacionarnim stavem pro stochastickou N x N-matici M, pokud plati:
P=MP (119)

TVRZENI 10. KaZdd stochasticka matice M md staciondarni stav, ktery odpovidd jeji
nejuetsi vlastni hodnoté. Takovijch vektori miZe byt vice.
Pokud navic plati, Ze

M;; >0 proi,j €{l,....,N} (120)
potom je stactondrni stav jednoznacné urceny a plati
lim (M"),; = p; proje{l,...,N} (121)
n—o0

DUKAZ. (viz. Perronova-Frobeniova véta a Kap. 11 v [11].)

KONTROLNI OTAZKA 5.2. Markoviv fetézec na {1,2,...,9} je din matici M = %S,
kde S je 9 X 9-matice vznikld Tesenim ndsledujiciho sudoku:
5|3 7
6 1195
9|8 6
8 6 3
4 8 3 1 (122)
7 2 6
6 218
41119 5
8 719
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(1) Owérte, Ze M je stochastickd matice.
(2) Spoctéte staciondrni stav Markovova Tetézce.

Tesco L s

——

LUBCARD

e
2, 2t ot

AWKEA

OBRAZEK 5.1. Zakaznické karty jsou jednim z pokust ovlivnit vérnost zakazniki.

ULOHA 4. Predpoklddejte cturt se supermarkety A, B a s populaci 12000 nakupujicich
obyvatel. Predpoklddejte tydenni ttratu na obyvatele pri rodinném ndkupu 1000,-K¢ na
osobu a tyden. Zisk z obratu predpoklddejte 10%.

e Nakupujici v supermarketu A se do néj vrdti s pravdépodobnosti 90% a s pravde-
podobnosti 10% piijde piisti tiyden radéji do supermarketu B.

e Nakupujici v supermarketu B se do néj vrdti s pravdépodobnosti 80% a s pravde-
podobnosti 20% pijde piisti tyden radéji do supermarketu A.

V' supermarketu B chtéji investovat do opatreni, kterym by se i u jejich zdkazniki dosdhla
veérnost 90%. Jaky roéni zisk (ze kterého by se potom téZ dalo financovat ono opatient) by
toto opatient prineslo. Modelujte tuto situaci pomoci Markovovijch Tetézcii.

CVICENI NA SITI 5. Generovani pseudotextu.

5.3. Spojité Markovovy Fetézce

Ve spojitém pripadé lze zavést pojmy obdobné pojmum uzivanym pro konecéné Marko-
vovy Tetézce a tak v pfedchozi sekci diskutované koneéné Markovovy fetézce dévaji dobrou
predstavu o podstaté véci. Ve spojitém pripadé nutna technickad prohloubeni teorie vsak
jdou za ramec tohoto textu (viz napi. [19], [17]) a omezime se zde proto pouze na nékolik
poznamek.

I v spojitém piipadé definujeme stacionarni stav Markovova fetézce:


http://maplikace.math.slu.cz/AplikovanaStatistika/faces/PseudoText.xhtml
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DEFINICE 23. Rozdéleni pravdépodobnosti m je stacionarnim stavem pro Markoviv
retézec s pravdépodobnosti prechodu P(x, | x,_1), pokud plati:

m(xy,) = / P(xy | @p_1)m(Tp—1)dxn_1 (123)

Ireducibilita se definuje viéi danému rozdéleni pravdépodobnosti f(x):

DEFINICE 24. Markoviv retézec je f-ireducibilni, pokud pro kaZdou méritelnou mno-
Zinu A s kladnou mirou vici f, tj. f(A) = [, f(x)dz > 0, plati:

Existuje cas n € N, Ze pro libovolnij pocdtecni bod xo € Q) je pravdépodobnost vyskytu v
A v case n nenulovd, tj.

/ P(z, | xo)dx, >0 (124)

Vyse popsané skute¢nosti umoznuji asymptoticky generovat vzorky podle stacionarniho
rozdéleni pravdépodobnosti Markovova fetézce. Pritom jsme vSak zcela opomenuli otazku,
po kolika krocich jsme jiz nasim vzorkem ,dostatecné blizko" stacionarniho rozdéleni. Zde se
spokojime s pragmatickou odpovédi, ze musime jit ,dostatecné daleko®, ¢imz je mysleno, ze
lze v praxi dosdhnout potiebné presnosti zpravidla i na bézném pocitaci. Presnéjsi kritéria
a analyzy jsou ale pochopitelné velmi dilezité a jsou predmétem specializované odborné
literatury na toto téma, viz napt. |17, 16, 19].

PRIKLAD 7. Nahodna prochazka. Ndhodnd prochdzka na Z" resp. na R™ je Marko-
vovym retézcem s podminénou pravdépodobnosti

P(x, | vp1) = q(Tn — Tp1)ir (125)

s dangm tvarem funkce q(®) a s Lebesgueovou mirou . Tato podminénd pravdépodobnost je
automaticky invariantni vici posunuti a € 7", resp. a € R™:

Tp1 = Tp-1+a (126)

Ty = Tp+a (127)

Podminénou pravdépodobnost P(z, | x,_1) je tFeba chdpat jako miru v prunim argumentu,

kterd je zadand pomoct hustoty q(x, — x,_1). Jak diskrétni, ale nekoneény pripad 7", tak i
spojity pripad R™ se opakovane vyskytuji v Tadé situact.

ULOHA 5. Simulujte na pocitaci opakované ndhodnou prochdzku v Z s podminénou
pravdépodobnosti danou funkci q:

1 roz e {+1,—1},
o) =t ozt (128)
0 jinak.

Popiste charakter vysledku P(x,, | xo) po n krocich na zdkladé ziskaného vzorku.
Mad tento Markoviv fetézec staciondrni stav dany limitou lim,,_,o P(x,, | x¢)?
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SHRNUTI 5. Markoviv retézec je dynamicky systém, jehoZ vyvoj probihd nikoliv v
spojitém case, ale v jednotliviych diskrétnich krocich od ndhodné veliciny x, v case n € N
k nahodné velicin€ x,.q, pricemZ stav po urcitém kroku je podminén pouze stavem pred
dangm krokem a nezdvisi na Zadnych dalsich informacich z predchdzejicich kroki (to je
tzv. Markovova vlastnost ). Zména stavu v jednom kroku je proto iplné charakterizovina
pravdépodobnosti pfechodu P(z,.1 | x,).

Za vhodnich podminek ma Markoviv Tetézec jednoznacné urceny stacionarni stav,
3. rozdeleni pravdépodobnosti, které se vijvojem Markovova Tetézce nemeni. Za vhodnich
podminek je Markoviv Tetézec ergodicky, tj. jednotlivy vijvoj z libovolného pocdtecniho
bodu o skoro vidy asymptoticky probihd (pii nezohlednéni pofadi hodnot, pouze jejich
vyskyti) hodnoty tak, jako by byly generovdny ze staciondrniho stavu Markovova fetézce.



KAPITOLA 6

Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus

Klicova slova: |Metropolisuv-Hastingsuv algoritmus| nahodné prochazkyl,
[asymptotické chovanil

Abstrakt: Metropolistiv-Hastingsiiv algoritmus je obecnéd konstrukce ergodického
Markovova Tetézce se stacionarnim stavem rovnym cilovému rozdéleni pravdépodob-
nosti. Podminéna pravdépodobnost vyskytujici se v konstrukci je libovolna, ma vSak
vliv na rychlost konvergence. Postup je ilustrovan na jednoduchych piikladech.

6.1. Uvod

Podle ptredchozi kapitoly lze Markovovy fetézce vyuzit ke generovani vzorkt, které bu-
dou mit asymptoticky rozdéleni odpovidajici staciondrnimu rozdéleni daného fetézce. Je
vsak mozné najit vhodny Markoviv fetézec, ktery by mél predepsané stacionarni rozdeé-
leni s cilovou hustotou pravdépodobnosti p(#)? Obecné a efektivni feSeni této tlohy
poskytuje tzv. Metropolistiv-Hastingstv algoritmus:

ALGORITMUS 4. Necht je ddna cilovd hustota pravdépodobnosti p(6) a podminénd hus-
tota pravdépodobnosti q(@’ | 0). Potom lze zadat Markoviv fetézec ndsledujicim postupem.:

(1) Z m-té hodnoty 0™ Ize generovat mezivysledek & podle hustoty pravdépodobnosti
q(& 1 0).

(2) Novou, (m + 1)-ni hodnotou 6™+ bude potom bud, s pravdépodobnosti p ziskand
mezihodnota &, nebo jinak predchozi hodnota 0™ :

- p€)qg(0™ ] €)
_ 1 12
S <p<e<m>>q<5 R} 129
dépodobnosti
pim+1) _ fm s pravdépodobnosti p, (130)
6™ jinak

6.2. Asymptotické chovani

Ze Metropolistuv-Hastingstuv Markoviv fetézec méa vhodné asymptotické vlastnosti, lze
ovéFit pomoci nésledujici véty (viz [19], str. 274):

VETA 3. Necht nosi¢ supp f rozdélent pravdépodobnosti f je souvisly a necht f je ome-
zen€ a kladné na kazZdé kompaktni mnoziné svého nosice. Pokud existuji e, > 0 tak, Ze
q(@]&) > € pro | 0 — & |< 6, (131)
potom plati:
43



6.3. NAHODNE PROCHAZKY 44

(1) Markoviv Fetézec je f-ireducibilni.

(2) Pokud pro funkci h(0) plati [| h(6) | f(0)d0 < oo, potom

1
lim — Y " h(6") = / h(8) £(8) db (132)
t
(3) Pro libovolnou poédatecni rozdéleni pravdépodobnosti 1u(6y)

lim Sup/A (/ P8, | 60)du(6o) — f(en)) b, =0 (133)

N0 AeF
6.3. Metropolistiv-Hastingstv algoritmus s ndhodnymi prochazkami

Jednou z jednoduchych moznosti, jak zvolit podminénou hustotu pravdépodobnosti
q(0" | 0) tak, aby byly splnény predpoklady Véty [3| je zadat ji predpisem

g0 10)=q(| 0 —¢1), (134)
ktery sam o sobé zadava ndhodnou prochazku. Predpokladame, ze funke ¢ je vétsi nez e pro
néjaké d-okoli nuly. Voli se tak, aby se podle ni daly snadno generovat vzorky. Piikladem je
normalni rozdéleni ¢(x) = N(x | 0,0) nebo rovnomérné rozdéleni q(z) = Ug, ;(») na kouli
By 5 s polomérem ¢ v poc¢atku. Symetrie (134]) vaci zameéné 6 a £ ponékud zjednodusi zapis
Metropolisova-Hastingsova algoritmu:

ALGORITMUS 5. Necht je ddna cilovd hustota pravdépodobnosti p(6) a podminénd hus-
tota pravdépodobnosti q(&’ | 0). Potom lze zadat Markoviv fetézec ndsledujicim postupem:

(1) Z m-té hodnoty 6™ lze generovat mezivysledek & podle hustoty pravdépodobnosti
q(| 0 =& ).

(2) Nowou, (m + 1)-n7 hodnotou 8™+ bude potom bud, s pravdépodobnosti p ziskand
mezihodnota &, nebo jinak predchozi hodnota 6™ :

p = min (ﬂ 1) (135)

p(6t™))’
dépodobnosti
pom+1) _ {g(m) sﬂpmv épodobnosti p, (136)
Jinak

Nésledujici dva piiklady maji nazorné predvést fungovani Metropolisova-Hastingsova
algoritmu. Jedna se o 1- nebo 2-rozmérné piipady, kdy by bylo patrné Géinnéjsi pouzit
napt. nékterou z variant zamitaci metody. Je to tak proto, Ze se tficetirozmérné grafy
Spatné kresli. Tak v téchto prikladech uvidimé princip algoritmu, nikoliv vSak dalekosédhlé
vyhody metod zalozenych na Markovovych fetézcich.
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PRIKLAD 8. (Normalni rozdéleni na R).

300 o

200 o

100 —
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P
= |

1 Ml
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OBRAZEK 6.1. Normalni rozdéleni na R. Cilovym rozdélenim pravdé-
podobnosti je norméalni rozdéleni N (6 | 0,1). Vyvoj Markovova fetézce dle
Metropolisova-Hastingsova algoritmu s ndhodnou prochézkou: ¢(z) = N(z |
0,6)s0=0.1,§ =0.5,0 =1, 5 =5, 10000 krokta. Horni graf ma zkoumany
interval [—3, 3] rozdéleny do 100 stejné velkych podintervala a pro kazdy
podinterval je vynesen pocet bodu v tomto intervalu. Spodni graf ukazuje
detail prvnich stovek generovanych bodu pro kazdou hodnotu

KONTROLNI OTAZKA 6.1. Pront graf Prikladul[8, srovndvajici rozvrieni vzorki z Mar-
kovova Tetézce ukazuje, Ze hodnoty vystihuji pivodné zadané rozdéleni (éernd krivka) pro
vSechny volby d. Je vsak patrné, Ze nejmensi a nejuétsi zvolend hodnota vedou k ponékud
horsim vysledkim. Vysvétlete tyto duvody.
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PRIKLAD 9. (Smés normalnich rozdéleni na R?).

0.4—

0.3—

OBRAZEK 6.2. Smés normalnich rozdéleni na R?2. Cilové rozdéleni prav-
dépodobnosti je rovnomérnou smési tif normalnich rozdéleni N (6 | [0,0], 1),

N |12,2,1), N(@ | [3,-3],1).

Nésledné simulace postupuji dle Algoritmu 5| pro dvé rizné volby hustoty pravdépodob-
nosti ¢(| 6 —¢ |) (Obé jsou ve stejném tvaru g(z) = N(z | 0,d), ovSem s jinym parametrem,
d =0.5ad=0.1.). Zatimco kterakoliv z voleb asymptoticky zarucuje vzorek vystihujici
cilové rozdéleni, a po teoretické strance na konkrétni volbé ¢ zdéanlivé nezalezi, ma kon-
krétni volba rozhodujici vliv na to, jak rychle (po jak mnoha krocich) simulace poskytne
vzorek uspokojivé vystihujici podstatné rysy cilového rozdéleni pravdépodobnosti p(6).
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OBRAZEK 6.3. Smés normalnich rozdéleni na R?. Cilové rozdéleni prav-
dépodobnosti je rovnomérnou smési t¥i normalnich rozdéleni N (6 | [0,0], 1),
N(0|[2,2],1), N | [3,—3],1). Vyvoj Markovova fetézce dle Metropolisova-
Hastingsova algoritmu s ndhodnou prochazkou: ¢(x) = N(z | 0,6) s § = 0.5,
1000 a 4000 krokt. Pti 4000 krocich vzorek rozumné pokryva nejpodstatnéjsi
cast rozdéleni pravdépodobnosti.
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OBRAZEK 6.4. Smés normalnich rozdéleni na R?. Cilové rozdéleni prav-
dépodobnosti je rovnomérnou smési t¥i normalnich rozdéleni N (6 | [0,0], 1),
N(0|[2,2],1), N | [3,—3],1). Vyvoj Markovova fetézce dle Metropolisova-
Hastingsova algoritmu s ndhodnou prochazkou: ¢(x) = N(x | 0,6) s § = 0.1,
10000 a 40000 krokt. Pocty kroku jsou oproti predchozimu obrazku dese-
tindsobné. Presto vzorek pri 10000 krocich nevystihuje podstatnou cast, tj
normalni rozdéleni N(6 | [3, —3],1), ze smé&si norméalnich rozdéleni.
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CVICENI NA SITI 6. 2D Markoviv retézec dany Metropolisovym-Hastingsovym
algoritmem.

SHRNUTI 6. Metropolisiv-Hastingstv algoritmus: Necht je ddna cilovd hustota
pravdépodobnosti p(f) a podminénd hustota pravdépodobnosti q(0° | ). Potom lze zadat
Markoviv tetézec ndasledujicim postupem.:

(1) Z m-té hodnoty 0™ Ize generovat mezivijsledek & podle hustoty pravdépodobnosti
q(€10).

(2) Novou, (m + 1)-ni hodnotou 6™+ bude potom bud, s pravdépodobnosti p ziskand
mezihodnota &, nebo jinak predchozi hodnota 6™ :

(_p(&)a(0™ | €
- 1 1
p=min (Lo oo D
pm+1) _ & . supmvdepodobnostz 0, (138)
6™ jinak

Pri vhodném pouziti ddva tento algoritmus ergodicky Markoviv Tetézec se staciondrnim
stavem rovngm cilovému rozdéleni pravdépodobnosti p(x).


http://maplikace.math.slu.cz/AplikovanaStatistika/faces/MetropolisHastings.xhtml
http://maplikace.math.slu.cz/AplikovanaStatistika/faces/MetropolisHastings.xhtml

KAPITOLA 7

Statisticky model a jeho aktualizace. Oblast spolehlivosti.

Klicova slova: [Statisticky modell inverze a aktualizace statistickéhol
modelul jo-uvéritelna oblast spolehlivostil

Abstrakt: Predpoklady o rozdéleni pravdépodobnosti lze vyjadrit statistickym mo-
delem. Parametry modelu, pfeduréeny apriornimi rozdélenimi pravdépodobnosti, jsou
aktualizovany na zékladé ziskanych vzorki. Oblast oéekavaného vyskytu parametru
modelu Ize znazornit oblasti spolehlivosti.

7.1. Uvod

Pravdépodobnost zavedena v Kapitole (1| charakterizuje subjektivni nazor na to, zda
se urc¢ity jev stane. Takto chapana pravdépodobnost se jevi jako dosti libovolna. V této
kapitole tuto liboviili omezime dvéma zptsoby:

(1)

Pro uvazovana rozdéleni pravdépodobnosti navrhneme pevné urceny tvar, ve kte-
rém je libovile jiz jen v nékolika (kone¢né mnoha) parametrech. Hodnoty para-
metri nefixujeme, ale vyjadiime nézor na jejich hodnotu pomoci tzv. apriorniho
rozdéleni pravdépodobnosti. Tyto tidaje tvoii statisticky model. Pro jeho
konkrétni podobu miizeme mit rizné davody - pokud nejsou dost padné, vznikaji
a musi se prosSetiit pochybnosti o tom, zda stanoveny model odpovida situaci. Na
druhou stranu umozni pfijeti modelu omezit narocnost problému a zachytit za-
kladni rysy situace pomoci nékolika malo konstant. Statisticky problém tak mtze
stale vyzadovat rozsdhlé numerické vypocty, ale stava se schudnéjsim.

Libovtle v rozdéleni pravdépodobnosti byla v Kapitole |1| omezena pouze doporu-
¢enimi Bayesovské statistiky. Ty se zdaji byt dosti slabym omezenim. Situace se
ovSem podstatné zmeéni, pokud spolu se zjednodusenim na zékladé volby statistic-
kého modelu ziskdme o situaci pozorované data (vzorky). V tom piipadé se daji
pomoci Bayesova vzorce na zakladé ziskanych dat upravit (aktualizovat) do-
hady o hodnotach parametri modelu. To ma za nasledek, ze pti velmi odlisnych
pocatecnich predpokladech jednotlivych subjekti o hodnotach parametri se pod
tthou pozorovani jejich predpoklady budou sblizovat. Tim cela teorie ztraci na
libovolnosti a ziskava na objektivité, a to pravé do té miry, do které to umoziuje
kvalita dostupnych dat.

Na zakladé dostupnych dat aktualizované rozdéleni pravdépodobnosti pro parametry sta-
tistického modelu, tzv. aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti predstavuje uplny
vysledek statistického usuzovani v Bayesovském réamci. Do jisté miry lze rysy aposterior-
niho rozdéleni pravdépodobnosti nazorné zachytit pomoci tzv. oblasti spolehlivosti. Ta
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je téz urcitym protéjskem pojmu ,intervalu spolehlivosti“ ve frekventistické statistice, kde
hraje prominentni roli. Pfes vSechnu nézornost je vSak tfeba vidét, Ze se v pouziti oblasti
spolehlivosti ztraci ¢ast informace obsazené v aposteriornim rozdéleni pravdépodobnosti a
ze by se jako skuteény vysledek Bayesovské analyzy mélo vzdy zadat aposteriorni rozdeé-
leni pravdépodobnosti (nebo jeho disledky v teorii rozhodovani, jak budeme diskutovat v
Kapitole [9)).

V Sekeci[7.2]je zaveden statisticky model. Aktualizace statistického modelu je v obecnosti
i v konkrétnim piipadé nazorné analyzy hodt mince diskutovana v Sekci V Sekci
je potom zavedena a ilustrovina oblast spolehlivosti.

7.2. Rozdéleni pravdépodobnosti s parametry

Casto se setkdme s pripadem, Ze rozdéleni pravdépodobnosti sice neznédme, ale predpo-
kladame v urcitém tvaru p(z | ), kde € je neznamy parametr nebo soubor parametri.
PRIKLAD 10. Normdlni rozdélen je ddno dvojici parametri 0 = (pu,0):
1 _(@=w)?

e 202 139
V2T o ( )

PRIKLAD 11. Bernoulliho rozdélent pravdépodobnosti na ndhodné veliciné x, kterd mize
nabyvat pouze hodnot z dvouprvkové mnoZiny {rub, lic} a modeluje hod minci, md jeden
parametr 0 € [0, 1]:

plz [0) = N(z | p,0) =

p(rub) =0 p(lic)=1-40 (140)

Pokud by byla mince spravedliva, platilo by 0 = p(rub) = p(lic) = %

Pokud tedy parametr # presné nezname, nejsme si jisti jeho hodnotou, prislusi mu roz-
déleni pravdépodobnosti p(), 6 € O, kde © je prostor vech moznych hodnot parametru
6. O tvaru rozdéleni pravdépodobnosti p(#) se miZzeme rizné dohadovat. Jeho subjektivni
volbu, u¢inénou s nejlepsim svédomim oznacujeme 7 (#) a nazyvame apriornim rozdéle-
nim pravdépodobnosti pro parametr § € ©. Potom mame dle Bayesova vzorce :

p(z,0) = p(z | )7 (0) (141)

a rozdéleni pravdépodobnosti p(z) je potom

p(x) = /eegp(x, 0)dh = /eee p(z | 0)m(0)do (142)

DEFINICE 25. Statistickym modelem pro ndhodnou velicinu x je soubor uvazZovanijch
rozdéleni P = {pr(z)} spolu s apriornim rozdélenim pravdépodobnosti p(I) na prostoru
uvaZovanyjch rozdéleni pravdépodobnosti.

Pokud mnozZina P je parametrizovina konecné-rozmérngm parametrem 0, tj. P = {p(x |
0) | 0 € R*} s apriornim rozdélenim p(f), nazyvd se parametrickym statistickym
modelem.
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Situace popsana vzorci (141]), (142) zadava jeden z nejjednodussich a nejbéznéjsich

NV weiv e

sovskych siti bude vénovana dalsi kapitola.

7.3. Aktualizace apriorniho rozdéleni pravdopodobnosti

Predpokladejme, ze mame k dispozici nase ohodnoceni nejistoty situace ohledné na-
hodné veli¢iny x a parametru 6 podle a dozvime se, ze pii uskutecnéni pokusu
nastala hodnota x = z;. Potom ovSem musime v svétle této informace upravit urcené
pravdépodobnosti parametru 6. Opét podle Bayesova vzorce mame

~p(z,0)  play | 0)m(0)
POIT) =) = Troop(er | )n(0)d0

Rozdéleni pravdépodobnosti p(f | x1) se nazyva aposteriornim rozdélenim pravdépodob-
nosti pro 6 a lisi se od apriorniho rozdéleni 7(6) tim, Ze bere jedinym zpisobem sluéitelnym
s doporucenimi Bayesovské statistiky do tivahy informaci o hodnoté x;, ktera pii stanoveni
apriorniho rozdéleni nebyla znama. Doslo tedy k aktualizaci rozdéleni pravdépodobnosti
pro parametr §. Od toho okamziku bychom tedy namisto m(6) méli pouzit p(6 | z1).
Predpokladejme, Ze nyni dojde k dalsimu pokusu s vysledkem x = x;. Musime tedy
znovu, stejnym zptisobem aktualizovat rozdéleni pravdépodobnosti pro parametr 6 z
p(0 | x1) na vysledné p(0 | z1, x2).
Po plném zvéazeni n vysledki x1, xo, ..., x, nezavislych pokusi je aktualizované rozdé-
leni nakonec

(143)

_ p(xn ‘ e)p(e | x17x27 s 7xn71) —

p(0 | x1,29,...,2,) = P P P—— (144)
_ pl@a[0)...p(x2 | O)p(z: | O)7(6)
Cop(zn | 21,30y ) - p( | T)p(2) (145)

OBRAZEK 7.1. Jablka. Rozdéleni pravdépodobnosti jejich pruméru lze pii-
blizné vyjadrit jako normalni. Normalni rozdéleni je definovano na celé reélné
ose, zatimco zaporné prumeéry jablek nemaji valného smyslu. Pokud pravdeé-
podobnost zdporného primeéru je dle pouzitého normélniho rozdéleni miziva,
prakticky nulova, nepovede tato okolnost k vaznéjsim problémutim.
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KONTROLNI OTAZKA 7.1. Jablka dané odridy maji primér v centimetrech idealizo-
vané dany normdlnim rozdélenim N(z | u, 1) s apriornim rozdélenim pravdépodobnosti pro
parametr | téZ dangm normdlnim rozdélenim:

m(p) = N(p | 10,3) (146)

Jaké je aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti pro stredni primér jablek v wrodé, pokud
ve vzorku ¥ ndhodné vybrangch jablek jsou jejich primeéry 10.5, 11.2 a 12.17

ULOHA 6. P hodu 1 K¢ padne bud koruna nebo lev. Tendenci, Ze padne koruna, bu-
deme oznacovat k, pricemZ k € [0,1] a P(koruna | k) = k. Predpoklddejte rovnomérné
apriorni rozdélent pro tendenci k, tj. p(k) = 1. Provedte nékolik hodi minci a jim odpovi-
dajici Bayesovské aktualizace. Popiste slovné vysledné, aposteriorni rozdeélent pravdépodob-
nosti pro tendenci k.

OBRAZEK 7.2. Hod mince. P¥imy hod mince 1ze manipulovat jen obtizné.
Pokud se ovSem mince namisto hodu roztoci svisle, lze jednu ze stran prefe-
rovat nenapadnym opracovanim hrany mince.

Reseni. Podle 1)1} je aktualizované, aposteriorni rozdéleni pro parametr k& po
m hodech koruny a n hodech lva je
Em(1 — k)™ 1!
pl [ o) = L= R0t Dy gy, (147)
[Lkm(1 — k)rdk m!n!

protoze

! I'n! 1
/ k(1 — k)rdk = — .
0 (m+n)!m+n+1

Podle vzorce na poradi, ve kterém jsou jednotlivé vysledky hozeny, nezalezi. To je pocho-
pitelné, protoze se jedna o oddélené, nezavislé pokusy. Mozné vysledky jsou znézornény v
Obréazku (7.3 Ukazuje se, ze zvySujicim se poc¢tem hodi se rozdéleni stava vice lokalizované,
az pro pravdépodobnou hodnotu parametru & nenechéava prili§ volnosti okolo hodnoty .=t
To odpovida intuitivni predstaveé, ze jsme si po opakovani vétsiho poctu pokust jistéjsi,
jaka je hodnota parametru k.

(148)
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OBRAZEK 7.3. Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti pro para-
metr £ po 1000 hodech minci.

POzZNAMKA 17. Mohlo by se zdat, ze v Uloze @ uvazované apriorni rozdéleni pravdé-
podobnosti p(k) = 1 parametru k vyjadiuje naprostou neznalost parametru k, nebot je
rovnomérné v k. To je vSak omyl, protoze parametrizace Bernoulliho rozdélent je svym
zpusobem nejednoznacné. Resenim tohoto problému je tzv. Jeffreyovo neinformativni
apriorni rozdéleni [2]. Rovnomérnost tohoto rozdéleni se neopira o konkretni parametri-
zaci, ale o geometrii prostoru vSech rozdéleni pravdépodobnosti. V plné obecnosti jde tento
pojem za ramec tohoto textu, Pro ptipad rozdéleni pravdépodobnosti na koneéném poctu n
moznosti vSak lze nadzorné vyjadrit vysledek takovychto ivah: Rozdéleni pravdépodobnosti

na n moznostech je dano n pravdépodobnostmi Py, P, ..., P, spliujicim
0<P <1 proie {1,2,...,n}, Y p=1 (149)
i=1

Kazdé rozdéleni pravdépodobnosti lze tedy geometricky chapat jako bod v standardnim
simplexu v R”. Jeffreyovo neinformativni apriorni rozdéleni je potom déno tak, Ze neni
rovnomérné vici translacim v ¢asti roviny tvorenou danym simplexem, ale je rovhomeérné,

pokud by se promitlo na ¢ast St sféry v R™ (viz Obrazek .
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OBRAZEK 7.4. Jeffreyovo neinformativni apriorni rozdéleni pravdeé-
podobnosti na rozdélenich pravdépodobnosti na tifech moznostech.
Rozdéleni pravdépodobnosti se tfemi slozkami [Py, Py, Ps] lezi v standard-
nim symplexu (trojuhelniku). Jeffreyovo neinformativni apriorni rozdélent
na tomto simplexu je rovnomérné, pokud se promitne na sféru se stfedem v
pocatku, vici rotacim sféry.

CVICENI NA SITI 7. Bayesovska aktualizace: Jeden ze tii.

7.4. Oblast spolehlivosti

Aktualizované, aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti p(6 | x) obsahuje veskerou in-
formaci, kterou o hodnoté parametru 6 na zakladé pozorovani  mame k dispozici a pova-
zuje se za uplny a (bez ziskani dalsich faktu ¢i vazeb na teorii rozhodovani - viz Kapitola@
nevylepsitelny vysledek Bayesovského usuzovani.

Nekdy se v8ak pro ucely znazornéni hodi vyjadrit tsudek o hodnoté parametru 6§ € ©
se ztratou Césti dostupné informace, pomoci oblasti R C ©, kterd urcuje pravdépodobny
vyskyt parametru 6:

DEFINITION 1. Oblast R C © je a-uvéritelnou oblasti spolehlivosti v prostoru ©
parametri 6 € O, pokud plati

P(R|z)>1-a. (150)


http://maplikace.math.slu.cz/AplikovanaStatistika/faces/JedenZeTri.xhtml
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Tato oblast R je a-uvéritelnou oblasti spolehlivosti pro nejvyssi aposteriorni hus-
totu, pokud ji lze napsat pomoct oblasti S(r) ndsledovné:

S(ry={0€0|pO]|z)>r} pro S(r) C © are|0,1], (151)

R= ) SO. (152)

P(S(r)>1-a

\\ _

Y X 2

OBRAZEK 7.5. a-uvéritelna oblast spolehlivosti pro nejvyssi aposte-
riorni hustotu. Oblast R (7luté) pod grafem hustoty pravdépodobnosti je
urc¢ena tim, Ze na ni hustota pravdépodobnosti pfesahuje hrani¢ni hodnotu
znazornénou vodorovnou rovinou, a to tak, ze R je nejmensi mozna, pro kte-
rou celkové pravdépodobnost neklesne pod 1 — a.. Pravdépodobnost ocitnuti
se mimo oblast R je mensi nez a.

ULOHA 7. Predpoklddejme rozdéleni N(z',x? | p', u?) pravdépodobnosti na R? (Pro
slozky v R? pouzivame horni indexy, které by se nemély omylem zaménit za exponenty) dané
jako soucin normdlnich rozdélent s tim, Ze parametr o je zndmij, s pevné firovanou
hodnotou o =1 pro oba cinitele:

N(a',a? | wh 1?) = N | !, )N (2 | g2, 1) (153)
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predpokladejme ddle, Ze apriorni rozdélent pravdépodobnosti w(0) pro 2-rozmérny parametr
0 = (u', u?) je ddno jako rovnomeérné rozdéleni a mnoziné [—1/2,+1/2] x [-1/2,+1/2]:

1 pro (u',p?) € [-1/2,+1/2] x [-1/2,+1/2],

154
0 jinak. (154)

p(0) =p((p'p?) = {
Za predpokladu, Ze byly ziskdiny dva datové body x; = [1,0] a zo = [3,2], urcete 5%-
uveritelnou oblast spolehlivosti parametru 0 = (u', u?) € R2, v pFipadé nutnosti numerickou
aproximact.

lﬁgéeni: Podle (144)-(145) je aktualizované, aposteriorni rozdéleni pro parametr § =

(u', p*) dano jako
N(ay, o | phs )N (g, 25 | s p?)m (', 1)
[ )

p(0 | x1,29) = (155)

kde

+1/2 pt1/2
I= [ NGt N @ it (156)
—1/2 J-1/2

OBRAZEK 7.6. Aposteriorni hustota pravdépodobnosti. Aposteriorni
hustota pravdépodobnosti je nulova v mistech, kde apriorni rozdéleni prav-
dépodobnosti je nulové, tj. vné ¢tverce [—1/2,4+1/2] x [—-1/2,+1/2].
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OBRAZEK 7.7. 5%-uvéfitelna oblast spolehlivosti. Na prvnim obrazku
jsou vykresleny vrstevnice hustoty pravdépodobnosti. Na druhém obrazku
je zvolena vrstevnice tak (viz Obrazek , aby oblast uvniti byla pravé

5%-uveritelnou oblasti spolehlivosti.
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OBRAZEK 7.8. 5%-uvéritelna oblast spolehlivosti. Volba spravné vrs-
tevnice v Obrazku je provedena integraci pfes oblasti urcené vrstevnicemi.
V tomto grafu je pak vynesena pravdépodobnostni mira oblasti proti hod-
noté vrstevnice. Pfthodna hodnota piislusné vrstevnice je potom priblizné
0.0007. Graf neni zcela hladky z divodu pouziti numerické integrace meto-
dou Monte Carlo, ktera tuto integraci zvladne. Podrobnéji je tato metoda
diskutovana v Kapitole [10}

PozNAMKA 18. Volba apriorniho rozdéleni pravdépodobnosti mé za nasledek,
ze jakékoliv aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti bude nulové v mistech, kde apriorni
rozdéleni pravdépodobnosti je nulové, tj. vné ¢tverce [—1/2,+1/2] x [=1/2,+1/2] (viz téz
Obrézek [7.6). Pokud méme nezpochybnitelné divody, ze mimo &tverec [—1/2,41/2] x
[—1/2,+1/2] hodnoty parametrii nesmi lezet, je to v pofadku. Pokud vsak ty davody
nejsou nezpochybnitelné, méli bychom se vyhnout tomu nastavit apriorni rozdéleni prav-
dépodobnosti kdekoliv jako presné nulové a radéji mu prifadit kladnou, byt nepatrnou
hodnotu. To umozni, aby v pfipadé naseho omylu naméfend data méla Sanci pii drtivé
vaze diukazi prebit nasi domnénku, Ze v dané oblasti parametry nebudou.
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SHRNUTI 7. Statistickym modelem pro ndhodnou velicinu x je rozdéleni pravde-
podobnosti p(x | 0) s konecné-rozmérnym parametrem 6 spolu s apriornim rozdélenim
pravdépodobnosti p(0), které obsahuje subjektivni dvahy o tom, jaké hodnoty parametru
0 lze cekat.

Rozdélent pravdépodobnosti pro hodnotu parametru 0 je treba aktualizovat podle zjis-
tengch vzorkid x1,xs, . .., x,, ¢imZ obdrZime aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti
pro parametr 6:

p(@n | 0). .. plzs | O)p(z: | O)p(0)
P(Tn | 21, g, Tn1) - p(T2 | 21)p(31)

Typicky se rozdéleni pravdépodobnosti p(0 | x1,za, ..., x,), které se pro rizné lidi lisi v
disledku jejich mizné volby apriorniho rozdélend p(6), zacnou pribliZovat vlivem aktualizact
na zdkladé dat x1, 2o, ..., x,, které sdileji. Je to exaktni vyjddient toho, Ze fakta nuti lidi
s ruznygmi pocdtecnimi ndzory svd stanoviska sbliZovat, byt stdle nejsou identicky stejnd
(pokud ovsem dodrzuji doporuceni Bayesovské statistiky).

Zasadnim vysledkem ohledné hodnoty parametru 0, vedle kterého neni z hlediska Ba-
yesovské statistiky nic dalsiho treba, je aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti pro tento
parametr. Pro ndzornost ho lze se ztrdtou informace vystihnout pomoci tzv. oblasti spo-
lehlivost, coZ je zvolené okoli s mirou dostatecné blizkou k hodnoté 1 (k jistote). Mimo
snahu o ndazornost by se vsak vidy jako vysledek mélo povaZovat aposteriorni rozdeélenti
pravdépodobnosti.

p<0 | L1, T2y 7:En) = (157)



KAPITOLA 8

Bayestiv vzorec. Bayesovské sité

Klicova slova: |Orientovany acyklicky grafl [Bayesovska sit]

Abstrakt: Statistické souvislosti mezi ¢asteéné zavislymi jevy vyzaduji celkové roz-
délen{ pravdépodobnosti. Vhodnym nastrojem pro sestaveni takového rozdéleni prav-
dépodobnosti je struktura Bayesovské sité. Toto je velmi stru¢né shrnuti Bayesovskych
siti.

8.1. Uvod

Podminéna pravdépodobnost P(A | B) umoziuje omezit a zohlednit kontext B pro
pravdépodobnost jevu A. Pravdépodobnost P(A | B) ma ¢asto nazorny vyznam, pokud
B zapfi¢inuje A a v tom piipadé je piithodnou vstupni informaci pro vysSetfovani slozi-
téjsich souvislosti. Jinak ovSsem muze zjisténi podminénych pravdépodobnosti na zakladé
doporuceni Bayesovské statistiky a zejména pak na zakladé Bayesova vzorce vést k roz-
sdhlejsim vypoctum a piipadné k prekvapivym vysledkim. To je ilustrovano zadanim a
fesenim nasledujici Ulohy :

ULOHA 8. Cestujici prochdzi na letisti bézZnou bezpecnostni kontrolou, kterd md mimo
Jiné zjistit, zda néktery cestujici u sebe nemd strelnou zbran. Predpoklddejte ndsledujici:

e Pravdépodobnost, Ze néktery cestujici ma strelnou zbran je

P(md strelnou zbran) = 0.0001%

e Pravdépodobnost, Ze béind prohlidka odhali strelnou zbran je

P(zbrati je nalezena | ma strelnou zbran) = 80%

e Bezpecnostni pracovnici vybiraji dle své intuice nékteré cestujici k ndsledné, di-
kladnéjsi prohlidce s pravdépodobnosti

P(dikladnd prohlidka) = 1%

o [ntuice bezpecnostnich pracovniki je velmi dobrd, takZe pokud cestujici md zbran,
je s vybran k dikladnéjsi prohlidce pravdépodobnosti

P(dikladnd prohlidka | md stielnou zbran) = 90%

61
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Zjistéte:
(1) Cestujici vedle Vis byl vybrdan k dikladnéjsi prohlidce. Jakd je pravdépodobnost,
Ze md u sebe strelnou zbram?
(2) Cestugici vedle Vds byl vybrdn k dikladnéjsi prohlidece a prosel s Vami do letadla.
Jakd je pravdépodobnost, Ze md u sebe strelnou zbran?

(3) Po pfichodu do letadla si k Vam prisedne cestugici, o kterém nevite, zda byl na
diikladnéjsi prohlidce. Jakd je pravdépodobnost, Ze md u sebe stielnou zbran?

Reseni:
Systematicky pristup k zadéani a feSeni komplikovanych situaci zadanych podminénymi
pravdépodobnostmi, jak je ukazéno v dalsich odsecich této kapitoly.

8.2. Orientované acyklické grafy

Bayesovska sit je graficky nastroj na modelovani slozitych rozdéleni pravdépodobnosti.
Néhodné proménné jsou znazornény jako vrcholy orientovaného acyklického grafu [1].

DEFINICE 26. Orientovany acyklicky graf sestdvd z vrcholi a orientovanijch hran
(Sipek mezi vrcholy), pricemz libovolngm prochdzenim mezi vrcholy podél Sipek, ve sméru
sipek se nelze vrdtit do vrcholu, ze kterého jsme vysli. (Graf neobsahuje kolecko z Sipek).

PRIKLAD 12. V ndsledujicim grafu jsou ve vrcholech nahodné veliciny, které maji jen
dvé mozné hodnoty (nastalo/nenastalo). Obecné mohou samoziejmé ndhodné veliciny na-
byvat libovolnijch jingjch hodnot, pokud to odpovidd problému.

tsunamsi)

[zastavem” reak;toru)

[vy’padek naftovych genem’torﬁ]

[vy’padek elektﬁny}

[h(wcim'e reaktoru)

PozNAMKA 19. Je nézorné si predstavovat, ze Sipky v daném grafu predstavuji zapii-
¢inéni, a tak je i vytvoren graf pfedchoziho piikladu. Vysledné celkové rozdéleni pravdé-
podobnosti vSak informaci o zapti¢inéni neobsahuje a proto existuji priklady graft, které
déavaji rozumné rozdéleni pravdépodobnosti bez toho, aby odpovidaly nasi pfedstavé o za-
pri¢inéni. V sestavovani modeli se vSak zpravidla opirame pravé o pochopeni pri¢innych
souvislosti.
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KONTROLNI OTAZKA 8.1. Rozhodnéte, ktery z nasledujicich grafi je acyklickiy:

AE@@

(a) (b) (¢)

DEFINICE 27. Necht je ddn vrchol v orientovaného acyklického grafu G.

Vrchol v grafu G je rodi¢em wvrcholu v, pokud z r vede Sipka do v. MnoZinu vSech
rodic¢i vrcholu v oznacujeme jako Parents(v).

Vrchol d grafu G je ditétem wvrcholu v, pokud z v vede Sipka do d. MnoZinu vsech déti
vrcholu v oznacujeme jako Children(v).

Virchol p grafu G je potomkem vrcholu v, pokud z v vede cesta z Sipek do p. MnozZinu
vSech potomki vrcholu v oznacujeme jako Descendants(v).

Vrchol n grafu G neni ve vztahu primého potomstva s vrcholem v, pokud z v
nevede cesta z Sipek do n ani z n nevede cesta z Sipek do v. MnoZinu vSech vrcholi, které
nejsou ve vztahu piimého potomstva s vrcholem v, oznacujeme jako Non-Descendants(v).

KONTROLNI OTAZKA 8.2. Najdéte pro ndsledujici acyklicky graf mnoZiny Parents(x),
Children(x), Descendants(x) a Non-Descendants(x). Najdéte vsechny vrcholy, pro které
plati

/\ /\
\/\/ \/
/

\/

Najdéte vsechny vrcholy v, pro které plati, Ze nejsou ve vztahu primého potomstva s Zddnym
vrcholem w, ktery by byl ve vztahu primého potomstva s vrcholem ().
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8.3. Vypocet rozdéleni pravdépodobnosti z Bayesovské sité

Konstrukce celkového rozdéleni pravdépodobnosti p(vy, ..., v,) pro ndhodné veliciny
V1, ..., 0, odpovidajici vSem vrcholim vy, ..., v, orientovaného acyklického grafu G funguje
nasledujicim zptsobem:

TVRZENI 11. Predpokladame, Ze, pro orientovany acyklicky graf G,

(1) wSechny podminéné pravdépodobnosti p(v | Parents(v)) jsou nezdvislé od promeén-
nych Non-Descendants(v).
(2) jsou zaddny tzv. tabulky podminénych pravdépodobnosti

p(v | Parents(v))

pro kaZdy vrchol v grafu G.
Vyse uvedené idaje se nazyjvaji Bayesovskou siti.

Potom ezistuje jednoznacné urcené celkové rozdélent pravdépodobnosti p(vy, . .., v,) spl-
nugici predpoklady a je ddno vyrazem
p(ug, ..., 0,) = H p(v | Parents(v)) (158)
veG

PozNAMKA 20. Pokud se omezime jen na malou sit, jsou pfimocaré vypocty zvladnu-
telné s pomoci bézného pocitace a neni niceho dalsiho tfeba. Na libovolnou otézku ohledné
systému lze potom odpovédét na zakladé zkonstruovaného celkového rozdéleni pravdépo-
dobnosti.

V praxi mohou Bayesovské sité mit tisice vrcholi a existuji efektivni algoritmy pro
zachazeni s nimi [6]. Zde se specializovanymi algoritmy a nutnosti jejich pouZziti nebudeme
zabyvat v plné obecnosti ale omezime se v Sekci na specialni piipad Bayesovskych siti,
na skryté Markovovy Fetézce.

PRIKLAD 13. Zde uvedeme pro ilustraci specifikaci dvou z tabulek podminénijch pravdé-
podobnosti pro graf z Prikladu[12 Hodnoty jsou zde smyslené, ilustrativni. Pravdépodobnosti
pro zvolené podminky se musi vZdy scitat na jednicku.

e Vrchol nemd Zdadné rodice a jeho tabulka podminengch pravdépodob-

nosti proto neobsahuje Zadné podminky:

| zemétreseni | pravdépodobnost (denni) |

nastalo 0.0001
nenastalo 0.9999

e Vrchol [zastayem’ r@aktor@ md jednoho rodice a jeho tabulka podminénych pravde-
podobnosti proto obsahuje jednu podminku:

] zastavent reaktoru \ zemétfesem’\ pravdépodobnost \

nastalo nastalo 0.995
nenastalo nastalo 0.005
nastalo nenastalo 0.002
nenastalo nenastalo 0.998
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e Vrchol md jednoho rodice a jeho tabulka podminénych pravdépodobnosti
proto obsahuje jednu podminku:

’ tsunamsi \ zeméﬁ’esem’\ pmvdépodobnost‘

nastalo nastalo 0.1
nenastalo | nastalo 0.9
nastalo nenastalo 0.00001
nenastalo | nenastalo 0.99999

e Vrchol [vy’padek naftovych generdtor@ md jednoho rodice a jeho tabulka podmineé-
nyjch pravdépodobnosti proto obsahuje jednu podminku:

] vypadek naftovijch generdtori \ tsunamsi \ pravdépodobnost \

nastalo nastalo 0.5
nenastalo nastalo 0.5
nastalo nenastalo 0.999
nenastalo nenastalo 0.001

e Vrchol [vy’padek elektﬁn@ ma dva rodice a jeho tabulka podminényjch pravdépodob-
nosti proto obsahuje dvé podminky:

vypadek elektriny \ zastavent reaktoru vypadek naftoviych generdtori \ pravdépodobnost \

nastalo nastalo nastalo 0.95
nenastalo nastalo nastalo 0.05
nastalo nenastalo nastalo 0.01
nenastalo nenastalo nastalo 0.99
nastalo nastalo nenastalo 0.01
nenastalo nastalo nenastalo 0.99
nastalo nenastalo nenastalo 0.000001
nenastalo nenastalo nenastalo 0.999999
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e Vrchol (havcim’e reaktoruj\ ma tri rodice a jeho tabulka podminénijch pravdépodob-
nosti proto obsahuje tri podminky:

] havdrie reaktoru \ zastaveni r. zemeétteseni vypadek el. \ pmvdépodobnost\

nastala nastalo nastalo nastal 0.9
nenastala nastalo nastalo nastal 0.1
nastala nenastalo nastalo nastal 0.8
nenastala nenastalo nastalo nastal 0.2
nastala nastalo nenastalo nastal 0.8
nenastala nastalo nenastalo nastal 0.2
nastala nenastalo nenastalo nastal 0.7
nenastala nenastalo nenastalo nastal 0.3
nastala nastalo nastalo nenastal 0.001
nenastala nastalo nastalo nenastal 0.999
nastala nenastalo nastalo nenastal 0.01
nenastala nenastalo nastalo nenastal 0.99
nastala nastalo nenastalo nenastal 0.000001
nenastala nastalo nenastalo nenastal 0.999999
nastala nenastalo nenastalo nenastal 0.0000001
nenastala nenastalo nenastalo nenastal 0.9999999

KONTROLNI OTAZKA 8.3. Pro Bayesovskou sit zadanou v Prikladech[19 a[15 vypoctéte
ndsledugici:
(1) Spoctéte pravdépodobnost, Ze dojde k havdrii reaktoru.
(2) Spoctéte pravdépodobnost, Ze dojde k havarii reaktoru za piedpokladu, Ze doslo k
zemetresent.
(3) Spoctéte pravdépodobnost, Ze dojde k havdrii reaktoru za piedpokladu, Ze doslo k
zemétresent, ale nevznikla vina tsunams.

8.4. Generovani vzorkia a simulace na Bayesovskych sitich.

Vygenerovat vzorek na zékladé rozdéleni pravdépodobnosti zadaného Bayesovskou siti
je snadné, za predpokladu, ze umime v kazdém vrcholu vygenerovat hodnotu pfislusné
nahodné veli¢iny na zékladé prislusné tabulky podminénych pravdépodobnosti, pokud jsou
znamy hodnoty nahodnych veli¢in vzorku u vSech rodi¢ti vrcholu. Lze potom nejdiive
vygenerovat hodnoty piislusejici k vrcholtim bez rodic¢t a postupné generovat dalsi hodnoty
ve vrcholech, jejichz rodice uz jsou znamy.

8.4.1. Simulace. Veskeré otazky ohledné rozdéleni pravdépodobnosti jevii na Baye-
sovské siti 1ze v principu odpovédét exaktné. V praxi vSak miize byt sit velmi rozsahla
a piimy vypocet nemusi byt mozny ani s pouzitim vykonnych pocitaci. Jednoduchou
alternativou k sofistikovanym specializovanym algoritmim je simulace. Ta poskytne jen
priblizny vysledek, jejiz vysledek 1ze ve vhodnych ptipadech ziskat rychle a jednoduse. Po-
kud bychom chtéli naptiklad zjistit pravdépodobnost hodnot piislusejicich k nékolika mélo
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vrcholim, miizeme si nechat vygenerovat dostatecny pocet vzorki a piislusné pravdépo-
dobnosti aproximovat relativnimi ¢etnostmi jednotlivych kombinaci hodnot v ziskaném
souboru vzorki.

ULOHA 9. Pro Bayesovskou sit zadanou v Prikladech a vypoctéte ndsledujici:

(1) Vygenerujte vzorek podle rozdéleni pravdépodobnosti zadaného Bayesovskou siti.
(2) Spoctéte simulaci pravdépodobnost havdrie reaktoru a porovnejte vysledek s pres-
nym vypoctem.
8.5. Markovovy retézce a skryté Markovovy retézce jako Bayesovské sité
Specialnimi pripady Bayesovskych siti jsou Markovovy retézce,

(159)

a tzv. skryté Markovovy retézce,
(160)

yn?\

Skryté Markovovy systémy jsou pfihodnym piipadem, kdy se specializovanymi algo-
ritmy pracujicimi na Bayesovské siti da efektivné dosdhnout efektnich vysledki.

8.6. Specializované algoritmy pro skryté Markovovy retézce

DEFINICE 28. Skrytym Markovovym fetézcem rozumime konecnyj, casové homogenni
Markoviv Fetézec s mozZnymi hodnotami x, € {1,2,...,N} pro viechna n € Ny, ktery
vsak neni pozorovdn primo, ale skrze ndhodné veliciny vyo, vy, - .., nabyvajicich hodnot v
konecné mnoziné {1,2,..., M}, pFicemz jednotlivé hodnoty vy, pozorovanych ndhodnych
veli¢in jsou urceny prislusngmi nepozorovanymi hodnotami x, skrze stochastickou matici
Oynan = D(Yn | Tn) @ jsou vzdjemné podminéné nezdvislé:

p(y()vyla -y Yn | Loy Lyyee- 7$n) = Hp(yl | Z’Z) (]‘6]‘)
1=0

Zakladni alohy. Struktura skrytych Markovovych retézcii vede na nékolik zakladnich
tloh [v z&vorkach jsou pro informaci uvedeny nazvy algoritmi na feSeni téchto tloh]:

(1) U€eni parametri modelu. Na zékladé jedné posloupnosti nebo kone¢né mno-
ziny posloupnosti pozorovatelnych v, y1, . . ., yi je tfeba odhadnout parametry mo-
delu, tj. matice M, O a poc¢ate¢ni stav m udavajici pravdépodobnosti w(xg) = p(xo)
pro hodnoty xy. Pro tento problém existuje efektivni feseni zalozeno na

(a) maximéalni vérohodnosti [Baumuv-Welchiv algoritmus].
(b) vzajemné informaci [Baldiav-Chauvintv algoritmus].

(2) Usudky na zakladé znamych parametri modelu.

(a) Pravdépodobnost pozorované posloupnosti: problém vypoctu p(yo, Y1, - - -, Yn)
|[dopfedny algoritmus.
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(b) Filtrovani: problém nalezeni p(x,, | yo,¥1,---,yn) [dopFedny algoritmus|.

(c) Shlazeni: problém nalezeni p(xy | Yo, y1,---,¥n) pro 0 < k < n [dopfedny-
zpétny algoritmus|.

(d) Nejvérohodnéjsi vysvétleni: Problém nalezeni koneéné posloupnosti zg, z1, . . . 2,
k pozorovanim Yo, y1,...,Yn, Pro kterou je p(zo,z1,...Tn | Yo,Y1,--->Yn)
maximalni [Viterbiho algoritmus].

Naivni reSeni uloh skrytych Markovovych retézci. Uvedené tlohy se mohou
zdat pfimocaré a snadné. Problém vsak spociva v tom, Ze fada piimocarych feSeni je v
principu spravna, ale co do vypocetni naro¢nosti exponencialné rostouci s délkou pozoro-
vani Markovova Tetézce, a proto prakticky nepouzitelna. To je divodem, pro¢ na jednotlivé
tlohy existuji specialni algoritmy, které jsou podstatné efektivnéjsi.

PRIKLAD 14. UkaZme si potiZ s primocarymi 7eSenimi na problému nalezeni pravdépo-

dobnosti pozorované posloupnosti. Pravdépodobnost p(yo,y1,---,Yn) lze napsat ndsledovné:
N N N
p(y07y17' - 73/”) = Z Z s Z p('x()a‘rla < Tny Yo, Y1y - - 7yn> = (162)
xo=1x1=1 rn=1
N N N
=33 plya @) - p(n | 21)p(Yo | 20) X (163)
ro=1x1=1 rn=1
X p(xn | xn—l) e p(xl | {L‘O)T('(I()), (164)

coZ je vyraz s N™ cleny, z nichZ kaZdy vyZaduje vypocet 2n soucinii.

8.7. Algoritmy pro tsudky na zakladé znadmych parametrd modelu.

Zakladni pomtckou pri feSeni tiloh Markovovych tetézci jsou tzv. dopredné velic¢iny
ag(zy) a zpétné veliciny Sy (zy):

Oék(.Tk) :p(y07y17"'7yk7xk>7 (165)
5k($k) = p(yk+l>yk+2> <oy Yn \ 37k)> (166)

efektivné vypocitatelné rekurzemi

N
Of+1 (xk-&-l) = Oyk+1xk+1 Z Mxk+1xkak($k)’ (167)
=1
N
Bk—lxk—l - Z Oyk:vkﬁk(xk)Mxkxk_la (168)

Ikil
s pocatecni, resp. koncovou hodnotou

Oéo(l‘g) = Oyomoﬂ-(xo)v (169)
Bn(xn) =1 (170)
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Provedeni rekurze se nazyva dopiednym resp. zpétnym algoritmem. S pomoci téchto
rekurzivné pocitanych veli¢in lze fesit néasledujici problémy s vysledky:
Pravdépodobnost pozorované posloupnosti: dopredny algoritmus.

N
p(yanlv"'>yn) = Z an(mn) (171)
Tn=1
Filtrovani: dopredny algoritmus.
an ()
p(xn | y()?yl)"‘?yn) - (172)
p(y07 Yty - - 7yn)
Shlazeni: doptednij-zpétny algoritmus. Pro 0 < k < n:
o (k) Be (k)
P(@k | Yo, Y1, -+ Yn) = (173)
P(Yo, Y1s - -+ Yn)
Nejvérohodnéjsi vysvétleni: Viterbiho algoritmus.
5k(xk) = . Ilnax p(y07y17'"7yk7x07x17"'7xk) (174)
T, yeesTho—1
lze spocitat rekurzi
5k+1(xk+1) = Oyk+1xk+1 I%%X Mxk+1$k5k (Ik) (175)
s pocatecni hodnotou
00(0) = Oyoae ™ (20)- (176)

SHRNUTI 8. Bayesouvskd sit umoznuji prakticky sestavit rozdéleni pravdépodobnosti pro
rozsahly systémy na zdkladé orientovaného acyklického grafu vystihujiciho, jehoZ wvrcholy
odpovidaji nahodnym velicinam systému, a tabulek podminénijch pravdépodobnosti pro jed-
notlivé nahodné veliciny.

Bayesouvské sité se hodi predevsim pro pripady, kdy graf neobsahuje prili§ mnoho ze
vsech Sipek mezi vrcholy, které by byly mozné. To je v praxi casto rozumny predpoklad, kdy
sipky casto vyjadrugi primd kauzdlni pisobeni mezi jednotlivymi nahodniymi velicinamsi. Ne-
existence Sipky mezi dvema vrcholy znamend, Ze prislusné ndahodné veliciny jsou podminéné
nezavisleé.

Bayesovskd sit se ovSem hodi nejen pro sestaveni rozdéleni pravdépodobnosti pro cely
systém. Lze ji s vghodou pouZit pro generovdni vzorki nebo pro nasazeni specidlnich algo-
ritmi na otdzky o systému, které by byly na zdklade rozdéleni pravdépodobnosti systému
sice v principu, ale nikoliv prakticky Tesitelné.



KAPITOLA 9

Bayesovska teorie rozhodovani. Ztratova funkce, utilita. Klasické
ztratové funkce

Klicova slova: [Ztratova funkce| jutilital frozhodnutil

Abstrakt: Bayesovské statistika nachéazi nejlepsi rozhodnuti jako minimalizujici apo-
steriorni o¢ekavanou ztratu.

9.1. Uvod

Koneénym cilem schématu Bayesovské statistiky uzivajici statisticky model neni sta-
noveni aposteriorniho rozdéleni pravdépodobnosti pro parametry modelu (jak diskutovano
v Kapitole [7)), ale rozhodnuti, které na zakladé ziskanych poznatkt ucinime. Touto vol-
bou se zabyva teorie rozhodovani. Jeji zcela primocara formulace zaloZené na ztratové
funkci je podana v Sekci V praxi ovSsem vyzaduje Casto znac¢nou praci dikladné se-
stavit a zduvodnit pouzivanou ztratovou funkci ¢ jen znaménkem se od ni lisici utilitu.
Je nékdy tézké védét, co vlastné chceme, co je nas cil, ¢éi ktera ztrata z nékolika moznych
je vétsi nez jind. Problému existence a volby utility je vénovana Sekce [9.3|

9.2. Bayesovska teorie rozhodovani

Bayesovské teorie rozhodovani je zadana

(1) t¥idou rozdéleni pravdépodobnosti p(z | #) danou pfedepsanym tvarem a moznymi
hodnotami parametru 6 € O,
(2) apriornim rozdélenim 7 () pro parametry 0,
(3) prostorem rozhodnuti D a ztratovou funkei L : © x D — [0, o0].
Uzite¢nost (utilita) rozhodnuti d € D za hodnoty parametru 6 je dana jako

U(0,d) = —L(6,d). (177)

Obvykle nelze ztratovou funkei volbou jednoho rozhodnuti d minimalizovat pro libo-
volnou hodnotu 6, s ¢imz je tfeba se néjak vyporadat. EI

! Frekventistické feeni tohoto problému je minimalizovat pramérnou ztratu (frekventistické riziko)

R(6,6) = / L0, 8(x))p(x | B)d,

kde § : X — D je rozhodovaci pravidlo pro vysledek x € X.
To ma fadu zéavad:
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Bayesovské feSeni minimalizuje aposteriorni o¢ekavanou ztratu p, ktera bere do tvahy
zndmou, naméienou hodnotu x vznikne integraci pres neznamy parametr 6:

p(r,d | z) = /@ L0, d)n(0 | x)do (178)

KONTROLNI OTAZKA 9.1. Komin prirozené tlakové nddoby upousti tlak s pravdépo-
dobnosti q podle Bernoulliho rozdéleni. Pokud parametr 0 klesne pod hodnotu 0.1 je treba
ocekdvat nevyhnutny vybuch tlakové nadoby se skodami 100M €. Apriorni odhad parametru
0 je ddn jako

7(0) = 300%(1 — ). (179)
Ndklady na odstranéni tlakové nddoby véetné ztrat na prijmech z turismu jsou 20M€.
Ztrdtovd funkce tedy je
—20M+€  pro d =,nddoba odstranéna*.
L(0,d) = ¢ —100M€  pro d =,nddoba neodstranéna“ a 6 < 0.1. (180)
OM€  prod =,nddoba neodstranéna“ a 60 > 0.1.

Pétkrdt za sebou nedoslo k upusteni tlaku. Jak je treba rozhodnout? Odstranit nebezpeci
nebo zachovat prirodni ikaz?

DEFINICE 29. Za predpokladu, Ze D = O, je 6 : X — D Bayesovskym odhadem
parametru 0, pokud

0" (z) = argmin p(m,d | x) (181)
deD

V kontextu odhadi, kdy D = © je linearni prostor, jsou béznymi ztratovymi funkcemi
Ly(0,d) =[ 0 —d | (182)
Lo(0,d) = (6 — d)? (183)

DEFINICE 30. Integrovanym rizikem rozumime

r(r, ) = / p(r,d | 2)m(x)dz — / / L0, d)p(x | 0)dwr(0)d0 (184)
X eoJXx
Bayesovské riziko je potom vijraz
r(m) =r(m, ") (185)

VETA 4. Odhad 6 : X — D minimalizuje integrované riziko r(m,d), pokud je Bayesov-
skym odhadem, tj. §(z) = 0™ (z).

e Skutec¢né naméfena hodnota x se vlastné dal nevyuzije, stfeduje se pres vSechna =z € X, ktera
vétsinou vibec nenastala.
e Frekventisticka analyza predpokladii, Ze se véc bude znovu a znovu opakovat, coz nemusi byt
pravda.
e Riziko R(6,6) je zavislé na parametru 6 a nemusi tedy poskytnout uplné uspofadani rozhodova-
cich pravidel é.
Rozhodovaci pravidlo é : X — D lze pii D = O chapat jako odhad parametru §.
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DUKAZ. viz [18§].

CVICENI NA siTI 8. Lov zlatych srsnu.

9.3. Existence a volba utility

Vyse uvedené uvahy se zdaji byt primocaré, vychézeji vSak z netrividlniho predpo-
kladu, ze méame k dispozici ztratovou funkci ¢ utilitu. V ramci zde pouzivané subjektivni
interpretace pravdépodobnosti je prirozené chapat téz utilitu jako subjektivni hodnoceni
uziteCnosti riznych vysledki. Musi ale utilita, ktera vyjadiuje uzitecnost rozhodnuti v
predpokladaném kontextu parametru 6 vibec existovat? A pokud existuje, jak je mozno
stanovit jeji prubéh?

Utilita se zpravidla sestavuje tak, Ze se nejdiive vyjasni fakticky vysledek (téZ nazyvany
odmeéna) r z prostoru vSech moznych odmén R a témto vysledkiim jsou potom piifazeny
hodnoty utility pomoci funce U : R — R. Predpokladame, ze prostor odmén (vysledkii)
R je Gplné usporfadani mnozina, tj. na R je dana relace < (vyjadiujici preferenci pro
pravou stranu) tak, ze

(1) 7 = ry nebo ry =< ry pro vSechna 71,7y € R (porovnatelnost libovolnych odmén),
(2) pokud r; <1y ary < r3, potom plati r; < r3 (tranzitivita).

7 tohoto pohledu je naptiklad ziejmé, Ze ldkavé jednoduché hodnoceni uzitku penézi
jako linedrni stupnici je nedostate¢né: maly, pevné stanoveny obnos je mnohem uzitecnéjsi
chudému nez bohatému. Penézni zisk r je tedy 1épe chapat jako vysledek v prostoru R = R,
ktery by se vSak nemél zaménovat za hodnotu utility U(r). Prirastek uzitku, utility v
disledku prirtstku penéz je pri zvysujici se celkové Céstce sice zpravidlaﬂ vniman jako
kladny, ale ¢im dal mensi. To motivuje ¢astou volbu utility U(r) jako rostouci konkavni
omezenou funkei.

V kontextu statistiky je navic typicka situace, kdy vysledek neni urcéen jednoznacéné a
je tieba piifazovat utilitu nikoliv jednotlivym vysledkam (tedy U(r), r € R), ale rozdé-
lenim pravdépodobnosti P nad vysledky R (které slibuji rtizné mozné vysledky s danymi
pravdépodobnostmi) jako U(P).

Ze utilita U (P) existuje, lze dokazat, pokud pifijmeme nasledujici predpoklady [23]:

(1) Prostor P rozdéleni pravdépodobnosti na R je tplné usporadand mnozina, tj. na
P je dana relace < tak ze plati
(a) (aplnost) P; < P nebo P, = P; pro viechna P;, P, € P,
(b) (tranzitivita) pokud P; < P, a P, < P3, potom plati P; < Ps.

2I s tim je oviem nékdy polemizovano, viz. napi. odpovéd R. P. Feynmana [9] na nabidku lépe place-
ného mista:

,KdyZ jsem se dozvédél plat, rozhodl jsem se, Ze ho nemohu pfijmout. Divod, pro¢ ho musim odmit-
nout, spo¢iva v tom, ze bych s nim mohl udélat vSechno, co jsem vzdycky udélat chtél - najit si baje¢nou
milenku, zaridit ji byt, kupovat ji hezké véci... S tim platem, co mi nabizite, bych to mohl opravdu udélat
a vim, jak by to se mnou dopadlo. Mél bych plnou hlavu toho, co milenka délé; doma bych se hadal a tak
dale. Tohle vSechno by mi 8lo tak na nervy, Zze bych byl nespokojeny a nestastny. Nemohl bych pofadné
délat fyziku a byl by z toho pékny malér. To, po ¢em jsem vzdycky touzil, by mi Spatné poslouzilo, a tak
jsem se rozhodl, Ze va8i nabidku nemohu pfijmout."
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(2) (nezavislost) Pokud P; < P, potom pro libovolné o € [0,1] a libovolné P € P

plati
aPi+(1—a)P 2aPy+ (1 —a)P (186)
(3) (Archimedova vlastnost) Pokud P; < P, < Ps, potom existuji a, 8 € (0, 1) tak, ze
0P+ (1—a)Py = Py< 8P, + (1— APy (187)
Plati potom, Ze existuje U : R — R tak, ze
P =P / U(r)dP, < / U(r)dP,. (188)
R R

Pro situaci statistickych modelt, jak bylo diskutovano v predchozi sekci, mame R = ©.

ULOHA 10. Petrohradsky paradox. Pfipadnému zdjemci je nabidnuto, Ze po za-
placent vstupného €X bude moci hdzet minci tak dlouho, dokud nepadne poprvé lic. V
zavislosti na c¢isle hodu n, kdy poprvé padl lic, je vyplata ze hry 3™.

(1) Jaké nejoyssi vstupné €X by zdjemce meél byt ochoten zaplatit, aby se hry zicastnil,
pokud pouze poZaduje, aby ve hie dosdhl primérného zisku?

(2) Diskutujte Vasi osobni utilitni funkci.

(3) Urcete na zdkladé Vasi osobni utility, kolik byste byli ochotni zaplatit, abyste si
zahrdli hru Petrohradského paradozu.

(4) Predpoklddejte, Ze pravidla jsou zménéna tak, Ze pokud padne hlava prohrdvdte a
nedostanete nic, zatimco, pokud odstoupite, neZ padne pruni hlava, v n-tém kroku,
dostanete obnos 2""t. Urcete, v kterém kroku hry byste na zdkladeé Vasi osobni
utility méli odstoupit, pokud jste se aZ do toho kroku hry dostali.

SHRNUTI 9. Bayesovskd teorie rozhodovdni je zaddna

(1) statistickym modelem p(z | 6) s parametrem 6 € © s apriornim rozdélenim m(0),
(2) prostorem rozhodnuti D a ztrdatovou funkci L : © x D — [0, o0].

Sestavent ztratové funkce L(0,d) nebo ekvivalentné utility U(0,d) = —L(0,d) je casto slo-
Zité.

Nejlepsi rozhodnuti dy,;,.«(x) € D je takové, které minimalizuje aposteriorns ztrdtu p:
;rzejleps“z’(x) = arg min p<7T7 d | %), (189)
deD
kde
o(m.d | 7) = / L(6, d)r(6 | z)db. (190)
S

Bayesova statistika tak ddavd primy ndvod na volbu rozhodnuti v dané situaci.



KAPITOLA 10

Monte Carlo a MCMC

Kli¢ova slova: [metoda Monte Carlo] [MCMC] lumerické Teseni statis-
ftickych modelil

Abstrakt: Metoda MCMC spojuje vyhodu numerické integrace metodou Monte
Carlo s efektivitou generovani vzorku pomoci Markovovych fetézci.

10.1. Uvod

Ulohy Bayesovské statistiky vedou zpravidla na integrély nékteré funkce f(#) pres miru
P s hustotou pravdépodobnosti p(6) (viz napf. )

/f )dP = /f (191)

Tyto integraly je ¢asto nutno vy¢islit numericky. Numerickou integraci umoznuje napii-
klad Simpsonova metoda. Tato a obdobné metody ovSem selhavaji predevsim proto, ze v
praktickych ptripadech je nutno integrovat pres mnoho-dimenzionélni integra¢ni proménné,
a numerickd chyba téchto metod zpravidla roste exponencialné s po¢tem dimenzi (tzv.
prokleti rozmérnosti). Existuje vSak metoda nazyvana integraci Monte Carlo, ktera
sice v malém poc¢tu dimenzi konverguje pomaleji nez jiné metody, ale ktera netrpi na jejich
neduhy pfi vy$sim poctu dimenzi.

Metoda Monte Carlo je zalozena na vygenerovani nahodnych vzorka podle miry P s
hustotou pravdépodobnosti p(f) a odhadem integralu z funkce f(#) pfes tuto miru aritme-
tickym primérem hodnot funkce f(6;) pfes vygenerované vzorky {6;};" . Slabinou tohoto
postupu pro obecnou miru ovSem je, Ze i generovani vzorkt v mnoha dimenzich narazi na
znacné obtize.

Vzorky lze vSak i v mnoha rozmeérech generovat asymptoticky pomoci Markovovych
Fetézcu zadanych tak, ze jejich stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti bude mit hustotu
pravdépodobnosti pravé p(#), jak to umoziuje napriklad Metropolistiv-Hastingstuv algorit-
mus. Takto ziskané vzorky lze potom vyuzit v metodé Monte Carlo. Tato metoda vyu-
zivajici spojeni Markovovych fetézcii a Monte Carla se nazyva anglicky Markov Chain
Monte Carlo a oznacuje se zauzivanou zkratkou MCMC. Zde se omezime na vysvétleni
principu této v praxi nesmirné uspésné metody, zatimco pro podrobné kvantitativni vyset-
feni jejich ¢asto pozoruhodnych konvergencnich vlastnosti odkazujeme na specializovanou
literaturu (viz napf. [19]).

Tato a nékteré s MCMC piibuzné metody se mohou na prvni pohled jevit jako drobna
technicka vylepseni. Oteviely vSak v poslednich letech Siroké moznosti v realnych aplikacich
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statistickych metod. Pokud nam tedy zélezi na praktickém uplatnéni, jsou to metody zcela
klicové.

10.2. Integrovani metodou Monte Carlo

Integral funkce f(x) pfes miru P s hustotou pravdépodobnosti p(x) ozna¢ime jako

:/Qf(:c)dP:/Qf(x)p(:c)dx (192)

Tento integral mizeme priblizné vycislit pomoci pruméru f,, spoc¢teném na ndhodném vy-
béru m nahodné s rozdélenim pravdépodobnosti p(z) vygenerovanych vzorki xy, s, . . ., Tpy,:

1 m
- = ; 193
oS (193)
KONTROLNI OTAZKA 10.1. Spoctéte metodou Monte Carlo integrdl

+o0o »2
/ 2| % da (194)

—00

a porovnejte vysledek tohoto pribliZeni s presné spoctenou hodnotou.
Je ovsem diulezité védét, jak presné toto priblizeni je. Plati nasledujici skutec¢nosti:

VETA 5. Zakon velkych &isel. Necht f,, je primer zm hodnot f(x;),i € {1,2,...,m}
spocteny na m nezavislych vzorcich xy, s, ..., x, € ) podle pravdépodobnostniho rozdeélent
p(x) a necht je E(f) stiedni hodnota funkce f na 2. Potom plati pro libovolné ¢ > 0:

lim_ P(f, = E(f) = 1 (195)

DUKAZ. Pramér f,, ma nasledujici charakteristiky:

= B3 1) = 1 DB = ) (196)

m

1 1
Var(fn) = Var(— Zf = ﬁVar(Zl: f(z;)) = EVar(f) (197)
Pouzitim éebyéevovy nerovnosti na f,, dostaneme
_ Var(f
P((F— B(P) <) 21 - L) (199

z ¢ehoz plyne tvrzeni.
Podle silného zakona velkych ¢isel tedy plati:

1 ZZ 1f skoro fQ (199)

vzdy
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PozNAMKA 21. Pfedchozi je tzv. silnd forma zakona velkych ¢isel. Jeho slaba forma
(slabsi tvrzeni) Fika, ze

lim P(fn —E(f) <€) =1 (200)
m—0o0
VETA 6. Centralni limitni véta (Lindebergova-Lévyho). Necht jsou xi,...,x,

ndahodné veliciny se stenym rozdélenim pravdépodobnosti s konecnou stredni hodnotou
E(x;) = p a konecnym rozptylem Var(x;) = o*. Pak plati:

lim P <x 7%“ < x) = p(z]0,1), (201)

n—00 o

kde p(z | 0,1) je normdlni (Gaussovo) rozdélent se stiedni hodnotou 0 a rozptylem 1.

DUKAz. Viz [13]. )
Pokud F(f?) < oo, lze tedy dle centralni limitni véty odhadnout rozptyl f,,

Var() = = [ (F@) = B()plo)is (202)
pomoci vybérového rozptylu
tn = 3 D () = ) (203

a f, ma potom piiblizné normalni rozdéleni:
vV Um

KONTROLNI OTAZKA 10.2. Spoctéte opakovane metodou Monte Carlo integrdl z Kont-
rolni otdzky a diskutujte dosaZené vysledky.

~ N(fn|0,1) (204)

CVICENI NA SIiTI 9. Integrace metodou Monte Carlo.

10.3. Markov Chain Monte Carlo

Metoda MCMC se lisi od metody Monte Carlo vysvétlené v predchozi sekci tim, ze
ke generovani vzorki neni pouzivan generator ndhodnych veli¢in, jehoz nezavislé realizace
by urcovaly posloupnost vzorki, ale Markoviv fetézec. Po sobé jdouci vzorky generované
Markovovym fetézcem napiiklad na zakladé Metropolisova-Hastingsova algoritmu s nahod-
nou prochazkou nejsou rozhodné nezavislé. To je zfejmé z blizkosti po sobé jdoucich kroki,
pokud rozdéleni ¢ urcujici jednotlivé kroky je kratkého dosahu.

Piesto viak posloupnost vzorktl poc¢inaje libovolnou pocatecni hodnotou 89 asympto-
ticky vérné reprezentuje cilové rozdéleni pravdépodobnosti z divodu ergodicity daného
Markovova tetézce. Ze vskutku dosazenim posloupnosti vzorkt generovanych Markovo-
vym Fetézcem namisto nezavisle generovanych vzorki cilového rozdéleni do vzorcti metody
Monte Carlo dostaneme asymptoticky hodnotu pfislusného integralu, je presné obsahem

tvrzeni (132) Vety B
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Principem metody MCMC je tedy ptiblizeni
1
[ s@w@yde = -3 1) (205)

kde {z;} je posloupnost vzorki Markovova fetézce se stacionarnim rozdélenim pravdépo-
dobnosti p(z).

10.4. Aplikace MCMC

V nésledujici dloze, aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti pro parametry modelu
vyzaduje numerickou integraci a vysokd dimenze prostoru parametrii neumoziuje pouzit
bézna numericka ptiblizeni jako napf. Simpsonovu metodu.

ULOHA 11. Statisticky model urcuje rozmisténi N oznacengich bodii x; = [z}, 22, ... 27 €
R™ v n-rozmérném prostoru podle n-rozmérného normdlniho rozdéleni s konstantnim roz-
ptylem 0® = 1 ve vsech souradnicich a s casové neménnou stiedni hodnotou p = [u*, u?, ..., u",
kterd muze byt v kazdé souradnici jind. S béZnygm skaldrnim soucinem a-b pro dva vektory
a=[a',a? ... a" € R, (206)
b= b%, ... 0" €R" (207)
definovany jako
a-b=a'b'+a’b*+ ... +a"b", (208)

lze toto mormdlni rozdéleni napsat jako

1

, — — 3 (@i—p)-(zi—p)
Nl | 1) = e . (209)
Apriorni rozdélent pravdépodobnosti pro parametry modelu = [p', p?, ..., u"| je pFitom
ddno n-rozmérnym Cauchyho rozdélenim definovanym jako
r (&) 1

Cla: | w) =

T ™2 (Wt (@) (o ) 210

Pro pripad n = 4 bylo obdrZeno méreni poloh pro N =5 realizaci:

| bod | poloha |
o1 | [0.03,0.12,0.45,0.26]
s | [-0.12,0.07,0.23,0.17]
x3 | [0.24,0.05,0.57,0.05]
1 | [0.32,0.28,0.13,-0.01]
w5 | [0.19,0.18,0.72,0.31]

TABULKA 10.1. Ziskané hodnoty.
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Spoctéte aposteriorni rozdélent pravdépodobnosti pro parametry p = [u', u?, ..., u"| na
zikladé vddaji x; = [z}, 22, 23, 2], i =1,2,...,5.

SHRNUTI 10. BézZné postupy numerické integrace zpravidla selhdvaji ve vysokyjch di-
menzich, nikoliv v§ak metoda Monte Carlo, kterd pocitd integrdl pies rozdélent pravdeé-
podobnosti p(x) aproximact

[ r@p@s~ -3 fw) 1)

spoctenou na m ndhodné s rozdélenim pravdépodobnosti p(x) vygenerovanych vzorcich
T1,T2y...,Tm.

I generovdni vzorki je ve vysSich dimenzich problematické, dd se vsak uspésné resit ge-
nerovdnim pies vhodny ergodicky Markoviv Tetézec (napf. zkonstruovany Metropolisovgm-
Hastingsovym algoritmem), jehoZ staciondrni stav je pravé rozdélent pravdépodobnosti p(x).
Timto vylepSenim vznikd metoda MCMOC vhodnd pro numerické TeSeni Tady ndrocniyjch

uloh.



Odpovédi na kontrolni otazky

Kapitola 1. Nahoda a pravdépodobnost.

Kontrolni otdzka 1.1 Pravdépodobnost je nejvyse 0.583.

Kontrolni otdzka[1.9 Ztrata neni v pfimém, logickém rozporu s predpokladem, ktery
jen vyjadroval urcity stupen divéry. Na druhou stranu situace ale nevrha dobré svétlo na
piedpoklad, Ze jev nastane s 90% pravdépodobnosti, ktera byla piedloZena jako fakt.

Kontrolni otdzka[1.5 Otéazka je do jisté miry slovni hiicka. Jevy se neodstanou, at jim
subjektivné pritadime pravdépodobnosti, jaké chceme. To, co lze vyrusit, by byly finanéni
ztraty dané nebezpecim, a to koupi sazky za zapornou cenu, ktera by predstavovala urcité
pojisténi - nejspise ale nebude snadné ziskat prodejce, ktery vedle vydani sménky jesté
daruje castku, kteréa efektivné pojistuje proti nebezpedi.

Kontrolni otdzka [1.f} Pokud jste naprosto presvédCeni, Ze budete mit pravnoucata
(chlapce nebo divky - kdo vi, jaké moznosti obsahuje budoucnost), je volba pravdépo-
dobnosti s P(chlapec) + P(divka) = 1 jisté mozna. Pokud ale pfipustite, Ze z néjakého
divodu by se mohlo stat, ze napiiklad zadné pravnoucata mit nebudete, pak splnéni pod-
minky P(chlapec)+ P(divka) = 1 neni nutné. Disjunktni jevy nemusi vycerpavat veskeré
moznosti.

Kontrolni otdzka[1.5 Podle Doporuceni [o] plati

P(A|B)P(B)=P(AANB)=P(B|AP(A) (212)
a tedy pravdépodobnost, zZe Bohous zaujme své misto ,,U plastového kelimku, je

P(B|A)P(A)  40% - 20%
P(B) = P(A|B) ~  10%

= 80%. (213)

(K zamysleni: Pro¢ Bohous neni v hospodé s pravdépodobnosti 40%, kdyZ ho tam ale Albert
s takovou pravdépodobnosti najde? Poskytoval by napt. spole¢ny, ale ponékud se vylucujici
zajem obou o tutéz sleénu Cecilii mozny mechanismus pro vysvétleni této situace?)

Kapitola 2. Pravdépodobnost a teorie miry.

Kontrolni otdzka[2.1. Podle Definice [0] je tfeba ovérit, Ze vzorem méfitelné mnoziny je
méfitelnd mnozina. Kazdou méritelnou mnozinu z €25 lze ziskat opakovanou aplikaci operace
doplnku a operace spocetného sjednoceni z otevienych mnozin. Tutéz operaci mizeme
provést na vzorech prislusnych otevienych mnozin, pfi¢emz vzorem oteviené mnoziny je

79
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oteviend mnozina. Plati

FTH R\ A) =0\ f7H(A) (214)

! (U Ui) = U (i) (215)

Mizeme tedy libovolny vzor A; = f~'(Ay) méFitelné mnoziny A, vygenerovat danymi
operacemi z otevienych mnozin presné tak, jak bychom vygenerovali méfitelnou mnozinu
Ag z otevienych mnozin. A; musi tedy byt méfitelna.

Kapitola 3. Rozdéleni pravdépodobnosti.

Kontrolni otdzka . Budeme vychazet z Borelovy miry na R, kterd odpovida béz-
nému chapani obsahu. Borelovou mirou kazdého rovnostranného trojtuhelniku A(s) se stra-
nou s je tedy jeho obsah u(A(s)) = */7552. Miru je ovSem t¥eba pro vypodcet stfedni hodnoty
na obsluhované oblasti 2 = AJUARUA-UApUARUARrUAG normalizovat, ¢imz ziskdme

miru P:
1

p(Aa) + 1(Ap) + (Ac) + n(Ap) + 1(Ap) + u(Ar) + 1(Ac)
Pramérné néklady na jedno spojeni jsou 0.0111 (coz se lisi od aritmetického pramér 0.0141
udaju pro jednotlivé vysilace).
Kontrolni otdzka 3.9 Viz Obréazky [1]

P = (216)

OBRAZEK .2. Graf funkce sin™ ().

Kapitola 4. Generatory pseudonahodnych ¢éisel.
Kontrolni otdzka 4.1 Piikladem feSeni je volba

a=2 b=3 ng =0 (217)
coz vygeneruje jako vysledek posloupnost zac¢inajici nasledovneé:
0,3,9,21,45,93,89, 81,65, 33,69,41,85,73,49,1,5,13,29,61, 25,53,9, ... (218)

A7 23. ¢len této posloupnosti se rovné nékterému predchozimu.
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Kontrolni otdzka [{.9

pro z € [0,1/6],
pro x € (1/6,2/6],
pro = € (2/6,3/6],
pro = € (3/6,4/6],
pro x € (4/6,5/6],
pro z € (5/6, 1].

hod(z) = (219)

B8N0

\

Kontrolni otdzka [4.5 Lze postupovat dle Dusledku [9] s jedinou tpravou: distribuéni
funkce F'(z | a) je zddanou bijekei pouze v piipadé, Ze se omezime na nezaporna Cisla:

F(z | «):[0,400) — [0,1) (220)

Flz|a)= / p(t | a)dt = / e Mdt =1 —e (221)
0 0
Pro inverzi distribu¢ni funkce je tieba feSit rovnici
y=1-—e" (222)

coz da vysledek
1
r=——1In(1-y). (223)
a

Kapitola 5. Markovovy fetézce.
Kontrolni otdzka[5.1. Pro matici My:

1) i — j pro v8echna i, j € {1,2,3} (libovolné j je dosazitelné z libovolného 7).
2) i <> j pro vSechna 7,5 € {1,2,3} (v8echna i, j spolu komunikuji)

3) My je ireducibilni.

4) Vsechny stavy i € {1,2,3} jsou rekurentni.

5) Vsechny stavy i € {1,2,3} jsou periodické s periodou 3.

(
(
(
(
(

Pro matici Mpg:

1) i — j pro v8echna 7, j € {1,2,3} (libovolné j je dosazitelné z libovolného 7).
2) i <> j pro vSechna i, j € {1,2,3} (v8echna i, j spolu komunikuji)

3) Mg je ireducibilni.

4) Vsechny stavy i € {1,2,3} jsou rekurentni.

5) Vsechny stavy i € {1,2,3} jsou aperiodickeé.

(
(
(
(
(

Pro matici M¢:

)J1—=-1,1—-22—>1,2—2 33
11,12, 2423+ 3,

) M¢ neni ireducibilni.

) V8echny stavy i € {1,2,3} jsou rekurentni.
)

(1
(2
(3
(4
(5) Vsechny stavy i € {1,2,3} jsou aperiodickeé.
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Kontrolni otazka[5.4. Vsechny sloupce matice S maji dle pravidel sudoku soucet roven
souc¢tu vsech ¢isllic 1,2,...,9, tedy 45. Matice M je tedy stochasticka. Stacionarni stav je
déan jako rozdéleni P, =1/9,i € {1,2,...,9}.

Kapitola 6. Metropolistiv-Hastingstiv algoritmus.

Kontrolni otdzka[6.1. Pokud je parametr popisujici délku kroku o piilis maly, nedokaze
Markovuv Tetézec dostatecné vykryt potfebny prostor pod kfivkou za tak maly pocet
iteraci, protoze jakékoliv presuny jsou pomalé.

Pii prilis velkém ¢ zkousi Metropolisuv-Hastingstuv algoritmus c¢asto velmi vzdélené
kandidaty na dalsi krok. Ve velké vzdélenosti je vSsak normalni rozdéleni pravdépodobnosti
mizivé, coz vede k zamrznuti stavu Markovova Fetézce ve stavajici poloze.

Vysvétleni pro oba extrémni pfipady je podporeno grafy Prikladu [§

Kapitola 7. Statisticky model a jeho aktualizace. Oblast spolehlivosti.
Kontrolni otdzka[7.1 Aposteriorni rozdéleni pravdépodobnosti pro stfedni pramér jablek
v urodé je
N10.5 | p, ))N(11.2 | i, 1)N(12.5 | pt, 1)N (e | 10, 3)

= 224

P = T N (105 | i ON(L2 | o ONOZ5 | DN G 10,8 o)
Kapitola 8. Bayestiv vzorec. Bayesovské sité.
Kontrolni otdzka[8.1] Acyklické jsou grafy (a) a (c).

Kontrolni otdzka 8.2

Parents(x) = {G, H}, (225)

Children(x) = {N, O}, (226)

Descendants(x) = {N, O, P}, (227)

Non-Descendants(x) = {A,E, F,1,J, K, L, M}. (228)

Vrcholy v, pro které plati, Ze nejsou ve vztahu pfimého potomstva s zadnym vrcholem w,
ktery by byl ve vztahu piimého potomstva s vrcholem (x): E.
Kontrolni otdzka . Navod: Vypoctéte na pocitaci rozdéleni pravdépodobnosti (158)).

Kapitola 9. Bayesovska teorie rozhodovani. Ztratova funkce, utilita. Klasické
ztratové funkce.

Kontrolni otdzka . Porovnénim s lze usoudit, Ze aposteriorni rozdéleni prav-
dépodobnosti bude

p(0) = 360 - 0%(1 — theta)” (229)
Aposteriorni ocekdvana ztrata tedy je:
p(,nadoba odstranéna“) = —20M€, (230)

0.1
p(,nadoba neodstranéna“) = / —100M€ - 360 - 0*(1 — theta)"df = —7.02.  (231)
0

Je rozumné nadobu neodstranit.
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Kapitola 10. Monte Carlo a MCMC.
Kontrolni otdzka[10.1. Pro Feseni metodou Monte Carlo je nejdiive tfeba integral upra-
vit, aby v ném vystupovala hustota generovatelné rozdéleni pravdépodobnosti:

+00 22 y +00 \/_ 1 2 p
r|le 2dr = 27 | x e 2 dx. 232
K | VElal o= (232)
—_——
N (x|0,1)
Vzorky x;,i = 1,2, ...,n normélniho rozdéleni N (x | 0, 1) lze generovat Boxovym-Mullerovym

algoritmem (Algoritmus [1)) a vysledek je potom

teo 2 1
/ |z e Zde~ = nv2r || (233)

n

o0 i=1

V tomto piipadé je pro porovnani mozné spocitat presné feseni (s pouZitim substituce

y =a*/2):
+o0 »2 +o0 2
/ |z | e 2dx = 2/ |z | e 2dr = (234)
- 0

o0

+00
=2 / e Vdy =2 [—eV] =2 (235)
0

Kontrolni otdzka[10.9. Vysledky integrace metodou Monte Carlo jsou rozmistény jako
vzorky normalniho rozdéleni.
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Pouzité symboly

mnozina realnych cisel

mnozina prirozenych ¢isel

mnozina elementarnich jevi

systém méftitelnych mnozin

systém méritelnych mnozin Borelovy algebry

systém Lebesgueovsky métitelnych mnozin

systém otevienych mnozin, topologie

otevieny interval

uzavieny interval

oteviend mnozina

kompaktni mnozina

pravdépodobnost jevu A, pravdépodobnostni mira mnoziny A C
Q

hodnota P(A) v penéznich jednotkach

podminéné pravdépodobnost jevu A, pravdépodobnostni mira mno-
ziny A C Q za predpokladu jevu B

mira

Lebesgueova mira na R"

hustota pravdépodobnosti (Radoniv-Nikodymiv faktor)
podminéna hustota pravdépodobnosti

rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti na mnoziné M
Normalni (Gaussovo) rozdéleni se stfedni hodnotou u a rozptylem
o2

Cauchyho rozdéleni pravdépodobnosti

Lebesguetiv integral funkce f pres miru p

Lebesguetiv integral funkce f pres Lebesgueovu miru dr na R”
kladna, zaporna c¢ast funkce f

stfedni hodnota funkce f

rozptyl funkce f

grupa

akce o prvku g grupyv bodé x

Vitaliho mnozina

charakteristicka funkce mnoziny A

obecné zobrazeni diskrétniho dynamického systému
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Parents(v)

Children(v)
Descendants(v)
Non — Descendants(v)
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tent map

logistické zobrazeni

exkluzivni disjunkce z logickych proménnych x, y
inverzni funkce

vzor mnoziny Y pii zobrazeni f

distribu¢ni funkce

zobrazeni

Heavisideova funkce

stochastickd matice konecného Markovova Fetézce
7 je dosazitelné z i

¢ komunikuje s j

doba prvniho navratu

rozdéleni pravdépodobnosti pro krok z ndhodné prochazky
stacionarni stav Markovova fetézce

prostor uvazovanych rozdéleni pravdépodobnosti

prostor parametri rozdéleni pravdépodobnosti uvazovaného tvaru
parametr rozdéleni pravdépodobnosti uvazovaného tvaru

vrchol v orientovaného acyklického grafu G

rodice vrcholu v

déti vrcholu v

potomci vrcholu v

vrcholy nemajici vztah prfimého potomstva s vrcholem v
stochastickd matice urcujici pozorovani skrytého Markovova Te-
tézce v Case k

prostor vzorki (pozorovani)

prostor rozhodnuti

rozhodnuti z prostoru rozhodnuti

odhad (rozhodnuti z prostoru rozhodnuti v p¥ipadé D = ©) na
zékladé vzorku x

Bayesovsky odhad pro apriorni rozdéleni pravdépodobnosti m(#)
ztratova funkce

utilita

apriorni ocekdvané ztrata

prumérné ztrata (frekventistické riziko)

integrované riziko

prumér z m hodnot veli¢iny f

Gamma funkce, I'(n) =n! pron € N

rovnostranny trojuhelnik A resp. se stranou s



10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Literatura

Wikipedia, Directed acyclic graph (DAG).

Shun-ichi Amari and Hiroshi Nagaoka, Methods of information geometry, AMS Translations of Mathe-
matical Monographs, Oxford University Press, AMS, Providence, Rhode Island, 2007.

Thomas Bayes, An Essay towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances, Phil. Trans. 53
(1763), 370-418, Royal Society journal archive.

Vladimir I. Bogachev, Measure theory, Springer, Berlin, Heidelberg, 2006. [15] [20]

Andrew M. Bruckner, Judith B. Bruckner, and Brian S. Thomson, Real analysis, Prentice Hall, Upper
Saddle River, New Jersey, 1997.

A. Darwiche, Modeling and reasoning with Bayesian networks, Cambridge University Press, New York,
2009.

Gert de Cooman, Possibility theory I: the measure- and integral-theoretic groundwork, International
Journal of General Systems 25 (1997), 291-323.

J.-P. Eckmann, S. Oliffson Kamphorst, and D. Ruelle, Recurrence plots of dynamical systems, EPL
(Europhysics Letters) 4 (1987), 973.

Richard P. Feynman, To nemyslite vazné, pane Feynmane!, Aurora, 2001, Z anglického originélu ,,Surely
You're Joking, Mr. Feynman!“ pfelozil Jan Klima. [72]

C. A. Fuchs and R. Schack, Quantum Bayesian coherence, ArXiV, 2007, 0906.2187v1 [quant-ph].
Charles M. Grinstead and J. Laurie Snell, Introduction to probability, American Mathematical Society,
1997.

R. Jeffrey, Subjective probability. the real thing, Cambridge University Press, Cambridge, 2004.

O. Kallenberg, Foundations of modern probability, Springer-Verlag, New York, 1997. [76]

Andrey Kolmogorov, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Springer, Berlin, 1933. 9]

M. Matsumoto and T. Nishimura, Mersenne twister: a 623-dimensionally equidistributed uniform
pseudo-random number generator, ACM Transactions on Modeling and Computer Simulation 8 (1998),
3-30.

K. L. Mengersen and R. L. Tweedie, Rates of convergence of the Hastings and Metropolis algorithms,
Ann. Statist. 24 (1996), 101-121.

S.P. Meyn and R. I. Tweedie, Markov chains and stochastic stability, Springer, London, 1993. 37] [40]
41l

Christian P. Robert, The Bayesian choice: From decision-theoretic foundations to computational im-
plementation, 2 ed., Springer, New York, 2007. [1} [72]

Christian P. Robert and George Casella, Monte Carlo statistical methods, 2 ed., Springer, New York,
2004. 26} 57, [0 T} 3 [

Erwin Schrodinger, Die gegenwdrtige Situation in der Quantenmechanik, Naturwissenschaften 23
(1935), 807-812,823-828,844-849.

B. Skyrms, Coherence, Scientific Inquiry in Philosophical Perspective (N. Rescher, ed.), pp. 225-242.
m

M. Svec, T. Salat, and T. Neubrunn, Matematickd analjza funkcii redlnej premennej, Alfa, Bratislava,

1987. [T}, [T5} [18)

86


http://en.wikipedia.org/wiki/Directed_acyclic_graph
http://rstl.royalsocietypublishing.org/content/53/370.full.pdf+html?sid=c2ea7600-f172-4ba8-a1a7-20f19e0419e5

LITERATURA 87

23. John von Neumann and Oskar Morgenstern, Theory of games and economic behavior, Princeton Uni-
versity Press, Princeton, New Jersey, 1944.

24. Lotfi A. Zadeh, Fuzzy sets as the basis for a theory of possibility, Fuzzy Sets and Systems 1 (1978),
3-28.



Rejstiik

o-algebra, [J]
Borelova algebra [Borel algebra],
aplné usporddand mnozina [totally ordered set],
L2
Cebygevova nerovnost [Chebyshev inequality],
fet&zec [chain]
Markoviv [Markov chain],

Heavisideova funkce [Heaviside function],

aktualizace [update],
algebra [algebra]

o-algebra, [0]
Borelova [Borel algebral,
algoritmus [algorithm)]
Balditv-Chauviniv [Baldi-Chauvin
algorithm], [67]
Baumtv-Welchuv [Baum-Welch algorithm],
Boxiiv-Mullerav [Box-Muller algorithm],
dopfedny [forward algorithm],
dopfedny-zpétny [forward-backward
algorithm],
Metropolistiv-Hastingsiv
[Metropolis-Hastings algorithm)],
Viterbiho [Viterbi algorithm], |68} [69]
vzorkovani dle duleZitosti [importance
sampling],
zamitaci metoda [rejection sampling,
accept-reject algorithm],
aposteriorni o¢ekavana ztrata [posterior
expected loss],
aposteriorniho rozdéleni pravdépodobnosti
[posterior probability distribution],
e

apriorniho rozdéleni pravdépodobnosti [prior

probability distribution],

Baldiiv-Chauvintiv algoritmus [Baldi-Chauvin
algorithm], [67]
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Baumuv-Welchuv algoritmus [Baum-Welch

algorithm),

Bayestiv vzorec [Bayes formulal, [6]
Bayesovska sit [Bayesian network],
Bayesovska statistika [Bayesian statistics|,

doporuceni [recommendations],
Bayesovské riziko|Bayesian risk],
Bayesovsky odhad [Bayesian estimate],
Bernoulliho rozdéleni [Bernoulli’s distribution],

bezpecnostni prohlidka [security check],
BMI, Body Mass Index,
Borelova algebra [Borel algebral,
Borelova mira [Borel measure]

obecné [general],

v uz8im smyslu [the Borel measure],
Boxiiv-Mulleruv algoritmus [Box-Muller

algorithm)],

cilova hustota pravdépodobnosti [target
probability density],

Cauchy rozdéleni [Cauchy distribution],

centralni limitni véta [central limit theorem)],

chaos [chaos],
charakteristicka funkce [indicator function],

dit& vrcholu [child of a vertex]|,

distribuéni funkce [Cumulative distribution
function (CDF)],

dopfedny algoritmus [forward algorithm]|,

dopfedny-zpétny algoritmus [forward-backward

algorithm),

elementarni jev [elementary, atomic, simple

event],

Fibonacciho linearni posuvny registr se zpétnou
vazbou [Fibonacci linear feedback shift

register],
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fundamentalni véta simulace [fundamental
simulation theorem)],
funkee [function]
charakteristicka [indicator function],
distribu¢ni [Cumulative distribution function
(CDF)],
Heavisideova [ Heaviside function],
inverzni [inverse],
jednoduché [simple],
Lebesgueovsky integrovatelna [Lebesgue
integrable],

mé&Fitelna [measurable],
riziko [risk function],
souradnicova [coordinate|,

stfedni hodnota [mean expectation],
ztratova [loss function],

Gaussovo rozdéleni |Gaussian distribution],

A3}, BT} [76} [77]
smés [mixture],
generator nahodnych &isel [random number
generator],

Fibonacciho linearni posuvny registr se
zpétnou vazbou [Fibonacci linear feedback
shift register],

linearni posuvny registr se zpétnou vazbou
[linear feedback shift register],

linearni kongruentni generator [Linear
congruential generator],

Mersene twister, [26] [29]

generovani vzork [sample generation, sampling]
asymptotické [asymptotic],
generovani vzorku [sample generation, sampling]

nahodné veli¢iny [of a random variable] ,

generovani vzorku [sample generation]

Bayesovskou siti [from a Bayesian network],

graf [graph]

acyklicky [acyclic],

orientovany [directed],

graf [plot]
rekurenéni [recurrence plot],

Hausdorffiv topologicky prostor [Hausdorff
topological space],

havarie jaderného reaktoru [nuclear reactor
accident],

Holandska kniha [Dutch book],

hustota pravdépodobnosti [probability density]|,
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cilova [target probability density]|,

integral [integral]

Lebesguetiv, obecny [general],

Lebesguetiv, v uz$im smyslu [the Lebesgue

integral],

Riemanntav [Riemann integral],
integrace [integration]

Monte Carlo, [74] [75]
integrované riziko [integrated risk],
invariantni mira [invariant measure|, |13}
inverzni funkce [inverse function],

jednoduché funkee [simple function],
Jeffreyovo neinformativni apriorniho rozdéleni
pravdépodobnosti [Jeffrey’s non-informative
prior probability distribution],
jev [event],[9]
elementarni [elementary, atomic, simple|,
nezévislé jevy [independent events],

Kolmogorovovy axiomy [Kolmogorov axioms],
kompaktni mnoZina [compact set],

Lebesguetiv integral [Lebesgue integral]
obecny [general],

v uzsfm smyslu [the Lebesgue integral],
Lebesgueova mira [Lebesgue measure],
Lebesgueovsky méfitelnd mnozina [Lebesgue

measurable set],
letiste [airport]

bezpecnostni prohlidka [security check],
linearni kongruentni generéator [Linear

congruential generator|,
logistické zobrazeni [logistic map],

mira [measure]
Borelova, obecné [Borel, general],
Borelova, v uz§im smyslu [the Borel measure],
Lol
Haarova [Haar measure],
invariantni [invariant],
Lebesgueova [Lebesgue measure],
méfitelna funkce [measurable function],
méfitelnd mnozina [measurable set], [9]
Lebesgueovsky méfitelna [Lebesgue
measurable], [20]
méfitelné zobrazeni [measurable mapl, [11]
méfitelny prostor [measurable space], @
Markoviv Fetézec [Markov chain, .
f-ireducibilni | f-irreducible|, [41] [44]
Casové homogenni [time-homogeneous,

stationary],



ergodicky [ergodic],

ireducibilni [irreducible],

konec¢ny [finite],

MCMC, [74]

skryty [hidden], [67]

spojity [continuous],

stfedni doba prvniho navratu [mean

recurrence time],

Markovova vlastnost [Markov property]|,
matice [matrix]

pravdépodobnosti pFechodu [transition

matrix],
stochasticka [stochastic],

MCMC, [74] [76]
melouny v R™, [34]
Mersene twister, [26] [29]
metoda
vzorkovani dle duleZitosti [importance
sampling],
zamitaci [rejection sampling, accept-reject
algorithm],
metoda [method]
integrace Monte Carlo [Monte Carlo
integration method],
Metropolistv-Hastingsiiv algoritmus
[Metropolis-Hastings algorithm)],
asymptotické chovani [asymptotic behavior],
43
s ndhodnymi prochazkami [random walk
Metropolis-Hastings algorithm],
mnoZina [set]
uplné usporadana [totally ordered],
kompaktni [compact],
mé&fitelna [measurable], [9)
oteviena [open],
Vitaliho [Vitali set],
model [model]
parametricky statisticky [parametric statistic
model],
statisticky [statistic model],
statisticky, aktualizace [statistic model
update],
moment [moment],

nahodn4 prochazka [random walk],
nahodn4a proménna [random variable|,
nahodna veli¢ina

generovani vzorku [sampling],

vzorek [sample],
nahodn4 veli¢ina [random variable],
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nahodné &slo [random number]|,

generator [random number generator],
nahodny vybér [random sample],
nezévislost [independence]

jevit [of events], [f]
normalni rozdéleni [normal distribution],

[76),
smés [mixture|,

oblast spolehlivosti [confidence region]|,
odhad [estimate]
Bayesovsky [Bayesian],
okoli bodu [neighbourhood of a point]
oteviené [open],
orientovany acyklicky graf [directed acyclic
graph],

otevienad mnozina [open set|,

paradox [paradox]

Petrohradsky [Saint Petersburg Paradox],
parametr [parameter],

statistického modelu [of a statistic model],
Petrohradsky paradox [Saint Petersburg

Paradox],
podminéné pravdépodobnost [conditional
probability],

tabulka [table],
pokryti [covering],
potomek vrcholu [descendant of a vertex],
pravdépodobnost [probability|,

hustota [density],

podminéné [conditional],
pravidlo [rule]

rozhodovaci [decision rule],
prokleti rozmérnosti [curse of dimensionality],
prostor [space]

Hausdorffiv [Hausdorff space],

méfitelny [measurable], [

rozhodnuti [decision space],

topologicky [topological, [9]
prostor rozhodnuti [decision space],
pseudondhodné ¢islo [pseudorandom number]|,

kryptografie [cryptography],

Riemanntv integral [Riemann integrall,

riziko [risk]
Bayesovské [Bayesian],
frekventisticka [frequentist],
integrované [integrated]|,

rodi¢ vrcholu [parent of a vertex],
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rovnomérné rozdéleni [uniform distribution],
31
generovani vzorkil [sampling,
rozdéleni pravdépodobnosti [probability

distribution],
aposteriorni [posterior|, [50]
apriorni [prior|,
Bernoulliho [Bernoulli’s],
cilové [target probability distribution],
Cauchyho [Cauchy distribution],
Jeffreyovo neinformativni apriorniho [Jeffrey’s
non-informative prior|,
moment [moment],
normalni (Gaussovo) [normal (Gaussian)],

B3} 511 [76} [77]
rovnomérné [uniform)],

smés normélnich rozdéleni [mixture of normal
distributions],
zadané Bayesovskou siti [given by a Bayesian
network],
rozhodnuti [decision],
rozhodovaci pravidlo [decision rule],

rozptyl [variance],

sit [network]
Bayesovska [Bayesian],
sazka |bet]
definujici pravdépodobnost [defining
probability],
hovorové uziti [colloquial use|,
Mistrovstvi svéta v kulickach, [4]
simulace [simulation],
obecné rozdéleni pravdépodobnosti [general
probability distribution],
skryty Markoviv fetézec [hidden Markov chain,
hidden Markov model, HMM],
soufadnice [coordinate],
stfedni doba prvniho navratu [mean recurrence
time],
stfedni hodnota [mean expectation], [21]
statisticky model [statistic model],
aktualizace [update],
parametricky [parametric|,
statistika [statistics],
Bayesovska [Bayesian],
frekventisticka [frequentist|,
stav [state],
aperiodicky [aperiodic],
dosazitelny [accessible],
ergodicky [ergodic],

komunikuje [communicates],
pfechodny [transient],
perioda [period],
rekurentni [reccurent],
stacionarni [stationary]|,
stochasticka matice [stochastic matrix|,

tabulka [table]
podminénych pravdépodobnosti [conditional
probability table],
tent map, [206]
teorie miry [measure theory],
teorie moZnosti [possibility theory],
teorie rozhodovani [decision theory]
topologicky prostor [topological space], [
Hausdorffav, [10]
lokalng kompaktni [locally compact],
topologie [topology], [9]
tsunami [tsunami],

usporfadand mnozina [ordered set],
utilita [utility],
existence [existence of utility],
volba [choice of utility],

vybér [sample]
nahodny [random],
vérnost zékaznikii [customer loyalty],
véta [theorem]
centralni limitni [central limit theorem],
fundamentélni véta simulace [fundamental
simulation theorem)],
Lindebergova-Lévyho [Lindeberg-Lévy
theorem]|,
Vitaliho mnozina [Vitali set],
Viterbiho algoritmus [Viterbi algorithm],
vrchol [vertex],
dité |child],
potomek [descendant],
rodi¢ [parent],
vzorec [formula]
Bayestv [Bayes formulal, [6]
vzorek [sample]
generovany Bayesovskou siti [generated from a
Bayesian network],
néhodné veli¢iny [of a random variable],
normalniho rozdélen{ [normal distribution
sample],
pozorované data [observed datal,
pseudoniahodny [pseudorandom],
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rovnomérného rozdéleni [uniform distribution

sample],

vzorkovani dle dilezitosti [importance

sampling],

zékon velkych ¢isel [law of large numbers],
zamitaci metoda [rejection sampling,
accept-reject algorithm],
vzorkovani dle dileZitosti [importance
sampling],
zemétTeseni [earthquake],
zobrazeni [map]
logistické [logistic],
méFitelné [measurable],
tent map, [20]
ztrata [loss]
aposteriorni o¢ekavana [posterior expected
loss|,
priumérné [average loss|,
ztratova funkce [loss function],
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