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“OBJETIVO DE LA UA DE CALCUL
AVANZADO”

Aplicar elementos de funciones y de calculo de diversas variables
para describir modelos matematicos, que permitan plantear, analizar
y solucionar problemas matematicos —en forma analitica y utilizar
TIC y software especializado-, para el entendimiento posterior de
modelos de ciencias, entre otros; caracterizando el trabajo en equipo
bajo un marco de identidad profesional, propiciando la equidad de

genero y buenas practicas en el desarrollo de proyectos y en la
solucion de problemas.




“GUIA PARA LA UTILIZACION DEL
MATERIAL DE APOYO”

* Este paquete contiene 97 diapositivas que tienen como proposito
que los estudiantes de la UA de Calculo Avanzado, cuenten con un
material de apoyo para la Unidad Il Calculo Diferencial de Funciones
de Varias Variables, para facilitar la comprension de los temas de

dicha unidad.

* En este material se incluyen los temas que corresponde a lo
propuesto en el programa de la UA, con la extension que se solicita
en éste. En cada tema se incluyen las definiciones correspondientes y
se incluyen ademas los axiomas y ecuaciones correspondientes,
favorecer el entendimiento de los temas.

* El material que se presenta constituye un apoyo para el docente que
tenga la oportunidad de |mDart|r Ia unidad de aprendizaje de Calculo
Avanzado.
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Funciones de Varias Variables

Introduccion

* En muchos problemas aparecen varias variables
independientes en una funcion, estas funciones tienen
muchas aplicaciones en la ingenieria quimica. Por
ejemplo, la temperatura de un punto P en el espacio,
esta depende de tres coordenadas rectangulares Xx,y,z
del punto P; la transferencia de calor en un plano; el
movimiento de un fluido; la velocidad de descarga de
un fluido de un recipiente.




Funciones de Varias Variables

Funcion f de dos variables

Regla que asigna a cada par ordenado de numeros reales
(x,y) de un conjunto D un numero real unico que se
denota como f(x,y). El conjunto D es el dominio de fy
su rango es el conjunto de valores que toma f.

f(X,}’) :\/9_x2_y2




Funciones de mas de una
variable

Espacio numerico n-dimensional. Es el
conjunto de todas las n-adas ordenadas de
numeros reales y se denota por R".

Funcion de n variables es el conjunto de pares
ordenadas de la forma (P,w) en el que dos
pares ordenadas distintas cualesquiera NO
TIENEN el mismo primer elemento P.

Si n=| P=x
n=2 P = (x,y)
n=3 P=(xY,2)




Dominio
Conjunto de valores de x y y [variables independientes]
para los cuales existe la funcion.

Rango

Conjunto de valores que toma f(x,y) [variable
dependiente]

Es decir, el conjunto de todos los puntos P admisibles
recibe el nombre de dominio de la funcion y el conjunto
de todos los valores resultantes de w se denomina
contradominio de la funcion.




Ejemplo

Determinar y graficar el dominio de la funcion.
A)flx,y) =2x—y

El dominio esta definido por:

2x—y =20 o y<2x

Entonces el Dominio de F es:

(6 Y)ly = 2x}




B)f (x,y) = In(9 — x* — 9y?)

El dominio de la funcion esta definido por:
9—x%2—-9y2>0

1

—x*+y*<1

9 X“+y

Dominio: Y

1
{(x,y)lgx2+y2 <1} ’

I
|




C) Sea la funcion f, de las dos variables x,y v, el conjunto de
todos los pares ordenados de la forma (Pz) tales que

7= 25-X" -y

Determine dominio y contradominio

Dominio (x? + y?) <25 ¥1

Contradominio 0 <z <5

Vs
<




D) Sea

Encontrar el dominio D de f, esquematizar D y representar los
numeros f(2,5),f(1,2) y f(-1.2) sobre un eje w.

Solucion: El dominio D es el conjunto de todos los pares (x,y)
tales que: v —x2 > 0

vy > x?2 W
() -
z:(E,S):L"S] S-E 1fes - 52
25-0
{f02 =32

{f@2) -2




Ejercicios

Determina y grafiqua el dominio de la funcion y determina
su contradominio

A)f(x'y) = 4/ ZX—y

B)f(x,y) =\/x+y
O)f (x,y) =+/xy
D)f(x,y) =In(9 — x* — 9y*)

y —x*
1 — x2

EYf(x,y) =




Grado de una funcion polinomial

Una funcion polinomial de las variables x y y es una funcion f
tal que f(x,y) es la suma de términos ¢ x" y™

DONDE
c: numero real
Ny m:enteros no negativos.

El grado de una funcion polinominal esta determinado por la
MAYOR SUMA de los exponentes de x y y que se tienen en los
términos de la funcion.

fl,y)=x>+y3x+y+x3 Grado cuatro

flx,y) =x3y2+y3+x2+y* Grado cinco




Representacion grafica de una

funcion de dos variables

Si f es una funcion de DOS VARIABLES, Ia
grafica de f es el conjunto de todos los puntos
(%, y, z) de R3 para los cuales (x,y) es un
punto del domlnlo de fy z= f(x,y) y (Xx,y) esta
en D.




Ejemplo

* Graficar la siguiente funcion:
floy) =4 —4x? - y?

z% +4x* +y* =4
72 yz

2 . Z =1

X +4+4

z=>0







f(x,y) = Cos(x)







Ejercicios
Trace la grafica de la funcion

Af(x,y) = y*+1

B)f(x,y) =4x? +y% +1

O)f(x,y) = /16 — x2 — 16x2

D)f(x,y) =3 —x* — y?

E)x+vy?—3z2=1




Curvas de Nivel

Son las curvas cuyas ecuaciones son f(x,y)=K donde K es una
constante (en el rango de f).

Senala donde tiene una altura k la grafica de f.

(b)) z=senx + 2seny




Superficies de nivel

* El conjunto de puntos (X,Y,z) en el espacio donde un
funcion de tres variables independientes tiene un valo
constante f(x,y,z)=c.

Curvas de nivel.




En el estudio de la ingenieria
quimica es frecuente el uso de
curvas y superficies de nivel, en
diseno de experimentos,
isobaras, isotermas, etc.



Por ejemplo, una Isoterma de
adsorcion describe el equilibrio
de la adsorcion de un material
en una superficie a temperatura

constante. ,




Ejemplo

Dibujar un mapa de curvas de nivel f(x,y) = /y2? — x?2

2 _ 52 — |2
y2 —x? = (1)
y2 —x?=(2)°
y? —x* = (3)°

N

N

J




Ejercicios

Describa la superficie de nivel y dibuje un mapa de curvas de
nivel

A)f (x,y) = (y — 2x)*

B)f (x,y) = y? + x?
C)f(ny) = xZ _y2

D)f (x,y,2) = x* — y* — z*

E) = f(x,y) = /36 — 9x7 — 4




Funcion Compuesta de n
Variables

Si f es funcion de una variable y g una funcion de n variables,
entonces la funcion compuesta f o g es la funcion de n variables
definida por

(fog)(x1, %y oo X)) = f(g(x1, X5 wv i X))

Ejemplo

F(x) = Cos(x) G(x,y,z) = Jx2 + y2 + 22

F o G(x,y,2z) =F(G(x,y,2)) = Coz(yx? + y2 + z2




Limite de una funcion de n
variables

En el estudio de la ingenieria quimica es importante comprender el
concepto de limite y de diferenciales, para el estudio de los
fenomenos de transporte y de las reacciones quimicas. Por ejemplo,
si se considera una lamina de metal plana con forma de la region D y
cada punto (x,y) que se mide con un termometro, se representa en
el eje w.

Entonces, cuando el punto (x,y) se mueve dentro de la lamina la
temperatura aumenta, disminuye o permanece constante y (x,y) en el
eje w se mueve a la parte positiva negativa o permanece constante

4 W 4
y

lamina de
metal

fxy)




Limite de una funciéon de n
variables

Cuando la temperatura f(x,y) se acerca a un valor fijo L cuando (x,y)

se aproxima cada vez mas a un punto fijo (a,b), entonces, esto se

denota como sigue: R
8 lim f(x,y)=1

(X;y)—>(a,b)

El limite de f(x,y) cuando (x,y) tiende a (a,b) es L.

O< /(X—x)® +(Yy—b)* <& yt
entonces f(x,y)—L <&

lamina de




Limite de una funcion de n
variables

Definicion de Limite: Bola abierta en R" si A es un punto de R" y r es un numero
positivo, entonces la bola abierta B(A;r) es el conjunto de todos los puntos P de
R" tales que

|IP—-A|<r

Bola cerrada en R" si A es un punto de R" y re es un numero positivo, entonces
la bola cerrada B(A;r) es el conjunto de todos los puntos P de R" tales que

|IP—A|<Tr
|x —al =|x —al
|(x,3) — (X0, ¥0) | =V (%, %0)2 + (¥ — ¥0)?
P-A Distancia entre PY A

|P_A| = \/(x1 —a1)?+(xy — az)?+ -+ (xy — ay)*

Limite. Sea f una funcion de n variables definida en alguna bola abierta B(A:r),
excepto posiblemente en el punto A. Entonces, el limite de f(P) conforme P
tienda a A es L, lo cual se denota por:

lim f(p) = L




Limite de una funcion de dos

variables

Sea f una funcion de DOS VARIABLES con dominio D que
contiene, entre otros puntos arbitrariamente cercanos a (a,b).

El limite de f(x,y) cuando (x,y) tiende a (a,b) es L por lo que
se escribe:

Iim f(xy)=L
(x,y)—(a,b) &)

Si para cada numero:
€ > 0 existe un numero
6 > 0 tal que

Si(xy) 0<.(x—a)+(y —b)2< 8

enestecaso | f(x,y) —LI<e¢&




Teoremas de Limites

Los teoremas de limites del funciones con una variable se aplican para
funciones con varias variables independientes

A) Llim x,y)+ g(x, lim X, V) + lim X,
) him lf(xy) + gyl = lim fxy)+ lim g(xy)

fxy)
B) lim fxy) (xy)—>(ab) lim g(x y) == |

(xy)=(ab) gxy) - b)g( x,y) (xy)—>(a b)

C) Gy = | bim  floy) st dim  fGey) >0

(x, )')—>(a b)




Existencia de un limite

* Regla de dos trayectorias: Si dos
trayectorias que llevan a un punto
(a,b) producen dos valores limites
diferentes para la funcion f, el limite

no existe.
i Siz = f{x,v)

1 L. f(a,b)

Y

N ]
1
i ]

(a,b,0)




Ejemplo

* Evaluar los siguientes limites, si existen

x* — 4y°

1
‘) (x7)>(0,0) X2 + 2y2
4
X
— — A2
f(x, O) — F =X

x+0 f(x,0)—>0

_4y2

f(O'y) — 2y2 = —2

El limite no existe



lim x% +y?
()00 Jx24+2y2+1-1

D)

- x? 4+ y? X2 +y2+14+1
()00 Jx2+y2+1—-1)\(Yx2+y2+1+1

((x2 +y)Jx2 +y2 + 1+ 1)

x? + y?

lim
(x.y)—(0,0)

olim (\/x2 TyZ+1+ 1) 2




Ejemplo:

Utilizar el ultimo teorema para demostrar que el
limite de f(x,y), cuando este tiende a (0,0) no existe,
si la funcion esta definida por:

Xz_yz
X*+y’°

Solucion: La funcion f(x,y) esta definida para todos
los puntos en R2 excepto en (0,0). Aplicando el
teorema se puede establecer que:

Si (x,y) tiende a (0,0) a lo largo del eje x entonces
la coordenada y siempre sera cero y la funcion
f(x,y) se reduce a




Jim - f(x,p)=lim (x,0)

=lim x*/x°
= lim |1
=1
Si f(x,y) tiende a (0,0) a lo largo del eje Y entonces

la coordenada x siempre sera cero y la funcion
f(x,y) se reduce a:

lim f{_‘q",}'] =lim f{ﬂ!}'} = li.l'l'."l.{—lj = lim - },2 ‘,.f}.l - _1
(2,1 )= (000 (1—+5) =0 Py

Como se obtienen dos valores diferentes por la
Regla de dos Trayectorias, el limite no existe.




Ejercicios

Determine el limite si es que existe:

A lim (5x% — x2y?
)(x.y)—>(1,2)( y°)

4 — xy

B li
) (x.y)lg%l,z) x2 + 3}/2

. Xy
C) lim
(xy)=(1,2) [x2 4 yZ

D lim e Vsen(mz/2
)(x.y,z)—>(1,2) (nz/2)
x2yeY

E li
) ey)o(12) Xt + 4y?




Continuidad de una funcion de
dos variables

Una funcion de don variables es continua en (a,b) si:

lim  fGoy) = f(ab)

(x,y)—

f es continua en D si f es continua en todos los puntos
(a,b) de D

Se dice que f es continua en el punto A si y solo si se satisfacen las
tres condiciones siguientes:

1. f(a) esta definida (a esta en el dominio de f)
2. lim f(x) existe

X—-a

3. limf(x) = f(a)




Ejemplo

* Determinar el conjunto de puntos en los que las siguientes
funciones son continuas:

A)G(x,y) = In(x* + y* — 4)

x? 4+ y? = 4 es continua en R?
In(t) es continua cuando t > 0
Dominio
{LY)x? +y? =4 > 03={(x, y)|x* + y* > 4}

1+ x? + y?

(G, Y| —x2 —y? # 0}3={(x,y)|x* + y* # 1}




Ejercicios

X—y
Af(xy) =175 + 2
S
e S

C)f(x,y) = arctan(x + +/y)

D)g(x,y) = In(x* + y* — 4)

( x2y3
E)f(x,y) =1 2x% + y?
\ 1 si(x,y) =0

si(x,y) # 0




Derivacion

Sea f una funcion de n variables x;,X,,...,X.. Entonces la derivada
199229°°*9*n

parcial de f con respecto a x, es la funcion denotada por D,f; tal

que su valor de funcion en cualquier punto P del dominio de f

esta dado por
lim f (X X0y Vi FAX +o, X)) — T (X X000, X))

AX, —0 Axk

D, f(X,X,,..0,X,) = aaf(xl,xz,...,x

k
* Sea f una funcion de dos variables. Las primeras derivadas
parciales de f con respecto a x y a y son las funciones f, y f,
definidas por:

Fx,y+h)-T(xy)
h

f(x,y) =lim f(x+h’yr)]_ ey B =i



Derivadas de funciones de Varias
variables

S| f es una funcion de dos variables sus derivadas
parciales son las funciones f, y f,.

z=f(x,y)

* Para determinar f,, conserva a y constante y
deriva f(x,y) con respecto a x.

* Para determinar f,,, conserva a x constante Y
deriva f(x,y) con respecto ay. I
5 6

J@a=re



Notacion para derivadas

parciales
Siz=f(x,y)
0 0 0
fe(%,y) = fx =£=af(x,y) =£=f1 = D,f
= Dyf

af 0 0z

Woey)=fy =5,=5,/ %y =50=f2 = Daof
=D, f




Derivadas parciales

Los teoremas de derivacion de una funcion de una
variable se pueden tomar como base para derivar una
funcion de n variables.

* Derivacion de una suma
* Derivacion de un producto
* Derivacion de un cociente

* Regla de la cadena, etc




Derivadas parciales

La interpretacion geometrica de una derivada parcial
de una funcion de dos variables es semejante a la de una
funcion de una variable. Si se considera a y constante:

Yy = Y., la ecuacion de la superficie es z=f(x,y_) y esta
representa la ecuacion de una traza de esta superficie en
el Plano y_.Ya que la curva es la interseccion de estas dos
superficies. Ahora f (x,y) es la pendiente de la recta
tangente a la curva representada por ambas ecuaciones.

By (3 A3, )




Por ejemplo, si u = f(x,y) y v = g(x,y), entonces la
Regla del Producto y la Regla del Cociente y la Regla
de la Potencia, se definen como:

o(,)-u(,)
8(UU)ZU50+08U 8(u)_ X 2 X
dx dx  dx dx v v
0 , OU
u'y=m"




Ejemplos
Calcular las primeras derivadas parciales

X
A _ B y) === xy~!
Yf(x,y) =y> —3xy (x,y) Xy

x A, =0-—3 1
f(x )’) y fx(X,}’) :y—l :;
fy(x,y) = 5y* — 3x

X
fy(x;Y) — _Xy_z — —?




Ejemplos
Obtener oW paraw= xy2e*

Solucion: w=xyze? = (xy?) (e¥)

cW

— = 1—{'&*‘ )=+ (e” I—I‘H )

I:?".

=(xy?) (xe?) + (e7) (2xy)

= xye¥ (xy + 2)




Ejercicios
* Calcule las derivadas parciales de las siguientes funciones:

A) z=(2x+ 3y)

9
B)f (x,y) =§;§ A
C)w = sen(a) cos(b) T

A\

D)f(r,s) =rIn(r? + s?) n " W
- S

F)u = te%/t




Ejemplo

Determine la diferencia de la funciéon
A)z = x3In(y?)

B)m = p>q° :
¥ =0
C)R = aB? Cosy fo p
10 QUE SE DERIVA
D)T =
) 1+ uvw

C)w = xye**




Segundas Derivadas Parciales

of\ 9 f 02
() 1= fix = f11—a(ax) =

of\  9*f 9%z
(fx) —fxy flz_@(@x) ayax—ayax

of\ 9%y 02z
Uy) = Tox = f21_6x oy~ oxdy oxdy

of\ 8%y 9%z
dy) 0dy? 0y

(fy) y: fyy = fo2 = ay<




Ejemplo
Determine las segundas derivadas parciales

flx,y) = x3y> + 2x*y

f.(x,y) = 3x2%y> + 8x3y
(x,y) = 5x3y* + 2x*
fy(x,y y

frex (X, ¥) = 6xy5 + 24x2y
fry(x,¥) = 15x%y* + 8x3

fyx(x,¥) = 15x%y* + 8x3
fyy(x;y) — 20x3y3




Ejemplo
. 23w 03w
Encuentre la derivada

0z0yox y 0x20y

de la funcion:

X

—_ — 2 -1
y+2z *O+22)
aw
a - = = (y+ Zz)
% %(~1)(y +22) (1) = —x(y +22)
0%w —2 ~
5yox —-(y+2z) "(1)=-(W+22)
23w

— -3 _ _3
0z0yox —(—29(y +2z) "(2) =4y + 22)

92w 5 Pw
0x0y 0x20y




Ejercicios
Determine las segundas derivadas parciales
Af(x,y) = x3y°> + 2x*y

B)w = \/u2 + v2

Xty
1—xy
Encuentra las derivada parcial indicada

C)z = arctan

D)f(x,y) = 3xy* + x°y? frxy fyyy
Y compruebe que fy,=f,x

E)f(x,t) = x?e™ fet fexx




Regla de la cadena

Suponga que n es una funcion diferenciable de n
variables xq, x5 ...... Xn y cada x; es una funcion
diferenciable de las m variables ¢y,t; ...t,.
Entonces u es una funcion de ty,t; ...t ¥y

dJu Judxy O0u dx, ou dx,
= + + L ] +
ati axl ati axz ati axn 6ti

Para cada i=1,2,....,m




Si z= f(x,y) en una funcion de x y y diferenciable,
donde x =g(t) y y=h(t) son funciones de t
diferenciables. Entonces z es una funcion de t
diferenciable y

dz afdx+ of dy
dt odxdt 0dydt

dz azdx_l_azdy
dt odxdt dydt




Ejemplo

. dz
Aplicar la regla de la cadena para hallar —

Z=\/1+X2 _|_y2 X:]n(t) y=COS(t)

dz_afdx_l_afdy
dt odxdt OJdydt

=l a2 4y @0 (42 22 +yD) 7 (29)(=Sine

1 X .
= (— — ysm(t))
J1+x2+y2\t




Si z = f(x,y) en una funcion diferenciable de x
yy donde x = g(s,t) y y = h(s,t) son
funciones diferenciables de s y t, entonces

dz 0z0x 0zdy
ds O0xds Odyos

dz 0zdx 0zO0y
ot dxdt aJyat




Ejemplo

0z 0z

Calcular =Y

z =x?y3 x =5cos(t) y = 5sin(t)

dz 0zdx 0zdy 3 2.2
%_EE-I_EE_ 2xy°cost + 3x“y~ sin(t)

0z azax+azay
gt 0Ox ot Odyat

= 2xy3(—sSin(t)) + 3x2y?)(sCos(t))

= —2sxy3 sin(t) + 3sx?y?Cos(t)




Ejercicios

dz dw

* Aplicar la regla de la cadena para hallar = YV I

Az=x*+y*+xy x=Sen(t) y=et

B)z =1+ x2+y2 x = In(t) y = Cos(t)

* Mediante la regla de la cadena encontrar % y %
C)z = x?y3 x = s Cos(t) y = s Sen (t)

D) z = Sen(8)Cos(0) 0 = st? 0 = s’t

E)z =e" Cos(0) r = st 0 =+/s%+ t?




Derivacion implicita

Una ecuacion de la forma F(x,y)=0 define a y de forma implicita
como una funcion diferenciable de x.

dF dx JdF dy _ 0
dx dx dy dx
d oF d
X = 1 de este modo si — # 0 se determina —
dx ay dx
oF
dy _ _0x _ _E
dx E)F Fy
0x
oF oF
9z _ _ox 0z _ 0y
ox JoF ay  OF
0z 0z




Ejemplo

» Calcular % de yCox(x) = x? + y?

F(x,y) = yCos(x) —x* —y* =0

dy E, —ySin(x) — 2x _ 2x + ySin(x)

dx F, B Cos(x) —2y  Cos(x) — 2y

: Calcularzyg—;dex2+2y2+322—1=O

ox
0z K 2x X

dx F, 6z 3z




Ejercicios

* Mediante derivacion implicita determine Z—JZC y Z—;

A)x? + y? + z? = 3xyz

B)z — x = arctan(yz) Hdemjﬁﬁﬁlﬁﬁdl
C)yz =In(x + z) _ .,
D)sen(xyz) = x + 2y + 3z ' a g

E)e? = xyz




Diferencial Total de una funcion
de n variables

Si f es una funcion de las n variables
X|yX5yX35..,X, Y f es diferenciable en P,
entonces la diferencia total de f es la
funcion df que tiene valores de funcion
determinados por:

0y of of
df = a—xldxl +a—xzdx2 + "'+den




Ejercicio

Determinar la diferencial de la funcién
z = e “*Cos2mt

dz = 22 ax + 22 i
ox " T ot

= e %2*(=2)Cos2nt dx + e ?*(=Sin2nt)(2m)dt

= —2e *XCos2mtdx — 2me~%*Sin2nt dt




Ejercicio
A2 2
Seq O =AX"—OXy+Y".
Encuentre dw y usela para calcular aproximadamente el

cambio en w cuando (x,y) varia de (2,2) a (2.01, 1.98).
Solucion:

doo = °? dx+ %@ dy
dx oy

= (8x - 5y) dx + (-5x+2y)dy
Sustituyendox =2,y = 2,dx = Ax = 0.01,
dy = Ay =-0.02




Ejercicio
deo = (16 —10)(0.01) + (10 + 4)(-0.02)
de = (6)(0.01) + (—6)(-0.02)

dw=0.06

Graficamente d@
representa un cambio o incremento en el contradominio de la funcién ()

W
Y

- (oedon, vl
Hiowr

fi %¥)




Derivada Direccional

Permite calcular la razon de cambio de una funcion de dos
o mas variables en cualquier direccion.

Si f es una funcion diferenciable de x y de y, entonces f
tiene una derivada direccional en la direccion de cualquier
vector unitario u =< a, b >, o bien

0= cosi +sendy

Definiendo a la derivada direccional como:

D.f(x,y) = fx(x,y)a+ f,(x,y)b




Ejemplo

* Calcular la derivada direccional de la funcion en el punto dado en la

direccion del vector.

Af(x,y) =e*Sin(y) (O, g) v=(—6,8)

Vi(x,y) = (e*Sin(y),e*Cos(y))
T V3 1
7f(0.3) = <7'§>

1 3 4
S Comer T T <_§'§>

PRI I

u




B)g(p,q) = p* — p*q° (2,1) v=1i+3j
Vg(p,q) = (4p° — 2pq>) + (—3p?q?)j

7g(2,1) = 28i — 12

. r .
=\/(1)2+(3)2 (l+3])=\/.ﬁ(l+3])

u

D,g(2,1) =Vg(2,1)u = (28i — 12)) (%) (i + 3))

1 8
=755 B30 =5




Ejercicios

* Calcule la derivada direccional de la funcion en el punto dado
en la direccion del vector v

Af(x,y)=1+2xyy (34  v=(4,-3)
B)f(x,y) =ln(x*+y*) (21) v=(-12)
Ofy)=p*—p*¢> @21 v=i+3j
D)f(x,y) =2x*+y* (-1,1) v =3i—4j

EYf(x,v,2z) = x* + 2y* — 3z* (1,1,1) v=i+j+k




Vector Gradiente

Producto punto de dos vectores

Dyf(x,y) = fr(x,y)a + fy(x»)I)b
— (fx(x: y) + fy(xJY)b> *(a, b)

— (fx(x; y) + fy(x»Y)b> * U

Si f es una funcion de dos variables x y y entonces la gradiente
de f es la funcion vectorial Vf definida por

7 0
Vf(xy) = (fx(x.¥) + f,(x,y)b) = a—ii v

dy
Dy f(x,y) = Vf(x,y)u




Vector Gradiente para tres variables

0 0 d
Vf=(fx.fyfz) = a—£i+a—£i+£k

La derivada direccional para tres variables
se expresa:

D,f(x,v,z) =Vf(x,y,z) u




Maximizacion de la derivada
direccional

Suponga que f es una funcion diferenciable
de dos o tres variables.

El valor maximo de la derivada direccional
D,f(x) es |Vf(x)| y se representa cuando
u tiene la misma direccion que el vector
gradiente Vf(x).




Ejemplo

f(x,y) =sen(2x +3y) P(—6,4) u= %(,/31’ —J)

A)Determine el gradiente de f

Vi(x,y) = g—ii + Z—f]j = [Cos(2x + 3y) * 2]i + = [Cos(2x + 3y) * 3]j
= 2Cos(2x + 3y)i +3Cos(2x + 3y)j

B)Evalué el gradiente en el punto P
Vi(—6,4) = (2Cos(0)i) + (3Cos(0)j) = 2i + 3j

C) Encuentre la razon de cambio de f en P en la direccion del vector P.
1
Dyf(=6,4) = Vf(—64)u = (2i + 3)) * = (V3i - )
1 3
=E(2\/§—3) =\/§—E




Ejemplo

* Determina la maxima razon de cambio de la funcion f en el
punto dado y la direccion en la cual se presenta.

f(x,y) = 4y/x (4,1)

Vi(x,y) = <4y (% x_%) : 4«/§> = <% 4x/§>

Direccion de la maxima razon de cambio:
Vf(4,1) =(1,8)
La maxima razon de cambio:

IVf(4,1)| = V1 + 64 =65




Ejercicios

A) Determine el gradiente de f. B) Evalué el gradiente en el punto P.C)
Encuentre la razon de cambio de f en P en la direccion del vector P.

2
Af(x,y) = y?

B)f(x,v,z) = xe?Y?

Of(x,y,z) =/x+yz
DY)f(x,y,z) = x*yz — xyz3

P(1,2)

P(3,0,2)

P(1,3,1)

P(2,—1,1)

P(0,1,-1)

u =%(2i+\/§j)

2 21
“Y=l1307 33
236
Y=\7707
o83
u_ )5)5




Ejercicios
* Determine la maxima razon de cambio de funcion dada en el

punto senalado y la direccion en la cual se presenta.

y2

Afey) =— (2,4)
B)f(p,q) = qe™ +pe™ (0,0)
C)f (x,y) = Sen(xy) (1,0)
D) (e, y,2) = S0 (1.1, -1)

EYf(x,y,z) =tan(x + 2y + 32) (-5,1,1)




Plano tangente y vector normal a
una superficie

Vector normal

* Un vector ortogonal a un vector tangente de toda curva
C que pase por un punto Po de una superficie S, se
denomina vector normal a S en el punto Po.

* Si una ecuacion de una superficie S es F(x,y,z) =0y si F
es diferenciable y F,, F, y F, no son todas cero en el
punto P_(x,,Y.Z,) es un vector normal a S en P..

Plano tangente

* Si una ecuacion de una superficie S es F(x,y,z) =0y F
satisface la hipotesis anterior entonces el plano tangente
de S en el punto P_(x,y.,z,) es el plano que pasa por P,y
tiene Vf (x,y,z,) como un vector normal.




Plano tangente y vector normal a
una superficie

Una ecuacion del plano tangente de la ecuacion
anterior es

FX(XO’YO’ZO) (X-Xo) T Fy(xo’Yo’zo) (Y-YO) + Fz(xo’YO’Zo) (Z'Zo) = 0
o bien,

\%i (xo’YO’Zo) ¢ [(X-XO) i+ (Y-YO)j T (Z'Zo)k] =0

La ecuacion anterior puede reescribirse como:
Z-Zo= fx (xo’Yo)(x'xo) + fy(xo’YO)(Y'Yo)

considerando que Z = f(x,y) en el punto (x_yz,)
de una superficie S es F(x,y,z) = 0




Plano Tangente y vector normal
a una superficie

Es decir, si una ecuacion de una superficie S es

F(x,y,z) = 0 y F satisface la hipotesis anterior entonces
el plano tangente de S en el punto P (x,Y,Zz,) es el
plano que pasa por P, y tiene Vf (x,Y,2Z,) como un
vector normal.

Fx(xO;YO,Zo)(x — Xo) + Fy(xo:)’o,zo)(y — Yo )+ Fz(xoryO,ZO)(Z —25) =0




Vector normal

Ademas, un vector ortogonal a un vector tangente de toda
curva C que pase por un punto P, de una superficie S se
denomina vector normala Sen P,

Si una ecuacion de una superficie S es F(x,y,z) =0y si F es

diferenciable y F,, F, y F, no son todas cero en el punto

P (XY, Z,) € un vector normala S en P..

Ecuaciones Simétricas

(x — xp) _ (Y — ¥o) _ (z — zp)
Fx(xO»YO,ZO) Fy(xO'yO,ZO) Fz(xo»YO,Zo)




Ejemplo

xXyz* =6 (3,2,1)
A) Determinar la ecuacion del plano tangente
Vi(x,y,2) =(yz* xz?, 2xyz)
Es un vector normal para el plano de la tangente a (3,2,1)
Vf(3,2,1) =(2,3,12)
La ecuacion del plano tangente es:
2c—3)+3(y—-2)+12(z—-1) =0
2x + 3y + 12z = 24

B) Determinar la ecuacion de la recta normal de la superficie en el punto
dado

La normal (2,3,12) cuyas ecuaciones paramétricas son:
x=3+2t y=24+3t z=1+12¢
Ecuacion Simétrica
x—3 y—2 z-1
2 3 12




Ejercicios

A) Determine la ecuacion del plano tangente. B) Determine la
ecuacion de la recta normal de la superficie en el punto dado

A)2(x — 2)%+(y — 1)%+(z — 3)%= 10
B)y = x* — z*
C)yz = In(x + 2)

D)x? — 2y* + z* + yz = 2

E)x — z = 4 arctan(yz)

(3,3,5)
(4,7,3)
(0,0,1)
(2,1,—-1)

(1+m1,1)




Valores Extremos: Maximos y
Minimos

Una funcion de dos variables tiene un maximo relativo en (a, b)
* Si f(x,y) < f(a,b) cuando (x,y) esta cerca de (a, b)
El numero f(a, b) recibe el nombre de valor maximo relativo

* Si f(x,y) = f(a,b) cuando (x,y) esta cerca de (a, b), entonces
f(a,b) es un minimo relativo en (a, b)

El nimero de f(a, b) es un valor minimo relativo. -a -
maximo

Si las desigualdades de la definicion Ise y absoluto

maximo

cumplen para todos los puntos (x,y)

en el dominio de f, entonces f tiene
un maximo absoluto o un minimo I e o)
absoluto en (a, b).

minimo

minimo local

absoluto




Prueba de la segunda derivada

D = D(a,b) = fix(a,b)f,y(a,b) — [fe,(a,b)] ?

SiD >0y f.(ab) >0, entonces f(a,b) es un minimo relativo

SiD >0y f.(ab) <0, entonces f(a,b) es un maximo
relativo

Si D < 0, entonces f(a,b) [(a,b) se llama PUNTO SILLA] no
es ni un maximo relativo ni un minimo relativo.

Si D = 0 la prueba no proporciona informacion: f podria tener
un maximo relativo o un minimo relativo en (a,b) o bien (a,b)
podria ser un punto silla de f

fxx fxy

=1 fin

— fxxfyy - (fxy)z




Ejemplo

Calcular los maximos y minimos locales y el punto o puntos
de silla de la funcion.

flx,y) =y3 +3x%y — 6x* — 6y* +2

f = 6xy — 12x

fy = 3y*+3x*—12y
fax = 6y — 12

fry = 6%

fyy = 6y — 12

Si f,, =0

(6xy —12x = 0) (%)
x(y—2)=0 y=2 x=0




Si £, = 0
1
(By? 4+ 3x% — 12y = 0) (§)

x*+y(y—4)=0
OBTENER PUNTOS CRITICOS

Si X=0
0)¥+yy—-4) =0 - yy—-4)=0
Setiene un punto critico en (0,0) y (0,4)
SI'Y=2

X2+2(2—4)=O —)x2=4
x =12
Setiene un punto critico en (£2,2)




D(0,0) =144 >0 Maximo local
fx(0,0) = =12 <0

£(0,0) = 2
D(0,4) =144>0 Minimo Local
fi(0,4) =12 >0
£(0,4) = =30
D(+2,2) = (0)(0) — (+12)* = —144 Puntos Silla

<0




Ejercicios

Calcule los maximos y minimos relativos y el punto o puntos de
silla de la funcion.

Af(x,y) =9 — 2x + 4y — x2 — 4y?
B)f (x,y) = e*¥ ="

C)fx,y) = 2x3 + xy? + 5x2 + y?
D)f(x,y) = e*Cos(y)

E)=f(x,y) =y?—2yCos(x) 1<x<7




Valores maximos y minimos
absolutos

Para calcular los valores absolutos maximos y minimos de
una funcion continua f en un conjunto cerrado y acotado D:

I Se calculan los valores de f en los puntos criticos de
fen D.

|l Se determinan los valores extremos de f en el limite
de D

El mas grande de los valores de los pasos | y Il es el valor
maximo absoluto; el mas pequeno de estos valores es el
valor minimo absoluto.




Ejemplo

Determinar el valor maximo y minimo absoluto de f en el conjunto D
f(x,y) = x? + y* — 2x,D es la region triangular (2,0)(0,2)y (0, —2

[ =2x— 2
fy =2y
Para f,
2x —2 =0
x=1
Para f,
Punto critico (1,0) 2y =0

£(1,0) = —1 y =0




- EnLI x=0
f0,y) =y?para —2<y<2
Tiene un minimo en y=0
DONDE £(0,0) = 0 y este es un maximo en y + 2. Donde f(0,+2) = 4
cEnL2y=x-2
3

2
ParaOSxSny(x,x—Z)=2x2—6x+4=2(x—5) —% que tiene

» 3 3 1\ (1 _
su minimo en x =~ DONDE f (5,5) = (E) donde f(0,—2) = 4
y=2—x 0<x<2
3.° 1

f(x,Z—x)=2x2—6x+4=2(x—§) —5

V4 . 3
Alcanza un minimo en x = p

Donde f (;,%) = —%y este es un maximo en x = 0 Donde f(0,2) = 4

El maximo absoluto de fen D es f(0,+2) = 4 y el minimo absoluto
es f(1,0) = -1




Ejercicios
Determine el valor maximo y minimo absoluto de f en el conjunto D

A)f(x,y) =1+ 4x — 5y ,D es la regidn triangular cerrada con
vértices (0,0) (2,0) y (0,3)

B)f(x,y) =3+ xy —x—2y,D es la region triangular cerrada
(1,0) (5,0) y (0,3)

O f(x,y) =x*+y%+x%y + 4
D={(yIx| <1yl <1}

D)Yf(x,y) =x*+y*—4xy + 2
D={(xy))0<x<3,0<y<2}

E)f(x,y) = 2x* + y*
D ={(x,y)|x* +y* <1}




Metodo de los Multiplicadores
de Lagrange

Para determinar los valores maximos y minimos de f(x,y,z)
sujeta a la restriccion g(x,y,z)=k

[Suponiendo que estos valores existan y que Vg # 0 se
encuentra la superficie g(x,y,z)=k]

|- Determine todos los valores de x,y,z y 4 tal que:

Vi(x,y,z) =AVg(x,y,z)
gx,y,z) =k

lI- Evalué f en todos los puntos (x,Y,z) que resulten del paso (I).
El mas grande de estos valores es el valor maximo de f; el mas
pequeno es el valor minimo de f.




Encontrar los valores de f sujetos a ambas restricciones.
f(x,y,z) = x+ 2y x+y+z=1 y*+z2=4

flx,y,z) =x+ 2y
gx,y,z)=x+y+z=1
h(x,y,z) =y? +2z%> =4
Vi =(1,2,0) AVg = (AL A7) uVh = (0.2uy, 2uz)

Entonces
1
1=}\—>2=)\+2uy—>0=7\+2uz—>py=5=—uy
-t ,, __1
Y= Tt T Ty

x+y+z=1
1
x=1->y+z2=4->p=4+——

T 2V2

Los posibles puntos son:

(1++V2,+V2)
f(1,vV2,—V2) =1+2V2
f(1,—V2,vV2) =1-2V2

El valor maximo es

El valor minimo es




Dos restricciones

Si desea calcular los valores maximos y minimos de una
funcion f(x,y, z) sujeta a dos restricciones (condiciones
colaterales) de la forma g(x,y,z) = ky h(x,y,z) = k.

Esto quiere decir que esta buscando los valores
extremos de la funcién f cuando (x, y, z) esta restringida
a quedar en la curva de interseccion C de las superficies

de nivel g(x,y,z) = ky h(x,y,z) = k.

VX0, Yo, 20) = AV G(X0,Y0,20) + WV R(X0, Y0, Z,)




Ejemplo

fx,y) =x*+y? xy =1
Vi =AVg

(2x,2y) = (Ay, Ax)

2x =Ay -2y =A&x-oxy=1
x+0 v y+0

2x = Ay ?\=27x

Sustituyendo
2x —
2x=<7>x—>y2 =x?->yFx

Como xy=1 - x=y=+1
Los posibles puntos de los valores extremos de fson (1,1) y (—1,—1)

xy =1
f(x,y) = x? + y* puede ser arbitrariamente grande.
Valor minimo es f(1,1) = f(—1,—-1) = 2




Ejercicios

* Mediante multiplicadores de Lagrange encuentre los valores

maximos y minimos de la funcion sujetas a las restricciones
dadas.

Af(x,y) = x%y xy =1

B)f(x,y,z) =2x+6y+10z x?+y?+2z?2=35
O)f(x,y,2z) =xyz x? +2y%+3z2=6
DYf(x,v,2) = x*> + y? + z? xt*+yt+zt =1

EYf(x,y,z,t) = x + 2y x+y+z=1 y2 +z2 =4
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