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Prefacio

El estudio de los cuadrados mégicos, desde sus inicios, ha resultado ser muy atractivo,
proponiendo grandes retos para caracterizar este conjunto.

En un inicio, el problema se centré en construir cuadrados mégicos con entradas
enteras consecutivas, por lo que se manejé6 a través de la Teorfa de Nimeros adecuando
un marco tedrico que le di6 sustento, consistente esencialmente en dos teoremas con
los cuales es posible fabricar cualquier cuadrados mégico de enteros consecutivos.

El problema. presenta caracteristicas que conjugan elementos del Algebra y la
Geometria. Buscando dar sustento a algunos patrones geométricos observables, se
puede inscribir dentro del Algebra Lineal como un subespacio vectorial de las matrices
cuadradas de orden n.

Con el concepto bésico de dependencia lineal, es posible describir cualquier cuadrado
maégico de suma s, como una variedad lineal del espacio vectorial de cuadrados mégi-
cos de suma cero. El objetivo de este trabajo se centra en la caracterizacién de este
espacio vectorial.

Contenido de los capitulos

El contenido de los capitulos del presente trabajo, se resume de la siguiente ma-
nera:

e Capitulo 1

Se presenta una revisién a lo largo de la historia del uso y estudio de los cuadra-
dos mégicos. Se presentan métodos de construccién regulares para el caso impar
y muiltiplos de 4. Se observa una estructura vectorial del conjunto de cuadrados
maégicos de orden n.

e Capitulo 2

El objetivo de este capitulo es caracterizar el espacio vectorial mégico a través
de una variedad lineal del subespacio vectorial mégico de suma cero. Para
lograrlo se estudia en primera instancia su dimensién. Se proponen algunas
soluciones particulares de patrones regulares, y que siguen una estructura sparse.
Se propone una forma novedosa para construir bases para el espacio mégico de
suma. cero, se muestra una base para orden par y una para orden impar obtenidas
a partir de este marco teérico y con propiedades atractivas.
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e Capitulo 3

En este capitulo, se hace un recuento de los logros obtenidos durante el desar-
rrollo del trabajo.

e Apédice A

Se presentan los m-files programados en MATLAB con los cuales se obtienen .
las bases particulares de cuadrados mégicos de suma cero descritas en el capftulo
2;




Capitulo 1

Cuadrados magicos

La construccién de cuadrados mégicos es un problema matemético milenario, dado
un arreglo matricial cuadrado de orden n colocar los numeros naturales del 1 al n?,
de tal forma que la suma de las entradas de cualquier columna, renglén y sus dos
diagonales es constante, cantidad que nombramos constante mdgica s.

En este capitulo mostraremos algunos algoritmos atractivos que se han costruido
con base en la Teorfa de Nimeros; la teoria que sustenta a estos algoritmos no re-
presenta la finalidad de este capitulo, el interés estd en conocer como los cuadrados
mégicos se han desarrollado a través de la historia y conocer al menos una forma de
construirlos para cualquier orden.

1.1 Un poco de historia

1:;'
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e
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Lo Shu

En la antigua China ya se conocian los cuadrados mégicos desde el III milenio
a. C., como atestigua el Lo Shu. Segin la leyenda, un cierto dia se produjo el
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desbordamiento de un rfo; la gente, temerosa, intenté hacer una ofrenda al Dios del
rfo Lo para calmar su ira. Sin embargo, cada vez que lo hacfan, aparecfa una tortuga
que rondaba la ofrenda sin aceptarla, hasta que un chico se di6 cuenta de las peculiares
marcas del caparazén de la tortuga, de este modo pudieron incluir en su ofrenda la
cantidad pedida (15), quedando el Dios satisfecho y volviendo las aguas a su cauce.

Igualmente conocieron combinaciones de esta clase los hindues, egipcios, drabes
y griegos. A tales cuadrados, las diferentes culturas les han atribuido propiedades
astrolégicas y divinatorias portentosas grabsandose con frecuencia en talismanes. Asf,
como recoge Cornelius Agrippa en De oculta philosophia libri tres (1533), el cuadrado
de orden 3 (suma 15) estaba consagrado a Saturno, el de 4 (suma 34) a Jupiter, el de
5 (suma 65) a Marte, el del 6 (suma 111) al Sol, el del 7 (suma 175) a Venus, el del
8 (suma 260) a Mercurio y el de 9 (suma 369) a la Luna; idéntica atribucién puede
encontrarse en la astrologfa hindi.

La introduccién de los cuadrados mégicos en occidente se atribuye a Emanuel
Moschopoulos en torno al siglo XIV, autor de un manuscrito en el que por vez primera
se explican algunos métodos para construirlos. Con posterioridad, el estudio de sus
propiedades, ya con cardcter cientffico, atrajo la atencién de grandes mateméticos
que dedicaron al asunto obras diversas a pesar del desconocimiento practico de los
cuadrados mégicos. Entre ellos cabe citar a Stifel, Fermat, Pascal, Leibnitz, Frenicle,
Bachet, La Hire, Saurin, Euler, ... podemos decir que ningiin matemaético ilustre ha
podido escapar a su hechizo.

El cuadrado mégico de Alberto Durero, tallado en su obra Melancolfa estd con-
siderado el primero de las artes europeas. En el cuadrado de orden cuatro se obtiene
la constante mégica (34) en filas, columnas, diagonales principales, y en las cuatro
submatrices de orden 2 en las que puede dividirse el cuadrado, sumando los mimeros
de las esquinas, los cuatro nimeros centrales, los dos mimeros centrales de las filas
(o columnas) primera y 1ltima, etc. y siendo las dos cifras centrales de la 1ltima fila
1514 el ano de ejecucién de la obra.
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Detalle "cuadrado mégico" en la esquine
superior derecha de Melancolia

Melancolia de Alberto Durero

1.2 Construccién de algunos cuadrados madgicos

En la literatura, podemos encontrar una cantidad extensa de cuadrados maégicos, asi
como algoritmos para construirlos. En este trabajo nos centramos en aquellos que
muestran patrones regulares para su construccién, siendo estos los més conocidos por
limitarse a las caracteristicas de un cuadrado mégico y a su sencilla construccién.

De manera adicional, pueden imponerse condiciones adicionales al cuadrado,
obteniéndose cuadrados bi-mégicos, tri-mégicos, etc. Andlogamente pueden cons-
truirse circulos, poligonos y cubos maégicos.

No existe un método general para construir cuadrados mégicos de cualquier orden,
siendo necesario distinguir entre los de orden impar, los de orden miiltiplo de 4 y el
resto de orden par (4n + 2).

1.2.1 Cuadrados magicos de orden impar

La forma més conocida para construir cuadrados mégicos de orden impar es usando el
método publicado en 1691 por Simon de la Loubere, lamado a veces método Siamés,
pais en el que de la Loubere desempen el cargo de embajador de Luis XIV, método
bien conocido por los astrélogos orientales de aquella época.
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La idea central del método, inicia colocando en la casilla central de la primera fila
el primer mimero de una lista de naturales consecutivos, después se rellena la diagonal
quebrada con los siguientes mimeros en sentido NO (6 NE). Completada la primera
diagonal se rellena la diagonal consecutiva hacia el centro en la misma direccién,
empezando por la casilla adyacente a las 1iltimas dos posiciones, repitiéndose el paso
anterior con el resto de las diagonales hasta completar el cuadrado.

NO NE
1724(_1;_)]_8 15
2315 | no ikl JRE NE
s IAEEN
;0 SO X SE
11

SN SF

Obviamente, se podrfa haber comenzado en cualquiera de las casillas centrales de
las filas o columnas perimetrales, siendo en cada caso la direccién de las diagonales
hacia fuera del cuadrado y el sentido del desplazamiento.

Resulta evidente que comenzando por cualquier otra casilla las sumas de las filas
y columnas serd la constante mégica, ya que la posicién relativa de las cifras seré la
misma que en el caso anterior; sin embargo, en la diagonal paralela a la direccién
de rellenado no se cumplird esta condicién (sf en la otra). De hecho, la particular
eleccién de la casilla inicial responde a la necesidad de que en la diagonal paralela a la
direccién de llenado se coloquen consecutivamente los n niimeros centrales de la serie
ya que cualesquiera otros n mimeros consecutivos no sumarén la constante mégica.
Donde n impar es el tamafio del cuadrado.

1.2.1.1 Algoritmo del método Siamés

Para concretar la explicacién del método Siamés se muestra un algoritmo que coloca

de manera ascendente los primeros n? naturales en las entradas que indica el método
Siamés.

para j=1:n
parai=1:n
calcular rij, tal que (j-1)(n-2)+n-2+i=rij(mod n)
calcular cij, tal que (j-1)(n-1)+(n-3)/2+i=cij (mod n)
hacer A(rij +1,cij +1)=(j-1)n+i;
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El entorno de programacién Matlab cuenta con el comando

magic(n)

que genera los cuadrados mégicos de cualquier orden, que para el caso impar muestra
especificamente el obtenido por el método Siamés.

1.2.2 Cuadrados mégicos de orden muiltiplo de 4

Hemos mencionado que no es conocido un algoritmo para generar cuadrados méagicos
de cualquier orden y principalmente es necesario separarlo en 3 casos, orden impar,
orden muiltiplo de 4 y orden resto de los pares. El metodo Siamés no es factible para
otro orden que no sea impar dado que los de orden par no cuentan con una columna
ni renglén central, que resulta indispensable para iniciar con dicho método.

Un método simple para construir cuadrados mégicos de orden multiplo de cuatro
se describe de la siguiente forma: Fijemos un cuadrado con los mimeros dispuestos
consecutivamente de manera lexicogréfica, disposicién en la que como sabemos, las
sumas de las diagonales son la constante médgica s. Una vez hecho esto, y conservando
la submatriz central de orden n/2 y las cuatro submatrices de esquina de orden n/4
los mimeros restantes se giran 180° respecto del centro del cuadrado, o si se prefiere
se reacomodan en orden decreciente (en ambos casos el resultado es el mismo).

1|2|3fa]s]|e[7]s 1|2 |sz[e1]s0]s9| 7 | 8
9 [10]11|12]13]14|15|18 9 [10{54|53|52|51|15|16
17[18]19]20[21|22]23]24 48|47|19|20]21|22]42]41

2528(27|28[29|30[31|32 - 40|39/27|28|29|30[34|33
33|34|35/|36/37|38|39 32|31{35/36|37|38|28|25
41|42|43|a4]a5|46|a7 23|43|44|45]46|18]17
49|50|51|52|53|54|55 49|50|14|13]12|11[55(58
57|58|59]60|61|62|63[64 57|58/ 6|54 |3 63|64

S
b

Una variante es el siguente procedimiento: rotar 180° los valores seleccionados
por la siguiente particién.
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112]3[(4]|5|8]7|8 1|63|62| 4 |5 |59(58| 8
9 {10{11]12|13|14(15|16 56/10{11|53|52]|14[15|49
17{18|19|20|21|22|23|24 48|18|19|45/44|22(23|41

25(28|27|28(29|30|31|32 ED 25|39|38|28(29(85|34|32
33|34(35|36|37|38(39]|40 33|81{30|36/|37|27|26|40

41|42|43|44]45(46(47|48 24|42]43]21]|20]46]47|17
49|50(51|52|53|54|55|586 18(50(51|13|12|54|55| 9
57|58|59|60(61|62|63|64 57|7 |6 |60(61|3 |2 |64

1.2.2.1 Un algoritmo para los cuadrados mégicos de orden muiiltiplos de 4

Los cuadrados mégicos de orden multiplos de 4, siguen patrones muy sencillos, sin
embargo, un algoritmo con patrones regulares con mayor riqueza que los anteriores
se muestra en Matlab dando valores multiplos de 4 al comando migic(n) que en los
primeros casos muestra.

162 3 13
. el g
waglald).m= iy ‘7 U5 1
4 14 15 1

[:64: 2 8. 61 606 'T.57
9 55 54 12 13 51 50 16
17 47 46 20 21 43 42 24
|40 26 27 37 36 30 31
magic(8) = | 35 34 35 29 28 38 39
41 23 22 44 45 19 18
49 15 14 52 53 11 10
8 58 50 5 4 62 63

L e

El patrén que sigue se describe en el siguiente algoritmo:
para j=1i:n,
para i=1:n,

Si (i=1 (mod 4) o i=0 (mod 4)) y (j=1 (mod 4) o j=0 (mod 4))
Hacer A(j,i)=n*(j-1)+i

Si j=1 (mod 4) o j=0 (mod 4)
Hacer A(n+1-j,n+1-i)=n*(j-1)+i

Si i=1 (mod 4) o i=0 (mod 4)
Hacer A(n+1-j,n+1-i)=n*(j-1)+i

en otro caso hacer A(j,i)=n*(j-1)+i

~EERE
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A parte de estos algoritmos, Matlab es capaz de generar cuadrados mégicos de
orden 4n + 2, el cual no contempla este trabajo.

1.3 Una forma de obtener cuadrados médgicos a
partir de cuadrados madgicos

No debemos olvidar que las construcciones anteriores no representan la totalidad
de los cuadrados mégicos, de hecho representan una minima cantidad. Observemos
algunos ejemplos de orden 4 sin aparente patrén regular.

1. 2 -15 16 1 3 16 14 2.5 1% 16
12.°14:3 & 8 15.2 9 1215 .1 6
18- .7 107 4 13 6 11 4 7 4 14.9

8 1369 12 710" b T 13910 "8

Estos ejemplos no presentan ningin patrén de construccién y sin embargo son
cuadrados mégicos. Si ademés nos permitimos la libertad de colocar cualquier valor
real en cada entrada, hallaremos con facilidad un cuadrado mégico. Como observamos
en el caso n = 3. Ocuparemos un subindice para indicar cual es el valor de la constante

maégica.
1
1
1]

816 -10 1 120 1
357 2 0 -2 01 2 1
¢9 2], 1~1te 1] [2o01r]; |2

Ahora nuestro concepto de cuadrado mégico es mds amplio, por que ya no nos
interesa si las entradas son consecutivas, de hecho pueden ser cualquiera. Este con-
cepto amplfa nuestro panorama y permite la posibilidad de generar nuevos cuadrados
mégicos a través de algunos ya conocidos.

Observemos que es posible generar nuevos cuadrados mégicos a partir de dos
operaciones elementales, suma de cuadrados mégicos y producto por escalares. Con-
sideremos los cuadrados mégicos X y Y cuyas constantes mégicas son 15 y 3 respec-

tivamente.
8 16 1-2°%
X=13 5.7 b il — ) () T
4.9 2 ].. 201],

Con la operacién vectorial de suma de matrices, es posible observar al cuadrado
mégico X + Y cuya constante mégica es 18

9 36
X+Y=|3 69
18

[ S

6 9 3
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Veamos otros dos ejemplos.

2
-1

Le &
20 =2 L2 2
I &

T Gy v ey

01
31

3 0. 1x%. 1

816 -10 120 837

357]+[20—2+012}={567]

49 el -ror [ el (St

En todos estos ejemplos se observa que la constante mégica de la matriz resultante
es la suma de las constantes mégicas de los sumandos.

Utilizando la operacién vectorial producto por escalar como se dispone en el es-
pacio de matrices podemos considerar el siguiente ejemplo.

Sea el cuadrado mégico X cuya constante mégica es 3

0 0 3
X=|4 1 -2
-12 2 |,

y el escalar \ = %, es posible considerar a AX como un cuadrado mégico.

) |
1 =2
i1
3 Xy
Y un ejemplo més.

2 T8 [ 27 7w 6w
b 9 56 1 =\ ©Or 87 '
1.3 8 " | 4w 3r 8w s

En estos casos se observa que el escalar afecta tanto a las entradas del cuadrado
mégico como a la constante mégica.

Estas dos operaciones inducen la estructura de un espacio vectorial, y demostrarlo
para el caso general resulta simple, por lo cual omitimos la demostracién. Basta
plantear dos cuadrados mégicos X, Y del mismo orden n y un escalar A € R, y
demostrar que X + AY es también un cuadrado mégico de orden n.

De hecho se estdn ocupando las mismas operaciones que definen al espacio vec-
torial de matrices, por lo que podemos observar que el espacio de cuadrados mégicos
es un subespacio del espacio vectorial de matrices cuadradas. En el siguiente capi-
tulo describiremos algunos elementos de los espacios vectoriales con la finalidad de
describir el subespacio de los cuadrados mégicos.

AX =

|
wllws o




Capitulo 2
El Espacio Mdgico V(s),

Con los ejemplos del capftulo anterior ya tenemos un panorama general de la forma
del espacio vectorial de cuadrados mégicos. Nuestro interés en este capitulo se centra
en el estudio de cuadrados mégicos cuya constante mégica sea cero. Asf que definimos
una transformacién lineal, cuyo espacio nulo es precisamente el espacio mégico.

Definicién 2.1 Sea M, el espacio de matrices cuadradas de orden n, y 1 el vector
columna de 1's en R*. Llamaremos "magia" a la trasformacién T, : M, — R?"+2
de la siguiente forma: para la matriz X = [z;;] € M,

X1

X
tr, (X)
trs (X)

T.(X) =

t?'P {X) = Zﬂ:l‘ﬁ

try (X) = ZIi.n+l—i

=1

Matemaéticamente estamos acostumbrados a la notacién de traza de una matriz,
sin embargo, en esta tesis utilizamos el término traza principal (tr,X) cuando nos
referimos a la traza usual, y traza secundaria (tr,X).

Ast, el espacio nulo de T,, consta de cualquier matriz cuya suma de columnas,
renglones y dos diagonales es cero.

Consideremos

V(s), = {X e M, |T.(X) = sT}

donde T, es el vector de 1's de orden 2n+2 v s es un real, que representa a la constante
magica.
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Si observamos que para la matriz cuadrada 1,,,, con todas sus entradas 1, T,,(1nxn) =
nl(2n+2)x1, Tesulta sencillo representar a V'(s) como

V(s)n = %]mxn +z, conze kel'(T)

Donde £1,,., es un cuadrado mégico de suma s, y z es cualquier cuadrado mégico de
suma 0. Por lo que V(0),, = ker(T},) que llamamos espacio mégico de orden n. Bajo
esta idea, cualquier cuadrado mégico de orden n con constante méagica s # 0, se puede
obtener a partir de una traslacién del espacio de cuadrados mégicos de orden n, de
suma cero. Por lo que nuestra atencién se centra en el estudio del espacio vectorial
mégico de suma cero.

2.1 Dimensién del espacio mégico de suma cero

Lo primero que necesitamos conocer es la dimensién de este espacio mégico. Basados
en el Teorema Fundamental del Algebra Lineal, tenemos que

dim(V/(0),) = dim(ker(T},)) = dim(dom(T},)) — dim(rang(T,)).
Hasta el momento lo iinico que sabemos es que la dimensién del rango est4 acotada
dim(rank(T,)) < 2n+2

por consiguiente si calculamos la dimensién del rango de T,,, obtenemos con una resta
la dimensién del espacio mégico.

Teorema 2.2 La dimensién del rango de T, es 2n + 1. (dim(rank(T,)) = 2n+1)

Prueba. Sea X € M, la cual podemos escribir por columnas ¢; o filas rf

L
T

r;

X=lale|.|lal=]
,-';

considerense los vectores asociados a la diagonal principal y secundaria

I11 Zin
Ig2 I2n-1

GX)=| | vy am=

Inn Iny



El Espacio Magico V(s), 11

Con esto la transformacién "magia" para X se escribe como:
( _l-tcl \

Tca
pecs
Tu(X) = il

£

n

&
=

L S ¢

Ll

\ Td, /

Toda matriz X puede ordenarse como un vector dentro de R™, sin pérdida de
generalidad consideremos S; un sistema coordenado de ordenamiento para M, y sea
XV, el vector asociado a X bajo ese sistema. Con esto observamos el siguiente

diagrama

M, T, R2n+2
Sl i d
n? =t 2n+2
R Ay R

por lo que la matriz asociada a T;, (que denotamos Ar) es de orden (2n + 2) x n?.
Todos los renglones de Ar tienen coeficientes 1 y 0 solamente, para distinguir
donde van los 1's en cada renglén denotamos a los vectores de coeficientes como

{I(@r), -, T(en), I(r1), ..., 1(r4), 1(d,), 1(ds) }, com esto
[ T(er)' ]
T(e.)
Ar= | O] 2 W) | D) 1T) | | o) | T() | T
1(r,)"

1(dy)*
1(d,)" |

Por lo que la transformacién "magia" para X, la podemos escribir como
To(X) = ArXY

Observemos que la suma de todos los vectores renglén asociados a las columnas
nos da el vector 1y lo mismo es cierto para vectores asociados a los renglones, es
decir

I(Cl) + ... +T(Cn) = i = T(Tl] b +T(3‘n)
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por consiguiente debemos observar que si eliminamos uno de los renglones de Ar, los
restantes son linealmente independientes.
Eliminando el vector 1(r;), observemos que los restantes son linealmente inde-

pendientes.

Consideremos

ali(dp) T ﬁzf(daJ + z“:ﬁiHT{"i] + ian+i+lT(ci) =0

i=2

esto plantea un sistema de n? ecuaciones en @ = (ay,az,...,@2,41) variables, que
escribimos en la forma

M,,,m(ﬁ) = [F‘I.m(an =0

utilizando el orden asignado a los vectores de coeficientes, por ejemplo

#1 (@) = o1 + anya H12(@) = an4s3 ¥a #1,(@) = a2 + Q201
U2 (Q) = a3 + Qnia Hoo(@) =y + a3+ Qg2 -+ Han (@) = Q3 + Q2n41
Haa (@) = 02 + Ay + Aps2 J—‘nz(ﬁ) = Qp41 +Opy3z v FM(E) = Q) + Q41 + O2n4

Para poder escribir este sistema en forma compacta, s6lo contaremos el mimero
de términos que aparecen en ,,, y escribimos ese valor como el elemento z,, de la
matriz Z,, de orden n.

Se observa que las entradas de Z, sélo pueden tomar los valores {1,2,3,4} en el
caso impar y {1, 2,3} en el caso par.

Para los casos n = 7,8 tenemos las matrices Z7 y Zs.

Z;r ZE =

Il
RN NN
[ T - o L ]
(S o L T I TL I ]
I S R
[ S0 I I LT S
(ST L R G R R L
[SR T S S T ]
WI\JMMI\JI\JMMI
B BB B B O =
BB GO B B GO BRI
[T e R R R
B OBD B QLI B D =
BB OB B O =
B OB OB B B GO
OB B BB B DB

asf que en general 212 = ... = z1p1 = 1, 2ij = Zin1-i =3 parai = 2,...,n. Enel
caso impar Zaz1 ap =4 yelrestode z,, = 2.
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que escribimos de la siguiente forma:

2 1 1
2 3 2 3 2
3 23 4
Lok = 2 2 4 2 2
3 23
/
2 3 2 3 2
| 3 2 2 3]
i 1 1 27
2 3 2 3
/
Lok = 2 gg 2
P
23 2 3 2
| 3 2 2 3]

Ahora lo que nos resta es observar que la iinica solucién posible de M (@) = 0 es
a=0

Como la matriz Z, aporta la informacién de cuantos términos tiene cada ecuacién,
observamos que donde y; ,,, (@) tenga un sélo término implica que la a; correspondiente
debe ser cero.

Como z;; =1 parai=2,...,n — 1 entonces a4y =0 parai=2,...,n— 1.

Asi que ahora g ,, consta de menos términos lo que plantea un sistema reducido
donde ya no aparecen ciertos «;, por lo que nuevamente tenemos una matriz Z,, para
el sistema reducido

Z7= ZB=

[ S S ST T L ]
el el =]
Lo o - B T L s ]
it i et D e - O
il - R o R e ]
Il el al - =]
[0 S0 SV SV S
ORI BB BB
Ll 2= I R o R )
= B e b = O
L e S T o R e
Lt i el - B o B et o™ ]
e DD R = B = O

b = = = = b O
L B B B B B B D
L

en general 212 = .. = 21,1 = 0, 2y = z, = = Zip41— = 2 para i =

I
)

)

i
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2,..,n—1,21) =21, =2, 2,1 = Znn = 3. en el caso impar Zogl np1 = 3, y el resto
de Zm = 1 %

[2 0 2
1 g
2 2 #
Zma=l:1 151 1
2 1 2
&
2 2 ]. 2 2
[3 1 1 3]
1 3
i

i |

[ )
S0 ]

2
3

et

W
L

cada ecuacién que tiene un solo término implica que la correspondiente «; es cero.

Como z33 =z =2z;3=1coni=3,..,n—2y j=n—1,nporlo tanto a;;;, =0
parai=2,..,n

Lo que nos muestra una nueva matriz de fndices Z,, reducida

{2000002_ 2000000 2
11000011

1100011
10100101

1010101
10011001
Zy=11002001 Zg = 10011001

1010101
10100101

1100011
200000 2 ol
| d 12000000 2]

engeneral z; = 2, = 2j; = Zipp = lparai=2,..n—1,2, =2, =z, =
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Znn = 2. En el caso impar Zagl ap = 2, y el resto de z;,, = 0.

(2 0 0 2]
11 0 1
' s
Lok = 0 ég; 0
101
v
11 0 11
[ 2 0 0 2|
(2 0 0 27
0 1
Y
g 30 : 0
, .
¥ 2 0 s |
[ 2 0 0 2|

COMO 23] = 222 = Zp5-1 = Z2, = lconi = 3,..,n—2y j =n—1,n finalmente
Q) = 2 = Qpy2 = Q2ns1 = 0.

Asi, sabemos que la 1inica forma de expresar el vector cero es con o's igual a cero.
Por lo tanto los vectores

{T(er), s (en)y T(r2), ooy T(ra), 1(dp), T(d) }

son linealmente independientes. Lo que demuestra que dim(rank(T)) = 2n + 1.
La estructura de esta demostracién es valida para n > 5. Veamos como es la
demostracién paran =3, n =4

Cason=3

Apliquemos el procedimiento anterior hasta donde sea posible

3 3
an1(dy) + axl(d,) + Z @i 1(r:) + z ai41(c;) =0
i=1

=2
2
Z3 = 2
3

usando

2: 1
2 4
3 2
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tenemos ag = 0.
Lo que reduce el sistema

a1 1(dy) + ar1(dn) + Y _ @i 1(rs) + asl(c) + arl(es) =0

=2
que tiene asociada la matriz de indices

Z3 = (
obteniendo a4 = 0.
Lo que reduciendo el sistema

ali(dp) + op1(dy) + agl(rs) + as1(c) + (17]:{03) =0

W
- W o

(L LR
S—

con la matriz de indices asociada

20 2
Zz3=|2 3 2
20 2

ahora nos hemos quedado sin entradas con valor 1 en Z3, lo que nos limita a continuar
ese procedimiento, sin embargo tenemos py, = a3+ a5 ¥ pg3 = a3 + ay obteniendo
a5 = @7,y COMO 1), = 0 + 05 ¥ jt) 3 = (g + &7 obtenemos a; = ay. Por otra parte,
Hao = @1 + ag + a3 entonces ay = az = as = 0. Por lo tanto a; = 0 para todo i.

En conclusién, el rango es 7
Cason=4

Apliquemos el procedimiento hasta donde sea posible
4 4
a1(d,) + agl(d,) + Z i 1(r:) + Zai+4-1_(ci) =0
=2 i=1

que tiene la matriz de indices asociada

Zq=

[FCR L S
[ SR L
B W W
[ S U

tenemos a7 = ag =0
Lo que reduce el sistema

4
a11(d,) + az1(d,) + ZO-'HT(T:') +asl(cr) + agl(es) =0

i=2
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que tiene la matriz de fndices asociada

Z4=

[0 SO L
Lol o N o ]
- O
WM

tenemos a5 = 0
Lo que reduce el sistema

Cl'lT(dp) + Q2T(dn) + Q?.I(T:z) -+ 0.4']_.(‘."'3) + aJ{cl) + ﬂgT(Cd.) = ﬁ,

que tiene la matriz de indices asociada

Z4=

[T ST % o
D NN O
o NN O
[ I SV SV SV

ahora nos hemos quedado sin entradas con valor 1 en Z;, lo que nos limita a continuar
ese procedimiento, sin embargo apreciamos 1, , = a1+ a3 y p1; ; = @ +as obteniendo
a3 = ag, y COMO fy | = (3 + 0 obtenemos az = ag =0

Que muestra nuevamente un sistema reducido de la siguente forma

o 1(d,) + asl(d,) + ag1(rs) + agl(cy) =0

que tiene asociada la matriz Z,

100 2
0111
2= 1222
1002

¥ COmO 23 = 222 = 223 = Za4 = 1 finalmente muestra a; = as = oy = ag = 0.

Por lo tanto a; = 0 para todo 7, entonces el rango de la transformacién "magia"
de orden 4 es 9.

Con lo que hemos demostrado que el rango de la transformacién "magia" es 2n+1
para cualquier orden. m

Ya. que conocemos el rango de T, la dimensién de V (0),, es consecuencia por el
Teorema Fundamental del Algebra Lineal, la dimensién del espacio magico de suma
cero es

dim(V(0),) = n® —2n — 1.

Recordemos ademés que tenemos una solucién no homogénea que es de nuestro
interés, esta es cuando T,(X) = s1, que representa pensar en ArX"Y = sI sistema
nohomogeneo que sin duda es consistente.
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2.2 Cuadrados madgicos con suma distinta de cero
V($)n

Como mencionamos al principio de este capitulo, existe una diferencia conceptual
entre las matrices mégicas que suman cero y las matrices mégicas que suman distinto
de cero, que hemos llamado V/(s) las cuales satisfacen,

Tu(X) =1

ya conocemos algunas de ellas, entre las que se encuentran aquellas con entradas
consecutivas a partir de 1, de los cuales sabemos que

_ n(n?+1)

I
en contraste con este tipo de vectores podemos pensar en aquellos cuyas entradas
pueden repetirse y valer cero. Resulta interesante pensar cuantos elementos distintos
de cero podemos minimamente tener para formar un cuadrado mégico de suma s € N,
y si es posible generalizarlo para cualquier orden n. Un ejemplo sencillo serfa el
siguiente.

1000
0001
X_DIOO
0010

Este cuadrado mégico tiene 4 entradas distintas de cero, una por cada renglén o
columna, y es conocida como una matriz de permutacién. No es cualquier matriz de
permutacién, porque en este caso observamos que también hay un sélo 1 en cada una
de las dos diagonales, hecho que la convierte en un cuadrado mégico.

Asf, nos preguntamos si existe para cualquier orden una matriz de permutacién
de la matriz identidad que sea a su vez un cuadrado mégico. El primer caso que
vemos que no se satisface es n = 3, es facil verlo, porque el niimero de matrices de
permutacién de orden 3 es 6, asf que basta observar que las permutaciones de orden
tres saturan una diagonal o la vacfan, pero a partir n > 4 se puede demostrar que
existe por lo menos una matriz de permutacién P mégica, tal que

T.(P)=1

asf que, en términos del orden n, formulamos una Py, separdndolo en los casos par e
impar.
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Caso par n = 2k.
Consideremos P; = [p; ] tal que
o=l

Piiw1 =1para2 <1<k,
Piivo=1 parak+1<i<2k—2,

P12 =1,
ﬂzk,ku:]
Siendo un ejemplo Py
(1 00000O00D
001000D0T0D
0001O0O0O0TOD
pr = 000O0DO0O1O0T0D
100000010
000O0OO0OO0O0OT1
010000O00
| 0000100 0]
Caso impar n = 2k + 1.
Consideremos P; = [p, ] tal que
g =1,
Pinsa—i =1 para2<i<2k—1,
P2 =1,
Pars13 =1
Siendo un ejemplo P;
(1 0 00000]7
000O0O0OTO0D1
000DO0DO0DT1T0
PP=|0000100
0001000
0100000
0010000

Se afirma que no existe un cua;irado mégico con menos entradas distintas de cero,
porque de tener un cuadrado mégico con menos de n elementos por lo menos alguna
columna serfa completamente de ceros, por lo que no serfa un cuadrado mégico con
s#0.

(Existen cuadrados mégicos de orden n de suma distinta de cero con exactamente
n+1 elementos distintos de cero?. La respuesta a esta pregunta la formulamos como
teorema
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Teorema 2.3 5i T,(X) =1 yn > 4 entonces X no puede tener exactamente n+ 1
elementos distintos de cero.

Prueba. Supongamos que la matriz X es tal que T,(X) = sI, y que X tiene
exactamente n + 1 entradas distintas de cero, entonces, sin pérdida de generalidad,
decimos que el renglén 7 es el tnico renglén con dos entradas distintas de cero y
la columna z; es la tnica columna con dos entradas distintas de cero, esto implica
que X(%,j) = a # 0, pero existe i* tal que X(i*,j) = s — a, entrada que es la iinica
distinta de cero en el renglén rf. por lo que dicho renglén suma s — a. Por lo tanto
X noestalque T,(X)=s1. m

. Que ocurre con los cuadrados magicos de suma distinta de cero con n+2 entradas
distintas de cero?

Resulta muy sencillo explicar los motivos por los que no existe ningiin cuadrado
mégico de orden 4 con 6 entradas distintas de cero, es por pequefio, asf que mejor
mostremos érdenes mayores.

Para n = 5 un cuadrado mégico con 7 entradas distintas de cero se obtiene de la
siguiente manera.

Considere la permutacién mégica P;

00010
00001
P=|00100
10000
01000
y la matriz Z € V(0)s
0000 O
1000 -1
Z= 000O0 O
-1 000 1
0000 O

Asf que el cuadrado mégico Ps + Z tiene 7 entradas distintas de cero.

00020
10001
2P+Z=1002 00
10001
02000
Veamos un caso més para n = 6 tomando la permutacién mégica Fy formulada

en esta seccién.
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[ == I = Q= o i e ]

cCoco~=oo

0
0
0
1
0
0

Podemos escoger por ejemplo la matriz Zs con valor —1 en sus entradas (2,3) y

oo ~Oo

-1

OO0 00

oo o o0

Asf que la matriz 2F; + Z; es mégica y tiene unicamente 8 entradas distintas de

100
001
. |ooo
=100 o0
010
000
(6,4).
00 0
00 -1
00 0
Zs= 00 0
00 0
00 1
Cero.
20
00
" 00
265+7Z=| g o
0 2
00

0
1
0
0
0

1

-0 00O

oo NOoO o

OoMNMOOoOO

La descomposicién en sumandos de este cuadrado sugiere que la suma de un miltiplo
de una permutacién mégica con un cuadrado mégico de suma cero de cuatro entradas
distintas de cero forman un cuadrado mégico con n + 2 entradas distintas de cero, si
esto se hace de manera adecuada. Para poder construirlo se puede usar el siguiente

procedimiento:

1. Se ocupa una permutacién magica P, que posea dos entradas (i, i) ¥y (i2,J2)
distintas decerocon i #jyi+j#n+ 1

2. Ademds tiene que ser tal que 41 # j, y 12 # jir

3. Sea- ]B- matriz Zn con a(ilvjl} = -11 a“?)jﬁ) = _11 a{i1!j2} = lv a(ihjl) =1 y

cero en otro caso.

4. Entonces la matriz 2P, +Z, es un cuadrado mégico con n+2 elementos distintos

de cero.

Lo interesante de esto, resulta ser que el cuadrado mégico Z, de suma cero,
nos ayuda a aumentar la cantidad de entradas distintas de cero en una permutacién
mégica. El siguiente diagrama muestra la estructura de la matriz Z,, mostrando sélo
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sus elementos distintos de cero, entradas que no pueden encontrarse sobre ninguna
de las dos diagonales.

=1 1

1 2 |

iQue ocurre con los cuadrados magicos de suma distinta de cero con n+3 entradas
distintas de cero?

En este caso sf es posible encontrar un ejemplo para n = 4 que seré 1itil para
explicar un procedimiento para cualquier orden, ahora que ya conocemos la impor-
tancia de los cuadrados mégicos de suma cero. Un ejemplo es la combinacién lineal
de el doble de una permutacién mégica con un cuadrado mégico de suma cero con 6
entradas distintas de cero.

1010 1000 -10 1 0
1001|_,{0001f [100 -1
0200 “lo1o00 000 O
0011 0010 00 -1 1

De lo que podemos concluir que para n > 4 existen cuadrados mégicos con sélo
n + 3 elementos distintos de cero, y algunos son de la forma

2P, + Z, con Z,€ V(0

donde Z,, puede ser de alguna de las siguientes formas, la primera a partir de 4 y la
segunda a partir de 5.

-1 1

N

Zn= ! ' z.= !
Lo importante es que en el cuadrado mégico de suma cero Z, sélo cuenta con 6
entradas distintas de cero en el que intervienen 3 columnas, 3 renglones y una diagonal,
asf que debemos procurar no colocar ningiin valor sobre la diagonal no utilizada.
Otra forma de generar cuadrados méagicos con s6lo n + 3 elementos distintos de
cero, 1itil dinicamente para el caso impar, se presenta por medio de 2 ejemplos para
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loscasosn=5yn=7

0000200
10100 0101000
00002 _ |2000000
X={01100| X={0011000
11000 0110000
00020 0000002
(00000 20|

y el algoritmo con patrén regular en las posiciones con valor 2, entradas que no
necesariamente son fijas, 1itil para impares a partir de 9, de la forman = 2k + 7.
Sea la matriz A7 con tinicos valores distintos de cero en

alk+4,k+4)=1 alk+4,k+3)=1 alk+5k+3)=1
ak+2,k+4)=1 alk+5k+2)=1 alk+2,k+2)=1
ak+6,k+7) =2 a(2k+7,k+5)=2 a(k+3,1)=2
a(k+1,k+6)=2
a(i,i+1)=2parai=1,.,kk+7,..,2k+6

es un cuadrado mégico con n + 3 entradas distintas de cero. El ejemplo mds pequeno
es para k =1

020000000
000000200
001010000
200000000
Ag=[{000110000
001100000
000000020
00000000 2
00000200 0]

Observemos que Ay, 7 no puede ser expresado como 2P, + Z,.

Ademis de estos dos procedimientos, se ha formulado una estructura de n + 3
entradas distintas de cero para el caso impar saturando una de las dos diagonales,
como se muestra a continuacién.

3 0 0 0O
102 0 -1 0 4 0
210 0 4 -1 0 O
021 0 0 4 -10
0o 0o 0 0 3

Para construirlo en términos del orden n = 2k + 3, hay que seguir la siguiente
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estructura:

Que es posible entender como una matriz cuadrada de orden n donde los tinicos
valores distintos de cero son las entradas etiquetadas, y las lineas identifican renglones,
columnas o la diagonal principal o secundaria. Las lfneas con puntos suspensivos
indican que toda entrada sobre esa linea vale lo mismo que los extremos etiquetados.

Andlogamante a la solucién particular de caso impar en que se satura una diago-
nal, el caso par n = 2k + 4 presenta por lo menos n + 5 elementos distintos de cero,
como se observa en la siguiente construccion:

2 0 0 0 O O
0 -2 0 0 4 0
00 1 1 00
0 4 -31 0 0
0 0 4 0 -20
0O 0 0 0 0 2
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n-2 1

n-2

2.2.1 Soluciones particulares con 2n+1 entradas distintas de
cero

La estructura que los cuadrados mdgicos tienen como espacio vectorial la hemos
estudiado a partir del espacio nulo de la transformacién "magia" T, y las soluciones
particulares como X tal que 7,(X) = s1, por lo general vamos a considerar a s € N.

Un caso muy interesante es encontrar cuadrados mégicos de suma no cero con
2n + 1 elementos distintos de cero, ya que la dim(Im(7},)) = 2n + 1. Este es de
fundamental importancia, ya que lo que queremos es generar una base del espacio
mégico V(0),, en general y en forma econémica, es decir que tenga el mayor numero
posible de ceros que van a ser n? — 2n — 1 elementos.

En esta seccién presentaremos distintas soluciones tratando de describir las carac-
teristicas que presentan, el orden de los ejemplos en ninguno de estos casos es exclusivo
de la construccién, es decir, para cada orden n existe una solucién particular con las
propiedades que se describan de cada uno. Para poder entender dichos ejemplos es
necesario entender que se est4 trabajando sobre una matriz cuadrada donde los 1inicos
valores escritos son los distintos de cero, y que las rectas unen los puntos inicial y final
de cada renglén, columna y las dos diagonales, asf que en caso de existir un solo valor
en cualquiera de estos, la recta serd omitida, adem4s de que dicho valor resulta ser
la suma constante. La eleccién de los nombres a primera vista no cuenta con motivo
aparente, es producto de mi experiencia e imaginacién.
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1. Solucién "lexicogréfica". (n =k + 3)

-1

Esta idea funciona para cualquier orden, la estructura de esta solucién plantea la
existencia de un 1inico elemento por cada renglén a partir del tercero, los cuales
estdn alineados al borde izquierdo, motivo por el cual observamos solamente
dos rectas horizontales; observamos 3 rectas verticales asf que n — 3 columnas
involucran solamente un valor, estas son de la columna 3 a la n—2 y la columna
n, los valores distintos de cero se clasifican en 4, a en la entrada (2,2), ben (1,1)
¥ (1,2), cen (2,1) y s en las restantes entradas; la diferencia entre los casos par
e impar recae \inicamente sobre los valores de la suma, 2 en el caso impar y 1
en el caso par.

Caso impar
s=2

a=n c
b=2-n 8 k-
c=4n st

Caso par .
s=1 s
a=nj2

b=1-nf2
c=2-nj2
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2. Solucién del "barco" (n =k + 2)

-]

- NN NN

Un sutil cambio representa la diferencia entre el caso "lexicogréfico" y la solucién
del "barco", practicamente los valores distintos de cero se encuentran en las
mismas entradas a excepcién de uno, intercambiamos la entrada (2,n — 1) del
"lexicografico" por la entrada (n,n) en el "barco", este pequeiifsimo cambio
provoca tres rectas horizontales, tres verticales, asf como tres elementos sobre
la diagonal principal y dos sobre la secundaria. No existe diferencia alguna entre
los casos par e impar; tres de las cuatro esquinas de la matriz valen 1, la suma
constante es 2. Los valores dependientes del orden son 4, n — 2 en la entrada
(2,2), 4 — n en las entradas (1,2) y (2,1), y 3— n en la entrada (1,1). Cuenta
con la propiedad de ser simétrica con respecto a la diagonal principal.

3n_ 4n 2 -+ 2 1

4-n n-2
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3. Solucién del "caracol" (n =2k +4yn=2k+35)

Para n = 10 tenemos
16

16

16

29

-6 16
6 16

-6 16

Para n = 11 tenemos
10

10

10

17

17 20 10

-3 10

Resulta muy interesante buscar una solucién particular con por lo menos dos
elementos por renglén o columna teniendo 2n + 1 entradas distintas de cero. La
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solucién que aqui proponemos cuenta con dichas propiedades, por eso observa-
mos rectas que unen todos estos renglones y columnas, para esto es necesario
tomar valores sobre toda una diagonal y la mitad mas uno en la otra diagonal,
y completar con valores de manera adecuada. Aunque las soluciones sean muy
parecidas, tenemos planteada una solucién para el caso par a partir del orden
6 y otra para el caso impar a partir del orden 7.

n=2k+4
a
b
a
b
a
b
B
a
b
a
b
a
d c
h -
) y a
a
b
b a
s=2k+4
a=4k+4
b= -2k

c=—2k* -5k -2
d=2K+3k+2
e=—2k?—k+2
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n=2k+5
a
b
a
b
a
b
e
d
a
b b
a
a
b
a
d c
b
l. —_'
a
b
b a
s=k+4
a=2k+4
b=—k
c=-k*-3k-2
d=k*+2k+2

e=—k?—k+2

4. Soluciones "centrales"

Las soluciones centrales son aquellas que se pueden usar para generar soluciones
para el orden siguiente, cuyos pardmetros dependientes del orden al centro de la
matriz, que naturalmente no es igual para el caso par e impar. A continuacion,
se presentan dos soluciones para el caso impar y una para el impar.
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(a) Solucion "central impar con carga al centro" (n = 2k + 3)

para n = 11 tenemos

Esta solucién presenta los valores distintos de cero en el renglén y la
columna k + 2 y en las entradas (k+ 1,k + 1) y (k+ 1,k + 3) donde el
orden n = 2k + 3, la mayor propiedad que presenta es su simetrfa vertical,
propiedad nueva y fuerte para el entendimiento de los cuadrados mégicos.
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mdégicos y espacios vectoriales

Ademss presenta solamente 3 pardmetros dependientes del orden n.

paran =2k +3

3

13

nle—e> 2001

1 aew ? ? an & 3
o 4n 4% 4n -

3

3

(b) Solucién "central impar sin carga en el centro" (n = 2k + 3)

para n = 11 tenemos

Una ligera diferencia con la recursiva con carga al centro al colocar las
entradas distintas de cero en el renglén k + 1, la columna k + 2 y las
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entradas (k+2,k+1) y (k+2, k+ 3), sin embargo, aparte de la "simetria
y" que también conserva, existe \inicamente un pardmetro dependiente del
orden, ubicado en la entrada (k, k + 1).

para n = 2k + 3
+3
43
2 .= 3 2 In2 3 . s g
1 11
t3
*3
(c) Solucién "central par" (n = 2k +4)
para n = 10 tenemos
r2
4[2
) 2
8 —16
-7 1 o
2 2 2 6 2 2 Z 2
1 1
b2
t 2
b 2
b 2
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Las entradas distintas de cero se encuentran en el renglén y columna k+2,
asf como en las entradas (k + 1,k + 1) y (k + 3,k + 3), cuenta con tres
parametros dependientes del orden, y cuenta con la simetria trdnspuesta.

n=2k+4

y 2

b 2

n2 An

. ) 1, .
2 »e 2 4n 2 = .. 2

1 1

b2

) 2

2.3 Bases para el espacio mdgico de suma cero 2,

En esta seccién argumentamos como construir bases en el espacio mégico V/(0),, un
espacio lineal de dimensién n? —2n — 1. Como en esta seccién tinicamente hablaremos
de dicho espacio, utilizaremos una nueva notaci6n.

zn 4 V(D)n

La idea va dirigida en dos aspectos, el primero de ellos consiste en estudiar patrones
regulares que permitan representar las bases del espacio mégico en términos del or-
den n, y la segunda consiste en generar algoritmos que construyan bases de forma
ordenada. Para empezar con esta seccién necesitamos construir un marco teérico que
justifique el procedimiento.

Lo primero que necesitamos es considerar una notacién adecuada, asf decimos
que la matriz cuadrada X = [z;;] es posible escribirla como

X = i zi; B

=1
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es decir, una cierta combinacién lineal de la base {E;;} canénica para M,.
Asf, las soluciones particulares F, que calculamos anteriormente, con a lo mas
2n + 1 elementos diferentes de cero se pueden expresar de la forma

2n+1

F= Z: akE"du
k=1

para algiin orden de los elementos no cero.
Denotemos por G, al espacio generado por el conjunto &, = {E;j, f:{l

Definicién 2.4 Decimos que el conjunto € = {Ej,;, }i-t" es admisible si
G.NZ,= {ﬁ}

El interés sobre los conjuntos admisibles es debido a que nos permite obtener el
siguiente resultado, que es el soporte de nuestras construcciones.

Teorema 2.5 Si G, es el subespacio generado por un conjunto admisible, entonces
dim{(Gn ® [Ey)) N Z,]) =1, si By ¢ {Eui}isy'
Prueba. En general:
dim(V + W) = dim(V) + dim(W) — dim(V N W)
Asf que en este caso tenemos

V = (G.®|E;])

W = 2,
por lo que:
n? = dim(G, @ [Ey)) + dim(2,) — dim|(G, & [Ey]) N 2,
que implica
n? = (2n+2) + (n? — 2n — 1) — dim((G,. ® [E;]) N Z,]
por lo tanto
dim((G. ® [E5|)NZ,) =1
| |

Ahora con el conocimiento de que la dimensién de (G, ®[E;;]) N2, es 1, podemos
nombrar como

113

Zij (G @ [Ey]) N 2,
Z; = {aA;|acR}
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escogiendo un cuadrado magico A;; de manera que todas las entradas distintas de
cero sean los enteros mas pequerios.

Veremos que es sumamente facil calcular {A;;} para cualquier orden n, que es
una base de Z,, y daremos un algoritmo para calcularlo.

Para poder presentar la solucién general necesitamos numerar la base canénica
de matrices {E;;} de manera adecuada para facilitar los cdlculos.

Definicién 2.6 Un ordenamiento ¢, : [1,...,n?| — [1,...,n] x [1,...,n| de la forma
Pnl(k) = (ik, Jx)
es admisible, si el conjunto € = {E,}or es un conjunto admisible.

Esta teorfa es suficiente para poder calcular una base de Z,, bdsicamente es
necesario tener un ordenamiento admisible y ocupar el teorema de este capftulo, asf
que a continuacién nos damos a la tarea de presentar un ejemplo de ordenamiento
admisible para el caso impar y otro para el par.

1. Caso impar.
Utilizamos la matriz F' "central con carga al centro" de orden 7

0

6

3

3
-9 6

0

3 3

0

-3

-3
3

3
3

-3 3 3

0

asf que ocuparemos las entradas con valores distintos de cero de F; con
cualquier ordenamiento para obtener un conjunto admisible. El conjunto

Es3, Ess, Eszs, Esa, Esgs,
&=
es admisible.

‘5‘3.4! Eﬁ.*h E6.4) E‘i.?s E'Z.-h

E-!.ﬁ; Ef.-h E‘i.ls
Ahora para tener un ordenamiento admisible sélo resta numerar las en-
tradas restantes; lo haremos de tal forma que se numeren las capas del
centro hacia afuera. Para ahorrar espacio en la numeracién colocamos en
el arreglo @7 el valor k de forma tal que

©7(15 + k) = (i, jik)

Eys, Eu7
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19
18

17

23 24 % 2%
7 8 * 9 10
gl* * *In
* * * * *
5|1 * 2|12
4 3 * 14 13
% 15 * 34 3.

2

*» B

3

&y

2. Caso par

Utilizamos la matriz F "central par" de orden 8

Fy

2 2

-4

2

2 0
-4
512 2 2
1 1

2

2 0
2

asf{ que ocuparemos las entradas con valores distintos de cero de F; con
cualquier ordenamiento para obtener un conjunto admisible, es decir, el

conjunto

Eya, Ez4, Ess, Ezs, Esy, Eap,
&= Eq,a. Ez:.«t, EI,S‘ E4.ﬁ, E4,7, E-t.s,

ES,Q; ES.E; Eﬁ“h E’(.*h

es admisible.

Esa
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Y de la misma forma que en el caso impar ocupamos el arreglo ®g

35 3% 37 * 38 39 40 4
3|15 16 * 17 18 19|42
Bl1a|l* * 4 s5|an|la
* | | ¥ * * % | %

2133 * * 5|21|4
|22 * 1 7 |22|45
|11 10 * 9 8 23|48
2 28 7 * 26 25 24 47

Dy =

Ahora resulta sencillo conocer una base de Z, que separamos en 2 casos, el caso
par e impar. En todo momento presentaremos el ordenamineto ¢, por medio del

arreglo @, que plantea
e(2n+1+k) = (i, jk)

Como hemos observado en estos ejemplos el ordenamiento

2.3.1 Caso Impar, n =2K +3

Vamos a construir una base para Z,, para n impar a partir de 3. Considerando la idea
que se expone en el arreglo ®,, en la seccién anterior, se propone una numeraciéon por
capas, considerando el- ordenamiento ®; como el centro, asf que vamos a escribir el
orden 7 en funcién del mimero de capas que cubren Z3, denotando por K al numero
de capas, tenemos
n=2K+3

Estudiaremos los casos K = 0, K = 1, K = 2 para después generalizarlo de forma

inductiva construyendo el caso K + 1.

2.3.1.1 Base 3; para K =0
El espacio m4s pequefio es cuando n = 3

1. Utilizamos la solucién F3 "central con carga al centro"

2 -1 2
F;=|1 1 1
0 3 0
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donde &3={E1,, E12, Er3, Ea;1, Bag, Baj3, Esa} es el conjunto admisible que de-
fine a G3, donde cualquier ordenamiento es 1itil para las primeras 7 entradas,
que completamos con

e@8) = (3,1)
©(9) (3.3)

Asf que usando el teorema 2.5 es posible construir una base de Z5.
El primer elemento de la base que encontramos estd en G @ [E3 ).

si tomamos a=1

3a-3b=0

Definicién 2.7 Llamaremos "Simetria y" a la transformacién
Sy : Moy — Moy
definida de la siguiente forma, sea X = [z;;] € Mo,y

Sy(X) = [ziacs2-;]

Para conocer el segundo elemento de nuestra base basta con utilizar la "Simetria
y" como transformacién, esto es posible hacerlo ya que Sy(&aci1) = Eacia

Sy(A1)y

Asf , una base de Z; es el conjunto §; = {Al, Sy(A1)}
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2.3.1.2 Base 3; para K =1

La solucién central F; contiene al centro una matriz cuadrada de orden 3 con entradas
distintas de cero en las posiciones en que Fj central tiene sus entradas distintas de
cero.

00 3 00
0 4 -5 4 0
Fs=13 -1 -1 -1 3
00 3 00
00 3 00

Utilicemos las entradas distintas de cero de F; para conseguir un ordenamiento
admisible, asf completamos el ordenamiento en forma de capas.

7 8 3 10
6| * *11

* * * * x*

511 2112
14 13

¢5=

Una propiedad 1itil de los cuadrados magicos es la siguiente, si Xp es méagica de
suma cero de orden n, entonces la matriz X, de orden n+ 2 que se obtiene al agregar
una capa concéntrica de ceros también es mégica de suma cero, diremos que X es la
inmersion de Xy en n + 2.

Definicién 2.8 A la transformacion
Tosa : My, — My,
definida de la siguiente forma, sea A € M,

¥

o oo
xSl

In+2(A) - !

(=T ==l =)
——

la llamaremos Inmersion de M, en M, ;.

Las bondades que trae la inmersién de los vectores de 35, nos permite conocer de
entrada dos elementos de 35, parecen pocos pero esta acumulacién crece con el orden,
asf que cada vez resultard més sencillo obtener una base de Z,,. Para ahorrar espacio
usaremos la notacién

T5(Bs) = {Is(A1), Is(Sy(A1)) }
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Completemos la base colocando la entrada libre en las posiciones que restan usando
el ordenamiento admisible .

si tomamos b=-1

-a-3b=0
-a2ta+h b %
2b b -b A= 2. AR
-3
si tomamos a=1
3b=0
|b ath ba 1 -1
-a b -b ab Ad=| -1 1

L WL

si tomamos b=-1

-a-2kat+h b -a-3b=0 S B S
-a  a+2k-b -b As=| J =1
3

si tomamos b=-1

h* b B a+3b=0
kgonzh ity osd Ag=|"rgrnsy gy
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si tomamos a=1

" } -‘
b-a ath b 3b=0 See=d

si tomamos b=-1

|II ath b a+3b=0 , e S |

H B |

Restan encontrar 6 vectores de la base que podemos obtener sencillamente con la
transformacién Sy, entonces usamos notacién para los conjuntos

Rs 2 {A3,A4,A5, A6, AT, A8}
Sy(Rs) £ {Sy(A3),Sy(A4), Sy(AS5), Sy(A6), Sy(AT), Sy(A8)}

Asf, una base de Z; es el conjunto S5 = {Z5(8s), Rs, Sy(Rs)}

2.3.1.3 Base f3; para K = 2

Con esta base introduciremos el 1iltimo concepto importante para poder construir
una base recursiva del espacio mégico Z,,, utilicemos en principio el ordenamiento
admisible . presentado como ejemplo anteriormente, utilizaremos ademés Z7(3;),
y también Sy(R;), donde R; es un conjunto que todavia no conocemos, pero es un
conjunto en el cual sus elementos tienen su variable libre en la iiltima capa como se
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ilustra abajo, es decir en mitad de la 1iltima capa.

Sin embargo, el conjunto R; consta de 10 elementos, es considerablemente grande,
asf que procedemos a buscar una forma de simplificar los cdlculos, veremos que es
conveniente separarlos en grupos donde los calculos sean semejantes.

Observemos los siguientes casos.

si lomamas b=-1

A15= 2 1

si tomamos b=-1

a+3b=0
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Estos dos elementos de 3; se construyen con el mismo sistema de ecuaciones, con
la diferencia de las posiciones. Otro caso se presenta con los dos siguientes elementos
de 3,.

si tomamos b=1

BT N I A

a b b Alg= << 1000 eglls DA |

B L | [

si tomamos b=1

: E 2b .-b l a+3b=0 I—:‘l_ 2 -

fa . -~ bbb AB | 3 g I T

F B F 3
Ademids de A16 y A18, los cuadrados mégicos A19, A21 y A23 también se obtienen
de la misma forma.

Resta calcular los cuadrados mégicos A17, A20, A22.

§i lomamos a=1
e

__l:_-u_mh ] T _J—— o

-a b b ’,.b Al7=|_A 85
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b | -

-a b b -b

|&

si lomamos a=1

]

73
&
&
&
§

Distingamos con el siguiente diagrama de colores las clases en que se parte este
subconjunto de la base.

Ast que B; = {I7(B5), Rz, Sy(Rz)} forma una base para 2Z;.
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2.3.1.4 Base (3, , para K +1

Queremos ahora especificar como se obtiene la base 3, , de 2,2, a partir de la base
B, de Z,. La idea es que la formaremos con Z,,(83,) y las {A;} asociadas a la tltima
capa, y en esta nos centramos, es decir en la mitad de la iltima capa.

En primer lugar construimos la base /3, la cual por ser la primer base de nuestra
construccién no tiene capas, posteriormente la base 35 contiene a la base [, y tiene
una capa al rededor de 3;, posteriormente la base 3, contiene a la base 35 la cual
a su vez contiene a la base f3;, es decir 3, tiene 2 capas al rededor de 3;. Asf, para
plantear la sucesién del orden n, es necesario hacerlo por medio de un indice K en los
naturales, entendiendo que

asf que ahora planteamos nuestra construccién recursiva en términos del mimero de
capas KC en lugar del orden n. Manejaremos en ocasiones el orden n, y en otras el
fndice de capas K a conveniencia.

En primer lugar contamos con el ordenamiento g, planteado a través del conjunto
&, de cardinalidad 2n+1y completado como plantea el arreglo ®,,, entendiendose como

e@n+1+C) = (ic,je) con¢=1,...n° =2n—1

A través de los ejemplos construidos es posible reconocer el orden y,, vamos a
presentarlo,
El conjunto

E_Jc.;.g‘j para j = 1,..,2K+3,
&= Ei x40 pa.ra.i=1,..,’C+1.K:+3,..,2»C+3,
" Exi1xc41,
Exiix43
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es admisible y completamos el ordenamiento como se presenta en el arreglo ®,,

ank) * d(nk)

a(k) d(k)

P, =
a(nkK) = 4nkK? =1 d(nK) = 4nK? + 8nk + 2

Hemos introducido un nuevo concepto que ayuda a explicar ®,,, utilizamos la
notacién n/XC para numerar las capas interiores de nuestro ordenamiento de forma que
nK = 1,..,K y asi ®, solamente plantea el punto de partida y de término de la
numeracién de la nK capa, no olvidemos que estamos numerando la nX capa en el
sentido de las manecillas del reloj.

Por consiguiente nuestro ordenamiento ¢,, ha quedado planteado, resta observar
si es consistente para plantear el ordenamiento ¢, ,.

Ordenamiento ¢, .,
Ocupando el conjunto admisible &, es posible completar el conjunto admisible &, .2

de la siguiente forma:

Envz = {Tns2(6n), Bacvs x+2, B2, Brxea, Exezaxc+s}
conjunto que es admisible, cuya cardinalidad es 2(n + 2) + 1.
Para completar el ordenamiento ®,,.» lo completamos anadiendo una capa més a
®,, planteando la posibilidad de que

nK=1,.,K+1
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como se ilustra

a(k) * (k)

a(k)
afk+1)

d(k)
d(k+1)

cbn+2 —

De forma recursiva es consistente nuestro ordenamiento para cualquier n, asf podemos
ahora completar la base 3, ,, dada la base 3,,. Contamos asi con lo primeros 4X* +
8K +2 elementos de la base siendo estos Z(3,,), por lo que resta conocer inicamente los
elementos de la 1iltima capa, es decir los elementos cuyo fndice de orden se encuentren
en el intervalo

a(K+1) <¢ <d(K+1)

sin embargo, hemos dicho que podemos conocer los elementos de la mitad derecha de
la 1iltima capa si conocemos la mitad izquierda, por "simetrfa y", asf que es necesario
partir en dos el intervalo que estamos estudiando.

Clases en la iiltima semi-capa R, .;

El intervalo en que centramos nuestro estudio es
a(K+1) << 4K+ 1P +4(K+1)
y el intervalo en que aplicaremos la "simetrfa y" del intervalo anterior es

A +1) P +4K+1)+1<(<dK+1)
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Aprovechando la ocasién presentamos los intervalos para las nkC capas en el si-
guiente arreglo ®,.2

b(k+1) c(k+1)
b(k) c(k)

b(nk) c(nk)

a(nk) * d(nk)

ak) * dk)
ak+1) * d(k+1)

|:I:'!H-’Z e
a(nk) = 4nk* — 1 b(nk) = 4nk* + 4nk
c(nk) = 4nk? + 4nk + 1 d(nk) = 4nk*® +8nk + 2

Nos centramos en encontrar ahora los elementos de la base en el intervalo deseado,
que es la mitad izquierda de la capa KC + 1. Afortunadamente, como vimos en el caso
n =70 K = 2, existen clases en que las cuentas son iguales, y como el teorema
2.5 permite ahorrarnos las operaraciones, presentamos aqui un sélo elemento de cada
clase y distinguiendo todos los elementos de cada clase del resto, donde el conjunto
£ es el 1inico lugar donde pondremos valores distintos de cero. Para poder clasificar
cada una de las clases utilizaremos la matriz de orden 2 x 3 localizada en la posicién
(K++D)+1:(K+1)+2(K+1)+1:(K+1)+3)

Clase "Principio y fin"

En esta clase se encuentran las matrices Ayxci1y2-1 ¥ Agcsr)2apce) ¥ se distingue
por la matriz

i g -3

-2 1 1
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Clase "Gorda"

Esta es la clase a la que pertenecen la mayor cantidad de elementos, siendo su cardi-
nalidad 4(K + 1) — 3, se distingue por su matriz

-1 2 -1
11 1

0
0

Clase "Semi-diagonal negativa"
Clase de un sélo elemento cuya entrada libre est4 en la posicién (2(X +1) +1,1). Se
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distingue por la matriz

o
o |—-
-

o

0
=1

Clase "2 renglones"

Esta clase solamente involucra 2 renglones con entradas distintas de cero, cuenta con
un elemento cuya entrada libre se localiza en ((K + 1) + 1,1}, la matriz distintiva

-1 -1 -1
1 1 1

0
0

=

o
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Clase "Semi-diagonal positiva"
Clase de un sélo elemento cuya entrada libre est4 en la posicién (1,1) . Se distingue

por la matriz
-110
100

[] -1

0

oo

0
0

Obtencién de los vectores en la semi-capa derecha Sy(R,.2)
Una vez descritas las matrices de la mitad de la 1iltima capa, es necesario explicar
como se construyen los simétricos, asf que ahora pensamos en el intervalo

dK+1)<¢<dK+1)
asf, para recorrer todo este intervalo de menor a mayor, escribimos

ClH) = bK+1)+i

coni = 1,.,4K+1)+2

y decimos que es posible conocer la matriz A¢(;) transformando un elemento de cuyo
indice de orden a:j se encuentre en la 1iltima semicapa izquierda.

a(K+1) < { <K +1)

De la forma
A = Sy(Az)
donde e
CG) = ek +1) =i

Con esto mmp]et’amos la base ﬁn,+2 L {In+2 (ﬁn) 3 Rn+2t Sy(Rn+2)}
De este modo observamos como son todos los elementos de la base deseada del
orden n + 2.
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2.3.1.5 Algoritmo de 3, en Matlab

Ya que se ha planteado la base para el orden n+2, dicho ordenamiento puede ser usado
para cualquier n impar, por lo que se ha creado un algoritmo disefiado en Matlab
para el que dado n impar y cualquier indice de ordenamiento k, en el intervalo

1<k<n*-2n-1

muestra al elemento Ay de la base 3, en forma sparse. El programa de dicho algoritmo
se encuentra en el Apéndice A bajo el nombre k_nimpar.m. La forma de correr el
programa se ilustra con el siguiente ejemplo:

k_nimpar(7,10)

indica que estamos buscando el elemento 10 de la base 3, el cual es una matriz de
orden 7 que en forma sparse es:

(2,4) = -1
(3,4)=1
(3,5) = -1
(4,5) =1
(2,6) =1
(4,6) = -1

la cual en formato lleno (usando la funcién full) se observa

Ap =

0000000
(===l
(=T~~~ = I = =}
OO 00O
O OO OO
|
O 0O 0O O O
0000 OO0

2.3.2 Caso Par, n=2K +4

Andlogamente al caso impar construiremos una. base para el espacio vectorial Z, de
orden par a partir de 4, utilizando la l6gica de construccién planteada en este capitulo.
Tomando en consideracién que el caso impar ha dejado claro el proceso, construiremos
tinicamente los casos Z5 y Zg que son los casos en que K = 0 y K = 1 es decir
conoceremos la base del centro y el caso en que el centro tiene una sola capa, para
después proceder a la construccién general. Para cada uno de estos casos presentamos
el conjunto &,, el arreglo ®,, que se utiliza para completar el ordenamiento ¢,,, y
utilizando el teorema 2.5 construimos la base j3,,.
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2.3.2.1 Base j3, para K =0
Observemos la solucién Fy "central par”

2 000
-1 1 2
110
200
donde £4={El.1| El.?l &.il E?.?s Fa.a; 'E?.‘h ES.?! Es.ﬂs E‘J} esel coﬂi“nt'o admisible que

define a (74, donde cualquier ordenamiento es 1itil para las primeras 9 entradas, y para
completar al ordenamiento ¢, proponemos el arreglo ®;.

* * 4 5
* * % %
@y = 3 = x 6
2 x 17

Usando el teorema 2.5 es posible construir una base para Z;. Presentamos aqui los
cuadrados mégicos Ay, As, A3 y A;

2 2
Al= - A= 1 4
: TR | g
-2 2
x BN
A3=| =258 A7=| 1 i
1 4
-1 h

La primera diferencia que observamos con el caso impar es que para completar la base
no es posible ocupar la "simetria y", ya que

Sy(Earsa) # Eaksa

sin embargo es posible utilizar otra simetrfa para estos casos, esta es la que denomi-
namos simetria traspuesta.
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Definicién 2.9 Llamamos "Simetria traspuesta” a la transformacién
St : Magiq — Magyy
de la siguiente forma, sea X € Moy, 4

St(X) = X*

Aunque no hemos presentado los calculos para los elementos de la base A; A,, A3
y A7, es posible ahorrarse los calculos de Ay, As y Ag usando la simetria traspuesta,
decimos que
Ay = St(A3) A5 = St(Az} Ag = St(Al)

Con esto, una base de Z; es el conjunto 3, = {A, Az, As, St(As3), St(As), St(Ay), A7}

2.3.2.2 Base 3z para K =1

Para la eleccién adecuada de & utilizamos las entradas distintas de cero de la solucién
F; central par
0 2 0

4 -2
2 -2 312 2
11
2

0 = 0

s .

Tenemos £ﬁ= {El.3| E‘.‘,?t E‘J.ﬂ-u E&.ly E3.2| E3.3! Es.lh 'E3.51 ES.B! E‘!ﬁl E-i.‘h E5.3| Eﬁ.S} con-
junto admisible que define a Gg, donde cualquier ordenamiento es 1itil para las
primeras 13 entradas, y para completar al ordenamiento y,; proponemos el orde-
namiento que plantea el arreglo ®s.

Fs

5 18 * 17 18 19
uwl* * 4 sl
* * * * *

1Bla * * 6|2
12| 2
11 10 9 8 23
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Afortunadamente es posible ocupar la inmersién para encontrar los primeros 7
cuadrados mégicos de la base deseada. Por lo que ocupando el teorema 2.5 encon-
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a4 4

J m

Por lo que una base para Zg es el conjunto

Ay, A, Ass, St(Ays), St(Aiz), St(Ap),

{Iﬁ(ﬁl)| ‘431 AQ: Alal Alh A121 }
8
*T\ St(An), St(Aw), St(As), St(As), Asm

2.3.2.3 Base f3,,, para K+ 1

Construccién de la base 3, ,, de 2,2, dada la base 3, de Z,, (n = 2K +4)
Para indicar el mimero de capas que tiene el centro de orden 4, realizamos el
siguiente despeje

n
-=—2
ke

asf, ahora planteamos nuestra construccién recursiva en términos del mimero de capas
K o el orden z, a conveniencia.

En primer lugar contamos con el ordenamiento ¢,, planteado a través del conjunto
&y, de cardinalidad 2n + 1 y completado como plantea el arreglo @,,, entendiéndose
como

‘P{2"+1+C) =(i(|j()conc=11"'|“2_2ﬂ—l

El conjunto &, = {Exyaj para j=1,..,2K +4, Ejxjo parai=1,..,. K+ 1, K+
3,..,2K +4, Exi1 041, Exy3xsa} es admisible y completamos el ordenamiento como
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se presenta en el arreglo ¢,

4 5
*haul basd & ® & Elan ¥ led *
g = ¥ g
2 * 1 1

* a(nk) f{nk)
* a(k)_f(k)

o, =
a(nk) = 4nk® + 4dnk, f(nk) = 4nk® + 12nk +7

este arreglo ®,, al igual que el caso impar se extiende por capas, donde el valor a(nk) es
el primer fndice de ordenamiento sobre la capa nk y b(nk) el iiltimo, asf que colocamos
un fndice en cada entrada de la nk capa aumentando una unidad en cada entrada
recorriéndolo en el sentido de las manecillas del reloj.

Ordenamiento ¢, ,

Hasta el momento el ordenamiento ¢, ha quedado definido, resta observar si es con-
sistente para plantear el ordenamiento ¢, ,.

Ocupando el conjunto admisible £, es posible completar el conjunto admisible
E,42 de la siguiente forma

Ensr2 = {Tns2(E.), Eacisxcss Exisn, Brxes, Bxasacss}

conjunto que es admisible, cuya cardinalidad es 2(n + 2) + 1.
Para completar el ordenamiento ®,,,, afadimos una capa més a ¢, planteando
la posibilidad de que

n=1.,K+1
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como se ilustra

a(nk) fink)

* a(k) (k)

alkeT) ffkeT)

<I)n+2 =

De forma recursiva es consistente nuestro ordenamiento para cualquier n, asf que
podemos ahora completar la base 3, , , dada la base 3,,. Contamos asf con los primeros
4K? + 8K + 2 elementos de la base siendo estos Z(,3, ), resta describir iinicamente los
elementos de la iltima capa, es decir los vectores cuyo fndice de orden esta en el
intervalo

a(K+1) <¢ < f(K+1)

sin embargo, hemos dicho que podemos conocer los elementos de la mitad triangular
superior de la iltima capa si conocemos la mitad inferior, "por simetrfa y" asf que es
necesario partir en dos el intervalo que estamos estudiando.

Clases en la iiltima semi-capa R, .,
El intervalo en que centramos nuestro estudio
a(K+1)<(<bK+1)
y el intervalo en que aplicaremos la "simetrfa traspuesta" del intervalo anterior es

dK+1)<(<e(KL+1)
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ademsds, necesitamos estudiar los casos

C=cK+1) vy (=f(K+1).
ofx+1) dfre1)
biken| (k) d(k)
b(k)
c{nk) d(nk)
|b(ni)
b B b0 3l 5 o M T~ Ml I
e(nk)|
a(k) (o)
e(k)
a(k) fik) efeen)|
alke1) f(keT)

¢n+2

a(nkK) = 4nk? + 4nk,
e(nk) = 4nk? +-8nK + 3

b(nK) = 4nK? + 8nK + 2
d(nK) = 4nk? + 8nK + 4

e(nK) =4nK* +12nK +6 f(nK) = 4nK* + 120K +7

No hay que olvidar que en el diagrama de cada clase el conjunto &, es el iinico
lugar donde pondremos valores distintos de cero, y que las posiciones de la clase serdn

marcadas.

Clase "Diagonal positiva"

Primero estudiamos los casos Axcs1) ¥ Agec+1), estos dos casos forman una clase, y

son tales que

Accs) = St(Agxsr)) Y Adgrsn) = St(Aqesy)

Para poder distinguir a las clases utilizaremos dos submatrices que cada elemento
de la base tiene en las posiciones (KX +1)+1: (K+2)+2,(K+1)+1: (K+1)+2) y
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(K+1)+2: (K+1)43,(K+1)+2: (K+1)+3) . Entonces esta clase se distingue

por las matrices
-1 1 00
1L0('{0 O

1 -1
0
111
-110]...{1]|0{0(0]...;0]|0
0f0
0
0
0

Y ahora si, observamos los casos en que A; # St(A;).
Clase "Gorda"

Esta es la clase a la que pertenecen la mayor cantidad de elementos, siendo su cardi-
nalidad 4(X + 1) + 1, se distingue por las matrices
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Clase "4nK? + 5nk "

0

0

-1]1
010]...]1111/0|0]...1-2| 0

0|0

0

0

em B

Clase de un solo elemento de la base, que corresponde al niimero de orden 4(k +1)% +
5(k + 1) y cuya entrada libre estd en la posicién (2(K + 1) +4,(K + 1) +3), y se

distingue por las matrices

[s2}f 3
0
0
0|0
olo|..[o]1]-1]0]..[o]0
L E
0
0
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Clase "4nk* + 50K +1 "

Clase de un solo elemento de la base, que corresponde al nimero de orden 4(K+1)* +
5( + 1) + 1 y cuya entrada libre est4 en la posicién (2(K + 1) +4,1). Se distingue
por las matrices

o

o

o
o
o
o

ola|=|~
o

Clase "Semi-diagonal negativa"

Clase de un solo elemento de la base, que corresponde al miimero de orden 4(K+1)% +
6(K + 1) + 1 y cuya entrada libre estd en la posicion (2(X + 1) +4,1). Se distingue

por las matrices
-2 2 1 -1
21|'l-1 1
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o

2 2

Clase "4nK? + TnkK + 2"
La entrada libre de esta clase se encuentra en ((k + 1) + 3, 1).Se distingue por las

matrices
00 1 1
01| -1 -1

0

-2|0]..[0o[1]1]0]..[0]0
t -1]-1
0

=]

o

o
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Clase "4nk? + Tnk + 3"
La entrada libre de esta clase se encuentra en ((k + 1) + 1,1).Se distingue por las

o gRilth

0
0

o|o

o0 |=

o

o

Obtencién de los elementos de f3,,, en la semi-capa triangular superior
St(Rns2)

Una vez descritas las matrices de la mitad de la 1ltima capa, es necesario explicar
como se construyen las simétricas, es decir, para

dK+1)<(<e(K+1)
para poner a correr todo este intervalo de menor a mayor escribimos
(@)

con i

(K +1)+i
1., 4K+1)-2

y decimos que la matriz que deseamos transformar es

Ay = St(Ag;)
donde .
(i) =c(K+1)—12
Con esto completamos la base 8,,,, = {Z(3,) , Rut2, St(Rns2)}
De este modo observamos como son todos los elementos de la base deseada.
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2.3.2.4 Algoritmo de 3, en Matlab

Ya que se ha planteado la base para el orden n + 2, dicho ordenamiento puede ser
usado para cualquier n par, por lo que se ha creado un algoritmo disefiado en matlab
que dado n impar y cualquier indice de ordenamiento k, en el intervalo

1<k<n®*-2n-1
muestra al elemento A, de la base 3, en forma sparse.

Dicho algoritmo se encuentra en el Apéndice A, bajo el nombre de k_npar.m. La
forma de correr el programa se ilustra con el siguiente ejemplo:

k_npar(8,26)

indica que estamos buscando el elemento 26 de la base g, el cual es una matriz de
orden 8 que en forma sparse es:

(4,4)=1
(5,4) =1
(8,4) =-2
(4,5) = -1
(5,5) = —1
(8,5) =2

la cual en formato lleno (usando la funcién full) se observa

0
0
0
-1
-1
0
0
2

Agg =

oo oOoCcCoOooOo
CO0OO0OO0C0CO OO0
o oCcCoOoOCOoOOoOOo
ll}OOHHOOO
oo ocoocooo

CcocooCcCoOoOCOOOo
(=] = == ==

2.3.3 Otras Bases

Para completar este trabajo, en esta seccién se presenta una serie de diagramas de
colores que muestra la particién de distintas bases en clases de equivalencia. Recorde-
mos que las variables bdsicas son lo que determinan la base por lo que una vez selec-
cionadas, la base queda totalmente determinada. Utilizamos entonces las soluciones
particulares con iinicamente 2n + 1 entradas distintas de cero, en el entendido de que
dichas entradas pueden ser tomadas como variables bésicas.
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2.3.3.1 Base “lexicogréfica”

Recordemos que la solucién particular "lexicogréfica” no distingue el caso par del
impar, sin embargo, en la base del espacio nulo existe una diferencia en la cantidad
de clases ya que el caso impar posee una clase m4s, una clase que tiene su entrada
libre en la entrada central, por lo demss, el caso par cuenta con 11 clases.

2.3.3.2 Base del “barco”

De la misma forma que la base "lexicogréfica" esta base cuenta con una clase mas,
pero cuenta con una menor cantidad de clases, siendo un total de 9 para el caso par.
Una propiedad de esta particién es la simetria entre clases, que es producto de la
simetrfa de las variables bdsicas.

2.3.3.3 Base “Recursiva sin carga al centro”

Por ser de la familia de las recursivas cuenta con inmersién asf como "simetrfa 3",
ademds cuenta con la propiedad de reducir la cantidad de entradas distintas de cero,
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siendo la clase con mayor cardinalidad una familia con iinicamente 4 elementos dis-
tintos de cero.




Capitulo 3

Conclusiones

La gran cantidad de material que se puede encontrar sobre los cuadrados mégicos es
asombrosa, esencialmente se divide en dos enfoques: los de Teorfa de Numeros y los
de Algebra Lineal. El primero es el mejor conocido y sélo se menciona brevemente
en este trabajo.

El espacio mégico V/(s),, puede ser de gran utilidad en el aprendizaje de la elimi-
nacién gaussiana ya que las matrices, a pesar de ser grandes, tienen pocas entradas
distintas de cero, y de valor 1. Lo que nos reta a desarrollar algoritmos que sean
econémicos en memoria y eficientes, hecho que permite estudiar matrices ralas.

Dimensionalmente V(s),, crece de manera cuadrética. El estudiar esta coleccién
de espacios, permite apreciar el poder del Algebra Lineal y como usarlo para modelar
situaciones concretas.

Se programé la reduccién gaussiana de la base lexicografica y de la base del
"barco". Con estas dos bases se construyé un algoritmo para presentar en forma
sparse los elementos de la base, por otro lado, para la base del "caracol" se programé
un algoritmo que obtiene para cualquier orden los vectores de la base, terminando
con la construccién de las bases en forma recursiva para el caso par e impar.

Algo que queda por hacer, es ver si es posible encontrar una base del espacio
mégico, donde los coeficientes necesarios para formar un cuadrado mégico de enteros
consecutivos sea relativamente simple. Hasta donde queda este trabajo, no se ha
logrado.

Por otro lado, también quedarfa por estudiar otros espacios como por ejemplo las
estrellas mégicas de orden n, que al igual que V (s), es una sucesién de espacios que
puede ser estudiada de forma sparse.



Apéndice A
m-files de Matlab

El siguiente algoritmo aplica la transformacién "magia” de cualquier matriz cuadrada.

function b=magia(A);
%

%  Definicion de la Transformacion "magia”

%

% Entrada:

% A Matriz Cuadrada

% Salida:

%

% b Vector columna cuyas primeras n entradas son la

% suma de las entradas de cada renglo de la matriz A,

% las siguientes n entradas son la suma de las entradas

% de cada columna de la matriz A, la entrada 2n+l de b es
% la traza de A, y la entrada 2n+2 es la traza secundaria
% A.

%

n=length(A);

b=zeros(2*n+2,1);

b(1:n)=A*ones(n,1);

b(n+1:2#n)=A’*ones(n,1);

b(2*n+1)=trace(A);

for i=i:n
b(2%m+2)=b(2*n+2)+A(i,n+1-1i);

end

El siguiente algoritmo progamado en matlab, presenta el k-ésimo elemento de la
base (3, en forma sparse, para orden impar. Se hace referencia a este progama en la
seccién 2.3.1.5.
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function A=k_nimpar(n,k,A)
%

%

% k_nimpar

% A brief description.

% Funcion que muestra el k-esimo elemento de la

% base beta de cualquier orden impar.

%

% La forma de hacerlo es describiendo los vectores
% cuyo ordenamiento k esta en la ultima semicapa
% izquierda para el orden n impar, y transformarlos
% para conocer los de la ultima semicapa derecha,
% con esta capa es posible describir los elementos
% de las ncapas, aplicando inmersion.

%

%

%

% Entrada:

% n Orden del espacio magico, impar a partir de 3

% k ordenamiento de la base beta n, donde 1<k<n"~2-2n-1
% A Argumento util para la inmersion, despreciable

%

% Salida:

% A k-esimo Cuadrado magico de la base beta n

h

% Dependencia:

% simy Se hace uso de la simetria y, progamado
% k_3 Construye la base beta 3

% k_nimpar

% This source code is dated at: Enero, 2005.
% Last Revision: Enero 26, 2005.

% El argumento de entrada A, es interno

if nargin==
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A=sparse(n,n);
end
%
% Se calcula el numero de capas nk.
%
nkapas=(n-3)/2;
%
% Separamos los casos k=1,2 del resto.
%
if k > 2,
%
% Se calcula a(nk)
%
a_nkapas=4*nkapas”~2-1;
%
% Se sumerge una capa en el caso en que k < a(nk)
%
if k < a_nkapas,
A(2:n-1,2:n-1)= k_nimpar(n-2,k,A(2:n-1,2:n-1));
end
%
% Se escriben las matrices de cada clase.

%

A1=[-1 2 -1; -2 1 1]; Ydistingue a la clase Principio y fin
A2=[-1 2 -1; 11 1]; %distingue a la clase Gorda

A3=[0 1 -1; 0 0 1]; %distingue a la clase Semi-diagonal negativa
A4=[-1 -1 -1; 1 1 1]; Ydistingue a la clase 2 renglones

A5=[-1 1 0; 1 0 0]; %distingue a la clase Semi-diagonal positiva
%

% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento sea

% a(nk) que se encuentra en la clase Principio y fin.

%
if k==a_nkapas,
A(n,nkapas+1)=3; A(n,nkapas+2)=-3;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1:nkapas+3)=A1;
end
%
%  Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nk"2-1<k<4nk~2+nk-1 que pertenecen a la
% clase Gorda.
%
for i=1:nkapas-1,
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if k==a_nkapas+i,
A(n,nkapas+1-i)=3; A(nkapas+2,nkapas+1-i)=-3; A(n,nkapas+2)=-3;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1 :nkapas+3)=A2;

end
end
A
% Se describe el elemento de la base cuyo ordenamiento es
% 4nk~2+nk-1 que se encuentra en la clase

% Semi-diagonal negativa.
%
if k==a_nkapas+nkapas,
A(n,1)=1; A(nkapas+2,1)=-1; A(n,nkapas+2)=-1;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1:nkapas+3)=A3;
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nkapa”2+nk-1<k<4nk~2+2nk que pertenecen a
% la clase Gorda.
%
for i=1:nkapas,
if k==a_nkapas+nkapas+i,
A(n-i,1)=3; A(nkapas+2,1)=-3; A(n-i,nkapas+2)=-3;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1:nkapas+3)=A2;
end
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordemamiento
% 4nk~2+2nk que se encuentra en la clase 2 renglones.
%
if k==a_nkapas+2*nkapas+1,
A(nkapas+1,1)=3; A(nkapas+2,1)=-3;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1:nkapas+3)=A4;
end

% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nk~2+2nk<k<4nk~2+3nk que pertenecen a
% la clase Gorda.

for i=1:nkapas-1,
if k==a_nkapas+2*nkapas+1+i,
A(nkapas+1-i,1)=3; A(nkapas+2,1)=-3; A(nkapas+1-i,nkapas+2)=-3;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1 :nkapas+3)=A2;
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end
end
A
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento
% 4nk~2+3nk que se encuentra en la clase

% Semi-diagonal positiva.
A
if k==a_nkapas+3*nkapas+1,
A(1,1)=1; A(nkapas+2,1)=-1; A(1,nkapas+2)=-1;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1:nkapas+3)=A5;
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nk~2+3nk<k<4nk~2+4nk que pertenecen a
% la clase Gorda.
%
for i=1:nkapas-1,
if k==a_nkapas+3*nkapas+1+i,
A(1,i+1)=3; A(nkapas+2,i+1)=-3; A(1,nkapas+2)=-3;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1:nkapas+3)=A2;

end
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento
% 4nk~2+4nk que se encuentra en la clase

% Principio y fin.
%
if k==a_nkapas+4*nkapas+1,
A(1,nkapas+1)=3; A(1,nkapas+2)=-3;
A(nkapas+1:nkapas+2,nkapas+1:nkapas+3)=A1;
end
%
% Se obtienen los elementos de la semi ncapa derecha transformando
% un elemento de la semi ncapa izquierda, llamando la funcion simy.
%
for i=1:4+nkapas+2,
if k==a_nkapas+4*nkapas+1+i,
A=simy (k_nimpar(n,a_nkapas+4*nkapas+2-i)) ;
end
end
%
%
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% Se colocan los elemento k=1,2 obtenidos con k_3
%
else

A(nkapas+1:nkapas+3,nkapas+1:nkapas+3)= k_3(k);
end

El siguiente algoritmo aplica la transformacién simetrfa y de cualquier matriz
cuadrada.

function Ay=simy(A)
%

% Definicion de la Transformacion Simetria y
yA

% Entrada:

% A Matriz Cuadrada

% Salida:

%

% Ay Sy(A) matriz cuadrada

%

%

%

n=length(A)/2;

Ay=A;

for i=1:n
tempo=Ay(:,i);
Ay(:,1)=Ay(:,2%n+1-i);
Ay(:,2#n+1-i)=tempo;

end

El siguiente algoritmo, presenta los elementos k = 1,2, nicos de la base 3;.

function A=k_3(k)
%

% k.3

% A brief description.

% Funcion que muestra el k-esimo elemento de la
% base beta 3.

% Entrada:

% k 1,2

% Salida:
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% A k-esimo vector de beta tres.
%
%
if k==1,
A={01 -1; -1 01; 1 -10]; d
end
if k==2,
A=simy (k_3(1));
end

Este programa revisa que todos los vectores de la base 3, para orden impar sean '
cuadrados magicos

function betaimpar(n)

% Comprueba que todos los elementos de beta n sean cuadrados magicos
%

% Entrada:

% n Orden impar

% Salida:

%

% k,A En caso de que algun elemento no sea un cuadrado magico
% indica cual es su orden y despliga el elemento.

for k=1:n"2-2%n-1,
A=k_nimpar(n,k);
s=magia(A);
if sum(s)>0,
display(’ algo anda mal ’);
k,A
end
end

El siguiente algoritmo progamado en matlab, presenta el k-ésimo elemento de la
base 3, en forma sparse, para orden par. Se hace referencia a este programa en la
seccién 2.3.2.4
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function A=k_npar(n,k,A)

%
%
A
A
%
A
%
%
)
%
%
%
%
A
%
%
%
A
%
%
%
%
%
%
A
%
A
%
%
%
%
%
%
%
%
%
h
A

k_npar

A brief description.
Funcion que muestra el k-esimo elemento de la base
beta de cualquier orden par.

La forma de hacerlo es describiendo los vectores
cuyo ordenamiento k esta en la ultima semicapa
tiangular inferior para el orden n par, y
transformarlos para conocer los de la ultima
semicapa triangular superior, con esta capa es
posible describir los elementos de las ncapas
aplicando inmersion.

Entrada:
n Orden del espacio magico, par a partir de 4
k Ordenamiento de la base beta n, donde 1<k<n"2-2n-1
A Argumento util para la inmersion, despreciable
Salida:
A k-esimo Cuadrado magico de la base beta n
k_npar
This source code is dated at: Enero, 2005.

Last Revision: Enero 26, 2005.

El argumento de entrada A, es intermo

if nargin==2

A=sparse(n,n);

end
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%
% Se calcula el numero de capas nk.
%
nkapa=(n-4)/2;
%
% Separamos los casos k=1,..,7 del resto.
%
if k> 7,
%
% Se calcula a(nk)
%
a_nkapa=4#*nkapa”2+4+*nkapa;
%
% Se sumerge una capa en el caso en que k < a(nk)
%
if k<a_nkapa
A(2:n-1,2:n-1)= k_npar(n-2,k,A(2:n-1,2:n-1));
end
%
% Se escriben las matrices de cada clase.
%
Al1=[-110; 110; 000]; %distingue a la clase Gorda
A2=[000; 01-1; 01 -1]; %distingue a la clase 4nk~2+bnk
A3=[-110; -110; 00 0]; %distingue a la clase 4nk~2+5nk+1
A4=[-220; 21 -1; 0 -1 1]; Y%distingue a la clase Semi-diagonal neg.
A5=[0 0 0; 01 1; 0 -1 -1]; %distingue a la clase 4nk~2+7nk+2
A6=[-1 -10; 110; 00 0]; %distingue a la clase 4nk~2+7nk+2
A7=[-110; 1 00; 00 0]; %distingue a la clase Diagonal pos.

%

%  Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nk~2+4nk<k<4nk~2+5nk que pertenecen a la

% clase Gorda.
)
for i=1:nkapa,
if k==a_nkapa-1+i,

A(n,n-i)=2; A(nkapa+2,n-i)=-2; A(n,nkapa+2)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A1;

end
end

%

% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento

% 4nk~2+5nk
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%
if k==a_nkapa+nkapa,
A(n,nkapa+3)=2; A(n,nkapa+2)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A2;
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento
A 4nk~2+5nk+1
%
if k==a_nkapa+nkapa+1,
A(n,nkapa+1)=2; A(n,nkapa+2)=-2;
A(nkapa+1 :nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A3;
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nk~2+5nk+1<k<4nk~2+6nk+1 que pertenecen a la
% clase Gorda.
%
for i=1:nkapa-1
if k==a_nkapa+nkapa+1+i,
A(n,nkapa+1-1)=2; A(nkapa+2,nkapa+1-i)=-2; A(n,nkapa+2)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A1;
end
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento
% 4nk~2+6nk+1 que pertenece a la clase Semi-diagonal negativa
%
if k==a_nkapa+2*nkapa+1,
A(n,1)=2; A(nkapa+2,1)=-2; A(n,nkapa+2)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A4;
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nk~2+6nk+1<k<4nk~2+7nk+2 que pertenecen a la
% clase Gorda.
%
for i=1:nkapa,
if k==a_nkapa+2*nkapa+1+i,
A(n-i,1)=2; A(nkapat+2,1)=-2; A(n-i,nkapa+2)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A1;
end
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end

A

% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento

% 4nk"2+7nk+2

A

if k==a_nkapa+3*nkapa+2,
A(nkapa+3,1)=2; A(nkapa+2,1)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A5;

end

% Se describen los elementos de la base cuyo ordemamiento
% 4nk~2+7nk+3

if k==a_nkapat+3*nkapa+3
A(nkapa+1,1)=2; A(nkapa+2,1)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A6;

end

%

% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento esta en
% el intervalo 4nk~2+7nk+3<k<4nk~2+8nk+3 que pertemecen a la

% clase Gorda.

%
for i=1:nkapa-1,
if k==a_nkapa+3*nkapat+3+i,
A(nkapa+1-i,1)=2; A(nkapa+2,1)=-2; A(nkapa+1-i,nkapa+2)=-2;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A1;

end
end
%
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenamiento
% 4nk”~2+8nk+3 que se encuentra en la clase

% Mitad y fin.

if k==a_nkapat+4*nkapa+3,
A(1,1)=1; A(nkapa+2,1)=-1; A(1,nkapa+2)=-1;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapat+1:nkapa+3)=A7;

end

%

% Se obtienen los elementos de la semi capa superior transformando

% un elemento de la semi capa inferior, usando la transpuesta.

%

for i=1:4*nkapa+3,
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if k==a_nkapa+4*nkapa+3+i,
A=(k_npar(n, a_nkapa+4*nkapa+3-i))’;

end
end
% .
% Se describen los elementos de la base cuyo ordenimiento
%  4nk"2+12nk+7 que se encuentra en la clase

% Mitad y fin.

%

if k==a_nkapa+8*nkapa+7
A(n,n)=1; A(n,nkapa+2)=-1; A(nkapa+2,n)=-1;
A(nkapa+1:nkapa+3,nkapa+1:nkapa+3)=A7;

end
%
%
% Se colocan los elemento k=1,..,7 obtenidos con k_4
%
else
A(nkapa+1:nkapa+4,nkapa+1:nkapa+4)= k_4(k);
end

El siguiente algoritmo, presenta los elementos k = 1, ..., 7 base 3,

function A=k_4(k)

% k_4

% A brief description.

% Funcion que muestra el k-esimo elemento de la
% base beta 3.

% Entrada:

% k 1,...,7

% Salida:

%

% A k-esimo vector de beta cuatro.

%

%

A=zeros(4);

if k==1,
AC2,2)=1; A(2,3)=-1;
A(3,2)=1; A(3,3)=-1;
A(4,2)=-2; A(4,3)=2;
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end
if k==2,
A(L,1)=-2; A(1,2)=2;
A(2,2)=1; A(2,3)=-1;
A(3,2)=-1; A(3,3)=1;
A(4,1)=2; A(4,2)=-2;
end
if k==3,
A(2,1)=-2; A(2,2)=1; A(2,3)=1;
A(3,1)=2; A(3,2)=-1; A(3,3)=-1;
end
for i=1:3
if k==3+i,
A=(k_4(4-1))’;
end
end
if k==7
A(1,1)=-1; A(1,2)=1;
A(2,1)=1; A(2,4)=-1;
A(4,2)=-1; A(4,4)=1;
end

Este programa revisa que todos los elementos de la base 3, con orden par, sean
cuadrados mégicos

function time=betapar(n)

%

% Comprueba que todos los elementos de beta n sean cuadrados magicos
A

% Entrada:

% n Orden par

% Salida:

%

% k,A En caso de que algun elemento no sea un cuadrado magico
% indica cual es su orden y despliga el elemento.

%

%

for k=1:n"2-2*n-1,
A=k_npar(n,k);
s=magia(A);
if sum(s)>0,
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