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1. Uvod

Mechanika kapalin a plynl je soucasti obecné mechaniky je , zabyva se rovnovahou
sil za klidu i pohybu tekutin. Vlastni mechanika tekutin vyuziva nékterych experimentalnich a
statistickych hodnot vysledk( kinetické teorie.Ekvivalentem k pojmu ,hmotny bod“ uzivany
v mechanice, vystupuje v ulohach hydromechaniky pojem ,elementarni objem®. Tento objem
kapaliny nebo plynu je objem velmi maly proti rozmérim proudu kapaliny, ale dostate¢né
velky vzhledem k délce volné drahy molekuly. Po¢et molekul obsazenych v tomto objemu je
tak velky, ze plati statistické stfedni hodnoty kinetické teorie plynt. Pro tento objem se
odvozuiji tzv. bilanéni rovnice umozniujici definovat zakladni zakony zachovani hmoty resp.
energie. K uréeni zakladnich rovnic rovnovahy za klidu i pohybu tekutin jsou postacujici dvé
vlastnosti, a to spojitost a stejnorodost (izotropie).

Zakladnim rozdilem mezi tekutinou a tuhym télesem je pohyblivost molekul plyna i
kapalin. Kapaliny a plyny teCou v proudu omezeném pevnymi sténami nebo tvofi rozhrani
tekutin. Tuhé téleso naproti tomu se pohybuje jako tuhy celek hmotnych bodu, nepfihlizime-li
k nepatrnym deformacim. Kapalina podléha znacné vétsim volnym deformacim. PFi
vySetfovani pohybu tekutin se pouziva mnoha poznatkl a zakonitosti z mechaniky tuhych
téles. Nepfihlizi se pfi tom k ,mikrostruktufe® pohybu skute¢né tekutiny, tj. k pohybu jejich
molekul, ktery je pfedmétem kinetické teorie kapalin a plyn(.

Hydromechanika feSi vétsinu svych udkoll na elementarnich objemech tekutiny, pro
néz sestavuje rovnice rovnovahy. Tyto zakladni diferencidlni rovnice integruje a pouzitim
okrajovych, pfipadné pocatecnich podminek ziskava feSeni. Takto ziskany matematicky
model se pak feSi bud exaktné, v poslednich letech velmi ¢asto numericky. Pokud exaktni
nebo numerické feSeni bylo z hlediska slozitosti rovnic nedostupné a téz z potfeby verifikace
numerického fesSeni se pfistupuje k experimentu, ze kterého vyplyvaji empiricka i
poloempiricka feSeni. Aplikace experimentalnich metod v mechanice tekutin je v soucasné
dobé velmi Casté, méfeni se hlavné z ekonomickych dldvodu provadéji na modelech a
s vyuzitim teorie podobnosti se vysledky ziskané na modelech prepocitaji na skutecna
zafizeni.

Vedle tradi¢nich uloh mechaniky tekutin jsou skripta doplnéna kapitolami zabyvajicimi
se proudénim nenewtonskych kapalin v potrubi, sedimentaci, filtraénim proudénim, stru¢né
je také popsana fluidace a michani. Cerpadlim a dopravé kapalin je ve skriptech v&novana
nejrozsahlejsi kapitola.

Recenzent: Doc.RNDr. Milada Kozubkova, CSc.
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2. Zakladni pojmy a fyzikalni vlastnosti tekutin
2.1. Tekutina

Pfi feSeni uloh v hydromechanice se vychazi z pfedstavy tekutiny jako spojitého,
stejnorodého prostiedi (kontinua) Stejnorodosti neboli izotropii rozumime stejné vlastnosti
vSech CasteCek tekutiny nezavislé na jejich poloze a sméru plasobeni sil. Tento pfedpoklad
umoznuje vyhodné fesit ulohy mechaniky kapalin na zvoleném, velmi malém objemu
tekutiny a odvozené zakonitosti rozSifit na cely objem.

Tekutina, napf. plyn je tvofena molekulami, které se nachazeji pouze v diskrétnich
bodech, molekuly plynu vykonavaji nahodny tepelny pohyb. Disledkem tohoto pohybu jsou
vzajemné srazky molekul a narazy molekul na st€énu nadoby, coz vnimame jako tlak plynu.
ProtoZze ve sledovaném objemu plynu je velky pocet molekul, proto pfi jejich ndhodném
pohybu vnimame jen stfedni pohyby.

V hydromechanice je zaveden pojem idealni neboli dokonalé tekutiny, kterd nema
vnitini tfeni neni tedy vazka a je nestladitelna. Tento pojem, a¢ nevystihuje skuteCnost,
dovoluje odvodit jednodusSeji nékteré zakonitosti. Dokonala tekutina maze byt namahana jen
tlakem, zatim co vazka (skute¢na) tekutina mize byt vedle toho namahana jistou smykovou
silou (za pohybu).

Tekutina je latka, ktera se na rozdil od tuhych téles vzdy nevratné deformuje. Nema
vlastni tvar a za plUsobeni nepatrnych te¢nych sil se Castice tekutiny snadno uvedou do
pohybu (vyjimkou jsou nékteré anomalni — nenewtonské kapaliny).

Tekutiny se déli na:

nestlacitelné, které pusobenim tlaku, normalnych sil, jen nepatrné méni svij objem — zde

patfi kapaliny. Malé objemy kapalin tvofi kapky. Kapaliny zaujimaji tvar nadoby, vyplfiuji jeji

spodni ¢ast a vytvareji volnou hladinu

stlacitelné, tedy i rozpinavé, které vyplnuji vzdy cely objem nadoby. Podle toho zda jejich

stav je blizko &i daleko bodu zkapalnéni jsou to bud pary nebo plyny. Spole¢ny nazev je také

vzdus$iny.Stav tekutiny nachazejici se v rovnovaze muze byt uren tlakem, hustotou a

teplotou.

Mérny tlak p - (v praxi zpravidla oznacovan jen tlak) je roven poméru elementarni tlakové

sily dF plsobici kolmo na elementarni plosku dS
_dF

P=ds

Absolutni tlak se odecita od nulové hodnoty tlaku, pretlak a podtlak se odeditaji od
barometrického tlaku — obr. 2.1.

Hustota p - (mérna hmotnost) je rovnha poméru hmotnosti elementarni ¢astice tekutiny dm
k jejimu elementarnimu objemu dV, obklopujicimu bod, v némz hustotu uréujeme

(2.1)

dm
= 2.2
P= (2.2)
Pfevratna hodnota hustoty je mérny objem
V = l = d_V . (2.3)
o dm

Hustota plynd se méni s tlakem a teplotou, u kapalin naopak hustota se méni jen nepatrné a
v moha praktickych ulohach ji mizeme povazovat za konstantni - p = konst. Hustota se
stanovuje méfenim, vysledky uvadi odborna literatura.

Teplota T (°C, K) - vnaSem pfipadé se proudéni bude povazovat vzdy za izotermni
T = konst. Udaj teploty bude slouZit jen pro pfesné uréeni parametrtl tekutiny jako je hustota
a viskozita.

Korelaci mezi tlakem, hustotou a teplotou tekutiny ur€uje rovnice stavova

pv =B:r.T, (2.4)
yo,
kde r (J.kg™*.K™) je mé&rna plynovéa konstanta, jejiz velikost zavisi na druhu plynu.
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P A barometricky tiak
k k.
pretiak —
L
Y
R, 3 ’ 2
podtiak Y
Y | 4
p - absolutni A ’ >
tiak vakuum i >
A Y - I Y
Obr. 2.1 Tlak absolutni a pfetlak Obr. 2.2 Objemova stlacitelnost tekutin

2.2. Fyzikalni vlastnosti tekutin

Kvantitativni vztahy v hydromechanice se vyjadfuji rovnicemi, grafy, diagramy apod.
Veli€iny a jejich mérové jednotky jsou uréeny Mezinarodni mérovou soustavou Sl (Systéme
International d’Unités), kterou uvadi CSN 01 1300, CSN 01 1301 a dal$i. Zakladnimi
veli€inami jsou délka, hmotnost, Cas, elektricky proud, termodynamicka teplota, latkové
mnozstvi, svitivost a dopliikové veli€iny rovinny uhel a prostorovy uhel. Zakladnimi
jednotkami jsou (CSN 01 1300) metr, kilogram, sekunda, ampér, kelvin, mol, kandela a
doplrikové jednotky radian a steradian. V mechanice, a tim i hydromechanice, se vystaci pfi
formulaci poznatkd s témito zakladnimi veli¢Ginami: délka L [m], hmotnost m [kg], ¢as t [s].
Ostatni veliginy jsou odvozené veli¢éiny na zakladé defini¢nich rovnic (CSN 01 1310).
Zakladni a odvozené veliCiny zalozené na soustavé defini¢nich rovnic tvofi soustavu velicin.
Veli€iny, které urCuji fyzikalni vlastnosti kapalin a s nimiz se v hydromechanice nejastgji
pocita jsou tyto:

Objemova stlacitelnost je vlastnost tekutin a téles zmensovat svlij objem pfi zvySovani
tlaku — obr 2.2. Zména objemu podle tohoto obrazku se vypocita z polynomu prvniho stupné
(linearni zavislost)

Ap
V,=1-—"F1, 2.5
0 ( K j (2.5)
kde K je modul objemoveé stlaitelnosti tekutiny, tento je definovan vztahem
d
- 2P 2.6)
dp

PFfi stlaCovani kapaliny se jeji hmotnost neméni, proto Ize psat m=p V =Kkonst.
Diferencovanim se dostane p.dV + V.dp = 0, z Eehoz pro mérnou objemovou zménu vyplyva
d—V + d—p =0. (2.7)

vV p
Rozmér modulu objemové stladitelnosti kapalin pfipomina modul pruznosti v tahu tuhych
latek,(analogie Hookeova zakona). Pro vodu je modul objemové stlagitelnosti K = 2,1-10° Pa.
Stlacitelnost Ize rovnéz charakterizovat rychlosti zvuku, coz je rychlosti, kterou se ve

stlaCitelném prostfedi Sifi malé zmény tlaku. Za pfedpokladu izoentropické (adiabaticke)
stavové zmény pro rychlost zvuku plati

a=\/K= %= K'B=\/K'.I'.T. (2.8)
p \Vdp | p

Teplotni roztaznost tekutin charakterizuje zménu objemu a hustoty tekutin v zavislosti na
zmeéneé teploty. Zménu objemu je mozné urcit z polynomu prvniho stupné
V, =V (1+ 1), (2.9)
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kde soucinitel objemové roztaznosti je ur€en vztahem
AV

1
p= V(A_tjpzkonst_ . (2.10)

Viskozita tekutin se projevuje pfi proudéni skuteCnych kapalin. Pohybuji-li se sousedni
vrstvy kapaliny rGznymi rychlostmi, vznika na jejich rozhrani smykové tfeni, které brani
pohybu. Pomalejsi vrstva je zrychlovana a naopak zase rychlejSi zbrzdovana. ZmenSeni
rychlosti je zplsobeno te¢nou silou, ktera je vyvolana vnitfnim tfenim nebo viskozitou Ci
vazkosti kapaliny.

'y
V +4vV _.‘E i
f 1 N Kapalina Piyn
x
deélici 4_. »
rovina S
. —
m >
0 Teplota
Obr. 2.3 Vzniku viskozity u tekutin Obr. 2.4 Zavislost viskozity na teploté

Viskozitu Ize vysvétlit pomoci kinetické teorie tekutin. Pfedpokladejme podle obr. 2.3,
Ze v proudici tekutiné ( plynu) vytkneme vrstvu tekutiny, kterou myslenou rovinnou rozdélime
na dvé poloviny, pfi éemz horni vrstva se bude pohybovat rychleji nez vrstva spodni, rozdil
rychlosti obou vrstev necht’ je Av. Molekuly proudiciho plynu o hmotnosti ,m“ se pohybuji
nahodnym tepelnym pohybem rychlosti ,c“, tato rychlost je zavisla na teploté tekutiny a jeji
velikost je pfi pokojové teploté nékolik stovek metrli za sekundu. Sledujme tepelny pohyb
molekuly plynu ve spodni vrstvé. Je pravdépodobné, Ze sledovana molekula v dusledku
tepelného pohybu rychlosti ,c*“ pfejde ze spodni do horni rychlejSi vrstvy. V horni vrstvé,
ktera je v priméru rychlejsi je pomala molekula urychlena a je ji predana hybnost

AH =m.Av.

Podobné molekula tekutiny z horni rychlejsi vrstvy prejde do pomalejsi vrstvy spodni a prfeda
svoji hybnost pomalejSim molekulam ve spodni vrstvé, jeji velikost je stejna jako
v pfedchazejicim pfipadé

AH =m.Av.

Pfi tomto procesu dochazi k pfenosu hybnosti pfes mySlenou délici rovinu, toto se projevi
vznikem smykového napéti 7 v této mySlené délici roviné. Na zakladé této pfedstavy je
mozné vyslovit tvrzeni, Zze pfi¢inou viskozity u plynu je tepelny pohyb molekul. U kapalin je
viskozita zplsobena mezimolekularnimi silami.

U plynd, jejichz tepelny pohyb molekul pfeviada nad silami mezimolekularnimi,
vzrusta zvySenim teploty rychlost tepelného pohybu molekul a tim vzroste i viskozita plynu.
Tento poznatek je ve shodé se skuteCnosti.U kapalin je tomu obracené. U nich jsou
dominantni mezimolekularni sily proti tepelnému pohybu molekul, proto u kapalin klesa
vazkost s rostouci teplotou — obr. 2.4.

Smykové (te€né) napéti od vazkosti nebo zkracené vazké napéti je ur€eno klasickou
formuli podle Newtona, ktera byla ziskana experimentalné

0 dv (2.11)
dy '

kde n  je dynamicka vazkost, jejiz rozmér je Pa.s

dv
v je gradient rychlosti ve sméru kolmém na smér pohybu
y

Ve vypoctech se velmi €asto vyskytuje vyraz n/p, ktery je oznaCovan jako kinematicka
viskozita
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y="1 (2.12)
yo,
Rozmér kinematické viskozity je m’s™', obsahuje tedy pouze kinematické veliginy
(neobsahuje jednotky hmotnosti nebo sily), odtud plyne jeji nazev. Rozmér dynamické
vazkosti obsahuje jednotku sily, proto byla tato vazkost oznaCena jako dynamicka, nebot
v dynamice se vySetfuji pfiiny pohybu, tj. sily.

Dynamicka a kinematicka vazkost zavisi na druhu tekutiny. Jejich hodnoty jsou pro
vétdinu tekutin tabelovany. Vazkost kazdé tekutiny zavisi na teploté a tlaku, tedy na
stavovych veli¢inach. Tyto jsou uvadény v odborné literatufe ve formé tabulek, grafd nebo
jsou dany poloempirickymi rovnicemi.

Viskozita kapalin se méfi viskozimetry, z nichz nejbézné&jsi jsou kapilarni, vytokove,
prutokové, rotacni, téliskové a jiné. Jako vytokovy viskozimetr se v Evropé pouziva
viskozimetr EnglerQv., tento se vyznacCuje vysokou presnosti a jednoduchosti méfeni.
Mé&Fitkem vazkosti jsou Englerovy stupné E, tyto se urCi jako pomér vytoku t zkoumané
kapaliny o objemu 200 cm?® pfi urgité teploté t k vytokové dobé t, vody pfi 20°C z téhoz
viskozimetru

E=-". (2.13)
z-V
Vytokova doba vody musi byt v rozmezi (50 az 52)s, velikost a tvar Englerova viskozimetru

jsou dany normou. Pro pfepocet Englerovych stuprii slouzi empirické vzorce, napf.

2
y= (7,31.E - 6'—31}106 [m—} (2.14)
E S

Povrchové napéti. Kapalina na rozhrani se vyznacuje odliSnymi vlastnostmi, pfiznaénymi
pro ostatni objem kapaliny. Rozhrani kapaliny se jevi jako potazené velmi tenkou a napjatou
vrstvou. PFi¢inou povrchového napéti jsou sily plsobici mezi molekulami kapaliny. UvnitF
kapaliny je kazda molekula obklopena ostatnimi ze vSech stran, takze se jejich pfitazlivé sily
vyrovnavaji — obr. 2.5A. U rozhrani jsou molekuly obklopeny jen z jedné strany, jejich sily se
nevyrovnavaji z druhé strany, a proto na molekulu plsobi sila R sméfujici dovnitf kapaliny —
obr. 2.5B. Ponévadz plsobeni jednotlivych molekul je omezeno na velmi malou oblast,
projevuje se tato nerovnovaha mezimolekularnich sil jen v nepatrné vrstvé kapaliny na
hladiné. Pfi pfemisténi ¢asteCky kapaliny na rozhrani, se vykona silou R prace. Molekuly na
rozhrani maji vy$Si potencialni energie proti molekulam uvniti kapaliny. Povrchové napéti je
pomér povrchové energie k ploSe rozhrani.

E,
o=—2, 2.15
S ( )

Povrchové napéti se definuje téz jako sila, ktera pasobi na jednotku délky rozhrani , a to
kolmo k této délce, a v roviné povrchu.

Obr. 2.5 Sily uvniti kapaliny a pobliz rozhrani Obr. 2.6 K definici povrchového napéti

Sila, kterou je napf. mydlinkova blana roztahovana v rdamecku s posuvnymi ty¢kami AB a CD
(kazda délky L), je dana vyrazem
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F=0cl,
nebot’ délka namahaného povrchu je L a povrchové napéti je c. ZvétSi-li se povrch blany
roztaZzenim o délku dx, vykona se prace dA = F dx = o.L.dx. Touto praci se zvétsi
povrchova energie kapaliny. Na jednotku délky rozhrani pfipada tedy sila

F_dA _oldx_ 2.16)

L ldx Ldx
Povrchové napéti urlité kapaliny zavisi na druhu latek, které tvofi rozhrani. Kapalina se
muze stykat s pevnou latkou, kapalinou nebo plynem. Vznik povrchového napéti byl
vysvétlen nerovnovahou molekularnich sil za pfedpokladu, Ze kapalina s ni¢im nesousedi.
Ve skutecnosti je vzdy obklopena jinou latkou, at pevnou, kapalnou, &i plynnou, a proto
mezimolekularni sily od vlastni kapaliny se budou vyrovnavat s kvalitativné stejnymi silami
sousedniho prostfedi. Vysledné povrchové napéti bude dano vektorovym souétem obou
slozek.

Kapilarita se vyskytuje u trubi¢ek velmi malého priméru — kapilar, nebo v poréznim
prostfedi. Kdyz adhezni sily jsou vétsi nez kohezni, vystupuje kapalina v kapilafe do vysky h.
V opacném prfipadé, kdy kohezni sily jsou vétSi nez adhezni, zUstava kapalina v kapilafe o
vy8ku h niZze nez je hladina okolni kapaliny. Pfislusné vySky h se daji spocitat z podminky
rovnovahy mezi gravitaénimi silami a povrchovymi silami podle obr. 2.7

rdo=Zdhpg = he-2o (2.17)

0.g.h

Obr. 2.7 Kapilami elevace a deprese

Posledni vztah se da pouzit téz k urCeni povrchového napéti o . Povrchové napéti vody je
6=0,072N m™*=0,072 kg s

Tlak nasycenych par je hodnota tlaku par nad hladinou kapaliny, pfi€emz nastava
rovhovaha mezi poctem molekul opoustéjicich kapalinu a vracejicich se zpét. U
jednoslozkovych kapalin zavisi pouze na teploté a roste s teplotou. Cim je tlak nasycenych
par kapaliny pfi dané teploté vyssi, tim je kapalina tékavéjsi. Tlak nad hladinou kapaliny musi
byt vy3Si, nez je tlak nasycenych par, jinak by mohlo dojit k prudkému odpareni (varu).
Klesne-li tlak uvnitf kapaliny pod hodnotu tlaku nasycenych par, dochazi ke vzniku kavitace.
Parametry vody a vodni pary vCetné tlaku nasycenych par je mozné stanovit podle
dokumentu ,Mezinarodni asociace pro vlastnosti vody a vodni pary - IAPWS — IF 97 nebo
se da odecist z parnych tabulek.
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3. Tlakové pomeéry v kapaliné za klidu
3.1. Tlak a jeho puisobeni

Hydrostatika se zabyva rovnovahou sil pasobicich na kapalinu za klidu. Rovnovaha
kapaliny za klidu nastane tehdy, kdyz jeji ¢astice se vici sobé& nepohybuji, to znamena, ze
tvar objemu kapaliny se neméni. V tom pfipadé je u skuteéné kapaliny smykové napéti od
vazkosti nulové a v8echny rovnice plati i pro skuteCnou kapalinu. Do hydrostatiky patfi i
pfipady relativniho klidu, kdy kapalina vuci sténam je v klidu, ale cela soustava (nadrz +
kapalina) konaji pohyb. Sily, které mohou plsobit na kapalinu Ize rozdélit obecné do dvou
skupin, a to sily plosné a hmotnostni (neboli objemové).

Plosné sily (téz povrchové) pusobi na povrch uvazovaného objemu kapaliny, proto jejich
velikost zavisi na velikosti ploch

Fo=pS.

Plodné sily jsou napf. tlak kapaliny, tfeni od vazkosti pohybujici se kapaliny, apod.
Objemové sily ( téz hmotnostni) jsou imérny hmotnosti, ktera je umérna objemu kapaliny

Fp=am=apV. (3.1)

Jsou to napf. tiha kapaliny, setrvaéna sila, odstfediva sila apod.

Tlak kapaliny je tlakova sila, pusobici na jednotku plochy. Je-li tlak rovnomérné rozlozen, je
dan pomérem

o-F
S
Pfi nerovhomérném rozlozeni tlaku je dan obecné
dF
=—. 3.2
P=3s (3.2)

Tlak plsobi vzdy kolmo na plochu a v uritém misté je ve vSech smérech stejny,
nezavisi tedy na sklonu plosky, na kterou pusobi. Toto tvrzeni si nyni dokazeme. Kdyby
pusobila na plosku sila dF nikoliv ve sméru normaly, dala by se rozlozit na slozku
normalovou a te¢nou. Tec¢na slozka tlakové sily by si vynutila pohyb &astecek kapaliny, které
nekladou vzajemnému posunuti odpor. ProtozZe tekutina je v klidu, musi tlakova sila pUsobit
kolmo na plochu — obr. 3.1.

Z toho plyne, Ze na tekutinu nachazejici se ve stavu rovnovazném mohou pusobit jen
sily normalové, resp. normalova napéti. V technické praxi se bude jednat vzdy o tlak, nebot
jen dokonale Cisté a odvzdusnéné kapaliny mohou odolavat tahu. Pevnost v tahu specialné
neupravenych kapalin je pfiblizné rovna nule a ve vypoctech pfedpokladame, ze k poruSeni
kontinuity kapaliny dojde v mistech, kde tlak klesne pod hodnotu tlaku nasycenych par a
dojde zde k varu — zméné faze. Velikost tlaku v uréitém misté uvnitf kapaliny, nezavisi na
sméru a je tedy skalarni veli€inou.

yll

Obr.3.1 Pusobeni tlakovych sil na sténu Obr.3.2 Zakona o Sifeni tlaku



Janalik,J.: Hydrodynamika a hydrodynamické stroje V8B — TU Ostrava, Fakulta strojni

PFi odvozovani tohoto tvrzeni se prfedpoklada, ze tlak na sténach ¢tyisténu ( obr. 3.2)
je razny (px, py , pz). Na Sikmou sténu pUsobi tlak p a tudiz tlakova sila dF = p dS. Tento
tlak plsobi ve sméru normaly plochy dS , jez svira s osami X, y, z Uhly o, B, y . Ponévadz
tekutina je v klidu, musi byt splnény statické podminky rovnovahy sil:

YF =0 >F =0 >F=0 >M,=0 >M, =0, >M,=0.
Protoze tlaky na plochu &tyfsténu jsou konstantni, plsobi vysledné tlakové sily v tézistich
trojuhelnikd. Plochy trojuhelnikd dSy , dS, a dS, jsou priméty plochy dS , coz plati i o jejich
tézZistich. Také vysledné tlakové sily se protinaji v jednom bodé a momentové podminky
rovnovahy jsou spinény. Stacdi tedy uvazovat jen zbyvajici podminky rovnovahy sil.

Ve sméru osy x pusobi tlakova sila dF, a slozka tlakové sily dF do smeéru osy X, tj.
dF cosa . Ostatni sily jsou kolmé na osu x , a proto jejich slozky jsou nulové.
Prvni podminka statické rovnovahy sil je dana v naSem pfipadé rovnici

dF, —dF =0.
Po dosazeni dfive uvedenych vyraz( dostaneme

p,.dS, —p.dS.cosa =0.
O plochach dS a dS4 bylo uvedeno, Ze dS, je primétem plochy dS , pro ktery plati
dSy=dS cosa. Podminka rovnovahy sil se upravi pomoci posledni rovnice a dostane se
pro smer osy X

P =Dy
Podobné pro smér y az jsou podminky rovnovahy sil dany rovnicemi

P=Py; P=P;.
Vyplyva tedy z podminek statické rovnovahy sil rovnost tlak na plochach &tyfsténu

P=DPx =Py =P;- (3.3)
Sikma plocha dS byla zvolena libovolné. Vysledek Ize zevéeobecnit: Tlak ptisobi v daném
misté kapaliny véemi sméry stejné a nezavisi na sklonu plochy, tzn., ze tlak je skalarni
veli€ina. Tento zakon plati obecné. Je tfeba poznamenat, ze v jiném misté kapaliny bude
hodnota tlaku obecné jina, matematicky vyjadfeno

p="f(x,y,z2).
3.2. Eulerova rovnice hydrostatiky

Eulerova rovnice hydrostatiky je obecna podminka rovnovahy sil pusobicich na
kapalinu v klidu. Na kapalinu necht pusobi obecné objemova sila F, a vyslednice tlakovych
sil Fp. Rovnovaha sil je vyjadiena rovnici

Fo+F, =0.

Na jednotku hmotnosti kapaliny plsobi z vnéjSku sila F—° =a, coz je zrychleni, které se da
m

rozepsat pomoci slozek a=ia, +jay +ka, . Zvoli se elementarni objem kapaliny ve tvaru

hranolku o stranach dx, dy a dz rovnobé&znych se zvolenymi osami x, y, z - obr. 3.3

Tlakové sily F, pusobi na povrchu hranolku, a to ve tfech kolmych smérech. Protoze
plosky jsou nekone¢né malé, je mozné povazovat tlak za konstantni. Na plosku dydz pUsobi
tlakova sila ve sméru osy x, a proto je oznaCena dF.. Podobné v ostatnich smérech pusobi
tlakové silu dF, na ploSku dxdy a tlakova sila dF, na ploSku dxdz. Podminka rovnovahy
vyplyva opét z obecnych podminek statické rovnovahy sil. ProtoZe vSechny sily pusobici na
hranolek prochazeji jednim bodem (t&€Zistém hranolku), jsou spinény momentové podminky.
Ve sméru osy x pusobi na zvoleny hranolek plosné sily dFy; a dFy, na dvé plosky dydz,
jejichZz normaly jsou rovnobézné s osou Xx.

10
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a=iatja+ka,

y
Smeér X
dF dF x2
> Sy Bl
] dx S p
B (p+<Pax)
X

Obr. 3.3 Elementarni objem tekutin - odvozeni Eulerovy rovnice hydrostatiky

Tlakova sila na levou ploSku dxdz kde je tlak p, ma velikost dFy; = p dy dz. Na
pravou ploSku dydz, ktera je vzdalena od levé plosky o délku dx, pUsobi tlak

(p+Pax),
OX
nebot obecné je tlak kapaliny funkci polohy p = p(x, y, z), a tlakova sila je ur€ena vztahem
P
dF,, = (p+—=—dx)dx.dy .
X2 (p oX ) y

Obdobnym zplUsobem se daji vyjadfit i sily ve sméruosy y a z.

Kromé ploSnych sil (tlakovych) pusobi na zvoleny hranolek kapaliny hmotnostni sila. Jeji
slozka ve sméru osy x bude dana vztahem dF, = dm a,, kde dm je hmotnost hranolku
kapaliny a ax je slozka zrychleni (hmotnostni sila na jednotku hmoty) ve sméru osy x.
Hmotnost dm se da vyjadfit pomoci objemu hranolku dm = p dV = p dx dy dz, takze
objemova sila dF.« = p a5 dx dy dz. Pro rovnovahu sil ve sméru osy x musi tedy platit

pdydz—(p+2—)|£:jdydz+paX dxdydz=0,
a po upravé
1op

a,———=0,
L OX
coz je hledana obecna podminka rovnovahy sil ve sméru osy x. Pro sloZky ve sméru os y a
Z lze psat zcela analogicky rovnice
1 1
a, ——@=0, a, __a_p=0
p oy p 0z
Posledni tfi rovnice vyjadfujici podminky rovnovahy sil v tekutiné za klidu ve sméru
asy x, Yy, z. Vynasobme posledni rovnice jednotkovymi vektory i, j, k

1op

a———=0 /i
L OX

ay—£@=0 /j
p oy

az—ia—p=o /K, (3.4)
p 0z

11
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jestlize posledni tfi rovnice seCteme, dostaneme jednu Eulerovu rovnici hydrostatiky
zapsanou ve vektorovém tvaru

a—lgradpzo, (3.5)
Yo

kde a je vysledné zrychleni vnéjSiho silového pole

a=ia, +ja, +ka, ,
a gradient tlaku je urCeny vztahem

gradp:i@ﬂ@+ka—p :

oX "oy 0z

Eulerova rovnice hydrostatiky je zakladni rovnici k ur€eni tlakd v poli tlakovych sil.
Z Eulerovy rovnice vyplyva, Ze tlak v kapaliné zavisi na objemovych silach.

Vynasobme postupné rovnovahu sil pro jednotlivé sméry pfirGstkem drahy dx, dy, dz

ay—la—p:O [ dx
p oy

ay—£@=0 / dy
p oy

az—la—p=0 /dz, (3.6)
p 0z

rovnice secteme a dostaneme
0
o

Vyraz na pravé strané rovnice je totalni diferencial

op op
adx+a,dy+a,dz)=—dx+ +—dz.
P(x a,ay +a, ) o y oz

dpza—pdx+a—pdy+@dz,
OX oy 0z

potom hledana obecna diferencialni rovnice pro tlak je dana vztahem

dp= p(axdx +a,dy + azdz) : (3.7)
Toto je obecna diferencialni rovnice tlakove funkce p(x, y, z).

Cleny v zavorce jsou souciny hmotnostnich sil a pfislusnych posunuti ve stejném
sméru, takze jejich fyzikalni vyznam je prace pfipadajici na jednotku hmotnosti. Integraci
posledni diferencialni rovnice se uréi tlakové funkce

p= jp(axdx+aydy +a,dz)=p(x,y,z). (3.8)
3.3. Hladinové plochy
Hladinové plochy jsou mista s konstantnim tlakem - p = konst. Pfirlstek tlaku mezi
dvéma body lezicimi na stejné hladiné musi byt roven nule, coZ plati i pro soumezné body,

dp = 0. Dosazenim do rov. (3.7) dostaneme obecnou rovnici hladinovych ploch
v diferencialnim tvaru

a,dx+a,dy +a,dz=0. (3.9)
Prace vnéjSich objemovych sil pfi posunuti po hladinové ploSe a ds musi byt rovna nule,

proto podle obr. 2.6 plati

dA=p.a.cosids=0,

12
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odkud vyplyva,, Zze cos.1 =0, atedy A= % protoze p a ds jsou od nuly rozdilné. Tim je

dokazano, Ze hladinové plochy jsou kolmé na vysledné zrychleni, tedy na vyslednou
hmotnostni silu — obr. 3.4. Funkci ,U“ nazyvame potencialem intenzity objemovych sil
(resp. potencialem relativniho zrychleni).

a [a}
2.=90°
a
~ a &
N s ).\ p=konst
L 1

ds S

-

Obr. 3.4 Rez soumeznymi hladinovymi plochami

Hladinové plochy maji v ulohach hydrostatiky velky vyznam, pfedevSim v8ak hladinova

plocha rozhrani mezi okolnim ovzdu$im a kapalinou.

Predpokladejme, ze objemova sila a, se da vyjadfit pomoci silového potencialu U rovnici
a, =gradu,

Po rozepsani vektoru v této rovnici do slozek

i akm oYU AU
ia, +ja, + az_|a—x+j—+ —,

oy 0z
s vyuzitim pravidla, ze dva vektory se sobé rovnaji, rovnaji-li se slozky, potom plati
U
ang : :a—, aZ:@. (3.10)
OX oy 0z

Dosazenim téchto vyraz( do rovnice (3.7) dostaneme

ou ou ouU
dp=pla,dx+a,dy+adz)= p| —dx+—dy+—dz |= p.dU,
p p(x a,ay +a, ) p[&x oy y oy j P

z této rovnice plyne dullezity vztah
du =%:(axdx+aydy+azdz). (3.11)
o,

Protoze dp = 0, potom na hladinové ploSe je i dU =0 — U = konst. Ze stavove rovnice dale
vyplyva, ze i p =konst. a T =konst.

Chceme-li stanovit tlak v bodé B, pfi znamém tlaku v bodé A, pak integrujeme
Eulerovu rovnici hydrostatiky podle kfivky spojujici body A a B: Je-li dana potencialni funkce
U = U(xy,z), pak Ize pfirGstek tlaku stanovit snadno jako pfirlstek potencial nasobeny
hustotou, aniz bychom museli fesit kfivkovy integral, nebot

pB Us
J.dp =Pg —Pa=p _de = P(UB _UA)'
PA UA
Jsou-li dany slozky vektoru intenzity hmotovych sil
a. =a(xyz) a =a(xyz) a =a(xyz)
ptame se, zda v tomto pfipadé existuje potencial U(x,y,z). Je-li dU upinym diferencialem, pak
pro smiSené derivace plati rovnice

U 0% | U U U U
X0y  Oyox oyoz  ozoy’ 020X X0z

13
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Vezmeme-li v ivahu rov. ( 3.10) dostavame pro existenci potencialu i relativni rovnovahy tyto
tfi podminky:
0 0
08, _ 8. & _08,. 03, 03 (3.12)
oy oXx 0z oy oXx oz

3.4. Hydrostaticky tlak

Na kapalinu v nadobé pusobi z hmotnostnich sil jen tize zemska. V libovolném misté
kapaliny bude tlak p(x, y, z) uréen diferencialni rovnici ( 3.7) odvozenou v pfedchozich
odstavcich

dp = pladx +a,dy +a,dz).

Za pusobeni jen tize zemskeé je a, = -g , ax = a, = 0. Zrychleni tize zemské je nutno dosadit
se zapornym znaménkem, ponévadz tize pusobi opanym smyslem nez je zvoleny smysl
osy y. Diferencialni rovnice se tedy zjednodusi

dp=-p.g.dy,

a integral je

p =—p.0.y +konst.

Integraéni konstanta se uréi z okrajové podminky. Na rozhrani kapaliny je tlak ovzdusi.Pro
tuto hladinu plati y = hg , p = po. Dosazenim do posledni rovnice se vypocte integracni
konstanta:

pPo=—p.9.hy + konst,

z ¢ehoz

konst = p, + 0.0, hy,

a hledana zavislost tlaku je

P=-p9.y+Py+p9hy =pg +P-g(h0 _Y)’
a dosazenim h =y, — y se dostane

p=p,+p09.h, (3.13)
kde h je svisla vzdalenost uvazovaného mista v kapaliné od hladiny tlaku ovzdusi.

Jestlize uvazovany bod lezi pod hladinou, je h > 0 (kladné); kdyz je bod vySe nez

hladina tlaku ovzdu$i je h < 0 (zaporné). Uvedeny vztah plati pro kapaliny, na néz pusobi tize
zemska, a to nestlacitelné, nebot pfi integraci byla mérna hmotnost povazovana za
konstantu — obr. 3.5.
Tlakové hladiny v kapaliné za plsobeni tize zemské jsou vodorovné roviny. Pfi odvozeni
rovnic tlakovych hladin se pfedpoklada, Ze nadoba s tekutinou neni rozlehla tak, aby bylo
nutné prihlizet k zakfiveni povrchu zemského. Pro nadoby s malymi plochami vzhledem
k zemskému povrchu se tedy predpoklada, ze gravitace pusobi svisle dold, a to ve vSech
mistech nadoby. Za tohoto pfedpokladu je rovnice tlakovych hladin

—gdy =0,
coz vyplyva z obecné diferencialni rovnice pro tlakové hladiny po dosazeni hmotnostnich sil
uvazovaneho pfipadu a, = -g , ax = a, = 0. Integraci se dostane rovnice tlakovych hladin
gy = konst, coz jsou rovnice vodorovnych ploch: y = konst.

Tlak se da vyjadfit absolutni nebo relativni hodnotou. Absolutni tlak je vztazen
k absolutni nule, tj. k vakuu, zatimco relativni tlak je vztazen od smluvené hodnoty tlaku,
kterym je tlak ovzdusi. Plati tedy

Pa = P +P;
kde p, je absolutni tlak, p; je relativni tlak, po je tlak ovzdusi.
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Porovnanim s odvozenym vyrazem p = po + pgh, vyplyva, Ze je to absolutni tlak.
Relativni tlak vyvolany ucinkem sloupce kapaliny je dan vyrazem p = pgh. K oznaceni
absolutni a relativni hodnoty tlaku se nepouziva indexu a a r, av8ak je tfeba udaj doplnit, o
ktery tlak jde. Napf. pro p = 8105 kPa abs.; p = 7105 kPa pfetlak. Ponévadz tlak kapaliny
zavisi na vySce sloupce kapaliny a jeji mérné hmotnosti: p = pgh, Ize tlak vyjadfit vySkou
kapalinového sloupce, tj. stanovit tlakovou vy3ku.

h=-"P_. (3.14)
P9
1
y
Py 0 Po .
! 4 h
h h
bon | e
Po P-g- =f(h)
y Tg
0 ! ou r p = konst
X h R TR T S L LS
Obr. 3.5 Kapalina pfi pasobeni sily tize Obr. 3.6 Princip hydraulického lisu

3.5. Pascaluv zakon

Beztizny stav je charakterizovan hodnotou a = 0. Z rovnice ( 3.5) potom gradp =0 a
po integraci vyplyva, ze

p = konst (3.15)

tj. tlak uvnitf kapaliny je vSude stejny. U kapalinovych kapi¢ek to neplati pfesné, nebot se
uplatni povrchové napéti.

ZvySime—li v urCitém misté tlak, tfeba na rozhrani kapaliny s jinou fazi zvySi se i v celém
objemu kapaliny, coz je obsahem Pascalova zakona: tlak v kapaliné se Sifi rovhomérné
vSemi sméry. Tlak v celém objevu kapalin je konstantni, obecné vSak p = p(x,y,z).

Toho se vyuziva napf. u hydraulickych mechanism(, zvedakd, list a rovnéz u
hydraulickych servomechanism( jako je ABS u automobilli, nebo pfi fizeni letadel, lodi raket
a pod..

U hydraulického lisu maly pist vyvodi silou F;, velky pistu pak silu F, > F;. Sou¢asné
musi platit rovnovaha energie, tzn., ze prace vykonana malym pistem se rovna vykonané
praci velkym pistem. Maly pist vykona drahu s;, velky pist pak drahu s,, pfi ¢emz plati, Zze
S1> S. Pro hydraulicky lis — obr. 3.6 mizeme psat

S
1

soucasné plati
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4. Tlakové sily
4.1. Vodorovné rovinné plochy

Tlak v kazdém bodé vodorovného dna nadoby je stejny p = p g h — obr. 4.1 Je tedy
rovnomérné rozlozen po celé ploSe a vysledna tlakova sila je rovna

F=pS=pghS=pgVv
Tlakova sila pusobi kolmo na plochu.

(4.1)

P,
v i
A 5
\\\ /_(./’
TR z
h
//, \\\\
/’. \\\
Y & \/S

Obr.4.1 Sila na dno vodorovné nadoby

Jestlize naddoba ma bocni stény jiné nez svislé — obr. 4.2, je vysledna tlakova sila na dno
dana stejnym vyrazem, nebot svisla vzdalenost h plochy od hladiny je konstantni, a tudiz tlak
na dno je p = pgh =konst. Podobné objem zatézovaciho obrazce uvedené definice bude

Lo b

/

Vv

ol

F

L b
v

Ki

3

y

(S|
V

1

(s S5 )
A

lF

Obr.4.2 Hydrostatické paradoxon a zatézovaci obrazec

ve vSech pfipadech stejny, takze vysledna tlakova sila je rovnéz stejna. Nezavisi na tvaru
bocnich stén nadoby, coz je hydrostatické paradoxon.

4.2. Sikmé rovinné plochy
Na rozdil od vodorovnych ploch je na Sikmé rovinné sténé nadoby tlak proménny —

obr. 4.3. Vyslednice tlakovych sil se uréi integraci elementarni tlakové sily na plosce dS . Na
zvolenou plosku dS puasobi tlakova sila dF = pg hdS .

Obr.4.3 Sila na Sikmou rovinnou plochu
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Pro UseCky h a x plati na celé ploSe S vztah X =h.sinaa po dosazeni do rovnice pro
tlakovou silu je
Vyslednice je pak dana integralem

F= p.gjh.dS = p.g.sinaj xdS = p.g.sinaM,,
S S

kde
M, = [xdS=x;S,
S

je staticky moment plochy, takZe vyraz pro tlakovou silu se upravi

F = pg.sina.x;.S.
Vysledna tlakova sila na Sikmou rovinnou plochu je dana vztahem

F=pghS=p;.S=pgV. (4.2)

V posledni rovnici je hr svisla vzdalenost t&€zisté plochy S od tlakové hladiny tlaku ovzdusi ;
podobné pr je tlak v t&Zisti plochy. Tlak pr pfedstavuje stfedni hodnotu tlaku na plose S.
Objem V je tzv. zatézovaci objem Smér vyslednice tlakové sily F je kolmy na plochu S, to
Znamena, Ze je totozny se smérem normaly k ploSe S.

Plsobisté P tlakové sily se da ur€it poCetné zrovnovahy momentld. Moment
elementamich tlakovych sil k ose y je dan rovnici dM, = x dF. Vysledny moment téchto

elementarnich tlakovych sil musi byt stejny jako moment vyslednice tlakové sily. Plati tedy

M, =F.x, = IdMy = Ix.dF =p.g.sinaIx2dS =p.g.sina.J,,
S S S

z ¢ehoz
« =p.g.sina.Jy _ pg.sinad, =J_y= Jy (4.3)
p : ’ :
F pg.sinaM, M, X.S
kde J, - moment setrvacnosti plochy S k ose 'y

M, - staticky moment plochy S k ose y
Podle Steinerovy véty je

J, = +8x7,

takze
2 2
ID:JT+XT.S:JT +xT :xT+J—T. (4.4)
M, XS XS M,
Vzdalenost pusobisté P tlakové sily od tézisté T plochy je
_ Jr
Xr = X — X = . 4.5
TP T xS (4.5)

Protoze prava strana této rovnice je vzdy kladna, potom pUsobisté P tlakové sily na Sikmou
rovinnou plochu lezi vzdy pod tézistém plochy T.

Podobné se urci druha soufadnice plsobisté tlakovych sil z momentu k ose x. U praktickych
uloh se ve vétsiné pfipadu jedna o plchy symetrické, lezi plsobisté sily na ose symetrie.

4.3. Tlakové sily na kfivé plochy

Na kfiveé plosSe je tlak kapaliny v libovolném misté ur€en vyrazem p = pgh. Na zvoleny
ploSny prvek pusobi tlakova sila dF = p.g.h.dS ve sméru kolmém na dS. Vektorovym
souctem téchto elementarnich tlakovych sil po celé kfivé ploSe se dostane vyslednice tlakové
sily na kfivou plochu. K integraci je zapotfebi analytického vyjadieni ploch a rovnéz zavislost
pro vySku, coz vede zpravidla ke zdlouhavym vypoc&tum. PFi vypoctu tlakovych sil na kfivé
plochy se pouzivaji dvé metody, a to slozkova a metoda nahradnich ploch.
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p
o v JJ . | el 2, 2
v, F=\YF +F,
B
7 4 .TV
/

Obr. 4.4 Slozkova metoda uréeni zatéZovaciho obrazce

Slozkova metoda - obr. 4.4 spociva vtom, Ze se urCi nejdfive sloZky ve zvolenych
smérech, zpravidla svisla a vodorovna. Vysledna svisla sloZka tlakové sily Fy se dostane
integraci — obr. 4.4A

Fy, = pg[dv, = pgV,. (4.6)
S

Svisla sloZzka F, je ur€ena tihou zatéZzovaciho obrazce V, , tento objem je vyznacen na obr.
4.4A. Puasobisté svislé slozky tlakové sily na kfivou plochu je v tézisti objemu V,
zatéZovaciho obrazce.
Vodorovnou sloZzku — obr. 44B tlakové sily Fx nebo F, ur€ime jako sila na svislou plochu,
ktera se dostala jako pramét kfivé plochy do svislé roviny. pro vypocet téchto sil se pouzije
metoda popsana v predchazejicim odstavci.

Vyslednice tlakové sily mize byt stanovena graficky vektorovy souétem sil — obr.

4.4B, nebo vypocétem. Ponévadz jsou slozky na sobé kolmé, plati v prostoru rovnice

F=F2+ Fy2 +F/ , pfipadné pro rovinnou dlohu  F = \[F7 + Fy2 (4.7)

Smér vyslednice tlakovych sil je dan vztahem
F
tga =L .
FX
Metoda nahradnich ploch — obr. 4.5 spociva v tom, ze se kfiva plocha nahradi jednou
nebo vice rovinnymi plochami, a to tak, aby s kfivou plochou uzaviraly objem V. Vypocita se
tlakova sila na nahradni plochu F;. Nahrazenim kfivé plochy rovinnymi plochami se pfidal
objem kapaliny V, takze tihovy ucinek tohoto objemu kapaliny je zahrnut v tlakové sile na
nahradni plochu.

V\})o @ V\PO
G

Kiiva %&
T T
P

Nahradni
plocha

i
n
2l
+

(n]

Nahradni

—

Kriva plocha

Obr. 4.5 Metoda nahradnich ploch
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Ve skutecnosti tiha kapaliny G = pgV nepusobi na kfivou plochu, a proto je tfeba ji odecist od
vysledné tlakové sily na nahradni plochu — obr. 4.5A. V opa¢ném pfipadé, kdy se nahradni
plochou ubral od zatézujiciho obrazce objem kapaliny V, jehoz tiha pusobi na kfivou plochu,
je nutno k vyslednici tlakové sily na nahradni plochu pfi€ist tihovy uéinek kapaliny G — obr.
4.5B. Vyslednice tlakové sily je dana vektorovym souctem tlakové sily na nahradni plochu F,
a tihy G v objemu V
F=F+G. (4.8)

Nahradni plochy je mozno volit libovolné, jednu nebo vice. Voli se tak, aby vypocet sloZzek
nahradnich tlakovych sil byl co nejjednodussi.

4 .4. Archimedliv zakon

Na téleso ponofené do kapaliny pusobi obecné sily ve tfech na sobé kolmych smérech, t;.
napf. ve svislém sméru a ve dvou smérech vodorovnych na sebe kolmych. Vodorovné slozky
tlakové sily na téleso se navzajem vyrusi, pro dalsi vypo€et ma vyznam pouze slozka svisla
— obr. 4.6.

Tlakova sila kapaliny ve svislém sméru na prvek télesa o objemu dV se rovna tize kapaliny,
ktera je timto elementem vytlacena.

dF, = p.g.dV
Vysledna tlakova sila na celé téleso se dostane integraci

F = deV =p.gV. (4.9)
v

Vysledek je znamy Archimeduiyv zakon. Na téleso ponofené do kapaliny pusobi vztlakova sila
rovna tize kapaliny télesem vytlacené.

V] ki
A A
dF, =
.
A
d
\4\, =
o
\Y
3 \ 4

dF1T

Obr. 4.6 Vztlak télesa

Na téleso ponofené do kapaliny plUsobi dvé sily, a to vztlakova sila F, v tézisti objemu
vytlagené kapaliny, a vlastni tiha télesa G, plsobici v tézisti télesa.
Podle vyslednice F = F, — G, ktera pusobi na téleso ponofené v kapalin€, mohou nastat
obecné tfi pfipady:

G > F, — tiha télesa je vétSi nez vztlakova sila, takze vyslednice plsobi ve sméru
svislém dold a téleso klesa ke dnu.

G = F, — tiha télesa je v rovnovaze se vztlakovou silou, vyslednice je nulova a téleso
setrvava v libovolné poloze — vznasi se v kapaliné.

G < F, — vlastni tiha télesa je menS§i nez vztlakova sila, takze vyslednice pusobi svisle
nahoru a téleso vznasi k hladiné. Vynofenim télesa se zmensi vztlakova sila az nastane

rovnovaha s vlastni tihou télesa, které plave.
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5. Relativni pohyb kapaliny

PFi pohybu nadoby s kapalinou mohou nastat pfipady, kdy kapalina je vuci sténam
nadoby v klidu. Na kapalinu pasobi dal$i objemové sily, a to setrvacna od vlastniho pohybu
nadoby s kapalinou, které je nutno zahrnovat do podminek hydrostatické rovnovahy.
V dal8im jsou probrany dva jednoduché pfiklady relativniho klidu kapaliny.

Obr.5.1 Kapalina v relativnim klidu, pfimocary, rovnhomérné zrychleny pohyb
5.1. Pohyb pfimoéary, rovhomérné zrychleny

Nadoba se s kapalinou pohybuje pfimocafe rovnomérné zrychlené ve vodorovné
roviné — obr. 5.1. Na kazdou c¢asteCku kapaliny v nadobé plsobi ve svislém sméru tize
zemska ay = - g a ve vodorovném smeéru setrvacné zrychleni a, = -a . Zvolime v nadobé
bod, pro jednoduchost lezi zvoleny bod na ose symetrie v praseciku hladiny plvodni a nové
vytvofené. V tomto bodé vyznacime zrychleni, ktera na kapalinu plsobi. Diferencialni

rovnice hladinovych ploch je v tomto pfipadé
—adx—g.dy,

a jeji integral
a.x +g.y =konst.

Hladinové plochy jsou roviny sklonéné, svirajici s vodorovnou rovinou (kladna poloosa)
Uhel a. Z podobnosti trojuhelnikd pro uhel a plyne

tgor =2 (5.1)
g

Z posledniho vyrazu rovnéz vyplyva, Ze hladinové plochy jsou kolmé na vyslednici
hmotnostnich sil plisobicich na kapalinu. Pro stanoveni tlaku v kapaliné je tfeba znat aspon
v jednom misté (tj. alespori na jedné hladinové ploSe) velikost tlaku. Zpravidla jim byva
rozhrani kapaliny s ovzdu§im p = p, = pp = konst., jehoz poloha je zavisla na objemu kapaliny
v nadobé& Sklonénim hladiny v jedné &asti (pravé) nadoby ubude kapalina, ve druhé (levé)
zase piibude. Celkova zména objemu kapaliny musi byt nulova, proto ubytek a pfirastek
objemu musi byt stejné velky. V pfipadech, kdy nadoba je valcova nebo ma tvar hranolu se
zakladnou symetrickou k ose kolmé na smér pohybu, protina se rozhrani kapaliny
s ovzdusSim v poloviné délky nadoby. Poloha hladinové plochy tlaku ovzdus$i se tedy urci
z podminky , Ze objem kapaliny v nadobé je konstantni

V pfipadé, kdy zrychleni je velké, vystoupi rozhrani kapaliny s ovzdusim (p, = konst)
nad okraj nadoby a ¢ast kapaliny vyte€e z nadoby. To vyvola klesani hladiny. Pokles hladiny
ustane az hladina bude prochazet hranou, pfes niz kapalina zacCala vytékat. Hladinova
plocha tlaku ovzdu$i prochazi tedy vtomto pfipadé mistem, pfes které kapalina zacala
vytékat.
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Tlak kapaliny v libovolném misté se vypocte z diferencialni rovnice tlakova funkce, do
niz se dosadi dfive uvedené podminky a, = -a ; ay = -¢

dp=p(-adx-gdy) = p=p(-ax-g.y)+konst
Pro zvoleny pocatek soufadnic (uprostfed dna nadoby) je integraCni konstanta dana touto
okrajovou podminkou: v misté y = h, ; x # 0, je relativni tlak p = 0; je tedy konst = pgh, a tlak
v libovolném misté nadoby je urcen tlakovou funkci

p=p-g(ho—y—§X]- (5.2)

Tento vyraz je formalné shodny s tlakem v kapaliné, na niz plasobi jen tize zemska.
AvSak veli€ina h je svisla vzdalenost uvazovaného bodu od hladiny tlaku ovzdus$i, coz je
sklonéna rovina. Tento poznatek se da zobecnit. VySetfenim hladiny tlaku ovzdusi (rozhrani
kapaliny a ovzdusi) stava se relativni klid kapaliny pfipadem hydrostatickym, a Ize proto
pouzit vSechny dfive odvozené poznatky o vypoctu tlaku, tlakové sile na plochy apod.

5.2. Pohyb rovhomérny, kruhovy

Véalcova nadoba naplnéna zlasti kapalinou se otai rovnomérné kolem svislé osy.
Predpoklada se, Ze vSechny CastecCky kapaliny se pohybuji unasivou rychlosti odpovidajici
poloméru, na kterém se nachazi. Pfi otacivém pohybu pusobi na kazdou ¢asteCku kromé
tize zemské odstredivé zrychleni (u = r.m). | kdyz jde o prostorovy pohyb, Ize FeSit tento
relativni klid kapaliny v roviné, protoZe je stejny ve vSech rovinach, které prochazeji osou
rotace. Odstfedivé zrychleni psobici na &asteéku kapaliny na poloméru r je aop = r.o” Jeho
velikost se méni s polomérem, a proto vyslednice zrychleni bude na raznych valcovych
plochach riizna jak co do velikosti, tak i sméru. Je snadné odhadnout, Zze v tomto pfipadé
hladinové plochy nebudou rovinami — obr. 5.2A.

yA I

Parabola P, r—L a,
e 2,

L i ' \ I | R,

% Il\;b= pa/ <1 R,
H ‘; 1 | >

H :

2

Y v A a,

H,

D=2R

- L

Obr. 5.2 Relativni klid, rovnomérné otaceni kol osy nadoby

Protoze zrychleni jsou

ay =r.0’; a,=-g

je diferencialni rovnice hladinovych ploch

r.w’dr—g.dy =0,
jeji integral je
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r?.o?

2
K ur€eni integracni konstanty je okrajova podminka r =0,y = ho, €ili konst. = - ghg a rovnice
hladinovych ploch pro zvoleny po&atek soufadnic je

2 2
! ;’ ~g(y—hy)=0,

coZ je rovnice paraboly. Hladinové plochy jsou rota¢ni paraboloidy. VySka paraboloidu H
méfena na plasti valcové nadoby, tj. na poloméru r = R se ur€i z posledni rovnice

—g.y =konst.

R2 > 2
_Ro _u (5.3)
20 29
Z téZe rovnice se dostane vyska paraboloidu h na libovolném poloméru r.
2 2
rw
h=y-h, = : 54
y—hy 29 (5.4)

VyS8ka rota¢niho paraboloidu na urcitém poloméru je rovna rychlostni vySce na tomtéz
poloméru. Hladinova plocha tlaku ovzdusi se urli stejné jako v pfedchazejicim pfipadé.
Jestlize z nadoby nemuze kapalina vytékat, musi byt objem kapaliny pfed pohybem a za
pohybu stejny. Pfed pohybem je v nadobé& objem kapaliny V = SH, . Za pohybu je objem
V =S(hotH) — V, , kde V, znaci objem rotacniho paraboloidu, ktery se rovna polovi€énimu
objemu opsaného valce,

V,=1sH.
2

Z poslednich rovnic vyplyva pfi rovnosti objem(

S.H0=S(hO+H)—%S.H = Ho—ho=%H.

To znamena, ze plvodni hladina tlaku ovzdu$i za klidu puli vysku paraboloidu H,
predstavujiciho novou hladinu tlaku ovzdusi.
Tlak v kapaliné se urci z diferencialni rovnice tlakové funkce

dp=p(r.a)2dl‘ —g.dy), (5.5)
po integraci je tlakova funkce
r2 2
p= p,y( -y + konst].
29

Okrajova podminka, ktera se stanovi po uréeni nové hladinové plochy tlaku ovzdusi, pro
r=0,y =hgje p=0, Ciliintegraéni konstanta je konst. = hy. Tlakova funkce je tedy

2 2
o
= p.g| hy — : 5.6
p Pg{ b —Y 29 J (5.6)
Muze-li kapalina béhem pohybu z&asti vytéci z nadoby, nalezne se poloha hladinové plochy

tlaku ovzduSi stejné jak bylo ureno dfive: musi prochazet mistem, kde kapalina zacala
pretékat, tj. hornim okrajem nadoby.

Pfi konstrukci odstfedivek se voli otacky odstfedivky takové, aby platilo ze a4 ))Qg,

potom podle obr. 5.2B hladinova plocha atmosférického tlaku z rotaéniho paraboloidu
prejde v plochu valcovou. Aby kapalina z nadoby nevytekla, musi byt v horni Casti opatfena
limcem, ktery ma ve stfedu otvor pro snadnéjSi manipulaci s kapalinou.

Pfi vypoctu velikosti tlaku na valcové plose o obecném poloméru ,r“ — obr. 5.2B
vyjdeme z diferencialni rovnice tlakové funkce ( 5.5), kde zanedbame tihové zrychleni g
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dp= p(r.a)zdl’),
po integraci je tlakova funkce
p —%p.l’ 2 w*dr =konst.

Pro okrajovou podminku r = R; — p = p,, potom integraéni konstanta ma velikost

konst=p, —%p.Rf.a)z,

po jejim dosazeni do plvodni rovnice pro tlakovou funkci dostaneme

1
p:pa+§p.a)2(r2—Rf). (5.7)

Pro stanoveni velikosti tlaku na plasti bubnu vyjdeme z podminky, Zze r = R,, po dosazeni do
pfedchazejici rovnice je tlak uréen vztahem

1
p= pa+§p.a)2(R22—R12). (5.8)

V technickych aplikacich je odstfedivka Casto pouzivané zafizeni, mGze mit piny
nebo perforovany plast. V odstfedivkach s plnou sténou bubnu se mohou rozdélovat
usazovanim suspenze nebo emulze v poli odstfedivé sily. Faze s vétsi hustotou vytvofi
usazenu u stény bubnu, faze s men$i hustotou vytvofi vrstvu u hladiny. Usazovaci
odstfedivky se pouzivaji na déleni emulzi, k Cisténi kapalin s malym mnozstvim tuhych
pfimési.

U filtraéni odstfedivky s perforovanou sténou bubnu se suspenze déli filtraci v poli
odstfedivych sil. Na vnitfnim povrchu bubnu je filtracni plachetka nebo sito, tuha faze tvofi
kolag, kapalna faze protéka kolaCem mimo prosto bubnu, odkud se odvadi. Odstfedivky
mohou pracovat s kontinualnim nebo pferusovanym provozem.

% ol Neobohaceny UF;
t

Obr. 5.3 Odstfedivka pro obohacovani uranu

Uziti odstfedivek je vedle v pramyslovych aplikacich, uzivano v laboratofich,
v mediciné a pod. Odstfedivky se vyuzivaji také pro obohacovani uranu, v tomto pfipadé se
uran obohacuje nepfimo pfes plyn UFs . Aby obohacovani bylo efektivni a vykonné, fadi se
odstfedivky do kaskady, u realnych zafizeni na obohacovani uranu je pocet odstfedivek i
nékolik desitek tisic. Nasledujici obrazek — obr.5.3A ukazuje sadu odstfedivek pro
obohacovani uranu v Novosibirsku, obr. 5.3B v USA a obr. 5.3C pak ukazuje schéma
kontinualné pracujici plynoveé odstredivky.
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Hydrodynamika

Hydrodynamika se zabyva pohybem kapalin neboli proudénim. Hydrodynamika
v uzsim smyslu slova FeSi teoreticky proudéni kapalin matematickymi metodami. Aplikovana
hydrodynamika pfihliZi vice na skuteéné poméry, opira se o vysledky experimentalnich praci
a vyuziva teoretické poznatky a je nazyvana téz hydraulikou.

6. Klasifikace proudéni a zakladni pojmy
6.1. Zakladni pojmy

Proudéni se vySetfuje v prostoru, roviné nebo po kfivce bud sledovanim pohybu
urcité Castice kapaliny jako hmotného bodu, nebo se sleduje cely proud v urcitém Casovém
okamziku.

Draha neboli trajektorie je obecné& c&arou, kterou probiha ¢&astice tekutiny. Za
ustaleného proudéni se drahy ¢astic neméni s asem, zatim co u neustaleného proudéni
mohou byt v kazdém €asovém okamziku odlisné — obr.6.1.

Draha ¢astice pro - Proudnice )
@ neustalené proudéni Proudnice @ a slozky rychlosti

y dY_ vy

=S

a T w
J
- v
st Y
y
33 0 Y
Obr. 6.1 Draha ¢astice Obr. 6.2 Proudnice Obr. 6.3 Slozky rychlosti

Proudnice p obr. 6.2 jsou obalkou vektorll rychlosti a jejich teény udavaji smér
vektoru rychlosti. U neustaleného proudéni vytvareji proudnice rlzné c&astice a nejsou
totozné s drahami Castic. U ustaleného proudéni se neméni rychlosti s Casem, a proto maji
proudnice stale stejny tvar a jsou totozné s drahami ¢astic. Matematické vySetfeni proudnice
je mozné feSenim diferencidlni rovnice, ktera vyplyva z podobnosti trojuhelnikl slozek
rychlosti a elementarnich drah ve sméru pfislusnych os obr. 6.3

dx:dy:dz=v, v, 1v,. (6.1)

Proudova trubice je tvofena svazkem proudnic, které prochazeji zvolenou uzavienou
kfivkou k. Plast proudové trubice ma stejné vlastnosti jako proudnice —obr. 6.4.

Obr.6.4 Proudova trubice
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ProtoZze smér rychlosti je dan teCnami k proudnicim, je v kazdém bodé plasté proudové
trubice normalova slozka rychlosti nulova v,=0. Nemuze tedy zadna &astice projit proudovou
trubici. Proudova trubice rozdéluje prostorové proudové pole na dvé €asti.Jednu tvofi vnitfek
proudové trubice. Castice tekutiny nemohou pretékat z jedné &asti proudového pole do
druhého, a proto plati, ze vSechny Castice protékajici prifezem S proudové trubice, musi
protékat libovolnymi prafezy S1, S2, téze proudové trubice. Jestlize prafez proudové trubice
S—0, dostane se proudové viakno. Proudova trubice pfedstavuje pomysiné potrubi.

6.2. Rozdéleni proudéni

Proudéni kapalin je mozno rozdélit podle nékolika hledisek — obr. 6.5

®

a) potencialni

b) virive

a) trirozmeérné - 3D

b) dvourozmérne - 2D

<) jednorozmertné

a) ustalené
b) neustalené

1. Usporadani
v prostoru

1. Idealni tekutina

A. Podle fyzikalnich

B. Podle kinematickych
viastnosti

hledisek

a) laminarni
b) turbulentni

2. Skutecna tekutina

2. Zavislost
na case

Obr. 6.5 Rozdéleni proudéni

Schématicky je potencialni proudéni (nevifivé) uvedeno na — obr. 66A — Castice se pohybuji
pfimocare nebo kfivo¢are po drahach tak, Zze vuci pozorovateli se neotaceji kolem vlastni
osy. Natoleni Castice na kfivé draze je kompenzovano stejné velkym natoCeném Castice
kolem vlastni osy, ale v opaéném smyslu. Mezi potencialni proudéni patfi rovnéz potencialni
vir, u néhoz €astice krouzi kolem virového vlakna potencialné s vyjimkou ¢astice, ktera tvofri
vlakno - obr. 6.6B. Vifivé proudéni — ¢astice se vlci pozorovateli nataceji kolem vlastnich os
—obr 6.7

@ Nevifivé proudéni Potencialni vir Vifivé proudéni
s
®
(’\
s
A
Obr.6.6 Potencialni proudéni Obr.6.7 Vifivé proudéni

PFi laminarnim proudéni — se &astice pohybuji ve vrstvach (deskach), aniz se pfemistuji po
prufezu — obr. 6.8. U turbulentniho proudéni, kde Castice maji kromé& postupné rychlosti
turbulentni (fluktuacni) rychlost, jiz se pfemistuji po prafezu.- obr. 6.9.
0
Proudéni ustalené (stacionarni), které je nezavislé na Case v = v (t); 5 =0, naopak

neustalené proudéni (nestacionarni ), u néhoz veli€iny jsou zavislé na ¢ase — v = (x,y,z,t);
v =V(s,t); v=v(l).
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Obr.6.8 Laminamni proudéni Obr.6.9 Turbulentni proudéni

6.3. Druhy proudéni skute€nych tekutin

Jak jiz bylo uvedeno dfive, skute€na tekutina muze proudit bud laminarné nebo
turbulentné. Existenci obou proudéni nazorné ukazuje Reynoldsuv pokus — obr. 6.10. Do
proudici tekutiny v kruhovém potrubi se pfivadi tenkou trubi¢kou obarvena tekutina. Pfi
malych rychlostech proudu zlstane barevné vlakno neporuseno, z ¢ehoz vyplyva, Zze pohyb
se déje ve vrstvach a €astice tekutiny se nepromichavaji.

Barva Barva
—- Laminarni proudéni S Turbulentni proudéni
yD v , D v

VINNAAW LY NnAA—
A

Obr. 6.10. Reynoldslv pokus

Zvetsi-li se rychlost nad jeji kritickou hodnotu, dochazi k intenzivnimu miSeni ¢astic
nasledkem jejich podruznych (turbulentnich) pohybtl ve vSech smérech. Castice tekutiny
neustale prechazeji z jedné vrstvy do druhé, pficemz dochazi k vyméné kinetické energie a
jejich rychlosti po prufezu se znaéné vyrovnavaji. Takové proudéni je turbulentni. Protoze pfi
pfemisténi ¢astic dochazi téz ke zméné hybnosti, coz se projevuje brzdicim G&inkem, bude
vysledny odpor proti pohybu vétsSi nez odpovida smykovému napéti od vazkosti pfi
laminarnim proudéni.

®

®

Laminarni proudéni Turbulentni proudéni w v 2
- LG ; A, i ' N g ®
i Q@ -
o
v v e
. . A LA o
— e
e [ 0 = -
T v 7 7 : “ Laminarni Turbulentni v
Obr. 6.11 Rychlostni profil v potrubi Obr. 6.12 Zavislost E =1 (v)

Oba druhy proudéni se lisi jak rychlostnim profilem tak i velikosti hydraulickych ztrat.
U laminarniho proudéni v potrubi je rychlostni profil rotaéni paraboloid. U turbulentniho
proudéni se rychlosti ¢astic vyrovnavaji intenzivnim pfemistovanim spojenym s vyménou
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kinetické energie. Rychlostni profil turbulentniho proudu v potrubi se proto vice podoba
obdélniku, a to tim vice, €im vétsi je turbulence, tj. ¢im vétsi je Re Cislo — obr. 6.11.

U laminariho proudéni je hydraulicky odpor proti pohybu linearné zavisly na
rychlosti, u turbulentniho proudéni je zavisly na druhé mocniné rychlosti — obr. 6.12.
Poméry, pfi niZz dochazi ke kvalitativnim zménam rychlostniho profilu a zavislosti odporu, tj.
pfi pfechodu laminarniho proudéni v turbulentni, jsou pro urcité potrubi a tekutiny dany
kritickou rychlosti. Z pokusu i teorie podobnosti vyplyva, Zze pfechod laminarniho proudéni
v turbulentni je uréeno Reynoldsovym kritickym Cislem. Reynoldsovo Cislo jak bude

odvozeno v kap. 18 je definovano vztahem Re = ﬂ kde v je stfedni rychlost tekutiny, d je
v

charakteristicky rozmér (napf. pfi proudéni v potrubi jeho primér), v je kinematicka vazkost
proudici tekutiny. Pro proudéni v kruhovém potrubi kritickd hodnota Reynoldsova cisla je
Re =2320.

Pfi proudéni skute¢né tekutiny mezi dvéma rovinnymi deskami (obr. 6.13) z nichZ jedna se
pohybuje rychlosti u a druha stoji, maji Castice Ipici na povrchu desek jejich rychlosti. To
znamena, ze na pohybujici se desce ma Castice kapaliny rychlost u, zatimco na stojici je
rychlost &astice nulova. Pro ostatni Castice kapaliny, které proudi v mezefe mezi deskami,
jsou rychlosti rozloZzeny linearné. Pohybuijici se €astice strhava sousedni ¢astice do pohybu

v dusledku vazkého tfeni. Rychlost ¢astice ve vzdalenosti y od stojici desky bude v =u %

Smykové napéti od vazkosti je podle Newtona vyjadieno vztahem

dv u
_ —_ 6.2
T ndy nh (6.2)

3

A

=f(y)

) P 5 G B 7 R T B

Obr. 6.13 Rozlozeni rychlosti pfi laminarnim Obr. 6.14 Rychlostni profil a te¢né napéti
proudéni mezi dvémi deskami

Treci sila F;, kterou plsobi vazka kapalina na desku o ploSe S, a kterou je nutno pfi pohybu
desky prekonat, je ur€ena vztahem F,= S.ts . V obecném pfipadé je rychlost tekutiny uréena
funkci v = v(y), a smykové napéti v libovolné vzdalenosti od stény Newtonovym vyrazem.
Grafické znazornéni pribéhu rychlosti v = v(y) je rychlostnim profilem - obr. 6.13.

Uginek vazké kapaliny na obtékané plochy je zavisly na velikosti smykového napéti
na obtékané sténé, jeho velikost je dana vztahem

’Z' — d_v
== gy "

Derivace, nazyvana také gradient rychlosti
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je smérnici teCny k rychlostnimu profilu na obtékaném povrchu — obr. 6.14. Pfi tomto
proudéni se predpoklada, Ze nekonecné tenké vrstvy kapaliny klouzaji jedna po druhé, takze
se pohybuji ve vrstvach — laminarné (lamina-vrstva).

T

idealni
0 tekutina

Obr.6.15. Reologické vlastnosti kapalin

Zavislost smykového napéti t v zavislosti na gradientu rychlosti v kolmém sméru na pohyb

je vyjadiena v grafu ¢ =f(g—;j - obr. 6.15. Sklon udava dynamickou viskozitu tekutiny.
VSechny tekutiny, které vyhovuji Newtonovu zakonu viskozity, se nazyvaji newtonské.
V technické praxi se dosti Casto vyskytuji latky, jejichz zavislost smykového napéti na
gradientu rychlosti se neda vyjadfit Newtonovym vztahem. Rik& se jim nenewtonské kapaliny
¢i anomalni a jejich reologické vlastnosti jsou vyjadieny grafem nebo jsou popsany
matematickymi modely.
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7. Proudéni idealni tekutiny

Mechanika tekutin stejné jako klasickd mechanika hmotného bodu vychazi ze ft¥i
zakladnich principl a to zakona zachovani hmoty (rovnice spojitosti), hybnosti (Eulerova
rovnice hydrostatika a hydrodynamiky) a energie (Bernoulliho rovnice). Proto se Casto
v literatufe tyto rovnice oznacuji jako zakony zachovani. Tyto rovnice jsou jesté dopinény
hybnostni vétou.

7.1. Rovnice kontinuity — spojitosti

Rovnice kontinuity, Casto nazyvana také rovnice spojitosti, vyjadfuje obecny fyzikalni
zakon o zachovani hmotnosti. Pro kontrolni objem, kterym proudi kapalina, musi byt
hmotnost tekutiny konstantni, a tedy jeji celkova zména nulova. U kontrolniho objemu mohou
vzniknout dvé zmény hmotnosti, a to lokalni v kontrolnim objemu samém (tekutina se
stlatuje nebo rozpina) a konvektivhi zména hmotnosti, zplsobena rozdilem v pfiteklé a
vyteklé hmotnosti z kontrolniho objemu. Ob& zmény musi davat nulovou zménu hmotnosti,
coz je mozné jen tehdy, kdyZ jsou obé dil¢i zmény stejné velké, ale opacného znaménka, tj.
jedna znamena zvétSeni a druha zmenseni hmotnosti. Rovnici kontinuity je mozné definovat
také tak, Ze rozdil vstupujici hmotnosti do kontrolniho objemu a vystupujici hmotnosti
z kontrolniho objemu je roven hmotnosti, kterd se v tomto kontrolnim objemu akumuluje.
V technické praxi se nejCastéji vyskytuji pfipady jednorozmérného proudéni, méné Casté je
pak proudéni rovinné Ci prostorove.

Rovnice kontinuity pro jednorozmérné proudéni

Uvazuje se jednorozmérné neustalené proudéni stlacitelné tekutiny proudovou trubici
s proménnym prlifezem - obr.7.1. Na ni vytkneme elementarni ¢ast ohrani¢enou vstupnim
prifezem S a elementarni délkou ds. Elementarni kontrolni objem tvofi valecek, jehoz
zakladnami protéka tekutina. Plast kontrolniho objemu je tvofen proudnicemi, a proto tok
touto €asti kontrolni plochy je nulovy, nebot plati v, = 0 na celém plasti. RozlozZeni rychlosti
po prifezu proudové trubice uvazujeme rovnomeérné.

Obr. 7.1 Prato¢ny prifez a rychlost

PFi nerovnomérném rozlozeni rychlosti po prifezu uvazujeme jeji stfedni rychlost. Na draze

ov
ds se puavodni rychlost v zménila na velikost (v +a—ds), podobné se zmeénila i hustota
S

(p+g—pds)a prufez proudové trubice (S+(2—Sds). Hmotnost kapaliny, ktera pfite¢e do
S S

kontrolniho objemu za Cas dt, je urCena vztahem

dmsl = p.S.V.dt .
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Hmotnost kapaliny, ktera vyteCe z kontrolniho objemu za €as dt druhou zakladnou valecku,
tj. ve vzdalenosti ds, je

dm,, = (p+ 2Lds)(S + S ds)v + Y ds)dt = pSvdt + -2 (pSvdt)ds.
oS oS 0s oS

Rozdil pfiteklé a odteklé hmotnosti z elementarniho objemu je konvektivni zména hmotnosti
v Case dt, ktera je uréena vztahem

Adm,) =dm,, —dm,, = %(pSvdt)ds.

PFfi odvozeni tohoto vyrazu byly zanedbany souciny diferenciall vysSich fadu a bylo
uplatnéno pravidlo pro derivovani soucinu.
Na poc¢atku sledovanych zmén hmotnosti je v kontrolnim objemu hmotnost

dm, = pSds.

Tato hmotnost tekutiny v kontrolnim objemu za ¢as dt se zméni. ProtoZe se jedna o lokalni
zménu, pro jeji velikost plati vztah

Aldm, )= g(pSv)dt .

Pro splnéni zadkona o zachovani hmotnosti (m = konst.) musi byt celkova zména
hmotnosti dm nulova, proto plati

A(dm):A(dms)+A(dm):ai(p5vdt)ds+§(p5ds)dt 0.
S
V obecném pfipadé jednorozmérného proudéni tekutiny se pfedpoklada stlacitelna tekutina
p= p(s, t), proménny prafez proudové trubice S = S(s, t) (napf. pruzna trubice, proudéni
v kanalech apod.) a neustalené proudéni v = v(s, t).

Protoze ¢asova zména dt a posunuti ds nejsou na sobé zavislé (s, t jsou nezavisle

proménné), upravi se posledni rovnice takto

0 0

—(pSV )+ —(pS)=0 . 7.1

= (PSV)+=(pS) (7.1)

Toto je obecna rovnice kontinuity pro jednorozmérné proudéni. Pro tuhé potrubi plati
S = S(s) a rovnice ( 7.1) se dale upravi

0 op

— SV )+S—=0. 7.2

= (PSV)+S— (7.2)

DalSi zjednodus$eni rovnice je pro ustalené proudéni, kdy plati %0 =0. V tomto pfipadé je

hustota, prlfez a rychlost jen funkci soufadnice ,,s“ a rovnice kontinuity se zjednodusi

0

d
9 (ssv)=2 (psv)=0.
aS(p v) ds(p v)

Po integraci plati pro jednu a tutéz proudovou trubici

Veli¢ina Qm je hmotnostni pratok, udava hmotnost tekutiny proteklou za jednotku ¢asu— kg.s’
1
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Pro nestlaciteiné kapaliny je hustota konstantni (p = konst), takze rovnice se
zjednoduSi na znamy tvar

Q, =Sv=konst =S,v, =S,v, . (7.4)

Veligina Q, je objemovy pratok, tj. objem kapaliny protekly za jednotku éasu — m*.s™.
PFi nerovhomérném rozlozeni rychlosti po prafezu se dosazuji do rovnice kontinuity stfedni
rychlosti podle pratoku, uréené vztahem

Vg = éIVdS.
S

Rovnice kontinuity pro prostorové proudéni

Pfi odvozeni rovnice kontinuity pro prostorové proudéni se vytkne v proudovém poli
tekutiny kontrolni oblast ve tvaru hranolku o stranach dx, dy, dz, jehoz objem je
dV =dx dy dz obr.7.2. Timto hranolem protéka tekutina rychlosti, jeZ ma sloZky ve sméru tfi
soufadnych os X, vy, z, které jsou kolmé na elementarni plosky zvoleného hranolu.

A
y

Obr.7.2 Elementarni kontrolni objem

Zmény hmotnosti pfi prachodu elementarnim kontrolnim objemem se vySetfi
postupné ve smérech os X, Yy, z. Plochy hranolku jimiz protéka kapalina ve sméru osy x, jsou
stejné, a to dS, = dy dz. Tekutina o hustoté p vtéka do hranolku z levé strany rychlosti v, a

vytéka z ného na pravé strané o hustoté (p + Z—idxj a rychlosti (v, + aaVXx dx).

PfiteCe tedy do hranolku za ¢as dt ve sméru osy x hmotnost tekutiny

dmg,, = pv,dS,dt,
a vyteCe

op ov 0
dm.,., = +2dx | v, +—2dx [dS.dt = ds. dt + — dS, dt )dx.
SX2 (IO aX j[ X aX j X pV X X aX (ﬂ\/ X X )d

Rozdil pfiteklé a vyteklé hmotnosti kapaliny z hranolu ve sméru osy x je
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0 0
Aldm,) = dmg,, —dmgq = = (ov,dS, dt)dx = %dvm,

coz plati za predpokladu, ze prifez dS, nezavisi na soufadnici x. Pfi odvozovani tohoto
vyrazu byly zanedbany diferencialy vy$sich fadu a bylo uziti pravidlo pro derivovani soucinu.
Obdobné vyrazy se dostanou pro pritok tekutiny ve sméru os y, z:

Aldm,, )= a(gyv Javat A(dmsz):a(giZZ)dth,

takze rozdil pfiteklé a vyteklé hmotnosti tekutiny vdemi plochami kontrolniho hranolku je dan

souctem
A(dmy) = A(dmg, )+ Aldmy, )+ A(dmy,) = a((;LXX)dth +a(%y)dvm +6(5L22)dvm
Je-li hmotnost tekutiny v elementarnim objemu (hranolu) dm; = p.dV, potom za ¢as dt

se tato hmotnost zméni a tato zména je

aldm, )= 24M) g _ 00) gy
ot ot
Jak jiz bylo fe€eno, musi byt celkova zména hmotnosti v kontrolnim objemu rovna nule

Aldm) = A(dm, )+ A(dm, ) = %dth N a(%y)dwlt n a(a—zz)dth " %’O)dth -0.

Po kraceni vyrazem dV.dt se dostane rovnice

olpvy) , Alevy) alpv,), olp) _ o
OX oy oz ot

To je obecna rovnice kontinuity pro neustalené prostorové proudéni stladitelné tekutiny.
Protoze plati

(7.5)

0 :
div(pv):a(gXVX)+ (gyVY)+a(§:Z)=agf:_/') |

da se rovnice kontinuity pfepsat na vektorovy tvar

%O+div(pv):0. (7.6)
Stejna rovnice zapsana ve slozkovém - tenzorovém zapisu ma tvar

a—p+—a(’0\’i)=o. (7.7)

ot OX;

|
Takto vyjadfena rovnice kontinuity plati v pevném kontrolnim objemu, ktery se vzhledem ke
zvolenému pravouhlému soufadnému systému X, y, z nepohybuje.Pfi ustaleném proudéni se

- . ... 0 . . e . -
nemeéni veliCiny v ¢ase, proto musi byt E’D =0 a uvedena rovnice spojitosti se zjednodusi
div(pv) =0. (7.8)
Tato rovnice plati pro proudéni stlacitelné tekutiny v prostoru.

DalSi zjednoduSeni se dostane u nestladitelnych kapalin (p = konst.). Rovnice
kontinuity je pak vyjadifena vztahem

. ov
dlw:avx+ y+8VZ:O. (7.9)
oXx oy oz
Stejna rovnice zapsana ve slozkovém - tenzorovém zapisu ma tvar
Ni_g, (7.10)
OX;
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Rovnice kontinuity se upravuje i do jiného tvaru. Za tim ucelem rozepiSeme derivace
ve vyrazu pro divergenci a dostaneme

ov
diV(pV)=a—pVX +p%+a—’ovy +p—y+a—pvz+p% :
X x| oy oy oz oz

Dale napiSeme substancionalni derivaci hustoty podle ¢asu

Bo_% %, o, 0,
Dt ot ox

oy ¥ oz

Rovnice kontinuity ( 7.6) s vyuzitim poslednich dvou vyraz( se dale upravi

+ + =——+pdiw=0. 7.11
ot Aax Poy Poz) bt P (7.12)

Toto je druhy tvar rovnice spojitosti pro neustalené prostorové proudéni stlacitelné
tekutiny, tedy pfipad, kdy se kontrolni objem vzhledem ke zvolenému soufadnému systému
X, ¥, Z pohybuje.

%_}_p(@\/x 8Vy asz Dp

7.2. Eulerova rovnice hydrodynamiky

Eulerova rovnice hydrodynamiky vyjadfuje rovnovahu sil hmotnostnich (objemovych),
které pusobi na tekutinu z vnéjSku, tlakovych (pusobicich v tekutiné) a setrvaénych od
vlastniho pohybu &astic dokonalé tekutiny.

a=ija,+ja, +ka,

y ’ V=i +jy Ky,
Smeér X
dF x1 ax VX *
| = B

|3

X, Y.z ( p/ \ A

1\/ | op - | (p+-Pay
6? 'E. (p+de) X
he) X
0 T

V4
Obr. 7.3 Elementami hranolek k odvozeni Eulerovy rovnice hydrodynamiky

V proudici skute¢né tekutiné vznikaji vedle normalovych napéti, tj. tlakd, i te€na napéti, a to
vSude tam, kde se tekutina nepohybuje jako tuhé téleso a dochazi tedy k deformaci Castic
tekutiny, tj. Castice se vUCi sobé& posouvaji. Zanedbame-li tato te€na napéti vzhledem
k tlakim, hovofime pak o proudéni dokonalé (idealni) tekutiny (tj. model tekutiny s nulovou
viskozitou).

V proudu dokonalé tekutiny zvolime elementarni objem dV ve tvaru hranolku —
obr. 7.3 o stranach dx, dy, dz. Na tento objem tekutiny pUsobi stejné jako v hydrostatice
tlakova dila dF, a vnéjSi objemova sila dF,. Podle Newtonova zakona vyslednice téchto sil
se rovna setrvacné sile
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(7.12)

F=FK+F .
V kapitole 3 pro silu tlakovou a hmotnostni pro 1 kg hmotnosti byly odvozeny tyto vyrazy

1
F,=-—gradp
yof .

FO = a.o
Setrvacna sila pohybuijici se ¢astice pro 1 kg tekutiny je

_Dv

s = .
Dt
Dosadime-li vySe uvedené vyrazy pro sily do rovnice (7.23), bude rovnovaha sil
(7.13)

Dv _ a 1 gradp
Dt ¢ '
Substancialni derivaci Dv/Dt je mozné upravit takto
Rychlost v je obecné funkci polohy €astice a Casu, tedy v=v(x, y,z,t). Jeji diferencial je
Dv =dv =@dx+@dy +@dz+—dt,
X oy 0z ot
délime-li tuto rovnici diferencialem ¢asu dt dostaneme rovnici pro zrychleni ¢astice tekutiny

Dv _ ov dx avdy ovdz ovdt_ov ov ov
—+— Vit+t——Vy+—V, +—.

Dt ox dt Eiy dt 82 dt ot dt  ox oy 0z ot

Prvni tfi ¢leny pFedstavuji konvektivni zrychleni a je mozno je vyjadfit pomoci

gradientu jako skalarni souc€in rychlosti v a jejiho gradientu, nebot plati

: . ov .oV ov)_ov ov ov

vgradv=(|vx+jvy+kvz) I—+]—+ =_—Vy+—_—V,+—V,.
ox "oy oz ) ox oy 0z

Clen 6_v predstavuje lokalni (mistni) zrychleni

Eulerova rovnice hydrodynamiky ma pak tvar

Dv
—:Q+vgradv:a0——gradp : (7.14)
Dt Yo
Stejna rovnice uvedena v tenzorovém zapise je
ov; ov; 1
Nipy Mg 1R (7.15)
Tuto pohybovou rovnici dokonalych tekutin odvodil poprvé Leonard Euler v r. 1755
Rozepsanim posledni rovnice pro slozky ve sméru os X, y a z se dostanou tyto rovnice
OV +8vxvx+8vxvy+8vxv =a, _1lop
ot  0oX 0z P OX
1o (7.16)

ov, oV ov ov
Yv, +—Lv =a, - ——_—.
p oy

Y+ v, + y
a  ox oy oz "

aVz 8Vz aVz z 10op

+ + V,=a, ———

p 0z

o ax X ay =
V rozepsanych Eulerovych rovnicich hydrodynamiky je celkem pét neznamych, a to slozky
rychlosti vy, vy, V,, hustota p a tlak p. K ur€eni péti neznamych je tfeba péti rovnic, z nichz tfi
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jsou Eulerovy rovnice (pro tfi sméry os) a dalSimi rovnicemi jsou rovnice kontinuity a stavova
rovnice p = f(p) u stlacitelné tekutiny, popfipadé u nestlacitelné tekutiny je p = konst. VSech
pét uvedenych veli€in zavisi na poloze proudici Easteky tekutiny a na ¢ase. Pro urCeni
soustavy rovnic je tfeba zadat okrajové a po¢atecni podminky.

Eulerova rovnice hydrodynamiky je nelinearni parcialni diferencialni rovnice 1. fadu,
jeji integrace je obtizna i ¢asové narocna, v souCasné dobé se FeSi numericky. Eulerova
rovnice hydrodynamiky slouzi napf. k odvozeni Bernoulliho rovnice.

7.3. Bernoulliho rovnice pro dokonalou tekutinu

PFi proudéni dokonalé tekutiny pusobi na jeji Castecky sily, které pfi posunuti po
elementarni draze ds konaji elementarni praci (obr. 7.4). Se¢tenim téchto elementarnich
praci na koneéné délce po proudnici, tj. integraci, ziska se vztah praci neboli energii proudici
tekutiny. Aby bylo mozno provést integraci, pfedpoklada se, Zze vnéjSi hmotnostni sila na
jednotku hmotnosti (neboli vnéjsi zrychleni), které pasobi na proudici tekutinu, je potencialni.

0 e
X

Obr. 7.4 Elementarni prace pfi proudéni dokonalé tekutiny

Protoze vnéjsi objemové zrychleni ,ay* a potencial U jsou vazany vztahem

ay =gradu ,
potom po rozepsani vektort v pfedchazejici rovnici dostaneme
: . .oU .oU oU
a, =gradU =ia, + +ka =i—+j—+k—,
0=9 a, +Ja, +Ka, ox J oy oz

odkud pro sloZky vektoru objemového zrychleni ,a,“ plati

U IV

Tk W oy’ oz

kde U je potencial vnéjSich sil (na jednotku hmotnosti).

Z pfedchazejici rovnice plyne, Zze vnéjsi objemové zrychleni je funkci polohy a neni funkci
¢asu. Vynasobime-li dale Eulerovu rovnice hydrodynamiky (7.14) skalaré vektorem drahy
(posunuti)

a

ds=i.dx+ jdy+k.dz ,
dostane se rovnice pro elementarni praci ve tvaru
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%ds+vgradvds =gradUds—£gradpds. (7.17)
Yo,

Pro dal8i upravu této rovnice odvodme velikost skalarniho souéinu gradientu potencialu U a
diferencialu drahy ds

o .ouU ou ) . .
raduds =|i—+j—+k— |({idx + jdy +kdz)=
g (8x IS 62]( jdy +kdz)
- g Yy Dz
OX oy
Podobné pro ostatni veli€iny plati

1 gradpds = @; vgradvds = vdv .
Yo, P

Dosazenim vySe uvedenych vyraz( do rov. (7.17) a po integraci

2

(X s+ Jav = jdu jo

Ot 1 P
pro libovolny prurez proudove trubice je

2 2

v

—+P—U+I%s=konst. (7.18)
2 , Ot

Tato rovnice plati pro neustalené proudéni, a to pro urcity ¢asovy okamzik. Konstanta ma
obecné v kazdém &ase jinou hodnotu.
Pro ustalené proudéni se posledni rovnice zjednodusi, protoze 520. Integral

Eulerovy rovnice hydrodynamiky po celé délce proudnice ma v tomto pfipadé tvar

V2
?+P—U =konst, (7.19)

coz je zakladni Bernoulliho rovnice pro dokonalou tekutinu.

d
Veli¢ina P je tlakova funkce, kterou uréime integraci vyrazu I—p kdyz zname
P

stavovou zménu a jeji rovnici p = f(p). Pro nestlacitelnou kapalinu je p=konst. a tlakova
funkce

P =P konst.
Yo
Pusobi-li na tekutinu jen tihové zrychleni, je vnéjSi zrychleni a, = -g. Znaménko
zaporné je uvedeno proto, ze kladny smysl zvolené osy je opacny nez smysl| pusobeni
tihového zrychleni. Pfislusny potencial silového pole (pro tihové zrychleni) je tedy

LV
Y .
Potencial tihové sily je funkci jen jedné proménné U = U(y), pak plati
% = d—U neboli  dU=-gdy.
oy dy

Integraci se urci potencialni funkce
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U =-g.y +konst =—g.h+konst .

Pro nestlacitelnou kapalinu za pusobeni tihového zrychleni a pro ustalené proudéni
po dosazeni pfedchazejiciho vztahu do rov. (7.19) je Bernoulliho rovnice vyjadiena vztahem

2
V—+E+gh:konst. (7.20)
2 p
Tato rovnice pfedstavuje zakon zachovani energie:
2

prvni ¢len je mérna kineticka energie ,

druhy €len odpovida mérné tlakové energii,

ho) |'O |\)|<

treti clen  g.h  je roven polohové energii hmotnostni jednotky kapaliny.

Soucet kinetické, tlakové, a polohové energie prestavuje celkovou mechanickou energii
proudici tekutiny. Energie vztaZzené na jednotku hmotnosti se nazyvaji mérné energie

e=—.
m

Jestlize se rovnice (7.20) déli tihovym zrychlenim g, dostane se dalsi ¢asto pouzivany tvar
Bernoulliho rovnice, kde kazdy ¢len ma rozmér metr

2

V—+£+h:konst : (7.21)

29 9
Tuto rovnici uvedl poprvé vroce 1738 Daniel Bernoulli. Kazdy c¢&len rovnice (7.34)
pfedstavuje energii vztazenou na tihovou jednotku tekutiny a formalné ma rozmér vysky.
Prvni ¢len je znam jako rychlostni vyska, druhy €len je tlakova vyska a tfeti ur€uje polohovou
(potencialni) vysku.
Vynasobi-li se rovnice ( 7.20) sou€inem pg, dostane se

2

v
p?+p+pgh:konst, (7.22)
kde kazdy ¢€len rovnice prestavuje tlak (kineticky, staticky a polohovy).

CARA ENERGIE
1 i

2
3
2

Obr. 7.5 Grafické znazornéni Bernoulliho rovnice
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Soucet vSech energii, tj. kineticke, tlakové a polohové je celkova mechanicka energie
kapaliny, ktera podle Bernoulliho rovnice je v kazdém prifezu jedné a téze trubice
konstantni. Bernoulliho rovnice vyjadfuje zakon o zachovani energie pfi proudéni dokonalé
tekutiny za pusobeni tihového zrychleni - obr. 7.5.

Jednotlivé Eleny rovnice je mozno znazornit jako useéky. Soucet vySek od libovolné
zvolené vodorovné roviny uréuje v diagramu ¢aru mechanické energie a je roven konstanté
v Bernoulliho rovnici ( 7.20).

Bernoulliho rovnici je mozné zapsat pro dva prufezy na proudové trubici

2 2
V—1+&+gh =V—2+&+gh2:gH=Y:konst. (7.23)
2 p 2 p
kde Y je celkova mérna energie proudici tekutiny.

Bernoulliho rovnice plati pro proudovou trubici, v jejichz prafezech je rychlost
rovnomérné rozloZzena. Pfi nerovnomérném rozloZeni rychlosti je nutno volit proudovou
trubici velmi malych prQfezu, aby rozdil rychlosti po prifezu proudové trubice byl
zanedbatelny. Jinak je nutno pfihlizet k nerovnomérnému pribéhu rychlosti, coz vyjadfuje
stfedni rychlost podle kinetické energie.

Do Bernoulliho rovnic je mozno dosadit absolutni tlaky nebo relativni tlaky, avSak na
obé strany rovnice shodné. Budiz znovu zduraznéno, Ze rovnice (7.20) az (7.23) plati pro
dokonalou kapalinu, tedy bez vnitfniho tfeni a nestlacitelnou. Bernoulliho rovnice pro
dokonalou kapalinu psana pro dva priifezy jedné a téze proudové trubice obsahuje Sest
veliin: p1, v, hy, p2, V2, ho. Hustota kapaliny p se povazuje za znamou. Aby se pomoci
Bernoulliho rovnice ur€ily parametry proudéni, musi byt po€et neznamych a pocet rovnic
stejny. Pfi feSeni nejjednodussiho pfipadu Ize tedy z Bernoulliho rovnice vypocist jednu
neznamou. Ostatni veli€iny musi byt znamé. To je dulezité pro praktické pouziti Bernoulliho
rovnice, nebot v proudové trubici se musi nalézt jeden prafez, v némz jsou vSechny veli¢iny
(p1, V1, h1) znamé. Druhy prafez je nutno volit v téZze proudové trubici tam, kde je hledana
veli¢ina (napf. rychlost v,) a ostatni veli€iny (p,, h,) jsou znamé. P¥i této volbé prifezu
proudové trubice Ize vypocist neznamou veli€inu. Bude-li vice neznamych veli€in, je nutno
pouzit rovnici kontinuity, popfipadé dalSi Bernoulliho rovnici pro jiny Usek proudové trubice.

Polohova (potencialni) energie proudu kapaliny se urCuje k libovolné zvolené
vodorovné roviné. Zpravidla se voli ekvipotencialni plocha nulového potencialu (U = 0) tak,
aby prochazela nize polozenym prafezem. Jeho vyska je pak nulova. Pro body nad rovinou
U = 0 je polohova vyska kladna (pro body pod rovinou U = 0 je zaporna).

Pro praktické pouziti Bernoulliho rovnice pro dokonalou kapalinu je mozno shrnout
postup do téchto tfi pravidel:

1. V proudové trubici se zvoli dva prifezy. V jednom prlfezu je nutno znat vSechny veliiny
(p1, V1, hi). Druhy priifez se voli v proudové trubici v misté, kde je hledana veli€ina,
pfiemz ostatni dvé veli€iny jsou zname.

2. Rozhodne se o zplsobu dosazovani tlaku, a to jejich absolutni nebo relativni hodnoty,
avsak do jedné a téze rovnice se dosazuji oba tlaky shodné.

3. Zvoli se libovolna vodorovna rovina, ktera se povazZuje za ekvipotencialni plochu
nulového potencialu. Zpravidla se voli tak, aby prochazela jednim z vybranych prafezd,
a to nejCastéji nize polozenym. Polohoveé vysSky se urc€i ke zvolené vodorovné roviné.

Nyni se napiSe Bernoulliho rovnice a vypocte neznama veli€ina.

7.4. Bernoulliho rovnice pro stlacitelny plyn
Pro plyny, které maji v porovnani s kapalinami malou hustotu, pfeviada tlakova a
kineticka energie, polohova energie se da vici nim zanedbat. U plynd je nutno urcit tlakovou

energii s pfihlédnutim ke stlacitelnosti tekutiny. Pro rychlé déje je nejblizSi adiabaticka
zmeéna, pfi niz nedochazi k vyméné tepla tekutiny s okolim.
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Stavova rovnice adiabatické zmény

%: konst=C; p=Cp", (7.24)
Yo,
se diferencuje

dp = xCp~dp,
a dosadi do tlakové funkce

2 P2 2 2
P:J-%:KCJ'p"*ldp:LC,o’“1 S

L P o k-1 , xk-1lp|
Bernoulliho rovnice pro adiabatické proudéni dokonalého plynu po integraci a jednoduché
Upravé pak je

2

2
% v
Vig & P_Va, K Po_yongt (7.25)
2 k-1p 2 k-1p,

Pomoci stavové rovnice P_ I'T se predchazejici rovnice upravi na tvar

yo,
2 2 2 2

% v Vi .V, .
—1+LrT1:—2+LrT2, nebo L +i =-2+i, (7.26)
2 k-1 2 k-1 2 2

Zavede-li se dale rychlost zvuku

a’=xrT,
potom Bernoulliho rovnice nabyva dalsi tvar

2 2 2 2
Vip & V2. & _yonst (7.27)
2 k-1 2 k-1

7.5. Véta o zméné hybnosti

Vedle bilance hmotnosti, to je rovnice kontinuity a bilance energie pro 1 kg proudici
kapaliny — Bernouliho rovnice, lze ur€it jesté impulsovou vétu — vétu o zméné hybnosti.
V inzenyrské praxi se s vyhodou pouziva vSude tam, kde se sleduje jen vysledny silovy
ucinek tekutiny na sténu pevného télesa. Jeji aplikace na celou fadu pfipadd bude uvedena
dale.

Odvozeni impulsové véty je nasledujici.

V1 tg
Zména hybnosti jmdv je rovna impulsu sily det , COZ je znamo z mechaniky
V2 to
t V2
det: jmdv. (7.28)
0 V1

Pro konstantni silu (F = konst.) a hmotnost (m = konst.) se dostane po integraci

Ft=m(v,—v;)=mAv .
Upravou této rovnice (délenim ¢) se ziska rovnice

F:?Av:QmAv:Qm(vz—vl):HZ—leAH , (7.29)
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ktera slouzi k vypoctu sil (reakce), kterymi plsobi obtékané plochy na proud kapaliny. Soucin
H = Qn.v je pratokova hybnost. Sila F vyvolana proudici kapalinou (akce) je rovha zméné
pratokové hybnosti H, — H;.

Kapalina, ktera vtéka do kontrolniho objemu V rychlosti v, a vytéka z ného rychlosti v,
vyvola pfi pratoku Q silu F - obr. 7.6A.
Pro vypocet slozky sily ve sméru s plati hybnostni véta — obr. 7.6B

F=QuAV, =Qu (Vi —Va )= AH (7.30)
kde Vv,V jsou slozky rychlosti v,,v, do sméru s

Obr. 7.6 Véta o zméné hybnosti pfi interakci proudu kapaliny s télesem

Hybnostni véta v hydromechanice slouzi k vypoCtu sil, které by bylo nutno urcit
integraci z Eulerovych rovnic hydrodynamiky. Pro ur€eni silové rovnovahy proudu tekutiny je
v obecnéjsim pfipadé tlakovou silu zapotfebi stanovit integraci pfes celou hranici kontrolni
oblasti

F, =[pds
S
kde p je tlak pusobici na hranici kontrolni oblast
Do celkové silové rovnovahy je v obecném pfipadé zapotiebi zahrnout i tihu tekutiny
nebo i tiho zafizeni (potrubi) a pod. Pfikladem aplikace hybnosti v hydrodynamice je vypocet
silovych uc€inkl paprskl kapalin na desky a télesa.
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8. Proudéni vazké tekutiny
8.1. Navierova-Stokesova rovnice

Rovnovaha sil pfi proudéni skute¢né tekutiny je vyjadfena Navierovymi-Stokesovymi
rovnicemi. Kromé sil vnéjSich, tlakovych a setrvaénych spojenych s vlastnim pohybem &astic
tekutiny, pfistupuji u skute¢né tekutiny treci sily, které jsou zpUsobeny viskozitou tekutiny.
Pro matematické vyjadreni tfecich sil se pouzije Newtonuv vztah

dv
r=n—. (8.1)
dy
Rovnovaha sil pfi proudéni skuteéné tekutiny Ize zapsat ve tvaru
F=R+K+kK. (8.2)

PFi vzajemném pohybu &astic vznikaji ve skuteéné tekutiné teéna napéti, ktera zplsobuiji
uhlovou deformaci €astic. Na elementarni objem skutecné tekutiny v podobné& hranolku o
stranach dx, dy, dz puasobi na jeho plochach smykova i normalova napéti — obr. 8.1.
Stanovi-li se rovnovaha vsech sil pasobicich na elementarni objem, dostane se Navierova-
Stokesova rovnice, ktera ve vektorovém zapise pro nestlacitelnou tekutinu v pravouhlém
soufadném systému ma tvar

@Jrv.gradv =a, —lgradp+ VAV . (8.3)
ot p

. o, OV
V této rovnice je vyraz E tzv. lokalni (mistni) derivace, ktera neni zavisla na pfemistovani

tekutiny. Vyraz vgradv je tzv. konvektivni ¢len (konvektivni derivace), zavisi na tom, jak
rychle se Castice tekutiny prfemistuji. VySe uvedeny vyraz ma také tu vlastnost, ze je
nelinearni, coz pfinasi potize pfi integraci Navierovy-Stokesovy rovnice. Posledni vyraz
VAV je tzv. vazky Clen, ktery pfedstavuje tfeci silu, ktera v tekutiné pfi proudéni vznika
v dusledku viskozity tekutiny.

PFi feSeni proudového pole se zpravidla urCuje rozlozeni rychlosti a tlakd. Vedle
pohybové rovnice (8.3) se uplatni i rovnice spojitosti.

Obr. 8.1 Napéti na elementarnim objemu tekutiny

Rovnice Navierova-Stokesova spolu s rovnici spojitosti tvofi uzavienou soustavu
parcialnich diferencialnich rovnic ve kterych jsou Ctyfi neznameé velic€iny, tj. tfi slozky rychlosti
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Vy,Vy,,V; a tlak p. Pro feSeni téchto rovnic musi byt znameé vnéjsi zrychleni a,, hustota tekutiny
p , okrajové a pocateCni podminky.

Navierovy-Stokesovy rovnice patfi mezi nelinearni parcialni diferencialni rovnice a
nejsou proto obecné feSitelné. Pro stacionarni proudéni ma rovnice elipticky charakter, pro
nestacionarni proudéni vzhledem k ¢asu ma charakter parabolicky. Existuje jen nékolik malo
jednoduchych pfipadl, kdy Ize Navirovy-Stokesovy rovnice fesit exaktné. Analytické feSeni
je dostupné jen pro jednodussi pfipady laminarniho proudéni, napf. Poiseuillovo proudéni
v kruhovém potrubi, nebo Couettovo proudéni v mezefe mezi pevnhou a pohybujici se
sténou. V obou pfipadech se jedna o takové proudéni, kdy se z néjakého divodu zanedba
nelinearni konvektivni &len. Redeni Navierovy-Stokesovy rovnice pro malé Reynoldsova
Cisle Re vede na Stokesovo nebo Oseenovo proudéni, do této kategorie patfi také jiz
zminéné Poiseuillovo nebo Couettovo proudéni. Pro velka Reynoldsova Cisla zaved! Prandtl
pfi feSeni Navierovy-Stokesovy rovnice pojem mezni vrstva, tato pfiléha k obtékanému
povrchu a uplatiuje se v ni vliv viskozity, naopak za mezni vrstvou vliv viskozity je jizZ maly a
proudéni je mozno povazovat za potencialni.

Kdyz v Navierové-Stokesoveé rovnici zanedbame vazky €len vAv , potom dostaneme
tzv. Eulerovu rovnici hydrodynamiky, ktera v pfipadé Ze zanedbame setrvacnou silu pfejde
dale v Eulerovu rovnici hydrostatiky.

V sou€asné dobé i sloZité pfipady laminarniho proudéni jsou feSiteIné numerickymi
metodami napf. metodou kone¢nych objemu (metoda siti).

8.2. Bernoulliho rovnice pro skuteénou kapalinu

Rovnovaha sil pfi proudéni skuteénych kapalin je vyjadiena Navierovou-Stokesovou rovnici
%Jrvgradv:ao—lgraderuAv. (8.4)
yo,

Vynasobime-li tuto rovnici skalarné vektorem drahy ds =idx + jdy + kdz a za predpokladu
Ze a, = gradU, rovnice energie ma tvar

%ds +vgrad v.ds =a,.ds - 1 grad p.ds + vAv.ds.
Yo

Jeji integraci obdrzime pro ustalené proudéni, kdy % =0 Bernoulliho rovnici pro skute¢nou

tekutinu
v? 2
—+B+U +Iv.Av.ds =konst (8.5)
2 p
Vyraz
2
[v.avds e,

1
pfedstavuje praci tfecich sil na jednotku hmotnosti proudici tekutiny, coz je tzv. rozptylena
(disipovana) mérna energie, nebo téz mérna ztratova energie spotfebovana na prekonani
hydraulickych odpord na useku 1 — 2 proudové trubice. Tato mérna ztratova energie
zmenSuje mechanickou energii (tlakovou + kinetickou + polohovou) kapaliny a méni se
v teplo, coz prfedstavuje tzv. disipaci.

Bernoulliho rovnice pro proudéni skutec¢né kapaliny, na kterou plsobi pouze tihové
zrychleni - U = —g.h ma tedy tvar

pl +gh — p2

P 2 P
Mérna ztratova energie €, se muzZe vyjadfit jako nasobek energie kinetické, tlakové nebo
polohové ( potencialni )

+?+gh +e, (8.6)
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2
v
ezzg—:&:g.hz. (8.7)
2 p
Srovnanim uvedenych vztahu se dostane
2

pz:pghz:é/v?p' (8.8)

Posledni rovnice vyjadfuje hydraulicky odpor tlakovym rozdilem p, kterému se
tradicné fika tlakova ztrata. Podobné veli€ina h,, je oznaCena jako ztratova vysSka i kdyz
nejde o ztratu, ale nezadanou pfeménu mechanické energie v tepelnou ( tzv. disipaci). Obé
veli€iny h,, a p, jsou mirou rozptylené (ztratové) energie. Soucinitel ¢ je ztratovy soucinitel
a zavisi na druhu hydraulického odporu ¢i ztraty.

Bernoulliho rovnice pro skute¢nou kapalinu psana pro prafezy 1 a 2 proudové trubice

(obr.8.2) pomoci mérné ztratové energie e, =gh, je

+Pigh =Y2 P2 gn 1gh,. (8.9)
2 p p
Tato rovnlce po déleni grawtac“:nl’m zrychlenim nabude €asto pouzivany tvar
P +h =2 P2 +h, +h,, (8.10)
29 JoXs) 29 P9

kazdy €len této rovnice ma rozmér délky- m.
Kapalina proudi od prifezu 1 k prafezu 2. Ztratova vy$ka h, zahrnuje vSechny

hydraulické ztraty na useku mezi prifezy 1-2.

Podobné jako pfi proudéni dokonalé tekutiny je mozné znazornit graficky také
Bernoulliho rovnici— rov. (8.10) pro skuteCnou tekutinu. Odectenim ztratové energie pro
jednotlivé prifezy od konstanty Bernoulliho rovnice H, se uréi mechanicka energie
kapaliny, tj.soucet tlakové, kinetické a polohové energie v uvazovanych prlifezech, ktera je
znazornéna v obr. 8.2 pfisluSnou usecCkou. Rozdil mezi ¢arou celkové energie (energeticky
horizont) a ¢arou mechanické energie pfedstavuje rozptylenou (ztratovou) energii. V tepelné
izolované proudové trubici se veSkera rozptylena energie jako tepelna predava tekutiné,
¢imz vzrista jeji vnitini energie a stoupa teplota tekutiny.

ENERGETICKY HORIZONT

Vi =1L g 1ol !
29
; é\4/47,;_,
L] : %
Pg Vs
| | -
2 p3;l
hs 9, B3
V, v,
1 \ sy | u=o |

Obr. 8.2 Bernoulliho rovnice pro skuteénou tekutinu

Clen se ztratovou vyskou v rovnici (8.9) naruuje symetrii rovnice. Pro spravné
napsani Bernoulliho rovnice pro skuteCnou kapalinu je tfeba se Fidit rovnéz tfemi pravidly
(kap. 7.3), k nimz pfibyva dalsi:

4. mérna ztratova energie e, = g.h, zahmuje soucet v8ech hydraulickych ztrat na useku mezi
prufezy 1 az 2, pro néz se piSe Bernoulliho rovnice, a pficte se na té strané rovnice, ktera
plati pro prifez proudové trubice ve sméru proudéni vzdalenégjsi.
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9. Laminarni proudéni

Laminarni proudéni je podstatné jednoduSSi nez turbulentni, v technické praxi se
vyskytuje tam, kde jsou malé prito¢né kanaly, vétSi viskozita kapaliny a men$i pratokove
rychlosti. Laminarni proudéni lze feSit integraci Navierovych-Stokesovych rovnic, slozitéjsi
pfipady proudéni se feSi numerickymi metodami. Jednodussi pfipady proudéni se daji feSit
exaktné a nékteré ulohy jsou probrany v dalSich kapitolach. Pfi FeSeni laminarniho proudéni
se uplatiiuje NewtonUv vztah , ktery odpovida skute¢nosti, a proto se dosahuje dobra shoda
s experimentalnimi vysledky. Newton formuloval zakon, podle néhoz je tangencialni napéti v
kapaliné pfi laminarnim proudéni umérné dynamické vazkosti a gradientu rychlosti

T=f7d—v=f7]- (9.1)
dr
Kapaliny, které se fidi timto zakonem se nazyvaji newtonské. Kapaliny, pro néz se zavislost
t=f(j) neda vyjadiit rovnici (3.1) se nazyvaji nenewtonské. Toto srovnani plati pouze v
laminarni oblasti proudéni, nebot pfi turbulentnim proudéni roste odpor a tedy i teCni napéti
rychleji v disledku fluktuaénich rychlosti.

9.1. Laminarni proudéni v kruhovém potrubi

Ve vodorovném kruhovém potrubi zvolime elementarni objem ve tvaru souosého
valec¢ku, viz obr. 9.1. Na takto zvoleny objem kapaliny pusobi sily ploSné a to tfeci a tlakové.
Objemové sily se neuplatni, protoze potrubi je vodorovné a proudéni je ustalené. Na Celni
plochu zvoleného valecku pusobi tlak p , ktery na draze dx se zméni na (p+dp).

r ‘ Vmax
A Y
P < (p+dp) T =1,(r)_\ mL
_OL:':& | R N o
‘_-qr_ - /" _ v=r~(r)
L8 F O S P W N S -
dx Vs

Obr. 9.1 Laminarni proudéni v potrubi

Témto tlakim odpovida tlakova sila
2 2
Fo=pxr® a F,=(p+dp)rr?.
Na plasti valeCku pusobi tfeci sila F =7.2z.r.dx. V8echny uvedené sily musi byt za
ustaleného proudéni v rovnovaze, nebot setrvacna sila je nulova. Pro rovnovahu sil plati

Dosazenim vyrazl za jednotlivé sily dostaneme
p.z.r? —(p+dp)ar? —2zr.rdx =0,

Z ¢ehoz
__1dp, __1p;, (9.2)
2 dx 2L
dp_p,

Predpoklada se, ze plati Z posledni rovnice je zfejmé, ze smykové napéti je u

dx
laminarniho proudéni rozlozeno linearné - obr.9.1. Dosazenim Newtonova vztahu pro
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smykové napéti T=773—V do pfedchazejici rovnice obdrzime diferencialni rovnici
r

rychlostniho profilu
dy = Pz r.dr |
L 27
a po integraci dostaneme rovnici pro rychlost
Voot P2 g
4n L
Integraéni konstanta se urci z okrajovych podminek na sténé trubice, kde rychlost &astic

kapaliny je nulova. Pro r = % je v =0, z ehoz integracni konstanta

Po dosazeni do obecného feseni je rychlostni profil laminarniho proudéni v kruhové
trubici vyjadien vztahem

2
v:i&{(gj —rz}. (9.3)
4n L |\ 2

Grafické znazornéni rovnice rychlostniho profilu v roviné fezu prochazejiciho osou trubice je
kvadraticka parabola. V prostotu pfedstavuje rychlostni profil rotacni paraboloid. — obr. 9.1.
Maximalni rychlost je v ose potrubi (r=0) a to

1 pz 2
Vi =—— —=d°. 9.4
™ 16n L (94)
Pritok trubici se uréi integraci elementarniho pritoku kapaliny dQ, =2 “dr, ktery

protéka elementarnim mezikruzim na poloméru r o Sifce dr tlakovym rozdilem p, na délce
trubice L
d d

2 T p 207d 7 p,d*
Q, :Iv.dS:IZM.v.dr :——ZI (—j —r?lrdr=—"_t—_, (9.5)
5 5 2n L 4|\2 128 7L

Tuto rovnici odvodil v roce 1840-1841 Poiseuille, francouzsky Iékaf, ktery studoval proudéni
krve v zilach. Uvedeny vyraz plati pfesné pro laminarni proudéni. Experimentalné ovéril
tento zakon proudénim vody ve sklenénych kapilarach. Nezavisle na ném odvodil uvedeny
vyraz téZ Némec Hagen v roce 1839. Proto se oznacuje tato rovnice dosti ¢asto jako Hagen-
Poiseuilleova.

Stiedni rychlost podle pritoku se vypocita ze vztahu ( 9.5)

2 4
Q =rLy -7 Pd
4 128 7L
z ¢ehoz
2
v, = Pd” (956)
32n7L
Porovnanim stfedni rychlosti ( 9.6) a maximalni ( 9.4) vyplyva vztah
ve 1
Viex, 2

Je tfeba pfipomenout, Ze laminarni proudéni v potrubi nastane pfi Re < Reyi = 2320,
coz je soucasné podminkou platnosti Hagen-Poiseuillova zakona. Zakon Poiseuilledv plati
jen pro ustaleni laminarni proudéni, kdy rychlostni profil v jednotlivych prifezech je stejny,
coz nastava po urcité draze od pocatku trubice - obr.3.2.
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A
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Obr. 9.2 Rozbéhova draha laminarniho profilu

Tekutina po vstupu do trubice ma rychlostni profil odpovidajici dokonalé tekutiné.
V prvém okamziku maji ¢asteCky kapaliny u stény rychlost stejnou jako v ostatnim proudu
kapaliny. Teprve stykem kapaliny se sténou jsou CasteCky zbrzdény, ¢imz vznikaji rozdily
v rychlostech €astic a vznikaji te¢na napéti od vazkosti mezi jednotlivymi vrstvami proudu.
Tak jsou postupné zbrzdovany daldi castice, vjadru proudu jsou ¢&astice naopak
urychlovany. Draha na niz se vyviji rychlostni profil, se nazyva rozbé&hovou drahou
laminarniho proudu. Pro rozbéhovou drahu uvadi Boussinesq vyraz

% > 0,065Re,
Schiller pak vyraz
% > 0,025Re.

Je ziejmé, Ze k ustaleni rychlostniho profilu dojde dosti daleko od vstupniho prufezu,
takze v kratkych trubkach se laminarni rychlostni profil nevyvine, a proto u nich zakon
Hagen-Poiseuilletv neplati.

9.2. Stékani po svislé sténé

Viskozni kapalina, ktera ulpiva na svislé sténé, stéka po ni vlivem tihového zrychleni -
obr. 9.3. Predpoklada se izotermické proudéni (t=konst.), které je také izoviskézni

(m = konst.).
0

£
X

y ay

dx
T
T+dt

I

YT v=tyy”
h

Obr. 9.3 Stékani po svislé sténé
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Na elementarni Castici kapaliny o Sifce b a rozmérech dx.dy pusobi tihové a tfeci sily ve
sméru osy y. Pfedpoklada se ustalené rovnomérné proudéni. Vyslednice sil ve smérech os
X,z jsou nulové. Na rozhrani stékajici vrstvy kapaliny o tlouStce h s ovzduSim je tlak
ovzduSi p,. Tlak ve stékajici vrstvé je konstantni. Rovnovaha sil na zvoleny elementarni
hranolek je vyjadfena rovnici

— pgb dx dy + zbdy—(r +dz)b dy =0,
po upravé se dostane diferencialni rovnice

dr

ax 9
jejiz fedeni je

T=—pgx+K,.
Tecné napéti na rozhrani kapaliny s ovzdu$im je téméF nulové, proto pro X =h je 7 =0, dili
K, = pgh.
Prabéh smykového napéti ve stékajici vrstvé je dan rovnici

r=pg(h—x). (9.7)

— , \ . . . , .
TecCné napéti se vyjadii Newtonovym vztahem 7 = ryd— a integraci se urci rychlostni profil

% :g(h—ijx+Kl.
Vv 2

Na sténé je rychlost nulova, pak prox =0 je v=0 a integratni konstanta K;=0.
Rychlostni profil stékajici vrstvy kapaliny po sténé je uréen rovnici

v:g(h—ijx. (9.8)
v 2
Pribéh rychlosti ve vrstvé je parabolicky. Maximalni rychlost je na rozhrani vrstvy
s ovzduSim a vypocte se z podminky pro Xx=h je Vv =vVpa, Cili
_gh’
a2y
Pritok vrstvou kapaliny o Sifce ,b“ se urci integraci elementarniho prutoku ploskou
dS = bdx rychlosti v dle rovnice (9.8)

h h 3
Q = ijdx =g—bj(h—§jxdx= gbh . (9.9)
0 Vo 2 3v

Pro dany prutok Q, se urci z této rovnice tloustka vrstvy — ,h*

h :3/3(5—;)". (9.10)

Stfedni rychlost ve vrstvé je

\Y

Q _gh®
B A ) 9.11
°* Dbh 3v (9.11)
Porovnanim stfedni rychlosti s maximalni rychlosti vyplyva vztah
Vg = %vmax . (9.12)
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10. Laminarni proudéni nenewtonskych kapalin

Newton formuloval zakon, podle néhoz je tangenciaini napéti v kapaliné pfi
laminarnim proudéni umérné dynamické vazkosti a gradientu rychlosti

T =,ud—u =uj. (10.1)
dr
Kapaliny, které se Fidi timto zakonem se nazyvaji newtonovské. Kapaliny, pro néz se
zavislost t = f(j) neda vyjadfit rovnici (10.1) se nazyvaji nenewtonovské. Toto srovnani plati
pouze v laminarni oblasti proudéni, nebot' pfi turbulentnim proudéni roste odpor a tedy i
te€né napéti rychleji v dusledku fluktuacnich rychlosti.

Zatimco pomér teéného napéti newtonovskych kapalin ve smykové rychlosti je
konstantnim latkovym parametrem, charakterizujicim danou kapalinu, je tentyz pomér pro
nenewtonovské kapaliny veli¢Ginou proménnou. Jeho okamzitd hodnota se méni podle
pouzitétho napéti a nemlze tudiz v zadném pripadé slouzit pro fyzikalni hodnoceni
konsistence nenewtonovskych kapalin. Pro tento pomér se pouZziva nazvu zdanliva viskozita

Ha =% == (10.2)

bkl
dr
Vedle zdanlivé viskozity se pouziva pro hodnoceni nenewtonovské kapaliny pfi
ur€itém smykovém napéti tzv. diferencialni viskozita dana rovnici
_dr
dj
ProtoZe ani zdanliva ani diferencialni viskozita nejsou pro nenewtonovskou kapalinu
konstantni, je tfeba pro fyzikalni ohodnoceni téchto kapalin udavat jejich zavislost na
smykovém napéti. Takova graficka znazornéni se nazyvaji tokové kfivky nebo reogramy.
NejobvyklejSimi soufadnicemi pro kresleni téchto reograml jsou r vuci j anebo logaritmy
téchto proménnych. Reogramy nejCastéji se vyskytujicich nenewtonovskych kapalin a
zavislost viskozity jsou uvedeny na obr. 10.1.

Ha (10.3)

g r idealni ”
0 tekutina dv
dy
Obr. 10.1 Reogramy vybranych nenewtonskych kapalin

Cisté viskozni kapaliny jsou latky, které pfi nulové rychlosti deformace vykazuji vzdy
nulové teCné napéti. Latky Cisté elastické vykazuji pfi nulovém napéti vzdy nulovou
deformaci a po skonceni napéti se tyto latky vraceji do plvodniho nezatizeného stavu. U
Cisté elastickych latek zavisi napéti v kazdém okamziku pouze na velikosti deformace,
naopak u latek Cisté viskoznich zavisi napéti na rychlosti deformace. U viskoelestickych
kapalin nezavisi napéti ani pouze na velikosti deformace, ani pouze na rychlosti deformace,
ale zavisi na celém pfedchozim prabéhu deformace. U téchto latek po skonceni toku
nenabude napéti okamzité nulové hodnoty, ale bude k nulové hodnoté klesat postupné.
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Pfiklady mechanickych modell téchto latek uvadi obr. 10.2. Chovani kapalin pfi michani
rotujicim michadlem uvadi obr. 10.3, nenewtonské kapaliny vykazuji anomalni chovani, kdyz
kapalina stoupa nahoru po hfideli michadla.

®IF ®!F @

Pruzina
Maxwelluv model

Katarakt

F IF ‘F

Obr. 10.2 Mechanické modely reologického chovani latek
a) Cisté viskozni kapalina, b) elasticka latka, c) viskoelesticka latka-Maxwelllv model

® Po o
\7. / _V/\_

LS < <KD

1 |
Obr. 10.3 Chovani kapalin pfi michani rotujicim télesem
a) viskozni kapaliny, b) viskoelestické kapaliny

Tok je nevratna deformace probihajici v Case. Mez toku pozorovatelna u
binghamskych latek je ur€ena pocate¢nim napétim gz, pfi jehoz pfekroCeni zaCina soustava,
ktera se do té doby chovala jako pruzné téleso téci, tj. dochazi k jejimu toku. Elasticita je
vlastnost materialu, projevujici se jeho snahou obnovit po deformaci pfi poklesu napéti
plavodni tvar nebo velikost, pfipadné oboji. Relaxace napéti je postupné zmensovani napéti
pfi konstantni deformaci. Deformace je zména vzajemnych vzdalenosti riznych bodl v dané
latce proti pdvodnimu stavu, zplsobena zménou tvaru nebo objemu, pfipadné obou.

Kapaliny, které jsou charakterizovany poklesem zdanlivé viskozity pfi rostoucim
smykovém se nazyvaji pseudoplastické (fidnouci tekutiny). Mezi pseudoplastické tekutiny
patfi napf. suspenze nesoumérnych Castic, nékteré koloidni roztoky, kaly, pasty, taveniny a
roztoky polymetrl, celuléozové derivaty, kaucuky, latexy, barvy, mazadla, suspenze papiru
apod.

S rostoucim rychlostnim gradientem se nesoumérné Castice nebo molekuly postupné
vyrovnavaji. V klidovém stavu jsou €astice nahodné promichany, zatim co pfi pohybu se
postupné orientuji hlavnimi osami do sméru pohybu. Zdanlivé vazkost stale klesa s
rostoucim rychlostnim gradientem az k urcité hodnoté, pfi niz jiZ neni mozné dokonalejSi
usporadani ¢astic. Od této hodnoty je jiz vztah pro t linearni.

Hypotéza pseudoplastického chovani predpoklada, ze zména struktury, tj. orientace
Castice nastane okamzité jakmile zaéne plsobit smykové napéti, nebo v dobé tak kratké, ze
pouzitim béznych viskometrickych metod neni mozné Casovy usek zjistit. Jestlize zména
struktury nenastane okamzité a k jejimu vytvoreni je potfeba urCité doby, takové kapaliny se
nazyvaiji tixotropni. Reciprokym jevem k pseudoplasticité je dilatace charakterizovana rastem
zdanlivé viskozity se vzristajicim teCnym napétim (houstnouci tekutiny). Jsou to napf.
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rozpoustédla barev, nékteré natérové a tiskarské barvy, vodni suspenze Zelezité Cervené,
kyslicniku zine¢natého, nékterych pigmentd, kobaltové modfi, Skrobové mazy, beton,
arabska guma a nékteré polymerové roztoky, med aj.

Vysvétleni dilatace podle Reynoldse je nasleduijici :

Za klidu je objem dutin mezi ¢asticemi minimalni a tekutina pravé dostaéuje k vyplnéni téchto
mezer. Jakmile se zaéne takova suspenze pohybovat s malym rychlostnim gradientem,
kapalina plsobi jako mazivo mezi Casticemi a napéti jsou mala. Pfi vySSich rychlostnich
gradientech se tésné uloZeni €astic zméni ve vrstvovité, suspenze se mirné roztahne -
dilatuje - a mezerovitost (objem dutin) vzroste. V tomto pfipadé nastane nedostatek ,mazaci
kapaliny“ a tangencialni napéti musi byt tedy vétSi. Dilatace suspenze zpUsobuje rychly
vzrust zdanlivé vazkosti s rostoucim rychlostnim gradientem. V technické praxi je vyskyt
dilatantnich tekutin velmi maly. Bude-li nastavat tento jev s Casovym zpozdénim, bude se
nazyvat reopexie.

Binghamova tekutina je charakterizovana tim, Ze v klidu ma tekutina trojrozmérnou
strukturu, ktera ma tuhost, schopnou vzdorovat libovolnému napéti menSimu nez napéti na
mezi deformace 7,. Po dosazeni tohoto napéti se struktura rozpadne a hmota se chova jako
newtonovska tekutina. Po opétném poklesu napéti pod tuto kritickou hodnotu se vnitini
struktura hmoty opét obnovi. Do této kategorie patfi hlavné koncentrované kasovité a zrité
suspenze, primyslové, odpadni, vrtné a stokové kaly, bahno, fidké kaSe, pasty, plastické
gely, olejové barvy, néktera mazadla apod. Idealni Binghamovy tekutiny charakterizuje
pfimkovy vztah mezi teCnym napétim a rychlostnim gradientem. Pfimka vychazi z bodu na
ose te€ného napéti ur€eného napétim na mezi trvalé deformace z,. Velmi €asto pfi nizkych
rychlostnich gradientech neplati pfimkova zavislost, protoze skute¢na hodnota z, je mensi
nez u idealni Binghamovy tekutiny. Tento typ nenewtonovské tekutiny se nazyva
nebinghamovska.

Pfi studiu nenewtonovskych kapalin byla velka pozornost vénovana ur€eni zavislosti
te€ného napéti na rychlostnim gradientu, tzn. reologickych modelll. Bylo sestaveno nékolik
rovnic, ve vétsSiné pfipadu empirickych, které uvedenou zavislost popisuiji.

Pro popis reogramu bez inflexnich bodl se obvykle vystaci s jednodu$simi rovnicemi,
tzn. reologicky model obsahuje pouze dva parametry, tj. rovnice dvouparametrové.
Reogramy s inflexnim bodem se obvykle feSi pomoci rovnic tfiparametrovych. V tabulce 8 je
pro nazornost uvedeno nékolik nejcastéji pouzivanych reologickych modeld.

V dal$i ¢asti této kapitoly bude uvedeno feSeni s pouzitim mocninové a Binghamovy
rovnice toku.

Tabulka 10.1 Prehled nejpouzivanéjSich ¢asové nezavislych reologickych modelt

Cislo Autor Vzorec Poznamka
1 Newton du . n - dynamicka viskozita
T=n a =n]

n - index toku

2 Ostwald - de Waele du)" K - koeficient konzistence
r:K( “j — Kj"

3 Bingham =1, + U T, - poCatecni te¢né napéti
ug - Binghamova viskozita
4 Bulkley - Herschel r=71 +Kj" Tp - pocatecni te¢né napéti
P K - koeficient konzistence
5 Vocadlo 1 n - index toku
=75 +Kj" 1, - pocatedni teéné napéti
6 Eyring

r= larcsirh (bj) é - vnitfni te¢né napéti
a

% - vnitfni smykové napéti
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10.1. Mochninova rovnice toku

NejstarSim analytickym vyjadfenim zavislosti smykové rychlosti na te€ném napéti
nenewtonovskych kapalin jsou mocninoveé funkce. Nej¢astéji se pouziva formulace Ostwalda
a de Waelea

du)' .,
e=K| | =K, (10.4)

kde K - soucinitel konsistence
n - index toku, jehoz hodnota pro pseudoplastické tekutiny je mensi nez 1, zatim co
pro newtonovské tekutiny je rovna jedné a pro dilatantni tekutiny je vétSi nez jedna.

Podle definice (10.2) pro zdanlivou viskozitu plati

ﬂa=§=an_1, (105)
a podle rovnice (4.3) pro diferencialni viskozitu
yA:¥=nKj o (10.6)
J

Nejsou tedy u, ani u, latkovymi parametry, protoze jejich hodnota zavisi na
rychlostnim gradientu j. Na obr. 10.4A je reogram pseudoplastické kapaliny, ktera ma pro
nulovy gradient rychlosti max. diferencialni viskozitu, od jisté velikosti gradientu rychlosti je
viskozita konstantni a sou¢asné je i minimalni — obr. 10.4B.

T
o
8
~
~
&/
log p

b3
=%
®
: /
R4
-
o
£L-
£
7 tan o, = MKy
tan o = p. ;
2 =
(o ¥ 4}‘L1=max~>l< Pasmo zmény K, ik
* | viskozity |
- e
0 Gradient rychlosti j=-9V log j
¥ | g])

Obr. 10.4 Zavislost 7 =f(j) a p=1(y) pro pseudoplastickou latku

Mocninové funkce jsou pouze interpolaénimi rovnicemi a nebyly odvozeny na zakladé
fyzikalniho modelu vnitini struktury kapalin. Z tohoto ddvodu bylo jejich pouzivani podrobeno
kritice, avSak mocninové funkce pfes tento nedostatek vystihuji pfi pomérné jednoduchosti
vétSinu skuteénych tokovych kfivek velmi dobfe a selhavaji jen pro kapaliny, jejichz reogramy
maji inflexni body. V téchto pfipadech je vSak mozno pouzit mocninovych funkci s
dostate€nou presnosti pro ¢ast tokove kfivky.

Abychom nasli vztah pro rychlostni profil a tlakovy spad pfi proudéni v potrubi kruhového
prufezu, vyjdeme z rovnovahy, ktera musi platit pro vyt€eny elementarni objem ve tvaru
souosého valce - obr. 10.5 Z rovnovahy sil tfecich a tlakovych

par? —(p+dpr? — r2ardx =0,
urCime velikost smykoveho napéti

S P P (10.7)
2dx 2L 2
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u =f(r)

AR %)
T
p e (PHap)
Ra—— -
—i T
Vo [T
T O T T

Obr. 10.5 Rovnovaha sil pfi proudéni v potrubi Obr. 10.6 Schéma rychlostniho profilu

za predpokladu, Ze plati

dp _p, . _h
dx I_IOZ £gn; | L

Po dosazeni za smykoveé napéti z rovnice (10.4)
n
K d_U = _&r ,
dr 2L
a separaci proménnych a po integraci dostaneme rovnici pro rychlost

1 1 1 1
1 14
du=—| Pz |"pngr - u:_(&j”i.ﬁuk. (10.8)
20K 21K) n+1

Integra¢ni konstantu uréime z okrajovych podminek. Pro r = R — u = 0, pak pro integra¢ni
konstantu plati vztah

1 1
K=[ P |" N R"n
2LK ) n+1

a po dosazeni do rovnice (10.8) pro rychlost dostaneme

% n 1+1 1+1 n R % r 1+%
u=[ P " DRt T | 2 D[RR, PR (10.9)
2LK ) n+1 n+1\ 2LK R
Podle rovnice (10.8) na sténé potrubi pro r = R je hodnota smykového napéti
PR
To=——, 10.10
o ( )
a po dosazeni do rovnice (10.9) se tato upravi
n (r . r v
Uu=——| =21 |1-| — R. (10.12)
n+1{ K R

Dosadime-li do rovnice (10.9) za n = 1, pfijde tato ve znamou Hagen-Poiseuilleovu rovnici
pro laminarni proudéni newtonovskych tekutin.

2 2
u =ﬁ{1—(Lj } (10.12)
4L R

Maximalni rychlost je v ose potrubi a z rovnice (10.9) s podminkou r = 0 pro Umax
dostaneme
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1
n (p,R\n
Uy =—| —=— | R. 10.13
™ n +1(2LK] ( )
Pro objemovy prutok dle obr. 10.6 s pouzitim rovnice (10.9) plati

R R n p R % r 1+%
Q:27zjurdr:27r —(z—j 1—(—) Rrdr,
5 o N+ 2LK R

odkud po integraci
1

1
Q: 7.n ﬂ nR3: .n pZD |"1D3. (1014)
3n+1{ 2LK 8(3n +1)\ 4LK

Z této rovnice mizeme vypocditat stfedni rychlost
1

Q n (p,R)n n+1
V= = R=v ,——, 10.15
R? T 3n+1(2LK ™ 3n +1 (1015)
odkud pro pomér stfedni a maximalni rychlosti plati
Ver _ N+1 (10.16)
Viex 3N+1

Dosazenim do rovnice (10.14) za n = 1, tj. pro newtonovskou kapalinu, pro kterou sou€asné
plati u = K, dostaneme
Q== pR*
8 Lu

coz je Hagen-Poiseuillova rovnice pro vypocet objemového pratoku. Rovnici (10.17) mizeme
dale upravit na

(10.17)

p,R _ 4Q
2L R
Vyraz na levé strané je te€né napéti na sténé trubky, jak vyplyva srovnanim s rovnici (10.10)
4Q
Ts= ﬂﬁ . (1018)
Srovnanim rovnice (10.18) s rovnici (10.1) pro gradient rychlosti na sténé potrubi dostaneme
. 4Q

PFi vypoctu tlakové ztraty je vyhodné tuto pocitat z rovnice Darcy-Weisbachovy
h, p, _ Av?

'L pgl D.2g’
kde tfeci soucinitel A pfi proudéni nenewtonovskych kapalin je funkci nasledujicich osmi
proménnych

A=f(v,D,k,g,n,K, p,7).
Z téchto osmi proménnych veliCin jsou tfi zakladni veliCiny, proto celkovy pocet
bezrozmérnych parametri © = 8 — 3 = 5. Jsou to nasledujici bezrozmérné parametry

(10.20)

n,,2-n
ﬁ1=MZRen; 7Z'2=£=8; T3 =0,
K(6n+2) D
n (10.21)
\Y; —Fr ze 2.1

" Jop " pv?
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Obecna bezrozmérova rovnice pro tfeci soucinitel bude
Azf[Ren,Fr,n,KJ.
D

Tuto rovnici je mozno zjednodusit za predpokladu, ze zanedbame tihovou silu a budeme
uvazovat proudéni v hydraulicky hladkém potrubi, tim se pfedchazejici rovnice zjednodusi
na tvar

2=f(Re,,n,). (10.22)

Pro stanoveni zavislosti tfeciho soucinitele 4 vyjdeme z rovnice (10.15)
1

1
v N (szjnR: n (pZDJnD,
3n+1 2LK 2(3n + 1)\ ALK

kterou nejdfive umocnime na n

g i n Y p, pD"D
2"(3n+1 pv2 4K L
Z této rovnice pro tlakovou ztratu p, po jednoduchych Upravach dostaneme
6n+1) K L, 6n+2) 64 Lv> 64 Lv?
p,=4 2 vip=K 2 P=
n Dve"pD n 8oD"v "D 2 Re,D 2
kde modifikované Reynoldsovo Cislo je definovano vztahem
802" (Bn+2)"
K n '

Modifikované Reynoldsovo ¢islo Re, umozrfiuje zobecnéni zakladniho vztahu pro
odporového soucinitele pfi pohybu newtonovské tekutiny i pro nenewtonovské tekutiny fidici
se mocninovym zakonem, tzn. Ze plati

1=
Re,
K vypoctu 1 je tedy mozno pouzit znamého vztahu za prfedpokladu, zZe pro vypocet
pouzijeme tzv. modifikované Reynoldsovo &islo dané rovnici (10.24).

o (10.23)

(10.24)

(10.25)

0.2

2-ndn P

0.002 } - AL
Ren_816n+2) K

0,001

10>  10° 10*  10° 10° 10"  10°
Re

Obr. 10.7 Zavislost A = f(Re, n, €)

VypocCet tfeciho souclinitele se zjednoduSi zavedenim aproximativni implicitni rovnice
podobného typu jako je rovnice Churchillova .
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1

8 12 1 12
A=8|| — —_— , 10. 26
l:(Renj +(a+b)15} ( )

0,9 16 16
NI R T N
C Ren n-"".Ren

¢ =n +(0404y +3167)L - (0065y +0167)y; x = InRe,[+107% y=1-n
X

Grafické znazornéni této rovnice je na obr. 10.7.Délenim rovnice (10.9) rovnici (10.13)

dostaneme

kde

1+1
u 3n + r n
—= 1-| — . (10.27)
\Y n+1 R
str
1 2000
+1
PRy P e e
£ Ve N+ R Re, L (14302 (2+)F0 [0 G
R o guspcnuylll‘u
o nze latexu
\ ‘l Smnummnmakaxgemm
a0 *  Suspenze filtracnich kal
" 15 i 2500 - ¥ Sume
0 s gl «|o Vamh
1 2300 Vol Y ol
4 /- 5 ™
2100|—¢ -
4 L= 1900 /
0 0.5 1,0 1.5 2.0 2.5 3.5 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4
u
Vt‘ Index toku - N
str
Obr. 10.8 Zavislost Rey =f(n) Obr. 10.9 Zavislost Rey =f(n)

Tato rovnice je graficky znazornéna na obr. 10.8, odkud je velmi dobfe vidét vliv exponentu n
na tvar rychlostniho profilu.
Pro n = 1 dostaneme rychlostni profil ve tvaru paraboly druhého stupné, pro ktery plati
Vmax= 2.Vst , j€-li N < 1, tj. pro pseudoplastické kapaliny je rychlostni profil oproti newtonovské
kapaliné zplostélejsi, naopak je-li n>1, tj. pro dilatantni kapaliny je rychlostni profil
protahlejsi.

Kritickd hodnota Reynoldsova Cisla, pfi kterém se laminami proudéni méni v
turbulentni je v prvnim pfiblizeni stejna jako u newtonovskych kapalin - Rey = 2320. Kritickou
hodnotu Reynoldsova Cisla je mozné vypocitat podle nasledujici empirické rovnice

6464n
Re, = — (10.28)

(1+3n¥(2+n)zn
ktera je znazornéna na obr. 10.9

10.2. Rovnice Binghamova

Velikost smykového napéti pro binghamskeé tekutiny je dano rovnici
du :
T:TerﬂBa:TerﬂBJ’ (10.29)

kde 1, - je pocCateCni smykové napéti
us - je plasticka (nebo téz Binghamova) viskozita
Z rovnice (10.37) pro zdanlivou viskozitu dostaneme
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T T
a pro diferencialni viskozitu
dr
=—= . 10.31
Ha dj Hp ( )

Pro vypocet rychlostniho profilu v potrubi kruhového prifezu vyjdeme z rovnice
rovnovahy sil a rovnice (10.29). Po dosazeni dostaneme

P
T—T,=—_—=F
P20
odkud pro zplati

Po dosazeni z Newtonovy rovnice (10.1)
T
u__ P % (10.32)
dr 20 pg

TeCné napéti t klesa od minimalni hodnoty na sténé potrubi s smérem k ose
potrubi, az pro urcité r = r, dosahne hodnoty t =1, - obr. 10.10. Pak podle rovnice (10.30)

bude
5
dr r=rg

coz dosazeno do rovnice (4.32) da hodnotu pocatecniho smykového napéti
Pzlo
T, =—%22%, 10.33
P oL ( )

takze pro vSechna t < 1, nebo r < 1, je rychlost konstantni u = u,. Tato vnitfni ¢ast toku ma
tedy plochy rychlostni profil a nazyva se Casti pistovou.

' /s, r=R
VA >
!
: _8 n T =1f(r)
4 r T ‘v |
> I
: o rd a =)
- + 532 7 B = ' r=0
t 270 |- et - —- AT o 2
T - N [ |
(7] > = |
[— 1 T x
v ] = !
BB, o 1 5l
|
|
: N\
| \I r=R
Vst » Ts

Obr. 10. 10 Prubéh te€ného napéti a tvar rychlostniho profilu pro Binghamovu kapalinu

Rovnici (10.32) muzeme tedy integrovat pro vSechna r > r,, takzZe pro tuto okrajovou ¢ast
bude rychlostni profil

T
Pz 2 %o konst.
Al pg Hg

Integracni konstantu ur€ime z okrajové podminky na sténé potrubi, kder=R =u=0

u=

konst=—-Pz R2_"p R
4L pig Hg
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Dosazenim do puvodni rovnice a po malé Upravé pro rovnici rychlostniho profilu pro r >rq

plati
_ P (m2 _p_ =i Pz (r2_,2)_ _
u= A (R ) B(R r) Bl:4L (R r ) rp(R r)} (10.34)

Ponevadz tato rovnice musi platit i pro r =r,, dostaneme dosazenim za t, z (10.33)
do rovnice (10.34) pro rychlost pistové ¢asti toku

pz 2 2 pzro pz 2
U, =—=—R"—r5)- R—r, )= R-r, ). 10.35
o=t R ) PR )= P R ,) 10:35)
Rychlostni profil proudéni Binghamovy tekutiny je znazornén na obr. 10.10.
Objemovy pratok v okrajové €asti proudéni (r > r,) stanovime integraci s pouzitim
rovnice (10.33) a (10.34)

Q1_27zj'rudr_ Pz ”( rz)'—ZrO(R—r)}Jlr:

2L g o

4 2 3 47"
s )4
8Ly 3\R R R 3(R

Pro pistovou ¢€ast (r < r,) s pouzitim rovnice (10.35) pro objemovy pratok plati

4 2 3 4
szﬂ'rono:ﬂ 2 r_o -4 r_o + 2 I'_o . (10.37)
8Lug | \ R R R

Celkovy objemovy prutok je dan souctem predchazejicich dvou rovnic

0=0,+0Q _ﬂ'pz 1_£(r_0j+1(r_0j4 (10.38)
V2 8T 3(R)OBR) | '

Z této rovnice mizeme dale vypoditat stfedni rychlost

4
V= % P;R {1—f[r—°j+1(r—°} } (10.39)
7R? 8Lu|  3\R) 3R

Pocitame-li ztratovou vyéku podle rovnice Darcy-Weisbachovy
_h,_p, _av?®
L ng D Zg
pak tfeci soucinitel A je funkci nasledujicich proménnych

(10.36)

A= f(VD,/JB,,D,T TL)

Rozméry téchto sedmi proménnych veli€in jsou odvozeny ze ftfi veliin zakladnich, proto
pocet bezrozmérnych Cisel r = 7 — 3 = 4. Jsou to nasledujici bezrozmérna Cisla.

D L 7,D?
m=Le Eu 2,=YPP_Re,; m=L: =" P_He. (1040
o Hg D 1
Hedstromovo Cisla se zapisuje i ve tvaru
pV°  Reg 4N Reg

Potom obecna rovnice pro tfeci soucinitel bude
A =f(% ,ReB,Eu,HeJ

Pro urceni této zavislosti vyjdeme z rovnice pro objemovy prutok
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4
Q:ﬂRZV:M 1_ﬂ fo +1 o _
8Ly 3\R) 3\R

Z této rovnice pro stfedni rychlost pro D = 2R plati

4
vo Pl 81 1601 ) |
32L ug 3\D 3\D

dalSi upravou obdrzime

4
'uB:pZ D|71_§r_0+Er_0 .
Dvp v?p32L” 3\D) 3\D
S pouzitim podobnostnich €isel podle rovnice (10.40) a (10.33) pror,
2Lt
_ P

0 )

P
dostaneme

1 _EuD_He1+8Hef(£j3
Re; 32L 6 3EU® '

D
Je-li treci soudinitel uréen rovnici

1=2PP g 2D

PviL L
potom mlzeme rovnici (10.43) upravit na tvar

1 A 1 64 1, 6 4

=——-—He,+—+—=He,. 10.44
Re, 64 6 ' 3 p & (10.44)
Z této rovnice mizeme implicitné vyjadfit tfeci soucinitel

z=64( 1 He 64 Hef}

r (10.42)

(10.43)

(10.45)

Reg 6 34

Vypocet A z této rovnice neni jednoduchy, jedna se o rovnici ¢tvrtého stupné, feSenim
dostavame 4 kofeny, z nichz pouze jeden ma fyzikalni vyznam.

1 - 5
N S ‘\‘\‘_;,~ mm = Eﬂ
A %1 T = H
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Obr. 10.11 Zavislost A = f( Reg,He;) Obr. 10.12 Zavislost f.Re =f(He,)

Protoze z této rovnice nelze explicitné vyjadfit tfeci soucinitel A, je tato rovnice pomoci
bezrozmérnych kriterii zpracovana graficky na obr. 10.11, odkud je vidét, Ze hodnoty
Hedstromova Cisla vyznamné ovliviiuji rozsah Ilaminarni oblasti proudéni. Podle
experimentalnich méreni pfechod laminarniho proudéni v turbulentni nastava v mistech, kde
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se kfivky He, = konst. protinaji s kfivkou A = f(Reg). Tfeci soucinitel mazeme také pohodiné
urcit dle obr. 10.12, kde A = 4.f.

5
10 LEGENDA 10 Sheemorne——ot
o (@] - suspenze cementu (1)
o A - fiénikal x H To D He
' O - suspenze jilu - . — He2 = = —
S - voda ke k @
§ | B s L] swl] " kv e, [T
Q 4 B - suspenze vapna 405 % =
g 10 I 3 I Pl
: ° : LU i
£ L] ol T ==- == =
He = uz = i
3 B 3 [
10 5 T 10
10 10 10 10° 10 0.1 1 10 100 10 10
Hedstromovo ¢islo - He Hedstromovo éislo - He2
Obr. 10.13 Zavislost Re=f(He) Obr. 10.14 Zavislost Re=f(He,)

Kritickou hodnotu Reynoldsova Cisla, pfi kterém se laminarni proudéni méni v
turbulentni mazeme urcit dle experimentalnich vysledk( uvedenych na obr. 10.13 a 10.14.
ProtoZe explicitni vyjadfeni tfeciho soucinitele podle rovnice (10.45) je obtizné, s vysokou
pfesnosti je mozné pouzit nasledujici rovnice pro vypocet A, které byly ziskany metodou
nelinearni regrese z Churchillovy rovnice

1
12 E
1=8 ( 8c j +@+b)™ | | (10.46)
Reg
kde
7\ * 37530 | He 1T
a=,-2457n +027¢ |4 - p=[222C ) . 110108 1€
Reg Reg Reg

Graficky je tato rovnice znazornéna na obr. 10.15A, kde je také uvedena turbulentni oblast
proudéni, ktera je prevzata z proudéni Newtonské kapaliny. Pfechod laminarniho proudéni
v turbulentni pro Binghamovu kapalinu podle vysledkll méfeni nastava v okamziku, kdy ¢ara
He, = konst. protina Blasiusovu pfimku — obr. 10. 15B.
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Obr. 10.15 Zavislost A =f(Reg, He, ¢€)
10.3. Méreni viskozity
Zjistovani tokovych kfivek nenewtonovskych kapalin je uloha znaéné obtizna, hlavné

u suspenzi. Viskozita se prakticky neda méfit u suspenzi nestabilnich, tj. u takovych, kde
dochazi béhem kratké doby k rozvrstveni.
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Pro méfeni viskozity a tokovych kfivek se pouziva viskozimetrd. Z mnoha znamych a

vyrabénych pfistroju se pro nenewtonovské kapaliny hodi pouze takové pfistroje, u kterych
je geometrie toku jednoznacné definovana a u nichz muzeme urcit hodnotu gradientu
rychlosti j=du/dr a jemu odpovidajici hodnotu te¢ného napéti. Nebudou vhodné takové
pfistroje, kde neni méfeno laminarni proudéni, kde neni definovana geometrie toku a kde
neni mozno pfimo odecitat hodnoty te¢ného napéti a jemu odpovidajici rychlost smykoveé
deformace.
Témto podminkam vyhovuji pouze viskozimetry kapilarni — obr. 10.16A, kde proudéni
kapaliny se Fidi Poiseuillovym zakonem, viskozimetry rotacni, pro které plati Couettovo
proudéni v mezikruzi dvou souosych, navzajem se otacejicich valcl a viskozimetry kuzeloveé,
pro které plati rovnéz Couettovo proudéni jako zvlastni pfipad proudéni ve 3térbiné mezi
deskou a rotujicim kuzelem.

Do skupiny nevhodnych pfistroja patfi takové, kde se viskozita méfi podle délky doby
vytékani kapaliny otvorem nebo kratkou kapilarou — obr. 10.16B, napf. viskozimetr Englertv.
Mezi nevhodné pfistroje je tfeba zarfadit i ty, které jsou zaloZzeny na Stokesové zakonu, tj.
pristroje s padajicim téliskem (kuli¢ka, valecek). Sem patfi velmi rozsifeny Hopplertv, ktery
pouziva padajici kouli. Rychlost smykové deformace i velikost teCného napéti neni na
obtékané kouli konstantni, kromé toho se uplatriuje jesté i vliv stény na obtékani koule.

F=p.S

Q,

Viskozimetr vytokovy

@ Viskozimetr Kapilarni

Obr. 10.16 Schéma kapilarnich viskozimetru

Viskozimetry kapilarni a rotac¢ni, které jsou jediné vhodné pro zjisStovani tokovych
kifivek nenewtonovskych kapalin, vykazuji v pfipadé méfeni suspenzi jisté potize. Pfedevsim
se nedaji pouzit pro nestabilni suspenze.

Dalsi problém je nehomogenita méfeného vzorku, jejiz pfi€ina je sedimentace
pevnych &astic, ktera se Skodlivé uplatriuje u obou typu viskozimetrl. Tento vliv se obvykle
odstranuje michanim suspenze v zasobniku kapilarniho viskozimetru a nahrazenim
rotacniho valce vhodnym michadlem u viskozimetr( rota¢nich. DalSi komplikaci, ktera se
projevuje pouze u rotacnich viskozimetrd, je odstfedovani ¢astic suspenze. Méreni, pfi nichz
dochazi k tomuto jevu se ovSem musi povazovat za neplatna. U suspenzi dochazi v
nékterych pfipadech k odpuzovani mezi sténou pfistroje a ¢asticemi, coz miaze mit pfiinu v
silach elektrickych nebo povrchovych. V takovych pfipadech vznikne tésné u stény film Cisté
kapaliny, bez dispergovanych Castic, takze tésné u stény se castice nezucastni prenosu
te€ného napéti, coz pfirozené znacné zkresluje vysledky. Tuto nesnaz, ktera se nazyva
skluzem u stény, Ize nékdy odstranit zménou materialu méficiho elementu. Nékdy postaci
Uprava povrchu, tj. odmasténi, vychlazeni nebo naopak zdrsnéni stén, které se suspenzi
prichazi do styku.
laminarni proudéni v kapilafe, nedoporuCuje se vSak pracovat az po kritickou hodnotu
Re = 2300 a méfeni provadét do hodnoty Re = 1000, jinak vznika nebezpec€i vzniku rusivych
vird. U kapilarnich viskozimetri mizeme obvykle méfit objemovy pratok a tlakovy spad
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vznikly na kapilafe. Za predpokladu, Zze zname parametry kapilary, tj. primér a délku,
muzeme z rovnice (10.10) a (10.29) vypocitat smykové napéti na sténé js a gradient rychlosti
na sténé

PR
T, = —2—, 10.10
s oL ( )
. 4Q, 4Q, 4v
= —_ — i — y 10.19
= RSTSR TR (1019)
respektive zdanlivou viskozitu
L, =S (10.2)

Js

U kapilarnich viskozimetrli se nejCastéji pouziva provedeni s konstantnim tlakovym
spadem a méfi se objemovy prutok kapaliny. Tlakovy spad se v tomto pfipadé vytvari bud
sloupcem méfené kapaliny, jehoz vySka se méni v nékolika polohach, nebo tlakem inertniho
plynu na hladinu, a to bud prostfednictvim pistu (tzv. vytlaéné viskozimetry) — obr.10.16A.
Vytok z kapilary mlze byt proveden tak, Ze kapalina vytéka do prostfedi vyplnéného
kapalinou tzv. provedeni Ostwaldovo, nebo ve druhém pfipadé kapalina vytéka do volného
prostoru, ktery je zvla§tnim otvorem spojen s atmosférou, tzv. provedeni Ubbelohdeovo.
kapilara a jeji vestavéni do pfistroje. Pravidlem byva mozZnost vymény nékolika mérnych
kapilar o riznych primérech a o riznych délkach. U kapilary je nutné znat vedle délky i jeji
priimér a pro pfesna meéreni je vhodné se presvédCit o ovalité a kuzelovosti kapilary.

Jedno z moznych feSeni kapilarniho viskozimetru, ktery je proveden jako pfetlakovy,
je uveden na obr. 10.17. Kapilara je napf. pomoci prevle¢né matice pfipojena do kuzelového
vika s uzavérem. Nadoba viskozimetru je opatfena vnéjSim plastém, &imz je umoznéno
temperovani vzorku pomoci proudici vody udrzované na konstantni teploté termostatem.
Plyn se pfivadi do nadoby viskozimetru pfes redukéni ventil , max. tlak mize dosahovat
hodnoty nékolik MPa. K omezeni pulsaci tlaku je do pfivodniho potrubi plynu zapojen
vzduSnik. Nadoba viskozimetru je opatfena michadlem , pohanéné elektrickym motorem,
nalevnym otvorem a meéfitkem vysky hladiny. Objemovy pratok se obvykle méfi bud pomoci
stopek a odmérné nadoby, nebo vazenim, coz je pfesnéjsi.

% Odvzdusnéni

VZDUSNIK

h

HO |
CHLAZENI

Stavoznak =

Kapilara

Odmérna
nadoba

Obr. 10.17 Pretlakovy kapilarni viskozimetr
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Celkovy tlakovy spad se sklada z tlaku plynu na hladiné a hydrostatického tlaku.
Neni-li kolisani hladiny ve viskozimetru béhem jednoho méfeni velké, mize se zanedbat a
do vypoctu je mozné zahrnout primérnou vySku pfi jednotlivych méfenich. Tlakovy spad je
nutné zmensit o korekci koncovych efektl, stanovenou podle rovnice

osz2
=—r=, 10.47

pk JZRZ ( )
kde soucinitel &« ma obvykle hodnotu blizkou 1.

Pfimym vysledkem méfeni na kapilarnim viskozimetru je soustava udaju tlakového
spadu a k nému pfislusného pratoku. Jako prvni se nejdfive uréi 7 a js a nakresli se
reogram, ktery se pokusime interpretovat nékterou rovnici toku, nejéastéji pomoci mocninové
rovnice Oswald-de Waeleovy.

Rovnici (10.14)
1

1 1
Q:ﬁL ﬂ nR3 — ”L(T_SJnR3 , (1014)
3n+1\ 2LK 3n+1 K

s pouzitim rovnice (10.19) - j=4.Q/z.R® upravime na
1

Js an (T—Sjn : (10.48)

“3n+1l K
odkud pro ts plati
3n+1) .,
.=K : 10.49
R toss
Logaritmovanim této rovnice dostaneme

logr,=10gK + n.log sn+l
4n

coz je v soufadnicich z a js pfimka.
Jeji smérnici je pfimo index toku n méfeného vzorku a z Useku na ose poradnic pro hodnotu
js = 1 najdeme hodnotu vyrazu

n
K 3n+1 ’
4n
a z toho pomoci znamé hodnoty indexu toku n vypoc¢teme velikost koeficientu konsistence K.
Obdobné se postupuje pfi vyhodnocovani i v pfipadé pouziti ostatnich rovnic toku.

+nlogjs, (10.50)

Sensor
My

I
Rotuje Rotuje : g Kuzel stoji
vhitini valec 9 vnéjsi valec @ Rotujeluzel rotuje nadoba

Obr. 10.18 Schématické znazornéni rotacnich viskozimetrt
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Pfiblizeni k pomysinému pokusu o stanoveni viskozity mezi dvéma nekoneCnymi
rovhobéznymi plochami se da dosahnout pfechodem na soustavu dvou souosych valcu,
otacejicich se navzajem kolem spole¢né osy. Na tomto principu jsou zaloZeny rotaéni
viskozimetry. Pfimo méfitelnymi veli€inami u rotacnich viskozimetr( je uhlova rychlost o
nebo pocet otacek za €as ustaleného pohybu jednoho z valcu a dale udaje o odporu kapaliny
proti smykovému namahani v dusledku vzniku gradientu rychlosti. Tento odpor se projevuje
jako kroutici moment, kterym se jeden z valcu pfistroje brani proti pohybu pfenaseného
kapalinou z druhého valce. Rotaéni viskozimetry se pouZivaji ve dvou provedenich a sice
dva souosé valce nebo kuzZel — deska — obr. 10.18. U systému s rotujicim souosym valcem

@ Rotuje vnitini valec @ Rotuje vnéjsi valec
Systéem Couett Systém Searle

Obr. 10.19 Rychlostni profil mezi rotujicimi valci

mohou nastat dva pfipady a sice, Zze se otaci vnitfni valec, potom se jedna o Couettovo
proudéni — obr. 10. 19A, nebo rotuje vnéjSi valec a jedna se o systém Saerle — obr. 10.19B.
V podstaté nezalezi u téchto viskozimetrlli na tom, ktery z obou valcu se otaci, nebot’ pro
vlastni vypocet staci uvazovat jen relativni rychlost obou valcl. Na zakladé praktickych
zkuSenosti je obvykle doporu€ovano usporadani s otacivym vnitfnim valcem.

V soucasné dobé existuje cela fada rliznych konstrukci rotaénich viskozimetr(, které
se hlavné li§i provedenim pohonu otacejiciho se valce a zplUsobem mérfeni krouticiho
momentu. Na obr. 10.20 je uvedeno schéma viskozimetru s oznaenim potifebnych velicin.
Pfevod zakladnich dat. tj. krouticiho momentu M uhlové rychlosti ® nebo otacek n na
zakladni veli¢ing, tj. smykové napéti r a rychlost smykové deformace js je obtiznéjsi nez u
viskozimetr( kapilarnich

P '!
|
Wpe
i= R >
|
!
P i P y
=
g 1 T 3 T S T, 1
Obr. 10.20 Schéma rotacéniho viskozimetru Obr. 10.21 Viskozimetr kuzel deska

Tak napf. pro mocninovou rovnici toku se da pro rotacni viskozimetr odvodit rovnice
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1
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Logaritmovanim pfejde rovnice (10.70) v soufadnicich o = f(M) v pfimku, jejiz smérnice je
index toku n a z Useku na ose pofadnic pro M = 1 uréime hodnotu K.

Viskozimetr typu kuZel-deska je velmi vhodny pfistroj pro méfeni viskozity
nenewtonovskych kapalin, hlavné pro jednoduchost vypoétovych rovnic (konstantni gradient
rychlosti v mezefe). Mize byt v provedeni, Zze rotuje kuzel — obr.10.18C proti stojici desce,
nebo kuZel stoji a rotuje deska s méfenou kapalinou — obr.10.18D. Schéma tohoto pfistroje
je na obr. 10.21. Pro velikost teéného napéti Ize z Navier-Stokesovych rovnic odvodit vztah

3M
T= . (10.52)
2R3
Rychlost smykové deformace Ize odvodit nasledujici uvahou: v libovolné zvoleném bodé P
na polomeéru r je rychlost ro, pficemz jeho vzdalenost od nepohyblivé desky je h =r.tg o.

b, 7 @ ® ®

© | tancp=p 7
= 2/ o
2 /
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Gradient rychlosti j = .gy!

Obr. 10.22 Viskozimetr kuzel - deska

Gradient rychlosti je tedy v prvnim pfiblizeni
. o o o
ls=——=—"7"=—,

h tge ¢
pro ¢ v radianech. Jak vyplyva z rovnice (10.53), je gradient rychlosti rovhomeérny v celém
vzorku. Rovnice (10.52) a (10.53) plati s dostateCnou pFesnosti i pro nenewtonovské
kapaliny a jednoduchost téchto rovnic je hlavnim dlvodem pouziti tohoto typu viskozimetru.
Viskozimetr kuzel deska ma z hlediska velikosti otacek jisté omezeni — obr. 10.22,
ponévadz kapalina za jistych kritickych otacek se dostane do stavu dle obr .10.22B a méfena

velikost viskozity podle obr. 10.22C pak neodpovida skutecnosti. Viskozimetr kuzel deska
se také provadi s oboustrannym kuzelem - obr. 10.22D.

(10.53)

Obr. 10.23 Ukazka valcu a kuzeld rota¢nich viskozimetr(
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Na obr.10.22A je uvedeno jedno z moznych provedeni rotujicich valcu, obr. 10.22B
uvadi rotujici disk, ktery se rovnéz pro méfeni viskozity pouziva, obr. 10.22C uvadi vnitfni
valec, ktery ma na povrchu vytvofenou spiralu, toto provedeni se pouziva pfi méfeni
viskozity suspenzi. Na obr. 10.22C jsou uvedeny i jiné elementy, které se u rotaCnich
viskozimetrl pro méfeni viskozity pouzivaji

Pohon

Méreni M

Spojka pro

pripojeni
Temperovana kuzele na
deska se hridel
vzorkem.

Kuzel

T

Bisgley Rizeni
e — teplo
— Tuhy stojan

Sklenéna
deska

Obr. 10.24 Ukazka dvou rotacnich viskozimetrd
Praktické provedeni rotacnich viskozimetrid od dvou rlznych vyrobcu je na obr.10.24, ke

standartnimu vybaveni patfi sada valcu nebo kuzell s riznou geometrii, viskozimetry jsou
vybaveny zafizenim pro ohfev vzorku, zpracovani namérenych vysledku zajistuje PC.
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11. Turbulentni proudéni

Molekula plynu podle kinetické teorie se pohybuje nahodnou rychlosti v Case i
prostoru, molekuly plynu se navzajem srazeji, nebo narazeji na sténu nadoby, coz se
projevuje jako staticky tlak. Pro idealni plyn pfi tlaku 1,013.10° Pa a teplotu 0° C je stfedni
volna draha molekul | = 0,06 ym, ¢as mezi jednotlivymi narazy molekul At = 1,3.10"° s,
nejpravdépodobnéjdi  velikost rychlosti molekul pak ¢Cini ¢ = 485 m/s. Pro srovnani
molekularniho a turbulentniho pfenosu hybnosti je uvedeno Avogadrovo Eislo idealniho
plynu — A = 6,02.10%® molekul/mol, tomu odpovida objem idealniho plynu 24,414 dm*mol.
Disledkem tohoto nahodného pohybu je vznik vnitfniho tfeni v proudici tekuting. U
laminarniho proudéni se C&astice tekutiny pohybuji uspofadané, Castice tekutiny se vSak
skladaji z molekul a tyto se pohybuji ndhodnym neuspofadanym pohybem. Pohyb téchto
molekul muUzZeme povazovat za sloZeny z uspofadaného makroskopického pohybu a
nahodnych fluktuaci. Vlivem fluktuaci se mize dostat molekula z oblasti vétSi makroskopické
rychlosti do oblasti men&i makroskopické rychlosti a pfi narazu na jinou molekulu se zpomali,
pficemz molekulu, na niz narazila se zrychli a odevzda ji ¢ast své hybnosti. Opacné je tomu,
pfechazi-li molekula z oblasti menSi rychlosti do oblasti vétSi rychlosti, kdy se jeji hybnost pfi
narazu zvétsi. Tak dochazi ke sdileni hybnosti mezi oblastmi tekutiny s rozli€¢nou rychlosti,
coz se projevuje jako vnitfni tfeni tekutiny.

Turbulentni proudéni si mizeme predstavit jako nahodny pohyb &astic tekutiny, tedy
objemlO obsahujicich velké mnozstvi molekul, pfiCemz pohyb d¢astic se sklada
z uspofadaného stfedniho pohybu a z nahodnych fluktuaci, z éehoz vyplyva analogie mezi
chovanim molekuly a chovanim &astice tekutiny. Je nutné vSak pfipomenout, Ze turbulentni
pohyb je pohyb kontinua, naopak u molekul se jedna o pohyb distretnich &astic, jejichz volna
draha je menSi nez stfedni méfitko turbulentniho pohybu.U turbulentniho proudéni vznika
te€né napéti, které neni ur€eno pouze vnitfnim tfenim v tekutiné a rychlostnim gradientem
jako u laminarniho proudéni, ale zménou hybnosti makroskopickych CasteCek nasledkem
jejich pronikani mezi sousedni vrstvy. Tento neuspofadany pohyb vyvola tzv. pfidavna
turbulentni napéti, také nazyvana napéti Reynoldsova.

Pro te€né napéti pfi turbulentnim proudéni tekutiny z; Ize pouzit tzv. Boussinesqovu
hypotézu. Tato hypotéza prfedpoklada, ze podobné jako pfi laminarnim proudéni, kdy plati ve
zjednoduSeném dvourozmérném proudéni pro smykové napéti Newtonlv vztah

4= n QU
jsou turbulentni napéti a turbulentni toky umérné gradientu stfedni rychlosti
o du
Obecné pro 3D proudéni
—— ou.  du; 2
7, = —pull) =n,| —=+—2L |- = pk;
t P 1] nt(é,xj é,XiJ 3pk 1]
kde je k :%u]u3 turbulentni kineticka energie
¢ turbulentni viskozita
du
v gradient stfedni rychlosti turbulentniho proudu
y
0; jednotkovy tenzor — Kronekerovo delta

Turbulentni viskozita neni fyzikalni konstantou jako u proudéni laminarniho, nybrz je slozitou
funkci zavislou na stavu proudici tekutiny, poloze uvazovaného bodu a tvaru rychlostniho
pole. V obecném pfipadé je vysledné teéné napéti r dano souctem napéti laminarniho a
turbulentniho
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T=7+7, =7 d—u+77 d_u
I T T [ dy t dy

Jestlize je proudéni tekutiny v celém rozsahu laminarni a u turbulentniho proudéni v tésné
blizkosti u stény (oblast laminamni podvrstvy), kde sdileni hybnosti fluktuacemi je
zanedbatelné, plati

du
yi dy .
V pfechodné vrstvé je podil obou zplUsobu sdileni hybnosti zhruba stejny.
V turbulentni vrstvé je podil obou zplUsobl sdileni hybnosti pohybem molekul zanedbatelny
proti sdileni hybnosti fluktuacemi a plati

du
T dy
Jednoduchy vztah pro te€né napéti pfi laminarnim proudéni umozriuje pomérné snadno urcit
rychlostni profil nebo soucinitel tfeni. SloZitéjSi jsou vSak poméry u proudéni turbulentniho,
kde vyjadfeni te€ného napéti neni mozné tak jednoduchym vztahem.

T:T|:

T=7, =

11.1. Vznik turbulence

Turbulentni proudéni tekutin patfi k nejvyznamnéjSim a nejrozSifené&jSim pohybim
hmoty v pfirodé i technické praxi, jako napf. proudéni atmosféry, proudy pod povrchem
oceanu, Uplavy za pfirodnimi pfekazkami, za stavbami, lodémi, vozidly, letadly, proudéni v
potrubich, kanalech, paprscich, apod. Dulezitost zkoumani turbulence je znama od druhé
poloviny 19. stoleti a vyplyva z toho, Ze zd&konitosti turbulentniho proudéni se vyrazné
uplatiuji pfi pfenosovych jevech, tj. ur€uji velikost ztrat pfi proudéni, velikost pfestupu tepla a
vyrazné se uplatiuji i v procesech difuse. Za vice jak 100 let vyzkumu turbulence se dosahlo
znaéného pokroku v poznani jevi a procest v turbulentnim proudéni. Presto dosud
neexistuje obecny pfistup k fesSeni turbulence a stale jsme daleko od pochopeni a exaktniho
popisu tohoto slozitého pfirodniho jevu. Vznik a existence turbulentniho proudéni jsou
mozné pouze u skuteénych, tj. vazkych tekutinach, ve kterych plsobi vnitini tfeni.

Na konci 19. stoleti Reynolds zjistil a formuloval, Ze se tekutina muze pohybovat
dvéma kvalitativné zcela odliSnymi typy proudéni, které pak byly nazvany laminarni a
turbulentni. Rozhrani mezi obéma druhy proudéni nam udava Reynoldsovo kritické €islo.
Jeho hodnota je zavisla na fadé parametrl napf. na geometrii proudu, tlakovém spadu, atd.
Pro potrubi kruhového prifezu je spodni mez asi 2 000. Pro ustalené laminarni proudéni je
charakteristické, ze se Castice tekutiny pohybuji po paralelnich drahach, jednotlivé vrstvy se
navzajem nemisi (neuvazujeme molekularni difdzi). Laminarni proud vytékajici z vodovodu
ma hladky povrch jako sklenéna ty€. Pro turbulentni proudéni jsou typické pulsace vSech
veli€in v€etné rychlosti. Trajektorie Castic tekutiny jsou nepravidelné, dochazi k intenzivnimu

Barva
.

v

Laminarni proudéni

§ D \'J
1
1

——— e e~

Laminarni proudéni

v.D Zacinajici turbulentni proudéni

4D v : &
=== N AW AN NA A ~C "3‘ — -— = R =
x < e 2 e |
Turbulentni proudéni g I S

‘Turbulentni proudéni
Obr. 11.1 Reynoldslv pokus
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promichavani celého objemu proudici tekutiny. Tak napf. povrch turbulentniho proudu vody
vytékajiciho z vodovodu je proto nepravidelny, "drsny" a proud je nepruhledny.

Existenci laminarniho proudéni v potrubi kruhového prafezu nazorné ukazuje
Reynoldslv pokus — obr. 11.1. Do potrubi se pfivadi tenkou trubi¢kou obarvena tekutina. PFi
malych rychlostech proudu zlstane barevné vilakno neporuseno, jevi se v potrubi jako
pfimka, barvivo zlstava v proudnici do které bylo zavedeno, z ¢ehoz vyplyva, Zze pohyb se
déje ve vrstvach a &astice proudici tekutiny se nepromichavaji. Pfi postupném zvy3ovani
rychlosti proudéni od velmi malé hodnoty se zpo€atku pozoruje jen nepatrné rozSifovani
vlakna barvy, nebot ta difunduje do okoli pouze molekularnimi pohyby, proudéni je
laminarni. Zvétsi-li se rychlost nad jeji kritickou hodnotu, dochazi k intenzivnimu miseni
Castic tekutiny, nasledkem jejich podruznych (turbulentnich fluktuaci) pohybl ve vSech
smérech. Castice tekutiny vedle postupného pohybu ve sméru osy trubky se zadinaji
neuspofadané pohybovat a neustale pfechazeji z jedné vrstvy do druhé, pfiCemz dochazi
k vyméné kinetické energie a jejich rychlosti se po prifezu zna¢né vyrovnavaji. Nastava
pfechod do turbulentniho proudéni, pfi kterém je difuse barviva zprostfedkovana nejen
molekulovymi pohyby, ale zejména nahodnymi pohyby turbulentnich vird, jejichz rozméry
jsou zhruba o &tyfi Fady vétsi nez je stiedni volna draha molekul. Pfi postupném zvySovani
Reynoldsova €isla, napf. zvySovanim rychlosti proudéni v potrubi, nedochazi zpravidla ke
zméné proudéni nahle — skokem, nybrz v urcitém, i kdyZz relativné malém intervalu
Reynoldsovych &isel - v potrubi kruhového prifezu asi od 2 000 do 4 000.

Slovo turbulence znamena nahodilost, nepravidelnost, divokost, bouflivost,
neukaznénost, nepokoj, zmatek. Zatim neni jednotna definice turbulentniho proudéni,
v jednotlivych definicich se zdlrazruji zpravidla jen nékteré znaky. Turbulentni proudéni je
trojrozmérny, Casové proménny pohyb tekutiny, pfi némz kazda veli€ina napf. rychlost, tlak,
hustota, teplota ap. (pokud neni z nékterych ddvodu konstantni) se méni vice méné
nahodile. Nahodné (chaotické, stochastické) rysy turbulentniho proudéni jsou dominantni.
Nelze vSak asi definovat turbulentni proudéni za "zcela nahodilé", jednak i turbulentni
proudéni je popisovano zakladnimi rovnicemi pro prostorové proudéni, jednak turbulentni
proudéni obsahuje uspofadané skupiny virG zvané "koherentni struktury". K témto
poznatkim se dospélo béhem poslednich nékolika desitek let, diky stale se zdokonalujicim
experimentalnim metodam. Vyvstava nyni otazka, zda je nahodilost fluktuaci postadujici k
tomu, aby turbulentni proudéni bylo popisovano statistickymi metodami, nebo zda Ize najit,
jiné vhodnéjSi metody. V praxi se mohou vyskytnout proudéni, u kterych budeme na
rozpacich, zda je zafadit do kategorie turbulentniho nebo neturbulentniho proudéni.
Periodicka proudéni (napf. viny na vodni hladiné) se nepovazuiji za turbulentni proudéni.

11.2. Pfechod z laminarniho na turbulentni proudéni

Pfechod z laminarniho proudéni do turbulentniho popsal poprvé v roce 1883
Reynolds, ktery studoval proudéni v kruhovém potrubi. Obdobou jeho experimentl je znamy
Skolsky pokus s vypousténim barvy do sklenéné trubice, kterou proudi voda. Piekroci-li se
urcita rychlost, dosahne pomér setrvaénych a tfecich sil, které plsobi na Castice tekutiny,
kritické hodnoty - Re=2300 - a nahle se zabarvi cely prlfez potrubi.

Pfi¢inou pfechodu laminamiho proudéni do turbulence je ztrata stability laminarniho
proudéni pfi zvySovani Reynoldsova Cisla. Pfi ztraté stability dochazi k tomu, ze slabé
poruchy, vznikajici nebo pfechazejici do laminarniho proudéni pfi Reynoldsové Cisle vySSim
nez je kriticka hodnota se vazkosti zcela neutlumi.

Pfechod laminarniho proudéni v turbulentni je mozné si vysvétlit na pfikladé proudéni
v mezni vrstvé na hladké sténé - obr. 11.2. Sténu si pfedstavime jako svislou plochu
vytvofenou z virovych vlaken sméfujicich - unasenych proudici kapalinou po rozpéti. Slozky
vifivosti m; a o, vyvolavaji sekundarni proudéni, které zplsobuji smrstovani ¢asti virového
vlakna. Protoze sekundarni proudéni pasobi velmi kratkou dobu, zUstane cirkulace rychlosti
vlakna zachovana. Vlakno si zachova stejny objem, tudiz vzroste pramér vidkna. Tim se
zpomali jeho rotace a v misté smrsténého vldkna poklesne okamzité rychlost. Vznikaji tak
fluktuace rychlosti. Podle dneSnich predstav je vznik Castice tekutiny pomalejsi nez je mistni
stfedni rychlost proudéni. Prvnim élankem vzniku mechanismu turbulence je tedy blizkost
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tuhého obtékaného povrchu. Pro tyto pfipady proudéni se zavadi pojem turbulence
vynucena

Obr. 11.2 Schéma vzniku turbulence v mezni vrstvé na rovinné desce

Pfechod laminarniho proudéni do turbulentniho je jesté stale studovany, neuzavieny
problém. Za pfi€inu vzniku turbulentniho proudéni se povazuje nestabilita laminarniho
proudéni pfi vy$Sich Reynoldsovych €islech. Je-li Reynoldsovo Cislo proudu Re vétsi nez Re
kritické, neznamena to vSak jesté, Ze by laminarni proudéni nemohlo existovat, ale je
nestabilni a i malé poruchy proudéni, vznikajici napf. ve vstupnim prafezu témeér neustale,
mohou byt pfi€inou zhrouceni laminarniho proudu (analogicky jev je Stihla ty¢ namahana na
vzpér), nebot tyto odchylky od stfedni hodnoty exponencialné nartstaji. Je-li Reynoldsovo
Cislo mensi nez Re kritické, jsou tyto poruchy viskozitou tekutiny utlumeny.
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Obr. 11.3 Vznik turbulentniho proudéni

Pfi urcitych hodnotach Reynoldsova Cisla se v potrubi objevuji zprvu kratké useky
turbulentniho proudu vystfidané delSimi Useky laminarniho proudéni (turbulentni zatky) —
obr. 11.3 . Definujme jakou Cast celkové doby méfeni T zaujimaji turbulentni ,zatky“ y,

proto plati rovnice
1 n
==> At; .
r=7 é .

Podle méfeni Rotta je na obr. 11.3 uvedena zavislost y = f(Re), z této zavislosti je vidét, ze
Lurbulentni zatky“ jsou Cetnéjsi pfi vysSich Re Cislech.

Tento typ proudéni se nazyva intermitentni proudéni. S rostoucim Re jsou useky
turbulentniho proudu stale delSi a laminarniho kratSi az postupné laminarni useky zcela
zmizi. PFi pratoku potrubim se €elo turbulentni zatky pohybuje rychleji nez jeji tyl a zatka se s
rostouci vzdalenosti od vstupniho prufezu stale vice prodluzuje, az se v dostatecné
vzdalenosti od vstupu do potrubi objevuje jen turbulentni proudéni, i kdyz se Reynoldsovo
Cislo proudéni neméni.
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Pfi turbulentnim proudéni je pak propustnost potrubi mensi nez by mohla teoreticky
byt pfi laminarnim rezimu, avSak turbulentni proudéni je stabilngéjSi. S laminarnim a
turbulentnim proudénim se setkame nejen pfi pratoku tekutin potrubim, tj. pfi vnitfnich
ulohach mechaniky tekutin, nybrz i pfi obtékani téles, tj. pfi vné&jSich ulohach mechaniky
tekutin.

Na pocatku pfechodu se tyto turbulentni rozruchy - stopy turbulence - objevuji
ojedinéle a nahodné jak v Case, tak v prostoru. Dale po proudu je jejich ndhodny vyskyt stale
Castéjsi. Pfitom jsou unaseny proudem, s ¢asem zvétSuji svlj objem nebo se vzajemné
spojuji, ale stale zlstavaji oddéleny od neturbulentni tekutiny ostrou hranici.

Proudéni je tedy intermitentni, tj. s nahodnou délkou &asu se stfidaji v daném misté
periody turbulentniho a laminarniho proudéni. Na konci pfechodové oblasti proudéni jsou
rozruchy, které nahodné vznikly v riznych mistech proti proudu.

Podobna je i situace pfi proudéni v potrubi, kde v dusledku gradientu rychlosti se
vytvareji virova vldkna u stény potrubi, ta jsou difusi transportovana smérem ke stfedu, kde
se v Case postupné rozpadaji. Na sténé se v3ak vytvareji vlakna nova a cely proces se
opakuje, proudéni se jevi jako spojité.

11.3. Charakteristiky turbulentniho proudéni
Pro turbulentni proudéni jsou charakteristické nasledujici vlastnosti:

a) nahodny charakter rychlosti i ostatnich parametr( turbulentniho proudéni.

Sledujme pohyb makroskopické Castice — obr. 11.4, ktera se v daném okamziku
nachazi v poloze ,A", pohybuje se zakladni stfedni rychlosti U ve sméru osy x. Tato
Castice, ktera urazi v Casoveé jednotce urcitou drahu, nezaujme polohu (A) jak by tomu bylo u
laminarniho proudéni, ale polohu A; nebo nékterou z poloh A, , A; atd. Z toho je vidét, ze
Castice ma kromé podélné stfedni rychlosti u jejiz koncové body v jednotlivych mistech
proudu uréuji rychlostni profil , jesté turbulentni (fluktuaéni) rychlost u' . Tato fluktuacni
rychlost se pomérné rychle méni v ¢ase i prostoru co do velikosti i sméru.

v 1 &

0 X
Obr. 11.4 Kinematika pohybu &astice pfi turbulentnim proudéni
Reynolds navrhl vyjadfit okamzitou mistni hodnotu rychlosti u, nebo jiné libovolné veli€iny,
ktera popisuje turbulentni proudéni napf. tlak, teplota, koncentrace apod., jako superpozici

mistni stfedni hodnoty U a jeji fluktuace u’ - obr. 11.5.
Stfedni hodnotou rychlosti U za ¢as T vyjadfime integralem, pfi ¢emz T — «

17
0= —judt. (11.1)
Ty
Okamzitou hodnotu u Ize pak vyjadfit jako soucet hodnoty stfedni U a fluktuacni u’

u=u+u'. (11.2)
Stfedni hodnota fluktuaci je rovna nule
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.
u'==[udt=0. (11.3)
0

1
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Obr. 4.5 Casovy pribéh rychlosti u turbulentniho proudéni

Podle vlastnosti zkoumaného proudového pole se voli vhodny zpusob uréeni stfedni
hodnoty. Timto zpusobem se pfechazi od krajné neusporfadanych a ostfe se ménicich poli
okamzitych charakteristik proudéni k viceméné uspofadanym a hladkym polim stfednich
hodnot, pro které je mozné urCovat zakonitosti pomoci statistickych metod. Je dusledkem
nelinearnosti puvodnich pohybovych rovnic pro okamzité hodnoty, jak je dale podrobné
odvozeno, Ze soustava stfedovych (vyhlazenych) rovnic neni uzaviena. Uzavieni této
soustavy je hlavnim problémem studia turbulence.

Vsechny hydrodynamické veli€iny, které popisuji turbulentni proudéni, maji nahodny
charakter, obvykle s normalnim rozlozenim, takze individualni popis proudového pole je
prakticky nerealny. Proto se vySetiuji tato hydrodynamicka pole jako soubor analogickych
poli a vySetfuji se Casové vyhlazené charakteristiky tohoto souboru. Tento statisticky popis je
z praktického hlediska pIné vyhovujici k sestrojeni matematické teorie turbulence. PFi
praktickém vyuziti se dale vyuziva ne stfednich hodnot dle souboru, ale stiednich hodnot dle
Casu Ci dle soufadnic. Je tfeba navic vyzadovat, aby nahodné pole hydrodynamickych veli€in
vyhovovalo teorii ergodi¢nosti, tzn. ze vSechny Ciselné charakteristiky libovolné nahodné
veli€iny se daji stanovit napf. méfenim z jedné dostatecné dlouhé realizace.

Jestlize turbulentni proudéni z hlediska stfedniho pohybu je jednorozmérné, napf. v
potrubi, potom z hlediska fluktuaci rychlosti je toto proudéni tfirozmérné - obr. 11.6.

Rychlostni profil
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Obr. 11.6 Prostorové usporadani fluktuacnich sloZek rychlosti

Ze ffi slozek turbulentnich fluktuaci rychlosti mizeme utvofit celkem devét korelacnich
momentd, tyto slozky maji tenzorovy charakter. Da se dokazat, Ze tenzor je symetricky,
potom se jedna o Sest nasledujicich korelaénich momentu
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I T T T AT
Jsou-li fluktuaéni rychlosti stejné ve vSech smérech, tj. jsou nezavislé na volbé
soufadného systému, pak hovofime o turbulenci izotropni, pro kterou plati

u? = uy = uy = u’> =konst 114

Uiy = U’y = usu; =0
Jestlize jsou tyto podminky splnény ve vdech bodech prostoru, pak jde o turbulenci
homogenni a izotropni.

Podle rovnice (11.3) je stfedni hodnota fluktuacni slozky rychlosti rovna nule. Proto
se pro kvantitativni hodnoceni turbulence zavadi veli€ina intenzita turbulence, ur€ena jako
pomér odmocniny ze stfedni hodnoty kvadratu pulzacni sloZky rychlosti ke stfedni rychlosti

L (11.5)
u
kde u'? je centrovany moment druhého fadu dany rovnici
T
- 1 _
u'? :_FI (u—T)dt. (11.6)
0

Nahodilost (stochasti¢nost, chaoti¢nost) zmén je dominantni vlastnosti turbulence. Stuper
nahodnosti zavisi na charakteristickém méfitku vySetfovaného pohybu. Malé pohyby tekutiny
zpusobené turbulentnimi fluktuacemi Ize povazovat za stochastické. Zpusobuji zvySenou
disipaci energie, z hlediska dynamiky celého proudového pole nejsou rozhodujici. Pohyby
s vétSim méfitkem maji v urcitém smyslu deterministicky charakter. Jejich pohyby prostoru i
Case je urCen geometrii a parametry proudového pole, v uritém bodé je prakticky méni
pouze faze fluktuaci ne charakter jejich stochastickych vlastnosti. Tyto pohyby se obvykle
oznacuji jako koherentni struktury

b) Turbulentni proudéni je vifivé.

V pojednani o turbulenci se Casto vyskytuji pojmy turbulentni vir nebo turbulentni
Castice. Vyznam téchto pojmu je znacéné odliSny od vyznamu, ktery se pfisuzuje virim v
dokonalé tekutiné nebo v laminarnim proudéni, protoze posledni jmenované viry jsou
ohrani€eny proudnici, obsahujici stale tytéz Castice tekutiny a jsou kvantitativné definovany.
Turbulentni vir, ktery nejsme schopni kvantitativné definovat Ize popsat jako €astici tekutiny,
ve které je rotace vektoru okamzité rychlosti nenulova a nahodile se pohybuje prostorem tak,
ze prostorova korelace libovolné slozky ui i vektoru fluktuaci rychlosti je nenulova, kdyz

vzdalenost korelace rag je mensi nez rozmér ¢astice - obr. 11.7

u,=105)
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Obr. 11.7 Vznik velkych virG v mezni vrstvé

V soulasnych predstavach o struktufe turbulence maji mimofadnou dulezZitost velké
turbulentni viry, na které jsou vazany prfevazné Casti kinetické energie turbulence

_ 1 —_
e =§pu’iu’i a turbulentniho smykového napéti 7, = pu’;u’; . Velké viry vznikaji pouze z
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takovych zpomalenych ¢€astic tekutiny, které jsou schopny ziskat energii na ujmu energie
stfedniho proudéni. Na obr. 4.7 je schematicky pfiklad takové Castice. Mezi priufezem 1 a 2
obtékané rovinné desky se vytvofi velky vir, coZ se v fezu 2 projevi tim, Ze rychlostni profil
ma mensi hodnotu stfedni rychlosti nez je tomu v bodé 1. Z charakteru turbulence vyplyva,
Ze se tvarem, rozméry a vlastnostmi jednotlivé velké viry liSi. Pokud se udavaji nékteré
parametry, tykaji se stfednich hodnot pro statické soubory velkych virt. Rychlost velkych vird
ve sméru proudéni ¢ini u;~0,8u,, kolmo na smér proudéni u'zz(0,05+0,1)ﬁl. Rozmér vird
odpovida fadové pficnému rozméru oblasti proudéni a urCuje se jako délkové makroméfitko
z kiivky koeficientu pficné korelace. Ve srovnani s ostatnimi turbulentnimi viry je doba, po
kterou si velké viry zachovavaji svou osobitost asi o jeden fad vétsi. Odhaduje se z Casoveé a
prostorové korelace. DUsledkem této viastnosti je dlouha pamét proudéni s velkymi viry.

V proudéni obsahujici velké viry jsou zfejmé tendence vyvoje k homogenni struktufe.
To souvisi s tim, Ze vznik velkych virli, jak bylo naznaceno, je jisty proces tfidéni
turbulentnich rozruchtl, tj. na viry schopné ¢i neschopné odebirat stfednimu proudéni
energii.

Sledujme proudéni tekutiny v blizkosti obtékaného povrchu — obr. 11.8 . Na sténé je
rychlost nulova a s rostouci vzdalenosti od stény se rychlost zvétSuje, vytvofi se rychlostni
profil jako dusledek viskozity proudici tekutiny. Zvolme nahodné v néjaké vzdalenosti od
stény objem tekutiny, pro jednoduchost ve dvourozmérném prostoru jako kruznici. Na jeho
horni &asti je rychlost proudéni vétsi nez na Casti spodni. Da se opravnéné piedpokladat, ze
takto nahodné zvoleny objem tekutiny v dusledku rozdilnych rychlosti se za¢ne otacet — vifit,
coz je typicka vlastnost turbulentniho proudéni. V tomto pfipadé vifivé proudéni bylo
vyvolano ( zplUsobeno) gradientem rychlosti a tento byl zase vyvolan viskozitou proudici
tekutiny. Budou-li vazké sily dostatecné velké a k rotaci zvoleného objemu tekutiny nedojde,
potom se jedna o laminarni proudéni.
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Obr. 11.8 Vznik turbulentnich virt

Velikost i soufadnici objemu jsme volili zcela nahodné. Jiny pozorovatel by volil objem
proudici tekutiny o jiné velikosti i soufadnici, pro takto zvoleny novy objem by rovnéz platilo,
Ze za jistych podminek se za¢ne otacet — vifit. Oba objemy mohou byt dokonce voleny i tak,
Ze se navzajem prekryvaji jak je uvedeno i na obr. 11.8. DalSi pozorovatelé by dale mohli
volit dalSi rozdilné objemy tekutiny i jejich polohu od obtékané stény, vSechny takto zvolené
objemy by se mohly pochopitelné otacet — vifit. Je tedy pro turbulentni proudéni typicke, Ze
proudici tekutina proudi ve sméru kanalu, ale sou¢asné se pohybuje i vifivym pohybem.

Turbulentni viry vS8ak nejsou samostatné utvary, ale navzajem se prekryvaji, jinak
feceno turbulentni viry jsou superponovany jeden na druhém. Pouze pfi toku sypkych hmot
jednotlivé castice se mohou rovnéz otacet, ale nemohou se prekryvat. Touto vlastnosti se liSi
proudéni tekutiny od proudéni sypkych hmot. Dale mudzeme volit dalSi a dalSi objemy
tekutiny a pro v8echny budou platit vySe uvedené vlastnosti. Samoziejmé mulze nastat i
pfipad, kdy jeden menSi vir je cely superponovan na vir vétsi- obr. 11.8.

ProtoZe velikost virh i jejich polohu vuéi sténé jsme volili zcela nahodné, da se
oCekavat, Ze rychlost tekutiny v turbulentnim proudéni bude nahodnou funkci €asu, coz
jednoznacné potvrzuji provedené experimenty pii méfeni rychlost v turbulentnim proudu.
Z uvedeného vykladu vyplyva, Ze v turbulentnim proudéni existuji viry rdznych velikosti,
které jsou superponovany jeden na druhém.
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NejvétSi viry maji obvykle rozmér fadové stejny jako je velikost kanalu ve kterém
proudi tekutina, coz uvadi schématicky obr. 11.9 pro kruhové potrubi nebo obdélnikovou
mezeru. Viry vtomto pfipadé mohou byt protazené ve sméru proudéni. Obr. 11.9 je
nakreslen velmi zjednoduSené, jednotlivé viry jsou kresleny jako samostatné utvary, ackoliv

se vzajemné prekryvaji. Odhad velikosti velkych vird se da provést z veli€iny tzv. délkové
makromeéritko turbulence, které se da stanovit mérenim.

Obr. 11.9 Schéma velkych vira v potrubi

Strukturu turbulentniho proudéni v mezni vrstvé na obtékané desce nazorné uvadi

obr. 11.10, vizualizace byla provedena tzv. ,svételnym nozem®. Chaoticky a vifivy pohyb je
Z tohoto obrazku dobfe patrny

Obr. 11.10 Vizualizace turbulentniho proudéni v mezni vrstvé na obtékané desce

c) kaskadovity pfenos energie.

Turbulentni proudéni obsahuje prostorové struktury, tzv. turbulentni viry rdznych

velikosti. Velké viry obsahujici energii se rozpadaji na menS$i. Tento kaskadovity proces je
ukonéen disipaci energie nejmensich virl na teplo- obr. 11.11.
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Obr. 11.11 Kaskada turbulentnich vir(
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Vedle velkych turbulentnich vird jsou v kazdém misté turbulentniho proudéni
turbulentni viry o riznych, ale menSich velikostech. Mistni sekundarni rychlosti vyvolané
jednotlivymi viry zpusobuji protaZzeni téch blizkych virQ, jejichz osy rotace jsou shodné
orientovany a které jsou mens$i nez plvodce sekundarniho proudéni. Pfi kazdém protazeni
dochazi k rozpadu vird vétSich na viry mensi a tim k pfenosu kinetické energie od virQ
vétsich, ktery protaZeni vyvolal, k nové vzniklému viru menSimu. Tento proces se nazyva
kaskadovitym (stupfiovitym) pfenosem energie a je vlastni kazdému turbulentnimu proudéni,
pfitom kazdy stupen je vyznacen ucinkem virovych elementl pfiblizné stejnych rozméru. Na
kazdém stupni kaskady se zmen3uje velikost viru a tim i jeho délkové méfitko pohybu a
rozruchu - viry se stale vice blizi k izotropii. Tak jak klesa délkové méfitko, rostou mistni
gradienty sloZek vektoru turbulentnich fluktuaci rychlosti, a s tim roste disipace energie. Na
urcitém stupni kaskady - pfi jistém rozméru turbulentnich vir( - se mechanicka energie zcela
disipuje. Rozmér disipujicich turbulentnich virld je asi o dva az tfi fady menSi nez rozmér
velkych turbulentnich virG.

Pfi proudéni s gradientem rychlosti — obr. 4.8 je mozné pozorovat, Ze velké viry maji
,omezenou délku zivota“. Jinak feCeno velky vir vznikne jako dusledek rychlostniho
gradientu, kinetickou energii odCerpa z tlakové energie proudici tekutiny. Zanik velkého viru
vzhledem ke skute€nosti, Ze turbulentni proudéni ma nahodny charakter mize probihat
podle nasledujiciho schématu. PredevSim je zapotiebi zdUraznit, Ze je méné
pravdépodobné, Ze se dva viry budou spojovat a vytvaret tak viry stale vétsi a vétsi. Je viak
vice pravdépodobné, Ze se velké viry budou rozpadat na viry menSi a menSi. Proces
rozpadu virl ma vSak svoji hranici, protoZze nastane situace, kdy vazké sily jiz nedovoli, aby
se maly vir dale rozpadal.

PFi rozpadu velkych virll se uplathuje zakon zachovani energie, z ¢ehoz vyplyvaiji
nasledujici skute€nosti. Pfedpokladejme podle obr. 11.12, Ze velky vir ma moment
setrvacnosti J a otaci se uhlovou frekvenci w a rozpadne se pro jednoduchost pouze na dva
viry mensi. Tyto maji moment setrvacnosti J; , J, a uhlové frekvence w; a w,.

@™ C02
-0-©
) J;

Obr. 11.12 Rozpad velkych virQ

()

Ze zakona zachovani energie (kinetické rotacni) plyne
1 2 1 2 1 2
—Jo ==J.o +=J,.0, .
> > 10 522
Mensi viry maji mensi hmotnost nez vir pivodni a proto pro momenty setrvacnosti plati

nerovnost
J>J, J>J,.

Aby byla splnéna vySe uvedena rovnice, musi vzrist uhlova frekvence obou mensich virQ.
Proto v turbulentnim proudéni pozorujeme, Ze velké viry maji frekvenci ota€eni malou,
naopak viry malé se otaceji vys§Simi frekvencemi. VySe popsany proces vSak dale pokracuje,
protoze vzniklé malé viry se v dusledku stejného mechanismu déle rozpadaji. Tyto vzniklé
mensi a mensi viry se proto otaceji stale rychleji a rychleji. Tento proces se nazyva
kaskadovity pfenos energie, ponévadz tato pfechazi postupné od vétSich vird k menSim,
pfiCemz nové vzniklé malé viry jiz nejsou schopny odebirat energii z proudici tekutiny.
NespoCet provedenych experimentd tento mechanismus pFfenosu energie potvrzuje.
NejlepSim dukazem kaskadovitého pfenosu energie je spojity prubéh spektralni vykonové
hustoty fluktuacni slozky rychlosti (spektralni funkce kinetické energie turbulence).
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d) disipativnost turbulentniho proudéni.

Velikost nejmenSich turbulentnich virGd, jak potvrzuji experimentalni méfeni, je
podstatné vétsi nez napf. stfedni volna drdha molekul. Tato skuteénost ma zasadni vyznam
pfi matematickém popisu turbulentniho proudéni, protoZze neni nutné pfihlizet k tepelnému
pohybu. V opacném pfipadé by bylo fedeni velmi naroéné, pro praktickou potfebu neiumérné
slozité. Konkrétné ve vzduchovych proudech a ve vodé maji velikost nékolik milimetr( nebo i
desetin milimetrl, zatimco volna draha molekul za normalnich podminek ve vzduchu je
pfiblizngé 10° m a u vody je je$t¢ mnohem mensi. ProtoZe rychlosti hydrodynamickych
prouddl neprekro&i stfedni rychlost tepelného pohybu molekul, ktera Fadové &ini 10° mis,
charakteristické periody prevysuji o nékolik fadl stfedni dobu mezi dvéma molekularnimi
srazkami. Ve vzdalenostech srovnatelnych s rozméry minimalnich vird se vSechny
hydrodynamické veliCiny méni spojitt a mohou byt proto popsany diferencovatelnymi
funkcemi. Z toho plyne, Ze popis turbulentniho proudéni pomoci diferencialnich rovnic
hydrodynamiky je pIné opravnény. Jak jiz bylo fe€eno, tvofi tyto diferencialni rovnice
neuzavieny systém, protoze turbulentni pohyby jednotlivych &astic kapaliny jsou obecné
nestacionarni a velmi silné zavisi od nejmensSich detailll pocate¢nich podminek, pfi¢emz tyto
detailni podrobnosti nejsou nikdy zcela znamy.

Jak jiz bylo uvedeno, rozpad virl se zastavi, jakmile pfevladnou viskézni sily, které
nedovoli dal§i rozpad virll. Rozmér malych virl se da odhadnout z veli€iny tzv. délkového
mikroméfitka turbulence, Uhlova frekvence pak z veliCiny tzv. Casové mikroméfitko
turbulence. Rozmér malych virll se pohybuje v desetinach &i setinach mm.

Predpokladejme, ze za velmi zjednodusSenych podminek existuje podle obr. 11.13 velky vir,

ktery obsahuje jeden vir maly, ktery se jiz dale nemuze rozpadnout. ProtoZe plati, Ze @, > o,
muzeme predpokladat, ze maly vir se otaci prakticky ve stojici tekutiné.

Obr. 11.13 Schéma velkého a malého viru pro vysvétleni vzniku disipace
O malém viru vime, Ze ma jistou kinetickou energie E, 25\]1.0)12, dale vime, ze neni

schopen tuto kinetickou energii zvétSovat na ukor tlakové energie proudu tekutiny.

Vzhledem ke skutecnosti, Ze proudici tekutina je vazka, vznikaji na hranici malého
viru a stojici tekutiny tfeci sily, které plasobi proti pohybu ( proti rotaci). Maly vir neni schopen
tuto ztratu energie nahradit, proto se jeho rychlost rotace jako dusledek viskézniho tlumeni
stale snizuje, az se nakonec maly vir pfestane otacet.

Protoze plati zakon zachovani energie, Ize s jistotou tvrdit, Ze kineticka energie
malého viru se vlivem viskézniho tlumeni cela pfeménila — disipovala v energii tepelnou,
tento déj je nevratny.

VySe popsany proces Vv turbulentnim proudéni se nazyva disipace a tato disipace patfi
k vyznamnym vlastnostem turbulence.
e) samobuzeni turbulentniho proudéni.

Jednou vzniklé turbulentni proudéni se dale udrzuje samo tim, Ze vytvafi nové a nové

viry, které nahrazuji viry, jez jsou vlivem viskozity disipovany.
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11.4. Turbulence a jeji vliv na pfenosové jevy

Zakonitosti pfenosu hybnosti, energie (tepla) a hmoty jsou odvozovany a
prezentovany ze spolecného teoretického zakladu, tzv. teorie pfenosovych jevd, jejich
pribéh, intenzita apod. jsou podminény laminarnim (molekularnim) nebo turbulentnim
pohybem. Turbulentni proudéni ovliviiuje pfenosové jevy daleko vyraznéji nez proudéni
laminarni. U laminarniho proudéni idealniho plynu je nejpravdépodobnéji velikost rychlosti
molekul cca 500 m/s, fluktuaéni rychlost plynu u turbulentniho proudéni je relativné mala a
¢ini cca 10m/s, spiSe je mensi, rozdil v rychlostech je pouze tfi fady. Intenzita pfenosovych
jevu u laminarniho nebo turbulentniho proudéni jisté na rychlosti zalezi, podstatngjsi vliv
v8ak ma rozdil hmotnosti molekuly a nejmensiho viru v turbulentnim proudéni. Pfi posouzeni
intenzity pfenosovych jevu vyjdeme z velikosti Avogadrova Cisla, které pro idedlni plyn ma
velikost A =6,02.10" molekul/kmol a tomu odpovidd objem jednoho kilomolu
24,414 m®/kmol. Je-li velikost nejmens$iho turbulentniho viru odhadem cca V =0,1 mm?, pak
tento objem plynu obsahuje 4,19.10™ molekul. Proto u turbulentniho proud&ni hmotnost vir(,
ktera je cca o 14 fada vétsSi nez je hmotnost jedné molekuly plynu se vyraznéji projevuje na
intenzité pfenosovych jevl nez rychlost molekul.

Pro pfenos hybnosti ( proudéni tekutin) je typické, Ze potfeba energie potfebné na
uskute€néni proudéni je u laminarniho proudéni umérna rychlost, naopak u turbulentniho
proudéni je energie umérna kvadratu rychlosti — obr. 11.14.
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Laminarni Turbulentni

sl v
Obr. 11.14 Potfeba energie u laminarniho nebo turbulentniho proudéni

Pienos energie — prestup tepla konvekci je u turbulentniho proudéni vyrazné vétsSi nez u
proudéni laminarniho.
Pienos hmoty - difuse je u turbulentniho proudéni mnohem intensivnéjSi nez pfi
laminarnim proudéni, protozZe turbulentni sméSovani je zplsobeno velkymi viry, pohybujicimi
se ve vSech tfech smérech na mnohem vétsi vzdalenosti, nez je stfedni volna draha molekul.
Turbulenci obvykle délime na dvé velké kategorie:
1) turbulence volna — vznika pfi obtékani kfidla, rdznych téles, staveb a doma, pfi vytoku
z trysky, obr. 11.15 uvadi nékolik vybranych aplikaci.
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Obr. 11.15 Pfiklady volné turbulence
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2) turbulence vynucena — vznika jako dusledek gradientu rychlosti na povrchu télesa pfi jeho
obtékani.

11.5. Reynoldsova pravidla pro pocéitani s nahodnymi veli¢éinami
Stfedni hodnota nahodné veliiny x je definovana integralem — obr. 11. 5
T
X =lim= [ xdt .
L

Takto definovanou stfedni hodnotu zapiSeme zkracené pruhem na veli¢inou.
Stfedni hodnota fluktuace je rovna nule

x' =0.
Stfedni hodnota ze stfedni hodnoty
X=X.

Méjme dvé nahodné veliCiny x=X+X" a y =y +Yy', pro po€itani s témito nahodnymi
veli€¢inami plati nasledujici pravidla, také nazyvana Reynoldsova:
Stfedni hodnota souctu dvou nahodnych veli€in je rovna souctu jejich stfednich hodnot
X+y=X+Y.
Pro stfedni hodnotu soucinu dvou ndhodnych veli€in plati
xy =X+xXUy+y)=Xy+Xy +yX +xy =Xy +x.y'.
Z tohoto vyrazu je patrna zavazna skute€nost, Ze u soucinu dvou nahodnych veli€in pfibyva
dalSi ¢len a sice soucinitel vzajemné korelace x’_y'
Stfedni hodnota derivace funkce se rovna derivaci stfedni hodnoty
dx dx
dt  dt’
Poznamka: vedle terminu €asové vyhlazeni se pouZivaji v literatufe i nasledujici terminy —
Casové pramérovani, Casové vyhlazeni, ¢asové stfedni hodnoty, Casové stfedovani apod.

11.6. Reynoldsova rovnice

Turbulentni vir i ten nejmenSich rozmérl je fadové nékolikrat vétSi nez je volna draha
molekul, proto plati Navierova — Stokesova rovnice a rovnice spojitosti i pro okamzité
hodnoty pfi turbulentnim proudéni. Z mnoha praktickych diivodl( je vyhodné prevedeni
zakladnich rovnic na rovnice Casové vyhlazené. Pfi jejich odvozeni vyjdeme z rovnice
Navierovy — Stokesovy pro nestlacitelnou tekutinu

au +ugradu=a, — 1 gradp + vAu,
ot P

kterou zapiSeme ve slozkovém tvaru
a; a(ui -uj) 1op 0%
—t———— =8 ———+V—
Tuto rovnici ¢asové vyhladime podle vySe uvedenych Reynoldosovych pravidel pro pocitani
s nahodnymi veli€¢inami, pfi cemz predpokladame , ze pro rychlost a tlak plati
u=u+u a p=p+p.
Navierova — Stokesova rovnice po dosazeni za rychlost a tlak a s vyuzitim pravidla o souctu

bude
o +uy) , oG +uidu; +ui) _ 1a(p+p)  OP(H +ui)

ot ox, 0 p X Ox?

Aby zapis nebyl dlouhy a nepfehledny, provedme Casové vyhlazeni jednotlivych ¢lenu
Navierovy — Stokesovy rovnice samostatné, potom plati :

(11.7)
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oG, +uf) _ oG +u)) _ oG +w) _ o

ot ot ot ot
o(u; +u; |, +U3): o(U; +u/ U, +U3): 0 (U-U- +m): 5(qﬁj)+aui'uﬁ
OX: OX: ox, ~ OX OX

J J J

p+p) op+p) dp+p) @

OX; OX; OX; OX;
2 +u) o%a +u) oG +ul) o
ox? ox? %X, ox* '

i i
Tyto vysledky dosadime zpét do Navierovy-Stokesovy rovnice ( 11.7) a dostaneme

o oluu; p 2, olup))
%JFLJ)Z _la_pwa_‘iu_# , (11.8)
ot OX; P OX OX; X

Tato Casové vyhlazend rovnice je stejna s rovnici (11.7), jen stim rozdilem, Ze slozky
okamzitych veli€in jsou nahrazeny jejich stfednimi hodnotami. Kromé toho se vSak v rovnici
objevily nové ¢&leny, které souvisi s turbulentnimi fluktuacemi rychlosti. V turbulentnim proudu
tekutiny mimo sdileni hybnosti mezi &asticemi vlivem pusobeni molekularni vazkosti,
popsaného tenzorem vazkych napéti, existuje jesté i sdileni hybnosti mezi ¢asticemi tekutiny
vyvolané pulsacemi rychlosti. Vyraz

ug?oouu, U,

i 12

T=—pUU=—p UL Uy UGUg (4.9)

o o 2
u3u1 u3u2 u3

jsou tzv. Reynoldsova turbulentni napéti, ktera maiji tenzorovy charakter, tenzor je symetricky
a ma tedy Sest slozek. Rovnici ( 11.8) mizeme s pfihlédnutim k rovnici ( 4.9) zapsat ve
vektorovém tvaru

Du u _ _ 1 — _ 1

—=6—+u.gradu = a, ——(gradp +vAu + —gradz, . (11.10)

Dt ot Yo Yo

11.7. Rovnice spojitosti pro turbulentni proudéni

Pro nestladitelnou tekutinu vyjdeme z rovnice spoijitosti
divu=0, nebo %=0.
OX;
Za okamzitou hodnotu rychlost dosadime u =u +u’ a provedeme ¢asové vyhlazeni podle
Reynoldsovych pravidel
ou oG +u) oG +yu) ag
oX; -

OX; i OX; OX;

odkud
6_Ui
OX;
Z této rovnice vidime, Ze pro turbulentni proudéni plati rovnice spojitosti nejen pro okamzitou
rychlost ,u*, ale i pro ¢asové vyhlazenou rychlost U .

=0. (4.11)
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11.8. Kineticka energie turbulentniho proudéni

V libovolném misté proudu je kineticka energie pro jednotku hmotnosti

1 5
E==pu-.
2,0

Po dosazeniza u= U + U a ¢asovém vyhlazeni
E:%pUZJr%pU'Z =E +E', (11.12)

kde prvni ¢len znamena kinetickou energii ustaleného proudéni, druhy pak kinetickou energii
turbulentnich fluktuaci rychlosti (energie turbulence). Vyjadfime-li okamzitou fluktuaéni

rychlost jako vektorovy soucCet slozek U =uj+ U, + U3, pak pro Kinetickou energii
turbulence plati

E' =k = %pulz :%p(Uiz + U,22 +E), (1113)
nebo ve slozkovém zapise
k = %LH . (11.14)

11.9. Smésovaci délka

Prandtl zavedl (1925) na zakladé analogie s kinetickou teorii plynu pojem ,smésSovaci
délka“, jako analogie s volnou drahou molekul. Ve své uUvaze pFedpokladal, ze Castice
tekutiny se v disledku turbulentnich fluktuaci pfemistuji do mist s rozdilnou stfedni rychlosti
a prenaseji svou rychlost a tim i hybnost z plvodniho mista v proudovém poli. Je-li volna
draha molekul vzdalenost, kterou urazi molekula nez narazi na sténu nadoby nebo nez dojde
ke srazce s jinou molekulou, potom sméSovaci délka je vzdalenost, kterou v prostoru urazil
turbulentni vir, nez zanikl, nebo jinak feCeno ztratil svoji identitu. Proudi-li tekutina ve sméru
.2, potom pro fluktuaci rychlosti Ize pfedpokladat
du
dy
kde | je sméSovaci délka.

'
Z

Prandtl pfedpokladal, Ze uy = u; z ¢ehoZ plyne, Ze

, du
y = .
dy
Po dosazeniza uy a u; do rovnice pro tené napéti (4.9)
2
_ —— du, |du. o du.

T, =T, =—pull, = pl?—2—2 = pl z |, 11.15

t =Ty pzypdydyp(dyJ ( )
Absolutni hodnotu v posledni rovnici piSeme ztoho dlvodu, Zze znaménko turbulentniho

u
napéti je urceno pouze znaménkem gradientu rychlosti z

Kdyz pro zapis turbulentniho napéti pouzijeme analogii s napétim u laminarniho proudéni,
potom plati rovnice

du,
T, = , 11.16
t =Th dy ( )
odkud pro turbulentni viskozitu s vyuzitim rovnice ( 11.15) dostaneme
v, =ﬂ=|2(dﬁ} (11.17)
p dy
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Formalné se zda, ze se mnoho neziskalo, kdyz se turbulentni viskozita nahradila velicinou
smésovaci délka. Vyhodou tohoto pojmu je vSak jeho fyzikalni nazornost.

Karman na zakladé mechanické podobnosti turbulentnich jeva v rlznych mistech
proudu odvodil pro smésovaci délku vztah

du
dy
d2u
dy?
kde x je bezrozmérna konstanta (Karmanova konstanta), jeji velikost se stanovi

experimentalné.
Porovnanim rovnice ( 11.15) a ( 11.18)) dostaneme pro turbulentni napéti

)

| =«

: (11.18)

d?u

dy®
Uvazujme pro jednoduchost, Ze t, =konst, coz plati s dostate¢nou presnosti pouze
v blizkosti obtékané stény. Definujme tzv. tfeci rychlost

v = /T—O,
o,

potom z rovnice ( 11.19) pro tfeci rychlost dostaneme vztah

(duf d’u
2 "
N L T e E (11.20)
P au v du u
dy* (dyj

v této rovnici je ¢arkami vyznacena derivace.
Je —li smykové napéti v potrubi konstantni, potom se sméSovaci délka s rostouci vzdalenosti
od stény méni linearné.

l=xy.
V kruhovém potrubi za pfedpokladu, ze v ose potrubi je nulové smykové napéti a ke sténé
roste linearné, potom pro smésovaci délku Ize odvodit rovnici

|:2KR(éf5K;-éT5+KJ

kde K; je integraéni konstanta.
Podle méfeni Nikuradseho je sméSovaci délka v kruhovém potrubi na zakladé méfeni
ur¢ena empirickou rovnici

2 4
l—:0,14—0,08[ —lJ —0.06(1—¥j ,
R R R

tato rovnice plati pro Re = 10° az 3.10° .

11.10. Logaritmicky rychlostni profil v kruhovém potrubi

P¥i feSeni vyjdeme z rovnice ( 11.20), kterou upravime substituci
1 , uﬂ

Z= — = Z = -
u u

Rovnice ( 4.20) se zjednodusi
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!

K

z'=— =konst,
\Y}

a po integraci dostaneme

z= ﬁ y+K; .
Y
Rychlostni profil se dostane dalsi integraci
, 1 1
U=y=%
L
vy
takze rychlost
u= j;dy = V—In[ﬁ*y +K1j+K2 :
K K \"
—tKy
vy

Integraéni konstanta K; se uréi z okrajové podminky. Na sténé trubky pro y =0 je
K:=0. Podle experimentalnich méfeni je Karmanova konstanta x = 0,36 az0,42.
Rychlostni profil je pak ur&en rovnici

u=\/—ln(£*yj+K2=1 T—°In.y+K3. (11.21)
K \V x\ p

Tato rovnice v8ak neplati pfesné, u stény proy =0 dava rovnice rychlost U = —o , rychlost
by vS§ak méla byt nulova — u =0. V ose potrubi je logaritmicky rychlostni profil lomeny, coz
odporuje skuteCnosti. Pak integracni konstanta

1 7
Ks :—_,/—OYO -
K\p

DalSi upravou rovnice ( 4.21) dostaneme vyraz pro logaritmicky rychlostni profil ve tvaru

v
Y _AlogvY 1B . (11.22)
Y v
Prandtl a Karman proto pozdé&iji rozdélili turbulentni proud v blizkosti stény na tfi oblasti, -
obr. 11.16.

|, _lamindrni pfechodova W turbulentni 54
podvrstva vrstva °
20 ———— e—————
© Nikuradse
u
- ® Reichardt
*
4 % Reichard-Schuh
u
15 7=5,75.log%+8,48 -
v
| =575.logY Y +55

| —115.10g¥¥ _305

1

Hladka sténa u_-

Obr. 11.16 Univerzalni rychlostni profil a vysledky experimentu

a) vazkou podvrstvu, v t€sné blizkosti hladké stény, kde pfevazuje viskozni te€né napéti
nad zdanlivym turbulentnim napétim, nebot pficné slozky fluktuacnich rychlosti jsou
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b)

C)

sténou tlumeny. Tato vrstva byla plvodné nazyvana laminarni podvrstvou, ale
experimenty bylo prokazano, Ze se v ni vyskytuji fluktuace. Tato vrstva je velmi tenka,
zlomky milimetru, ale ma velky vyznam pfi pfestupu tepla. Rychlostni profil je pfimkovy.
turbulentni jadro proudu, v urcité vzdalenosti od stény uz te¢né napéti zpusobené
viskozitou tekutiny je zanedbateln& malé ve srovnani se zdanlivym turbulentnim napétim.
V této oblasti plati logaritmicky zakon, v této formé zvany zakon stény.

prechodova vrstva je ta ¢ast proudu, kde obé te¢na napéti zplsobena viskozitou nebo
turbulentnim sméSovacim pohybem jsou fadové stejné velika a rychlost plynule pfechazi
z pfimkoveého na logaritmicky zakon.

Z rovnice ( 11.22) pro jednotlivé oblasti v hydraulicky hladkém potrubi plati:
pro laminarni podvrstvu

*

LD A (11.23)
v 1%

pro pfechodnou vrstvu

v

Y _115.10gYY - 305, (11.24)
Y 1%

pro turbulentni jadro
Y _575.109gYY +55, (11.25)
Y 1%

Pro drsnou sténu potrubi s relativni drsnosti ,k* plati na zakladé experimentl rovnice
Y _ 5751097 +848 (11.26)
Y 1%

| pfes vySe uvedené nedostatky logaritmicky rychlostni profil velmi dobfe popisuje pribéh
rychlosti po prafezu potrubi a technickych aplikacich se ¢asto pouziva.

Vysledky experimentalnich méfeni a jejich porovnani s teoretickym rychlostnim profilem je
na obr. 11.16. Je patrny dobry soulad experimentalnich vysledk( pro turbulentni proudéni
v hydraulicky hladkych trubkach s rovnici ( 11.22)

11.11. Mocninovy rychlostni profil

ST LL LT LA LT TLL DTS LLL L TALT L LA TS THLL LSS L LLLLLLS T,

Ar u = f(r)
_ X‘ U ax u
0 - i -
u
F
x2

AL LIS SASL Lo LTS eH TS AT S LA LA,

Obr. 11.17 Schéma turbulentniho rychlostniho profilu v potrubi

Rychlostni profil turbulentniho proudéni v potrubi Ize vyjadfit mocninovou funkci — obr. 11.17

kde

U = Uy (%) = Unax {1—(%)} i , (11.27)

n - exponent, zavisi na Re Cisle

Re
Ny =1+6— exponent, zavisi na Re Cisle
0 50

Pro hydraulicky hladké potrubi za pfedpokladu, Ze plati-li pro tfeci soucinitel Blasiuslv vztah
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0316

A
YRe

pak exponent n = % Obecné je n =f(Re), v literatufe jsou uvadény empirické vztahy, napf.

1 =103.InRe-3,6. (11.28)
n

Pro pomér stfedni a maximalni rychlosti Ize odvodit rovnici
m=—2s _ 2 (11.29)

U (N+2)(n+1)°
kde m = f(Re) a pohybuje se pro 5.10* < Re <2.10° v intervalu m = 0,876 az 0,924

11.12. Parametry turbulence v kruhovém potrubi

12
= 10 \XO 0 A Unmax L) U <.
lo o N . -
(1= ) X4 — u.-u
x> )qq/ X, u g—max
|3E \ 2 e" 4
8 \O\*Q& o Re=5.10?
N\ vi=v i=\/r—7" §
6 8 P ‘,;6,_
\ Y -0035 |g
> Vinax 8
4 -
\
BN ~
2 o
D}
o
0

0,01 0,1

Obr 11.18 Rozlozeni stfedni rychlosti v jadfe turbulentniho proudéni v kruhovém potrubi

Na zakladé rozsahlych méfeni (Laufer — NASA) v kruhovém potrubi je mozné si ucinit
dostate¢né podrobny obraz o struktufe turbulentniho proudéni, a to jak z hlediska stfednich
rychlosti, tak i rychlosti fluktua¢nich i ostatnich parametrli turbulence. Jak potvrzuji tyto
experimenty, je proudéni v potrubi totozné s proudénim v turbulentni mezni vrstvé na
rovinné desce. Velikost této shody se zvétSuje smérem ke sténé potrubi. V oblasti blizko
stény neni Zzadného rozdilu mezi obéma druhy proudéni.

0,10 T 1

e ux.Lér ‘ R 3 |Lu=1(r)

UI2 v i 0 B o Umax . u > _ uxu
— ' i X ~ = 5
U o ! Xy s u 'umax u V¥2

u; [
0,06

1 0.6

0,04

0.4

o
N R
Osa potrubi

0,02 t 0.2
- |
Re= 4D =510 l Y = 0,035 ‘
max 0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
2.X,
D

Obr. 11.19 Prubéh intenzity turbulence a smykového napéti po prafezu potrubi
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V trubkach kruhového prifezu je proudéni laminarni Re < 2300, i kdyz vznika stabilni vinivy
pohyb jiZz pfi Re = 1225. Je-li naopak Re > 2300, existuje v potrubi proudéni turbulentni.

Ze stfednich veli¢in turbulentniho proudéni kapalin v kruhovém potrubi ma velky
vyznam prabéh rychlostniho profilu, ktery, jak potvrzuji provedena méfeni, je s dostateCnou
presnosti popsan mocninovym nebo logaritmickym zéakonem, jak uvadi napf. obr. 11.18.
Méfeni znazornéna na obr. 11.19 davaji predstavu o prabéhu intenzity turbulence
jednotlivych slozek fluktuaéni rychlosti v pfi€ném prifezu potrubi. V ose potrubi jsou vSechny
tfi slozky prakticky stejné a proto se zde turbulence da povazovat prakticky za izotropni.
Prabéh turbulentniho smykového napéti definovaného jako bezrozmérna veliCina na
obr.11.19 rovnéz potvrzuje, Zze v ose potrubi je turbulence homogenni a izotropni a smérem
ke sténé se anizotropnost stava stale vyraznéjsi

0,3 .: 01

= Re= 1D -54¢° 2 [ e uD - 5.40°
U’L vt u l v
= — = 0,035 = | = = 0,035
u U max umax ‘ U max
0,2 0,08 J
M
Uy \ r ‘
i e ! |
0,1 / i 0,06
A
n ]
1 | |
!¢ | |
i/ { i
0 . 0,04 J
0 25 50 ‘/‘X2 7% 0 0,01 0,02 2X2 0,03
v D
0 0002 0004 0004  2.Xp 0 100 w v %
D -
Obr. 11.20 a Intenzita turbulence u stény Obr 11.20b Intenzita turbulence slozky
potrubi vztazena k mistni rychlosti rychlosti uy u stény potrubi

Smérem ke sténé intenzita jednotlivych slozek rychlosti se zvétSuje, turbulence se
stava stale vice anizotropni - obr. 11.20 a. nejvétsi hodnoty vykazuje slozka rychlosti uy, pro

kterou maximum lezi v bodé v*.x2 /v =15 - obr. 11.20 b, tj. pfiblizné na hranici, kde konci

laminarni podvrstva. Je tfeba jeSté podotknout, Ze pravdépodobnost vyskytu radialni
fluktuaéni slozky rychlosti je smérem ke stfedu potrubi v této oblasti vétSi nez ve sméru ke
sténé. Tato skuteCnost ma velky vyznam pro vznos a unaseni pevnych Castic proudem
tekutiny.

10 0,24
q_2 U, u
g q
6 0,16
3
2
4 9 0,12
©
72}
)
2 0,08
0
+0,04
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
2 %5
D

Obr 11.21 Prdbéh disipace energie a velikosti turbulentni energie po prufezu potrubi
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Turbulentni disipace energie je uvedena na obr. 11.21. Disipace je v ose potrubi
nejmensi a smérem ke sténé se stale zvétSuje. To dokazuje skute€nost, Ze u stény potrubi
maji turbulentni viry maly rozmér a tato vynucena turbulence je méné stejnoroda. Obr. 11.21
jesté uvadi bezrozmérny pribéh turbulentni energie a podilu turbulentniho smykového
napéti a turbulentnino smykového napéti a turbulentni energie. Energie turbulentnich
fluktuaci rychlosti se smérem od osy ke sténé zvétduje, toto potvrzuje skuteCnost, Ze
turbulentni viry bohaté na energii se nachazeji v blizkosti stény, tj. v misté jejich vzniku.

100000 10000
iy ) _ B, =y o
Efk) -—-\\ Ez((k"} E tk) i ——_Ezt(t«,\
5 =9 (Kk.) Famel = 3 W
&1 =i \\\
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Obr. 11.22 Spektrum kinetické energie turbulence v kruhovém potrubi
a) osa potrubi b) blizko stény potrubi

Spektrum kinetické energie turbulence slozek rychlosti u’, u’, u’, uvedené na
obr. 11.22 ukazuje, zZe spektrum slozky rychlosti u’y je v oblasti malych vinovych Cisel
(nizkych frekvenci) ve vS8ech pfipadech vétSi nez pro ostatni slozky rychlosti. Pro velka
vinova Cdisla (vysoké frekvence) je tomu pravé naopak. V ose potrubi se spekira slozek
rychlosti u’; a u’, prakticky nelisi a rozdil mezi slozkou u’x neni velky. To rovnéz ukazuje na
skute¢nost, Ze v ose potrubi je turbulenci mozné povazovat prakticky za izotropni. Rozdily u
stény potrubi jsou velmi vyrazné, nejmensi energii vykazuje slozka rychlosti u’, analogicky s
méfenim intenzity turbulence ve stejném bodé dle obr. 11.19.

Provedena méfeni spektira kinetické energie turbulence potvrzuji rovnéz
Kolmogorovu hypotézu o lokalni isotropnosti a sice, ze pro stfedni velikosti vinovych Cisel je
smérnice te¢ny -5/3, jak bylo pro isotropni turbulenci odvozeno. Pfi pfiblizovani ke sténé
potrubi se interval vinovych Cisel rozSifuje na stranu smérem K jejich vétSim velikostem.

Jak jiz bylo uvedeno, proudéni v kruhovém potrubi je mozné rozdélit do tfi oblasti, a
to laminarni podvrstvu, v niz proudéni popisuje Newtonuv zakon viskozity, pfechodovou
oblast, kde maji vyznam laminarni i turbulentni vlivy, a oblast plné vyvinuté turbulence ve
stfedni ¢asti potrubi. Hranice mezi t€mito oblastmi nejsou pochopitelné vyrazne.

V jadfe proudu existuji velké viry, vytahnuté ve sméru osy potrubi, jejich rozmér v
pficném sméru je pfiblizné 0,25 - 0,5 R a jejich zestfednéna rychlost lezi ve sméru osy. Na
tyto velké viry jsou nasuperponovany viry mensi. V pfechodné oblasti vznikaji viry svym
rozmérem podstatné mensi, jsou bohaté na vifivou energii a maji pevnou orientaci. Vlivem
difuse jsou tyto viry transportovany do jadra proudu, kde dochazi k disipaci jejich kinetické
energie na energii vnitini, tj. tepelnou. Malé viry z jadra proudu jsou naopak transportovany
ke sténé, kde mohou v dusledku smykovych napéti dostat energii ze stfedniho proudu a
pretvofit se tak na viry energeticky bohaté.

11.13. Matematicky popis turbulentniho proudéni

Pfimé modelovani s vyuZzitim Navier-Stokesovych rovnic, bude jesté dlouho kabinetni
zaleZitost. Pro praktické pouziti se vyuZivaji:
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- statistické teorie - pfenosové jevy v turbulentnim proudu maji dominantni nahodny
charakter a bylo pfirozené pouzit k jejich popisu nastroje matematické statistiky. Jiz v
minulém stoleti Reynolds upravil Navierovy - Stokesovy rovnice pro turbulentni proudéni tak,
Ze nahradil okamzité hodnoty veli€in jejich stfednimi hodnotami a fluktuacemi. Dostal tak tfi
nové rovnice, nazyvané po ném Reynoldsovy rovnice, se Sesti novymi neznamymi typu

kde indexy i a j postupné nahradime symboly pro soufadné osy X, y, z-. Vyraz (\T\/]) je

stfedni hodnota soucinu fluktuacnich sloZek rychlosti. Pravé strany rovnice maji rozmér
napéti a nazyvaji se Reynoldsova (zdanliva) turbulentni napéti. ProtoZze nyni pocet
neznamych pfevy3uje pocet rovnic, neni soustava rovnic uzaviena, a hledaji se stale nové
moznosti uzavieni soustavy. Timto smérem se zde nebudeme vice zabyvat.

- semiempirické modelovani stfednich turbulentnich veli€in. Tento smér se soustfeduje na
stanoveni veli€in jez maji vyznam pro inZzenyrskou praxi, jako napf. pole stfednich rychlosti,
te€na napéti, a pod. Prvni pokus feSeni turbulentniho proudéni pfedlozil Boussinesq (1877),
ktery zaved| zdanlivou (virovou) viskozitu m, , jez je analogii dynamické viskozity tekutiny.

Na rozdil od ni neni zdanliva viskozita latkovym parametrem, nybrz je funkci soufadnic a je
zavisla na geometrii a dalSich charakteristikach proudového pole. Pro rovinné turbulentni

e e I, . v
proudéni Ize pak zdanlivé tecné napéti vyjadfit rovnici T, =, ?j %

a vysledné te¢né napéti v
turbulentnim proudu bude rovno souctu
dv
dy
Metody matematického modelovani turbulentniho proudéni

v =(n +n,)

Modelovani turbulence je stale vice pouzivano v technické praxi, velmi rychle se
vyviji s pokrokem v matematickém, fyzikalnim a technickém odvétvi. Dulezitou roli také hraje
rozvoj ve sféfe vypocetni techniky. PFi feSeni turbulentniho proudéni se vzhledem ke své
slozité a ne dosud pIné objasnéné fyzikalni podstaté turbulence pouzivaji zjednodusené
modely. Pfi numerické simulaci turbulentniho proudéni existuji tfi teoreticky odlisné pfistupy,
které vyplyvaji ze zjednodusujicich modifikaci vychozich rovnic popisujicich proudén — obr.
11.23.

Metoda piimé numerické simulace (DNS-Direct Numerical Simulation) se pouziva
jen za urcitych omezujicich predpokladd, které jsou dany velkymi naroky na kapacitu
pocitace z dlvodu velmi jemné sité.

Metoda velkych virit (LES-Large Eddy Simulation) je zaloZzena na modelovani
velkych vir(l, které Ize zachytit siti.

Statistické modely turbulence, které jsou zalozeny na metodé ¢&asového
(Reynoldsova) stfedovani (RANS-Reynolds Averaged Navier-Stokes equations) veli¢in
turbulentniho proudéni a na nasledujici procedure ¢asoveho stfedovani bilan¢nich rovnic.

Laminarni " PFima metoda
proudéni DNS 4
Pfima metoda
DNS
Turbulentni Metoda velkych
proudéni virti - LES

{Metoda éasovéhol
'kstfedovani-RANS

Obr. 11.23 Rozdéleni matematickych modell proudéni

Boussinesquoya
hypoteza
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Statistické modely turbulence

1. Nularovnicovy model — model smésovaci délky -l , tento byl navrzen Prandtlem, ktery
zaved| veli¢inu smésSovaci délka | a turbulentni viskozitu definoval vztahem
ou
v, = 25—
oy

Nularovnicovy
model
Jednorovnicovy

model
Dvourovnicovy
model

RNG k-£

model

Obr 11. 24 Rozdéleni statistickych modell turbulence

2. Jednorovnicovy model - aby se postihl transport turbulentnich parametru, fesi se pro tyto
parametry diferencialni parcialni rovnice, nejastéji pro energii turbulentnich fluktuaci
rychlosti.

3. Dvourovnicové modely — tyto modely definuji dvé transportni rovnice, napf. pro turbulentni
energii ,k“ a rychlost disipace , ¢ “. Jednim z prvnich modell turbulence v této kategorii byl
model k —¢ , ktery je dale podrobnéji popsan. Na obr. 11.24 je toto rozdéleni uvedeno
v grafické podobé.

11.14. Model turbulence k —¢

Turbulentni proudéni je popsano dvéma rovnicemi a to rovnici Reynoldsovou

g olau ] 2. oluu!)
a; @ ,): _la_pwa_uz,_#’ (11.30)
a rovnici spojitosti
%zo . (11.31)
OX;

Tato soustava dvou parcialnich diferencialnich rovnic obsahuje celkem 8 neznamych veli€in
a to stfedni rychlost ,, v “ stfedni tlak , p“ a dale 6 korelanich momentu fluktuaénich slozek
rychlosti U;%; Uy UY; Ujus; U5 UsUS .

Jedna se tedy o soustavu diferencialnich rovnic neuzavienou. Aby se soustava rovnic
uzaviela, je nutné soustavu doplnit o neznamé veliCiny, které ziskame experimentalnim
méfenim, nebo soustavu doplnime dalSimi diferencialnimi rovnicemi. Matematické modely
pak postupuji tak, Zze se hledaji dalSi rovnice, aby soustava se stala uzavienou.

Podle Boussinesqovy hypotézy se uréi pro 3D proudéni velikost turbulentnich napéti

7, =—pUiuj  z gradientu stfednich rychlosti

S U ou
S = M M2y (11.32)
ox; ox; ) 3
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kde je v, turbulentni kinematicka viskozita
k turbulentni kineticka energie
5” jednotkovy tenzor, tzv. Kronekerovo delta, pro které plati,

zepro i=j=¢;=1, pro i#]=09;=0.
Podle Prandtl — Kolmogorovy hypotézy pro lokalné isotropni turbulenci je turbulentni
kinematicka viskozita definovana vztahem

v, = c:ﬂE =C, kY2l. (11.33)
£
Dale se definuje transportni rovnice pro turbulentni energie, ktera se da odvodit ve tvaru
ouk a, 3/2
K k0w ok WAL A AL KT (1134)
a transportni rovnice pro rychlost disipace
oue a, 2
oe Mg 0 I n o8 +CpV, iy A A —c, £ (11.35)

V poslednich dvou rovnicich je energie turbulentnich fluktuaci uréena znamym vztahem

k = %ﬂ , (11.36)

a rychlost disipace

Ry (11.37)
OX; OX;
Konstanty vtéchto rovnicich C,; C, C, C, o o, se musi stanovit

experimentalné
Tato uvedena soustava obycejnych a parcialnich diferencialnich rovnic je uzaviena a mlze
se feSit numericky napf. metodou koneénych diferenci nebo objem.
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12. Hydraulické odpory - ztraty

PFi proudéni skuteCnych tekutin vznikaji nasledkem viskozity hydraulické odpory, f{j.
sily, které pusobi proti pohybu &astic tekutiny. Mechanismus hydraulickych odporu je slozity
jev, ktery se dosud nepodafilo exaktné vyfeSit az na jednodussi pfipady laminarniho
proudéni. Proto se v hydraulickych vypoctech uplatriuje fada poloempirickych metod.

Pz=pP1 =P
@r @r:
P: . .
1 2
X
L Av4
L b o]
X v 2 ¥ _
~Ia- d
P1 L P:

Obr. 12.1 Tlakovy spad a te¢né napéti

Prace tfecich sil (te€nych napéti od viskozity) pfi proudéni skute¢nych tekutin zplsobuje
rozptyl (disipaci) energie, coz snizuje mechanickou energii proudici tekutiny. Rozptylena
energie se méni v teplo (zvétsi se vnitfni energie tekutiny, popfipadé okoli), coz je nezvratna
zména. Tradi¢né se proto rozptylena energie nazyva ztratova, i kdyZz nazev neodpovida
zdkonu o zachovani energie. Rozptylenou (ztratovou) energii vztahujeme obvykle na

jednotku hmotnosti, tihy nebo objemu a plati vztah
2

eZ:YZ:&:th:QV—. (12.1)
p 2

Pod pojem hydraulické odpory zahrnujeme pfi proudéni skuteéné tekutiny vSechny
ucinky, které zplsobuji rozptyl energie. Rozptylena (ztratova) energie na hydraulickych
odporech se projevi bud jako tlakovy ubytek (vynucené proudéni v potrubi apod.), nebo
ubytkem kinetické energie (vytok z nadob otvory apod., anebo snizenim polohové energie
(proudéni v korytech, gravitaéni potrubi apod.) — obr. 12.1.

Hydraulické odpory se déli na odpory tfeci a mistni. Trfeci odpory jsou
charakteristické tim, ze zavisi na délce potrubi, kanalu, apod. Ztratovy soucinitel tfeciho
odporu je pfimo umérny délce potrubi L. Mistni odpory vznikaji v mistech, kde se méni
velikost rychlosti (zména pratocného prafezu), smér rychlosti (zakfivené potrubi), popfipadé
velikost i smér rychlosti (armatury) a dochazi pfitom k odtrzeni proudu a vzniku vifivé oblasti.

Ztratovy soucinitel £ mistniho odporu zavisi na geometrii uvazovaného mista (zmény

prufezu, zakfiveni a pod.) a na proudéni (druh kapaliny, rychlost). Tlakova ztrata p, je rozdil
tlakd na délce potrubi | (u tfeciho odporu) nebo rozdil pfed mistnim odporem a za nim.
Fyzikalné predstavuje rozptylenou energii objemové jednotky proudici tekutiny. Ztratova
vySka h predstavuje rozptylenou energii vztazenou na tihovou jednotku proudici tekutiny.

12.1. Treci ztraty v kruhovém potrubi pfi laminarnim proudéni

Pro Re < 2320 se velikost tlakové ztraty €i ztratové vysky da odvodit analyticky. Pfi feSeni
vyjdeme z rovnice (9.6) pro stfedni rychlost
2
Vg = pd .
32nL
Z rovnice vypocitame tlakovou ztratu a provedeme nasledujici upravu
o 32lv_B4LV: | B4LV
=@ wWd2" Red2”
\%
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kde Rezﬂ; n=pv.
\%

Potom tlakovy spad je ur€en rovnici

Lv?
=A——p, 12.2
Pr=A 5P (12.2)
kde tfeci soucinitel je ur€en vztahem
A= o4 . (12.3)
Re
Pro ztratovou vysku plati rovnice, ktera je ¢asto oznaovana jako Darcy — Weisbachova
2 2
h =Pr_ LV i_he_ v (12.4)

—_ :> —_—,
9 d 29 L d 2g

kde i je hydraulicky spad
VyS8e uvedené rovnice plati pro newtonské tekutiny a s dostateCnou pfesnosti i pro potrubi
s pomérnou drsnosti do ¢ <0,05. Jak dokazaly experimenty je odchylka od vypoétenych
hodnot mensi nez 1%. To ov8em pfedpoklada vyvinuty rovnomérny rychlostni profil. Pfi
nerovnomérném rychlostnim profilu, ktery je zpusoben napf. mistnim odporem, jsou tfeci

ztraty vétsi, a to 0 10 az 30%, pro tfeci soucinitel plati modifikovana rovnice

A
A=—, 125
Re (12.5)

kde A =70 az 85. V téchto pfipadech je Re,, = 1600.

12.2. Treci ztraty v kruhovém potrubi pro turbulentni proudéni

U turbulentniho proudéni je te€né napéti vétsi a proto jsou ztraty tfenim vétsi nez u
laminarniho proudéni. Vyjadiuji se stejnym zplsobem, tj. ztratovou vySkou h, nebo tlakovou
ztratou p;, jako u laminarniho proudéni, tzv. Darcy-Weisbachovou rovnici — (12.4)

Lv? Lv: . 1v?
p,=A——p; hZ:&:/I——; i=1=—.
d 2 Jo,8) d 2g d 2g
Soucinitel tfeni A je zavisly na velikosti Reynoldsova Cisla Re a relativni drsnosti ¢ = g
A= f(Re,g),
. vd .
kde je Re=— Reynoldsovo ¢islo
\
k o .
&= E relativni drsnost stény
k absolutni drsnost stény potrubi

Rovnice pro tfeci soucinitel se neda feSit analyticky, proto musela byt stanovena
experimentalné. Pro hladké potrubi k = 0, v roce 1913 odvodil Blasius empiricky vztah, ktery
plati pro Reynoldsovo &islo v rozsahu 2300 < Re = 8.10*

03164
YrRe

Nikuradse pro hladké potrubi pro rozsah Re Cdisla (Re >6.104) udava podle vysledku
pokusUl vzorec

A

(12.6)

1

i 2logRev7)-08f

(12.7)
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A
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Obr. 12.2 Nikuradseho diagram A =f(Re,¢)

Vliv drsnosti potrubi vySetfoval Nikuradse v letech 1930 az 1933. V experimentech
pouzil bronzové potrubi kruhového prifezu o rliznych pramérech. Nejprve provedl méreni
v hladkém potrubi. Potom ménil drsnost potrubi nalepenim tfidénych piskovych zrn.
Vysledky méfeni jsou uvedeny v diagramu na obr. 12.2. Kfivky pro rizné pomérné drsnosti k;
se odpoutavaji od pfimky Blasiovy, ktera predstavuje prubéh soucinitele tfeni pro hladké
potrubi. S rostoucim Reynoldsovym ¢islem pfechazeji v soustavu ¢€ar rovnobéznych
s vodorovnou osou. Z obr. je patmé, ze od ur€itého Reynoldsova Cisla, které zavisi na
pomeérné drsnosti, ma soucinitel tfeni hodnotu stalou a nezavisi jiz na Re.

V této oblasti — zvané vyvinuté turbulentni proudéni — vyjadfil Nikuradse soucinitel
tfeni vztahem

1

(12.8)
(Zlogi +1138j

>,  rovnice plati pro (gReﬁ ) 19],2).

Mezi oblasti hydraulickych hladkych potrubi a oblasti vyvinutého turbulentniho
proudéni je oblast pfechodova, v niz soucinitel tfeni A zavisi jak na Reynoldsové Cisle, tak
na pomeérné drsnosti. Pro tuto oblast bylo riznymi autory odvozeno nékolik desitek rovnic, za
nejpfesnéjsi se vdak povazuje rovnice, kterou odvodil Colebrook

1 ! —{2| {{ 251

2
K
_ , 027—| . (129
251 VA RevA j } ( :

2o 2 ) °27kT

Tato rovnice je implicitni a 4 se musi feSit iteraci. Proto byly v poslednich letech mnoha
autory odvozeny pro A explicitni vzorce. Jako pfiklad je uvedena rovnice odvozena
Churchillem, ktera oproti Colebrookovy rovnice (12.9) ma nejistotu do 1,5%

8

A= 8{(R—ejlz + a

1 =
+b)l5

a=|- 2,457In[(—
R

7
e

09 16
j +O,275J ; bz(

37530
Re

;

Absolutni drsnost potrubi k zavisi na druhu materidlu, zpracovani a provoznich

(12.10)

podminkach (koroze, eroze). Podle zkuSenosti riznych autord jsou v tabulce 12.1 uvedeny
drsnosti vybranych materialu.
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Tabulka 12.1 Absolutni drsnost materialt potrubi

Absolutni drsnost potrubi £

Material potrubi

Puvodni stav (mm) | Korodovany stav (mm)

TazZené trubky mosazné, médéné, hlinikové 0,0015 az 0,003 0,003 az 0,1
Bezesvé trubky ocelové 0,04 az 0,1 0,1az0,9
Tazené trubky ocelové 0,03az 0,12 0,12az 0,9
Svarované trubky ocelové 0,05 az 0,1 0,1az0,9
Pozinkované trubky ocelové 0,15az 0,5 0,5az 3,5
Vodovodni potrubi po 20-ti a vice letech 0,6 az 3,0
vV provozu

Sklenéné trubky, trubky z plast(

0,001 5 az 0,01

PryZové hadice

0,01 az 0,03

Betonové potrubi

0,3az6,0

log 7.

log Re

Obr. 12.3 Treci odpor v potrubi s pfirozenou

a umélou drsnosti

ostra drsnost vinita drsnost

Obr. 12.4 Druhy drsnosti

Zdrsnéni vnitfnich stén potrubi vytvarel Nikuradse uméle tfidénym piskem. Tato
uméla drsnost, ktera je téméf rovnomérna, se vsak li§i od skuteCné drsnosti, ktera je
nerovnomeérna. Proto pribéh soudinitele tfeni v pfechodové oblasti se u pfirozené drsnosti
odliSuje od prabéhu pro umeélou drsnost, coz potvrdily Colebrookovy experimenty - obr. 12.3.

Prechodna oblast

Lam.proud Turbulentni proudéni
i N b ~t|
0.08 )
0.07 AL B 0.05
l . ST 0.04
06 \ L] 0.03
8 "--—~_._,____
0.05 Sy 0.02
\ I
et \ N = 0.01
b Q\ NM"""&.
0.03 \ vy 0.005
Nl
&:“\
I T
0.02 N 1 S 0.001
- \_\_H v
S '\:\ \"'“m.___
Re = D ST 0.0005
v \\‘\ hk\"‘"‘"-.
k plll — 0.0001
= — ™
o || © D e NS
““""‘x.._,_
0.008 T T [k = 0.00001
6
10 10? 0% 10 10
— Re

Obr. 12.5 Moody-Colebrooklv diagram - A =f(Re,¢)
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Kromé absolutni velikosti vystupk( nerovnosti & ma velikost soucinitele tfeni
podstatny vliv téZ tvar téchto vystupkd. RozliSuji se dvé drsnosti, a to drsnost, ktera je
zpusobena ostrymi a kratkymi vystupky a druha vinitd drsnost, ktera je zplUsobena
zaoblenymi nerovnostmi tvaru dlouhych vin — obr. 12.4. U drsnosti prvniho druhu zavisi
soucinitel tfeni vice na pomérné drsnosti a méné na Re-Cisle, u viInité drsnosti je tomu
naopak.

Vysledky méfeni tfeciho soucinitele A rlznych autorli, zpracovana Colebrookem,
jsou na obr. 12. 5. Z diagramu A = f(Re,g) je patrné, Ze pro turbulentni proudéni se kfivky
pro rizné drsnosti pfimykaji pfi nizSich Cislech Re k Blasiové pfimce. Od urcité hodnoty Re
se odpoutavaji a pfiblizuji se vodorovné pfimce.

V turbulentnim proudéni se u stény potrubi vytvofi vazka ( laminarni) podvrstva, ktera
pfikryva nerovnosti povrchu — obr. 12.6.

y v= f(yk

0 al\dlx

%e)

Obr. 12.6 Hydrodynamicky hladky povrch

Z hlediska vlivu drsnosti na soucinitel tfeni A se rozdéluje turbulentni proudéni na tfi oblasti:

1. Hydrodynamicky hladka sténa — vtomto pfipadé vazka podvrstva zakryje nerovnosti
povrchu, tyto nemaiji vliv na ztratu tfenim a v potrubi jsou hydraulické odpory tfeni jako
v hladkém potrubi. Takovy obtékany povrch se nazyva hydrodynamicky hladky —

obr.12.6 - k <6p.

2. Oblast pfechodova — v ni nerovnosti povrchu zacinaji vy€nivat z vazké podvrstvy. Tato
oblast je charakterizovana tim, ze soucinitel tfeni je zavisly na Re a pomérné drsnosti -
A =f(Re,&).Tato oblast podle obr. 12.5 lezi mezi Blasiovou pfimkou a vodorovnymi

pfimkami pro rlizné drsnosti.
3. Oblast vyvinutého turbulentniho proudéni — vtomto pfipadé je tlouStka laminarni

podvrstvy mala, takze nezakryje nerovnosti obtékaného povrchu —k>5p. Treci

soucinitel A je zavisly pouze na relativni drsnosti & Vobr.12.5 je tato oblast
charakterizovana vodorovnymi pfimkami pro rliznou pomérnou drsnost.

12.3. Treci ztraty v potrubi nekruhového priifezu

Laminarni proudéni (vzhledem k platnosti Newtonova zakona pro teéné napéti od
viskozity) v nekruhovych potrubich se da feSit matematicky. U laminarniho proudéni se
tfenim o stény potrubi zbrzdi ¢astice v celém prutoéném prafezu. ,Mezni vrstva“ vypliuje
cely pruto€ny prifez a jeho tvar ma vliv na rozlozeni rychlosti neboli rychlostni profil. Proto je
nutno pro kazdy prafez odvodit vztah pro tfeci ztraty a nelze je prepoditat z jednoho prufezu
na druhy.

U turbulentniho proudéni v potrubi se vliv tfecich sil na obtékanych sténach omezi na
podstatné mensi vrstvu, ktera ve srovnani s charakteristickymi rozméry pratoéného prifezu
je velmi mala. TlouStka mezni vrstvy u turbulentniho proudu zavisi pfedevsim na Re Cisle.
Jestlize tvar prutokového prafezu potrubi nema v podstaté vliv na soucinitel tfeni, jsou ztraty
tfenim turbulentniho proudéni v potrubi nekruhového prifezu uréeny stejnymi vzorci jako pro
kruhové potrubi. Misto priméru d kruhového potrubi je vSak tfeba dosadit ekvivalent pro
nekruhové prafezy, pomoci néhoz se vypocte Re-Cislo, soucCinitel tfeni a ztratova vyska.
Tento ekvivalent se nazyva hydraulicky prdmér — dy, a je uréen vztahem
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d, = konst§ = k§.
O O

Konstantu umérnosti je mozno zvolit. Vyhodné se stanovi z podminky, aby hydraulicky
primér kruhového potrubi dn byl roven jeho priméru d ¢Cili d,=d. Protoze u kruhového

potrubi je prito€ny prafez S = %dz a omoceny obvod O =7d , potom je

T 42
~d
d, =k4 =k d
7d 4
Z rovnosti d,, =d vyplyva konstanta k£ =4 . Je tedy hydraulicky prdimér definovan vztahem
4.S
d,=—. 12.11
e ( )

Hydraulicky primér d,, je tedy ekvivalent nekruhového prifezu a predstavuje
kruhové potrubi o svétlosti d = d;,, v némz jsou stejné hydraulické ztraty jako v nekruhovém
prifezu. Hydraulicky primér se muze dosadit do vyrazu pro pomérnou drsnost, do
Reynoldsova Cisla a do vyrazu pro ztratovou vysku

1 v? v k
LV i_fRes) Re=Ydh, X
d, 29 % d,
Z toho je patrné, ze vypocet ztraty tfenim v nekruhovém potrubi (turbulentni proudéni) je
shodny s vypoltem téze ztraty v kruhovém potrubi. Pro pfechod laminamiho proudéni
v turbulentni v nekruhovych prifezech se uvazuje Reyi: stejné jako u kruhového potrubi.

h, =1 (12.12)

12.4. Mistni odpory (ztraty)

V kazdém potrubi byvaji vedle rovnych Usekd i rGzna kolena, odbocky, armatury,
meéfici zafizeni, CistiCe, chladite apod., kromé toho se mize ménit prifez potrubi. V téchto
Castech potrubi dochazi ke zméné velikosti i sméru rychlosti proudéni, coz vyvola vifeni,
popfipadé odtrzeni proudu kapaliny spojené s rozptylem energie. Energie proudici kapaliny
se rozptyluje v misté potrubi, kde dochazi ke zméné vektoru rychlosti, proto je rozptyl nazvan
mistnimi ztratami.

Velikost mistnich ztrat se vyjadfuje obdobné jako ztrata tfenim rychlostni vySkou a

ztratovym soucinitelem
2

v
h =¢ — |, 12.13
, =< 29 ( )
nebo jako mérnou ztratovou energii

V2
e,=gh,=¢ > (12.14)

Ztratovy soucinitel ¢ zavisi na druhu mistni ztraty, konstrukénich parametrech,

drsnosti stén, tvaru rychlostniho profilu a na rezimu proudéni. Vliv Re-Cisla se projevuje -
obdobné jako u tfecich odport — pfedevSim pfi malych hodnotach Re-Cisla.

PFi velkych Re-Cislech je ztratovy soucinitel konstantni. Slozitost jevl spojenych
s vifenim v mistnich odporech zpUsobuje to, ze teoretické stanoveni ztratového soucinitele
mistnich odporl je nedostupné (kromé jednoduchych pfipadl). Proto se ztratovy soucinitel
¢ urCuje experimentalné. Takto urend zavislost ztratového soucinitele plati jen ve stejnych

podminkach, za nichz byl méfen, nebo ve fyzikalné podobnych pfipadech.
Mistni odpory v potrubi se mohou vyjadfit ekvivalentni délkou e potrubi, v némz je
ztrata tfenim stejna jako mistni ztrata. Z rovnosti ztratovych vysek
VAR Ve
F—=A5—
29 d 2g
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se urci ekvivalentni délka potrubi

_<
l, = > d . (12.15)

Za soucinitel tfeni a primér se dosadi hodnoty platné pro rovny uUsek potrubi. Pfi
zménach prafezu se méni prato¢na rychlost a mistni ztraty se mohou vyjadfit v zavislosti na
pritokové v; nebo odtokoveé rychlosti v, - obr. 12.7.

v? v2
h = Vi, Ve
z gl Zg 4,2 2g

Z této rovnice vyplyva vztah pro prepocet ztratovych soucinitell

2 2
Vo S
= 2| = =1 . 12.16
meft2] -of3) 210
Pomoci rovnice kontinuity S,v, =S,v, pro kruhové prafezy plati
4 4
d d
§1=(d—1j Co &2 :(d_zj ¢y (12.17)
2 1

Ztrata nahlym rozsirenim priirezu.

PFi nahlém rozSifeni prufezu se odtrhne proud kapaliny od stén a vytvofi se viry -
obr. 12.7. V rozSifené &asti potrubi se proud kapaliny znovu rozsifi po celém prifezu. Se
zménou rychlosti je spojena i zména tlaku.

1 2
—C./// p2
&t R
V1 V2
T
1 2

Obr. 12.7 Nahlé rozSiteni prarezu

Pfi rozSifeni prufezu klesa stfedni rychlost, a proto musi stoupnout tlak. Pro dokonalou
tekutinu, ktera by neméla ztraty tfenim ani vifenim, je dan tlakovy rozdil Bernoulliho rovnici

p2t_p1:§(v12 —V%).

Teoreticky tlak v prufezu 2 je oznaCen px a je mensi o tlakovou ztratu spojenou
s roz8ifenim prufezu. PFi proudéni skute¢né tekutiny v potrubi a kanalech neni rozlozeni po
prufezu rovnhomérné, a proto kineticka energie takového proudu je vétsi, nez odpovida
hodnoté vypocitané ze stfedni rychlosti podle pritoku, jak bylo odvozeno dfive.

PFfi nerovhomérném rozdéleni rychlosti jsou ztraty pfi nahlém rozSifeni prafezu vétsi
nez pfi rovhomérném. Nasledujici vypolet se provede pro rovhomérny rychlostni profil.
K vypoctu hybnosti je tfeba spravné volit kontrolni objem, ktery musi zahrnovat celou oblast,
V niz se méni rychlost proudu. V uvazovaném pfipadé tvofi kontrolni objem valec omezeny
prafezy 1 a 2. Brzdici sila ve sméru proudu je dana rozdilem tlakovych sil v prafezech 1 a 2.
ProtoZe tlak v prifezu je konstantni, je brzdici sila, ktera vyvold zménu hybnosti, dana
vyrazem

F :(pz—pl)sz-
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Tlak v prafezu 1 tésné za rozSifenim je stejny jako t&sné pred rozSifenim, protoze
proud kapaliny se nerozsifil, a tim i tlak se tedy nezménil. Brzdici sila F se rovha zméné
hybnosti kapaliny proteklé v jednotce Casu. Hybnost v prifezu 1 je dana vyrazem

H, = pvfsl, podobné v prifezu 2 je H, = p\/%Sz. Pratok kapaliny prafezy 1 a 2 je stejny.
Hybnostni véta F =Q,,Av ma tvar

(pz - pl)SZ = pSZVZ(Vl —Vz) -

Tlakovy rozdil je ur€en Bernoulliho rovnici pro skuteénou kapalinu

p—py =2 —v3)- pgh,
Odedtenim poslednich dvou rovnic se dostane po Upravé vyraz pro ztratou vySku nahlym

rozs§ifenim prlfezu pfi uziti rovnice spojitosti v1.S; = v»'S;

h, = [ijz_l_zvf—vf v

z

S, vi |29
DalSi upravou dostaneme
2.2 2.2 2
ho—(Se_q) V2 _(1 S} Vi _tu-vo) (12.18)
S 29 S;) 29 29

Tento vzorec byva nazyvan Bordlv (1766) nebo Carnotliv. Ztratovy soucinitel pro nahlé
rozSifeni je uréen pro pritokovou rychlost v, (oznaen ¢;) a odtokovou rychlost v,

(oznacen ¢, ) témito vyrazy:

s,V d22 S 2 1(d, \ i
(1= ] (| Y 122 _1] = 2| _
é“l—( Szj 1 (dzj .6 (Sl 1) (dlj 1] . (12.19)

Ztrata nahlym rozSifenim prufezu je zpusobena viry v oblasti mezi odtrzenou
proudnici a sténami. PFi velkém poméru prufezli S,/S; je ztrata vétsSi nez vypoctena hodnota,
nebot se muze rozptylit cela rychlostni vySka. Vtéka-li kapalina rychlosti v; z potrubi do
velké nadrze, v niz je rychlost v, zanedbatelna, rozptyli se cela kineticka energie kapaliny.

Ztrata nahlym zuzenim prirezu.

K této ztraté dochazi v misté nahlého zuzeni prufezu, kde se zUzZenim vyvola
zrychleni kapaliny. Proud kapaliny nemuize nasledkem setrvacnosti sledovat tvar stén
potrubi.

1
J ) 1 .
& ep——
Lol M el " T R
Dy P,
P, = f
L] _@

Obr. 12.8 Nahlé zuzeni prafezu
Matematické feSeni ztraty zuzenim vychazi ze zmény hybnosti kapaliny. Postup odvozeni je
obdobny jako pro nahlé rozSifeni. Pro ztratovou vysku se odvodi rovnice
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h :pl_p2+V12_V§:(i_ljiﬁ:(l_iJﬁ:é’lﬁzgzﬁ (12.20)
, : :
o9 29 S, JS,2g 29 29 29
Ztratovy soucinitel ¢ vztaZeny na pfitokovou rychlost v, nebo odtokovou rychlost v, je
S, S S
|21 1|2 =11-=2. 12.21
(22 a-frg) 2z

Difuzor

Pfi ztraté nahlym rozSifenim bylo dokazano, Ze dochazi ke znalnym ztratam
zpusobenym odtrzenim proudu a vifenim. Ztraty mohou byt podstatné zmenseny, jestlize
prechod z mensiho prafezu na vétsSi bude pozvolny, jak je tomu u difuzoru. Difuzor se
pouzivd hlavné tam, kde je tfeba pfeménit kinetickou energii proudu na tlakovou
(u podzvukovych rychlosti) s nejmenSimi ztratami. Je znamo, ze velmi malym rozSifenim
prifezu se méni znatelné proudéni, a to zejména rychlostni profil, ktery je tim vice protazen
ve sméru proudéni, ¢im je Uhel rozsifeni vétsi (obr. 12.9). Do Uhlu rozsifeni o =6° az 8°
zustava protazeny rychlostni profil symetricky k ose difuzoru. Pfi dalSim zvétSeni Uhlu se
proud uc¢inkem tlakového gradientu odtrhne od stény a symetrie proudu se porusi.

1

] N
- o V1 0 e
N — g = — |- —
V2

I i

= g

Obr. 12.9 Kuzelové potrubi — difuzor

Pfi Uhlech rozsifeni oo = 10° az 50° nastava odtrzeni proudu zpravidla od jedné stény,
na niz je rychlost mensi. Proto nemuze dojit k odtrzeni proudu na proté;j$i sténé. Rychlostni
profil se stane nesymetrickym. Nesoumémost proudu je Casto doprovazena nestabilnim
odtrhavanim, coz vyvola kmitani proudu (pulsace) a tvofeni vir(.

V difuzorech s vétsimi Uhly rozsiteni nez 50° az 60° nemUlze proud sledovat stény
difuzoru a odtrhava se po celém prifezu. Odtrhavani od stény je doprovazeno menSimi
pulsacemi proudu. V rozsitujici se troubé nebo kanale vzrista smykové napéti nasledkem
zvyseni turbulence, coz zpUlsobuje zvySeni ztrat. Rovnéz pulsace pfispivaji ke zvySeni ztrat.
Nastava-li odtrzeni proudu v difuzoru, jsou ztraty zpusobeny prevazné vzniklymi viry.
V difuzoru pochopitelné vznikaji i ztraty tfenim. Celkové ztraty v difuzoru je mozno rozepsat

na ztratu tfenim a ztratu spojenou se zménou prifezu, takze h,y =h, +h,, .

Skute€ny tlakovy rozdil na difuzoru je dan rozdilem tlaku v rozSifeném a pocatecnim
prufezu a musi splfovat Bernoulliho rovnici pro skuteénou tekutinu Gili

2 2 2,2

v p, Vv p Vi —V

—+t=2+24gh, = p-p=pt—2-pghy.

2 p 2 p 2
Protoze ztratova vysSka se da vyjadfit rychlostni vySkou v prufezu 1, je ztratovy soucinitel
difuzoru dan vyrazem
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h v, ) v, ) s,V
;dlz%qzl_(_zJ :1_(_2] _pz_—zplzl_(_lj pPemPy
Vi Vi Vi pVil S, Ny
29 2
Podobné se urci ztratovy soucinitel difuzoru vztazeny na odtokovou rychlost v, :

2
gdzzhzgz(ﬁj YN (SZJ ppPmPy

Vo V2 PV 1 o5 2
29
Pro dokonalou tekutinu (bez ztrat) je tlakovy rozdil mezi priifezy 1 a 2 vétsi,
2,2
, Vi —V
P —py=p— 5 2

Uginnost difuzoru, s niz se méni kineticka energie na tlakovou, je dana pomérem skuteéného
rozdilu tlaku k teoretickému, to je

_ _ 2 - 2 -
nd:p3_p1: P2 =Py _ L TR Y)
Po=PL ViVe | (s,) A1 (s,) | e
2 S, S,

Hydraulické ztraty v difuzoru jsou spojeny se zménou prlfezu, a proto je lze vyjadfit
v poméru ke ztraté nahlym rozsifenim — rov. (12.18).

h h
é/ —_zd _ zd .
b (v, )
29

Soucinitel £, se nazyva stupen razu. PFi rostoucim Uhlu rozevieni difuzoru, kdy zména
prifezu prechazi v nahlou zménu, se stupen razu blizi hodnoté jedna.
Hydraulické ztraty v difuzorech se daiji vyjadrit tfemi zpusoby:
Vi _ o Vi eve)
Cdl —Cd =g g (12.23)

Ztratové soucmltele cjdl,g”dz a stupen razu ¢, se ur¢i méfenim. Pro vzajemny prepocet
souCiniteld {15 &y4or &, slouZi rovnice

2 2 2
a1 =2- (:J —(ij +§d2:(1—iJ S (12.24)
2

2 2 2
(S Sz _[S2
;2_(SJ +(Slj 2+ o (Sj ;. (12.25)

Kuzelové potrubi

PFfi zuzovani prufezu je hydraulicka ztrata zpusobena rovnéz tfenim a lze ji urcit
integraci na elementarni délce kuzelového potrubi — obr. 12.10.
Ztrata tfenim na elementarnim Useku dx je uréena vztahem

nebo

dh, vt
d 2g
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1
] 7 v 2\,2 = S :\
! )
dx_q - X
/ Iy
- - o

Obr 12.10 KuZelové potrubi - konfuzor

Celkova ztrata se urci integraci diferencialni rovnice, pfiemzZ je nutno uvazovat
zmeénu priiméru a rychlosti po délce kuzelového potrubi. Rovnéz soucinitel treni 4 se méni
s Re-&islem, av8ak v malém rozmezi, takze se uvaZzuje stfedni hodnota A, jako konstanta.

Priimér d se méni se soufadnici x podle vztahu

_diy b _dp, 1 _ d,
ktery vyplyva z podobnosti trojuhelnikli (obr. 12.10). Z rovnice kontinuity vyplyva pro rychlost

d, |2j2
V=V, = =V, =1 .
() =l

Dosazenim do vyrazu pro dh_ se dostane

5,211
dh, = 4, 12 Y2 [IX
d, 29 i X
a po integraci je ztratova vyska v kuzelovém potrubi
1, 1, v3 o) 1 | 5 \v3 2
hZ:_/’tS_Z_Z 1_% == A 1_d_i V_2=é’2v—2. (12.26)
Z posledni rovnice vyplyva vyraz pro ztratovy soucinitel ztraty v kuzelovém potrubi
4 4
f=t, ! (1_"_3}—@ 1_(‘]'_2} . (12.27)
4 d;—d, dy 8tg a d;
2

Zména sméru proudéni - oblouk

V kazdém potrubnim systému se zpravidla vyskytuje prvek, v némz se méni smér
rychlosti tekutiny. Tento prvek tvofi zakfivené potrubi, oblouky, kolena a také kombinace
oblouku. V téchto prvcich dochazi k rozptylu energie, ktera se vyjadfuje mistni ztratou
Zmeénou smeéru proudéni.

K vytvofeni pfedstavy proudéni v zakfiveném potrubi je uzite€né si povSimnout
proudéni dokonalé kapaliny v kruhovém oblouku. Pfedpoklada se, Zze kapalina pfitéka ke
kolenu konstantni rychlosti rozlozenou po celém prufezu 1 —1 rovnomérné (obr. 12.11).

Nasledkem zakfiveni drah pisobi na Castice kapaliny odstfediva sila, ktera musi byt
v rovnovaze s tlakovou silou. Aby vznikla tlakova sila pasobici do stfedu kfivosti, musi na
vétSim poloméru » pusobit vétsi tlak. Toto Ize dosahnout v souladu s Bernoulliho rovnici tim,
Ze se rychlost Castice snizi.
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v = f(r)
2o Vv
r /’
1 / [
T o
'
12.11 Sily na elementarni ¢asti proudu Obr 12.12 Rychlostni profil v oblouku

v zakfiveném potrubi

Pro elementarni ¢astici kapaliny o rozmérech ds.dr, kterd se pohybuje ve vodorovné roviné
na poloméru r a ma jednotkovou Sifku, je rovnovaha tlakové a odstfedivé sily dF, = dF,
vyjadfena rovnici

2
dpds = VTdm.

Hmotnost elementarni ¢astice je  dm = p.ds.dr. Pro v8echna vlakna na rGznych polomérech
r, kterd vychazeji z prfezu 1-1, kde rychlosti a tlaky jsou rovhomérné rozlozeny, plati
Bernoulliho rovnice

2

E+v—:konst %+vdv=0,
p 2 p

z Cehoz
dp=—pvdv.

Dosazenim vyrazt pro diferencidly dp a dm do rovnice vyjadfujici rovnovahu sil se po
Upravé a integraci dostane

d_v+d_r:O; — Inv +Inr =|nk,
\Y r
neboli
v.r =konst (12.28)

To je zakon potencialniho viru. Zavislost rychlosti v a poloméru r je graficky znazornéna
rovnoosou hyperbolou. — obr. 12.12.

pficna
cirkulace délka kolena
Pi vnéjsi
sténa

vhitini
sténa—

Obr. 12. 13 Proudéni v zakfiveném potrubi — oblouku
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V provedené uvaze a vypoctech nejsou zahrnuty tfeci sily od viskozity, které se budou
uplatfiovat pfi prutoku skutecné kapaliny. Z hyperbolického rozloZeni rychlosti je patrné, Ze
mezi ¢asticemi kapaliny jsou relativni rychlosti, které u skuteCnych kapalin vyvolavaji tecné
napéti umérné rozdilim rychlosti. Skuteéna tekutina nemulze tedy protékat kolenem jako
dokonala kapalina, pro niz byly odvozeny uvedené vyrazy. Castice pomalej$i budou brzdit
Castice rychlejsi, pficemz u skuteCné kapaliny se Castice pfemistuji na vétsi nebo mensi
polomér. Vznika slozity (spiralovy) prostorovy pohyb — obr. 12.13. Souc&asti tohoto proudéni
je vifivé proudéni v pficném Fezu, charakteristické dvéma viry opaéného smyslu. Proud na
vnitfni hrané kanalu se maze odtrhnout, takze vznikaji viry i u stén (obr. 12.13). Prabéh tlaku
na vnitini a vn&j§i sténé kolena je vyznaden na obr. 12.13. Carkovana pfimka znazorfiuje
prabéh tlaku v pfimém potrubi. V diagramu je vyznacena tlakova ztrata p, a jeji slozky
odpovidajici tfecim ztratam p, a vifeni p,, . Obecné je tedy zavislost ztratového soucinitele
vyjadfena funkci

R
$o :f(a,g,Re,geom.t varj (12.29)
Cetné vysledky méfeni ztratového soudinitele jsou uvedeny v literatufe, vysledky se dosti
rozchazeji, protoze v zakfiveném potrubi ma na proudéni vliv mnoho parametrli, které

nejsou stejné dodrzeny ve vSech experimentech.

Armatury
Armatury (ventily, Soupatka, kohouty a klapky) slouzi k uzavieni potrubi nebo
k regulaci prutoku &i tlaku - obr. 12.14.

SOUPATKO VENTIL KOHOUT KLAPKY

-l Ny hS

sl ~O
___}i\

Obr. 12.14 Schéma armatur

Pfi zcela otevienych uzavérkach maji byt ztraty co nejmensi. Pfi plném otevieni maji
nejmensi odpor Soupatka a kohouty.
24

G
20

v |t
16 N

L\

\\ obdeélni klovy
8 K ,
\ krtﬂlzov y
prurez,
4 Q
0
0 04 0.8 1.2
=
d

Obr. 12.15 Ztratovy soucinitel Soupatka
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U ventill jsou ztraty vétsi (az 25 krat) a zavisi na zakfiveni proudnic ve ventilovém télese.
Hydraulicky odpor je zpUsoben jednak tfenim, ale hlavné vifenim. Deskou Soupatka, ventilu,
klapky nebo télesem kohoutu se zuzuje prito¢ny priafez.Proud kapaliny nesleduje okrajovymi
proudnicemi pfesné zmény prufezu a dochazi k odtrzeni proudnic a vniku vifivych oblasti.
Tyto jevy vyvolavaji hydraulicky odpor spojeny s rozptylem energie. Ztratovy soucinitel se
ZjiStuje méfenim. Obecné zavisi na konstrukénim provedeni armatury, na jejim pomérném
otevieni a na Re-Cisle. Charakteristicky prabéh ztratového soucinitele je znazornén
v diagramu na obr. 12.15. pro Soupatko. ProtoZe armatury pfedstavuji proménny odpor —
obr. 12.15, pouzivaji se velmi €asto v technické praxi i pro regulaci pratoku tekutin. U ventild
se vhodny prubéh ztratového soucinitele dosahuje tvarem kuzelky. Regulaéni vlastnosti
armatur jsou charakterizovany tzv. ,jmenovitou kapacitou armatury“ ¢asto oznacovanou Ki,.
Jmenovitou kapacitu K, =1 ma armatura, kterou protéka pratok Q, = 1m%nhod., pfi tlakovém
spadu na armatufe Ap = 10° Pa — obr. 12.186.

Regulacni
armatura

Q, >l' Q,

|
Ap \Hydraulicky
odpor

-

Obr. 12.16 Jmenovita kapacita armatury
Obecné se jmenovita kapacita armatury vypocita pro proudéni vody z rovnice

/100000
KV = QV A— y ( 1230)

kde Q, - pritok protékajici armaturou — m*hod.
Ap - tlakovy spad na armatufe - Pa
Pro jinou latku, ktera ma hustotu p se jmenovita kapacita armatury uréi z rovnice

K, =qQ, |190000 [po (12.31)
Ap Py

kde p, je hustota vody pfi teploté t =15 °C.
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13. Vytok tekutiny otvory
13.1. Vytok malym otvorem

Uvazujeme vytok kapaliny otvorem ve dné podle obr.13.1 ProtoZe polohova vyska je pro cely
otvor konstantni, potom rychlost v otvoru je rovnhomérné rozlozena. Vytokova rychlost
v tomto pfipadé se vypocita z Bernoulliho rovnice. V obecném pfipadé se uvazuje v nadrzi
tlak po, ktery je odliSny od tlaku ovzduSi po, , do néhoz vytéka kapalina otvorem o prafezu
So. Nadoba ma konstantni prafez S, (valec, hranol) a je naplnéna do vySky h (obr. 13.1).
Pro skute¢nou kapalinu plati Bernoulliho rovnice psana pro hladinu v nadrzi a pro vytokovy
prufez

2 2

P, Y +gh_v—+gh +0
Yo, 2

Predpokladame, Ze prafez vytokového otvoru Sy je ve srovnani a prifezem nadrze S, velmi
maly potom rychlost poklesu hladiny v, — 0

Po (13.1)

- Sn .
| "
|
P
VA ./
Vo A
e
S,
| ‘
P
S
Yyv

Obr.13.1 Vytok z nadoby otvorem ve dné

Pro ztratovou vysku plati znama rovnice
2

\)
Y

potom z rovnice (13.1) pro vytokovou rychlost plati

_ 1 P—Po P-Po
V_M\/ (gh+ p ] \/(gh+ p j (132

Pro teoretickou vytokovou rychlost ({ = 0) dostaneme

{2

Pomér skutecné a teoreticke rychlosti je rychlostni soucinitel

% 1
o= - (1. (13.3)
Vi J1+4
Pfi stejném tlaku v nadrzi a ve vytokovém otvoru je vytokova rychlost urCena rovnici

vV =g@,/2gh, (13.4)

pro ¢ =1 je teoreticka rychlost
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vV, =4/2gh, (13.5)

coz je znamy Torricelliho vyraz.

Pfi vytoku z nadoby nevyplfiuje proud kapaliny zpravidla cely vytokovy otvor, nebot
proudnice se nemohou nahle zakfivit podle hran otvor(. Setrvacnosti Castic kapaliny je
zpusobeno zuzeni nebo kontrakce paprsku. Vyjadfuje se soucinitelem kontrakce

£ = i( 1. (13.6)
So
Soucinitel zUzZeni zavisi obecné na tvaru vytokového otvoru, jeho umisténi vici bocnim
sténam a na Re-Cisle.
Skute€ny vytok kapaliny otvorem po dosazeni rovnice (13.4) a (13.6) je

Q, =V.S=¢£0Sy2gh = 1S /2gh, (13.7)
kde
Q
u=—-=e¢ (1,
Qvt

je vytokovy soucinitel, ktery rovnéz zavisi na tvaru otvoru ¢€i natrubku a Re-Cisle.
Zavislost ¢, ¢, 1 = f(Re) pro ostrohranny otvor podle vysledkt méreni uvadi obr. 13.2.
¢ 10 ==co

I
e 0.9 [P |

0.8 g A

0.7
[ |
0.6 B !

0.5

0.4

10' 10° 10° 10*  10°  10°

re = d2g.n
v

Obr.13.2 Rychlostni, kontrakéni a vytokovy soucinitel malého otvoru

13.2. Vytok velkym otvorem v boé€ni sténé

Pfi relativné velkém otvoru ve svislé sténé je nutno respektovat zavislost vytokové
rychlosti kapaliny na hloubce uvazovaného mista pod hladinou tlaku ovzdus$i. Skutecna
vytokova rychlost kapaliny je ur€ena vztahem (13.2) nebo (13.4). Vytok kapaliny z nadoby se
urci integraci. Elementem plochy vytokového otvoru dS = b.dh (obr. 13.3) vytéka elementarni
skutec¢ny prutok kapaliny

\
h

dh

—
—f

Obr.13.3 Vytok velkym otvorem obecného tvaru

dQ, = uv.dS = u.b,/2gh.dh.
Vytok rozmémym otvorem je urCen obecné integralem
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h2
Q, =[dQ=4[by2gh dh. (13.8)
S h
Ma-li otvor obdélnikovy prafez — b = konst, potom vytok uréime integraci rovnice (13.8)

Q = %u-b\/ﬁ(hz% - hl%j : (13.9)

13.3. Vytok ponoienym otvorem

Kapalina vytéka otvorem do prostfedi vypInéného rovnéz kapalinou (obr.13.4). Jde
v podstaté o prutok otvorem mezi dvéma nadobami. Otvor je pod obéma hladinami
v nadrzich, proto je oznaCovan jako ponofeny. Vytokova rychlost otvorem zavisi na rozdilu
hladin v nadobach.

Obr.13.4 Vytok ponofenym otvorem

K odvozeni vztahu pro vytokovou rychlost se pomysiné otvor zakryje deskou. Tlak
kapaliny plsobici na desku z obou stran je pfimo Uumérny hloubce uvazovaného mista do
hladiny tlaku ovzdusi. Jejich pribéh je vyznacen v obrazku pfimkami. Tlaky pUsobi proti
sobé, proto vysledny tlak je dan jejich rozdilem, ktery je po celé sténé smocené z obou stran
konstantni Ap = pgh. Po odkryti otvoru zacne kapalina pretékat teoretickou vytokovou

rychlosti

v, =4/2gh.
Tento vyraz je formalné totozny s Torricelliho vyrazem. Protoze tlakovy rozdil je po celém
prifezu ponofeného otvoru stejny, je vytokova rychlost ve vSech mistech stejna a nezavisla

na tvaru otvoru S.
Pro objemovy priitok proto plati rovnice

Q, = u.S4/2gh. (13.10)
13.4. Vytok pfi sou€asném pritoku

Z oteviené nadoby vytéka kapalina Q otvorem S, (obr. 13.5) a sou€asné pfitéka Q.,
pfiemz Q,,, = Q.. Vytok pfi libovolné vySce h hladiny je uréen vztahem

Q, = #Syp+/2gh.
KdyZz Q., # Q.., pak se poloha hladiny v nadobé& bude ménit. Pfi Q,,, = Q, hladina stoup3,
pfi Qup, = Q, hladina klesa.
Stoupani, popfipadé klesani hladiny trva tak dlouho, aZz se dosahne rovnovahy Q.,,= Q..
Tomuto ustalenému stavu odpovida vyska hy, pro niz plati

va :Qv = /JSO‘\/ 2ghk :
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l Q, l Q,
v
Vv
Obr.13.5 Vytok pfi sou¢asném pfitoku Obr.13.6 Vyprazdhovani nadoby

VySetfime zménu polohy hladiny v zavislosti na ¢ase t. Pfedpoklada se, Zze v rovnovazném
stavu v €ase t = 0 je hladina ve vySce h,. Skokem se zméni pfitok kapaliny na hodnotu
Qup, = konst., napf. se Qp, zvétsi. V libovolném casovém okamziku t zpUsobi rozdil pfiteklé
a vyteklé kapaliny za elementarni ¢as dt zvySeni dh hladiny p, v nadobé o prifezu S,.

dt=—>nd0 Sydh . (13.11)

va - Qv /JSO \ 29 (\/ hk - \/H)
Integraci této rovnice se stanovi ¢as za ktery hladina stoupne nebo klesne z plvodni
hodnoty ho na hodnotu h. V obecném pfipadé je tfeba také uvazit, ze S, = f(h) a Qup,= f(t).

13.5. Vyprazdnovani nadob

Jestlize do nadoby nepfitéka kapalina a tedy Qy, = 0, hladina klesa, az se nadoba
vyprazdni h = 0. Cas potfebny k vyprazdnéni nadoby se vypoéte z diferencialni rovnice

(13.11) do niz se dosadi Q,, = 0 neboli h, =0. Pak plati
dt = — S,dh

1S,+/2gh

Z oteviené nadoby s konstantnim prifezem S, se dostane integraci doba t potfebna ke
snizeni hladiny po z vySky hg na h

h 1
S _=

t=——>0 [h 2dh=—220_(/n; —h).

#S0+/29 hj(; 4S 0\/

Pfi Uplném vyprazdnéni nadoby je konecna vyska hladiny rovna h= 0 a potfebna doba

vyprazdnéni nadoby se vypocte ze vzorce

t, = 2Sh ZSh 2V0 , (13.12)
ﬂso\/ZQh Qvo Qvo

kde V, —objem nadrze
Q.0 = £Sy+/29h, je vytok na zacatku vyprazdriovani

Vypocitana doba uplného vyprazdnéni nadoby pfi mensich vyskach hladiny h, se mize lisit
od skute€né doby vyprazdnéni. To je zpUsobeno kvalitativnimi zmé&nami ve vytoku kapaliny
otvorem, nebot pfi ur€ité vySce hladiny nad otvorem vznikne nalevkovity vir.
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13.6. Prepady

Pfepad je vytok nezaplnénym otvorem nebo otvorem s neuzavienym obrysem.
(pFed pfepadem) nad korunou pfepadu je pfepadova vySka h. S pfepadem se setkavame na
prehradach, kde zajistuji propusténi pfi maximalnich pritocich a udrzeni hladiny v nadrzi
pod maximalni drovni. Pfepady maji vyznam rovnéz pro meéfeni velkych prutokd, napf.
v laboratofich.

Podle polohy spodni hladiny se rozliSuji pfepady dokonalé a nedokonalé. Dokonaly
pfepad je takovy, pfi némz spodni hladina neovliviiuje pratok pfepadem. U dokonalého
pfepadu je spodni hladina pod korunou pfepadu (obr. 13.7). Nedokonaly pfepad ma ovlivnén
prutok spodni hladinou, ktera je vySe nez koruna pfepadu (obr. 13.7). Pfepadova sténa mlze
byt pomérné tenka nebo tlusta, popfipadé se zaoblenim.

Pratok dokonalym pfepadem s volnym proudem se stanovi jako vytok velkym

otvorem ve sténé& nadoby — rov. (13.8).
\ﬁ
-

z P

|

@ Dokonaly prepad Nedokonaly prepad

Obr.13.7 Dokonaly a nedokonaly pfepad

Q, = M/Ej b./hdh. (13.13)
S

Tato rovnice je rovnice Dubuatova pro obecny tvar pfepadu. Soucinitel pfepadu p je obdobny
vytokovému souciniteli. Je zavisly na prepadové vySce h a vlastnostech pfepadu -
1 =(Re,geomt var)

Pro obdélnikovy prepad (obr. 13.7) se Sitkou koruny pfepadu b je prutok uréen
vzorcem pro rozmérny otvor ve svislé sténé (obr. 13.3). Jestlize se dosadi hy = 0 a h, = h,
pak

Q, =§ﬂbh\/29h- (13.14)

Pro pfepad s ostrou hranou a je stfedni hodnota soucinitele prepadu x = 0,65, pokud

Sitka pfepadu b je rovna Sifce celého kanalu b,. Pro pfepady jinych prafezd vztahy pro
prutok je mozné najit v odborné literatufe. Pro méfeni pratoku se velmi ¢asto pouziva prepad
trojuhelnikovy.

13.7. Vytok plynu dyzou

V tlakové nadobé - obr. 13.8 se nachazi plyn ( vzduch), jeho stavové veli€iny jsou p,
.Po ;s To , jsou také dany stavove veli€iny okolniho plynu — p. , pe, Te . Zabyvejme se
pfipadem, kdy tekutina vytéka nerozSifenou tryskou z rozmérné nadoby — obr.13.8, ve které
je tlak po , teplota T, , pfi€emz rychlost tekutiny v nadobé je nulova — v, = 0, tomu odpovida,
Ze i Machovo Ccislo je nulové — Ma = 0. Tekutina vytéka do prostfedi s teplotou T. a tlakem
Pe , tento tlak se také nazyva protitlak. Vytokovy otvor ma prufez S; , a je v ném tlak p; ,
rychlost v; a teplota Ty, pfiéemz T, # T.. Tlak v usti trysky p; nemusi byt vZdy totozny
s tlakem okoli p. . Pfi proudéni tryskou se vnitfni a tlakova energie proudici stlacitelné
tekutiny — plynu méni ( transformuje) na energii kinetickou.
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Parametry
okolniho plynu
R P,
T T.
P
pO
VO = O —_—_—_: v
Ma =0 —
;p1;T1; P1;S1
Parametry plynu ve

vytokovém otvoru

Obr. 13.8 Schéma pro vypocet vytokové rychlosti plynu

Pfi feSeni vyjdeme z Bernoulliho rovnice (7.25), psané pro nadobu (index 0) a vytokovy
otvor (index 1)

2 2
Vip K P_Vo, K &,
2 xk-1p 2 «k-1p,
odkud vypocitame kvadrat vytokové rychlosti

2K 2r1.x
vZ =vZ +K—_l(& —&j =vZ+ 1 = (T -Ty)=vi+2¢,(To-T,) . (13.15)
Po P k=

Pfi odvozeni této rovnice byly pouzity znamé vztahy z adiabatické stavové zmény
k=1

I c T
cpz—K , k=—+, r=c,-¢,, *= Py
V nadobé je rychlost plynu nulova, proto pro rychlost plati v, = 0 (stagnacni bod). Pro
vytokovou rychlost z pfedchazejici rovnice dostaneme rovnici Saint Vénantovu - Wantzelovu

k-1 k-1

V= —ZK Po 1—(&j " = —2K M, 1- [le " =
k=1 py Po k-1 Po
:\/Z—KrTo[l—(ﬂﬂ 26t [T -1,] . (13.16)

Pro vytok do vakua kde p; =0, T; =0 bude vytokova rychlost nejvétsi a je dana rovnici

Vmaxz\/z—K Po \/—rTo (13.17)
K =1 py

Pomér vytokoveé rychlosti a max. rychlosti je

(13.18)
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Hmotnostni pratok se stanovi z rovnice kontinuity (7.3)

Qm =pV:S; -
Po dosazeni do rovnice spoijitosti (7.3) za rychlost v; z rovnice (13.16), hmotnostni pratok je
k-1 k-1
2K K 2k K
k—-1p, Po k-1 Po

PFi vypoctu rychlosti plynu, stavovych veli€in nebo prafezu trysky podél osy trubice
v obecném prufezu se nahradi index 1 indexem obecného prurezu.
Hmotnostni pritok Q, dosahne své maximalni hodnoty pfi v = v. = a (Ma = 1), fj.
v okamziku, kdy se vystupni prafez stane kritickym a tlak rovnéz nabude kritické hodnoty -
p =pe =p . Pii libovolnych jinych protitlacich p. nem(ze hmotnostni pritok Q,, ptestoupit
kritickou, a tim i maximalni hodnotu.
Pro dal$i vyklad bude uziteéné graficky znazornit rovnici (13.18), tj. stanovit zavislost,

]
Qmviax Po

ktera je uvedena na obr. 13.9.

Fy Skuteény priibéh

;\L Teoreticky
/ pribéh
/

{

! P,
!
|

p* \
“al 0,523

4

0 0,5 1 P 0 s

O |
Y

Obr. 13.9 Zavislost Q—m = f(&J pro vzduch Obr. 13.10 Vytok dyzou i— s diagram
MVAX Po

Pro pe = po, nebo pe/ po =1 je pomér pratokd nulovy. ZvySujeme-li tlak po a
soucasné tlak p. zustava konstantni, potom prutok stale roste a jak jiz bylo uvedeno pro
Ma = 1 nebo také pro p. = p dosahne pratok max. velikosti Qmuax . ProtoZze se hmotnostni
prutok jiz nezvySuje, tento jev se €asto nazyva ,ucpani‘ nebo téz ,zahlceni trysky*.

Bude-li se vsak tlak v nadobé po dale zvétSovat, pak v souladu s rovnici (13.19) se
bude pratok rovnéz zmenSovat a Machovo €islo bude neustale vzrustat. Kfivka na obr. 13.9
pfipomina pulelipsu, tato je v prvé Casti vytazena plnou C€arou, naopak v levé C&asti je
kreslena Carkované. Snizovani hmotnostniho pritoku je v8ak jev fyzikalné nemozny, je
zfejmé, ze pfi zvySovani tlaku p, se nemulze hmotnostni pritok snizovat. Ve skutecnosti
hmotnostni pritok Qp, , Machovo ¢islo Ma , tlak p; ve vystupnim prafezu si zachovavaji své
kritické hodnoty Q' = Qmmax, Ma =1, p; = p, ackoliv tlak p, neustale stoupé a je &im
dal tim vétsi nez je tlak kriticky p". Jak ukazuje obr. 8.6 ve skuteénosti pro oblast pe < p’
hmotnostni pritok bude konstantni a bude mit velikost Qn = Q'm = Qmuax . TOto je velmi
dulezity prakticky zavér.

JestliZze ve vytokovém otvoru rychlost dosahne rychlosti zvuku v; = v’ = a, potom pro
pomér stavovych veli€in ve vytokovém otvoru a v nadobé Ize odvodit nasledujici vztahy
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K 1
P _ (LJH; T _ (Lj po_ [L]“ _ (13.20)
P \x+1 Ty Kk+1 Lo K+1

Tak napf. pro dvouatomovy plyn (x =14) je pomér tlaki p/ po = 0,523, pomér teplot
T/ To = 0,833 a pomér hustot p/ po = 0,634

Skute€na vytokova rychlost je vzdy mensi nez teoreticka vytokova rychlost ur€ena
predchazejicimi rovnicemi. Proto i pfi proudéni realnych plynu, stejné jako v mechanice
tekutin pfi vytoku nestlacitelné vazké tekutiny otvorem se zavadi tzv. rychlostni soucinitel @ ,
tento je dan pomé&rem skutecné a teoretické rychlosti a s ucinnosti trysky je vazan vztahem

v
¢=V—t= T = Vg=0V,, (13.21)
S
kde v; - teoreticka vytokova rychlost
Vs - skuteéna vytokova rychlost
Velikost rychlostniho soucinitele se obvykle stanovuje méfenim.
Pro vytok tryskou realného plynu je vyhodné vyuzit i -s diagram (Mollierav diagram)
— obr. 13.10. Teoreticka vytokova rychlost plynu z trysky se vypocita z Bernoulliho rovnice
(7.26)

PFi proudéni skutecné (realné) tekutiny je adiabaticky prutok popsan stejnou Bernoulliho
rovnici (7.26), integrace se v8ak musi provést po jiné kfivce. Tuto integracni cestu obvykle
pfesné nezname, vime v3ak, Zze koncovy bod lezi na isobafe p, = konst. — obr. 13.10.
Tomuto novému stavu pfisluSi podle 2 véty termomechaniky pro nevratné déje mérna
entropie S, > S, . Vytokova rychlost skute¢na je dana vztahem

V této rovnici je H, tzv. adiabaticky spad. Pomér
_Ha o=l (13.24)

je tzv. uCinnost trysky, tato se obvykle urCuje méfenim, u trysek se uc€innost pohybuje
vrozsahu — n = 0,9 az 0,95. Pfi vytoku nestlaCitelné tekutiny otvorem jak jiz bylo vyse
uvedeno se zavadi tzv. rychlostni soucinitel @ , tento je s u€innosti vazan vztahem

\
(p:v—t:\/?. (13.21)

S

Definujme podle obr. 13.10 tzv. ztratovy entalpicky spad H, , pro ktery plati

HZ = H —Ha :i0+i2a = i2a - |2 . ( 13'25)
Po dosazeni z rovnic (13.20) a (13.23) pro ztratovy adiabaticky spad dostaneme
2,2 2
Vi -V v
H,=-——==¢(-L=e,, 13.26
2 2 ¢ > =% ( )

kde e, je mérna ztratova energie.

V této rovnici je ¢ ztratovy soucinitel, tento se musi stanovit méfenim a je obecné funkci
Reynoldsova Cisla Re, relativni drsnosti k/D;, , Machova €isla Ma a Poisonova Cisla « ,
ztratovy soucinitel je tedy funkci ¢ =f ( Re, k/Dy, , Ma, K ). S vyuzitim rovnice (13.26) pro H,
dostaneme pro rychlostni soucinitel vypoctové vztahy

Vo _ Ha _ g Ha o n7 o
(/)_I_\/H \/1 === Jn (13.27)
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14. Cerpadla

Cerpadlo je stroj, ktery dodava kapaliné energii (obvykle tlakovou), toto je vyuzivano
v technické praxi nej¢astéji k nasledujicim uceldm:
- zvedani kapaliny (zvySovani polohové energie napf. u vodojem),
- zvySovani tlakové energie (hydrostatické mechanismy),
- zvySovani kinetické energie (hasici zafizeni),
- doprava kapaliny v potrubi z jednoho mista na druhé.

Cerpadla podle zptisobu jakym se vyvozuje &erpaci U&inek se rozdéluji na tfi skupiny :
- Cerpadla objemova — hydrostaticka, s pfimou pfemé&nou mechanické energie
v energii tlakovou, vyuziva se Pascallv zakon,
- Cerpadla hydrodynamicka — s nepfimou pfeménou mechanické energie v energii
tlakovou,
- Cerpadla specialni — napf. proudova, k Cerpani je vyuZito kinetické energie proudici
tekutiny.

Obr. 14.1 Schéma &erpaciho zafizeni

Klasicky pFiklad zapojeni éerpadla do potrubniho systému uvadi obr. 14.1. Cerpadlo
C je sacim potrubim SP napojeno na saci nadrz SN. Na vytlaku je &erpadlo vytlaénym
potrubim VP propojeno s vytlaénou nadrzi VN. Tlak v saci a vytlaéné nadrzi maze byt
rozdilny, jsou vSak také pfipady, kdy v obou nadrzich je tlak stejny, napf. atmosféricky.
Vytlaéna nadrz se vzhledem k nadrzi saci muze nachazet vys$e nebo i nize, ale mlze byt i na
stejné Urovni. Vytlaéna nadrz maze soucasné plnit ulohu rizného technologického zafizeni,
napf. kotel, reaktor, hydraulicky valec apod. Saci a vytlaéné potrubi tvofi zatéz pro €erpadlo.

14.1. Cerpadla objemova — hydrostaticka

Objemova Cerpadla, také nazyvana hydrostaticka zprostfedkovavaji pfimou pfeménu
mechanické energie v hydraulickou, pfi této preméné se uplatiiuje Pascallv zakon.
Mechanickym tlakem pohyblivého &lenu (pist, plunzr, zub, lopatka, membrana, hadice apod.)
na kapalinu se zvySuje jeji tlakova energie pfimo, proto s velkou ucinnosti. Klasicka, v této
velmi rozsahlé a rozmanité skupiné Cerpadel ( v nékterych oborech se pouziva také termin
hydrogenerator), jsou Cerpadla pistova s vratnym pfimocarym pohybem a ventilovym
rozvodem. Jejich konstrukce a stavebni prvky byly pfevzaty z konstrukce parnich stroju,
zejména pak klikovy mechanismus.

V porovnani s Cerpadly hydrodynamickymi Ize definovat nékolik vyznamnych rozdili a
vlastnosti:

- vysoka ucinnost,

- mensi pocet otacek a proto vétsi hmotnost i cena,

- dobra saci schopnost,

- pfi konstantnich otackach dodavaji stejny pritok prakticky nezavisly na tlaku,

- s klesajicim tlakem pfimo umérné klesa i pfikon,

- pfi uzaviené armatufe na vytlaku maji teoreticky nekonec¢né velky vykon,

- viskozita Cerpané kapaliny prakticky neovliviiuje dodavany objemovy prutok,

- regulace prutoku je slozitéjSi a neda se uzit regulace Skrcenim na vytlaku.
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Rozdéleni objemovych Eerpadel se da provést podle mnoha hledisek:
a) Cerpadla rotacni — zubova, vietenova, lamelova, radialni nebo axialni pistova, €erpadla
s odvalujicimi pisty apod.
b) Cerpadla s kmitavym pohybem
- podle tvaru €inné casti Cerpadla (pistova, plunZrova, membranova, vinovcova,
kfidlova )
- podle poctu plunzri nebo pistl (jedno, dvou, tfi a vice pistova)
- podle uspofadani ¢innych elementt vyvozujicich tlak
- podle zpusobu rozvodul Cerpané kapaliny
- podle kinematiky hnaciho mechanismu
c¢) Cerpadla s jinym pohybem, napf. hadicova
d) kombinovana cerpadla
Objemova Cerpadla za jednu otadCku nebo cyklus dodavaji zdvihovy teoreticky
objem V., proto Cerpany prutok je
Q=V,.n , (14.1)
tento pratok je malo zavisly na tlaku nebo viskozité Cerpané latky. Tlak v systému
s objemovym Cerpadlem se nastavi podle velikosti hydraulického odporu nebo jiné zatéze.
Aby nedoslo k nekontrolovatelnému stoupnuti tlaku, systém s objemovym Cerpadlem musi
byt vybaven vhodnym pojistovacim zafizenim, které zabrani i nahodnému stoupnuti tlaku
nad nastavenou jeho velikost.
V objemovych c¢erpadlech v dusledku netésnosti pistl, ucpavek, rlznych jinych
tésnicich elementu apod. dochazi k objemovym ztratam, proto tato Cerpadla vykazuji
objemovou ucginnost, kterou Ize definovat nasledujicim vztahem

770:%: —% : (14.2)
Q Q

kde Qs - skutecny pratok; Q; - teoreticky prutok; Q, - ztratovy prutok
Vedle objemové ucinnosti je tfeba uvazit i u€innost mechanickou n., , jako dusledek odporu
v loziskach, ucpavkach, pfevodech, spojce atd. Celkova ucinnost je pak dana

Tle = ToT1m - (14.3)
Charakteristika Cerpadla Y =f(Q), H = f(Q) nebo p = f(Q) je teoreticky definovana svislou
pfimkou, vzhledem k objemové ucinnosti a rovnéz i ke stladitelnosti Cerpané kapaliny je
skute¢na charakteristika kfivka, ktera se od svislé pfimky nepatrné odchyluje smérem
k mensimu pratoku — obr. 14.2.

@ AV pv p,H,Y }

-

Charakteristika
cerpadla

Tlakovy T
ventil

Charakteristika
potrubi

Obr. 14.2 Charakteristika objemového Cerpadla

V technické praxi se uZivaji objemova Cerpadla pro nejrizné&jsi aplikace, pouzivaji se
ve srovnani s odstfedivymi Cerpadly hlavné v téch pfipadech, kde jsou vyssi tlaky radové do
50 MPa a malé prutoky. Asi nejCetné&ji se pouzivaji v oblasti hydraulickych mechanismu i
servomechanism, kde se uzivaji Cerpadla Sroubova, zubova, lamelova, axialni nebo radialni
pistova a dalSi — obr 14.3 a obr. 14.4.
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Vnéjsi ozubeni. Vnitini ozubeni.

.92,

Sroubovy H.G. Zubovy H.G. Lamelovy H.G.

Obr. 14.3 Neéktera vybrana objemova Cerpadla

Naklonéna deska -

3 " Naklonény
L blok

Radilni pistovy H.G. Axialni pistovy H.G.
Obr. 14.4 Schéma radialnich a axialnich pistovych Cerpadel

Dalsi velmi rozsahlé je uziti objemovych cerpadel v chemickém pramyslu, pfi konstrukci
hydraulickych lis, v hornictvi pro ¢erpani emulzi, pfi hlubinném vrtani atd. Zde se Casto
pouzivaji Cerpadla pistova nebo plunzrova, obr. 14.5 uvadi fez plunzrovym, pistovym,
membranovym a hadicovym c&erpadlem.

Membranové ¢erpadlo

Obr. 14.5 Cerpadlo pistové, plunzrové, membranové a hadicové

V oblasti mediciny pfi transplantacich, nebo dialyze se pouZivaji ¢erpadla hadicova také
nazyvana peristalticka.
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14.2. Cerpadla odstfediva — hydrodynamicka

U téchto Cerpadel probiha pfeména mechanické energie na energii tlakovou
zprostfedkované pfes zménu kinetické energie. Hnacim motorem je dodavana mechanicka
prace — energie obéZnému kolu, kde se pfeméni na hydraulickou energii kinetickou, ktera se
pak ve spirdle nebo v rozvadécim kole dale pfeméni na hydraulickou energii tlakovou. Ze
spiraly Ci rozvadéciho kola odchazi kapalina s nezbytnou rychlosti a s pfevazujici energii
tlakovou do potrubniho systému.Tato dvoji pfeména ma za nasledek sniZzeni celkové
ucinnosti hydrodynamickych Cerpadel v porovnani s ¢erpadly hydrostatickymi. Tato kapalina
u hydrodynamickych &erpadel protéka spojité v nepretrzitém proudu. Cerpadla pracuji
s vétSim poctem otacek, maji proto mendi rozméry i hmotnost a jsou proto i cenové
vyhodnéjsi, zvladaji i velké pritoky

Radialni Diagonalni Vrtulové

Obr 14.6 Hydrodynamicka Cerpadla
Hydrodynamicka Cerpadla podle sméru proudéni kapaliny v kanalech obézného kola
déli na tfi skupiny - obr. 7.6 :

- Cerpadlo radialni — kapalina do obé&zného kola tohoto Cerpadla vstupuje axialné
(rovnhobézné s osou Cerpadla) a vystupuje z obézného kola radialné (kolmo na osu
rotace),

- Cerpadlo diagonalni — kapalina vstupuje do obézného kola axialné a vystupuje
diagonalné (Sikmo k ose rotace)

- Cerpadla axialni — vrtulova - kapalina vstupuje a vystupuje z obézného kola ¢erpadla
axialné.

PresnéjSim méfitkem rozdéleni Cerpadel jsou jejich mérné otacky, o kterych je pojednano
v dalSim textu.

14.2.1. Bernoulliho rovnice pro rotujici kanal

po |
L\
{ U
| 2
i v, ro ;
L N2
o~ < [
~ ' N /
= —"l— L. |9 / Vv, | <=
r re a =
u=0 he—=2

’ u17¢
fo%*ﬁ .
=\

Obr. 14.7 Rotujici kanal
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PFi pratoku kapaliny kanalem, ktery se pohybuje, se zméni energie kapaliny, nebot na ni
vedle tihy pusobi i sily od pohybu kanalu. Napf. pfi rovhomérné rotaci (a): konst) okolo
svislé osy plsobi v kazdém bodé rotujiciho kanalu na kapalinu gravitacni a odstfedivé
zrychleni - obr. 14.7.
Prace, kterou odstfediva sila vykona pfi proudéni kapaliny, ma vliv na jeji energii. Bernoulliho
rovnice jak byla dfive odvozena v obecném tvaru — rov. (7.19)
2

VP y- konst,

2 p
zahrnuje v potencialu U praci vSech objemovych sil, které pasobi na proudici kapalinu, tedy
i odstfedivé sily pfi rotaci kanalu. Na ¢astici kapaliny v rotujici proudové trubici plisobi slozky
zrychleni

a =re’; a,=-g; a,=0.
Pro pfirlstek potencialu byla odvozena rovnice (3.11)

du = (axdx +a,dy + azdy) ,
potom pro svislou osu rotace s vyuzitim vySe uvedenych rovnic se urci potencial integraci

a)2r 2

+konst .

U =[du :j(axdx+aydy):—gjdy+a)2J'rdr =—gh+

Dosazenim do obecné Bernoulliho rovnice se dostane pro rotujici kanal nasledujici rovnice

2 2
E+V—+gh—u—:konst. (14.4)

p 2 2

Rychlost Vv je relativni rychlost kapaliny, jiz proudi v rotujicim kanale vzhledem k jeho sténég,
rychlost U je obvodova, neboli unasiva rychlost v uvazovaném misté rotujiciho kanalu.
Ostatni veli€iny jsou stejné jako v zakladni Bernoulliho rovnici.

PFi odstfedivém pritoku rotujicim kanalem se unasiva rychlost u zvétSuje a energie
kapaliny se zvySuje. Tak je tomu napf. v odstfedivych Cerpadlech. Obdobné pfi dostfedivém
pritoku unasiva rychlost se zmensuje a energie kapaliny se snizuje. To je pfipad vodnich
turbin (napf. Francisovych).

Prihlizi-li se k hydraulickym odporim pfi ustaleném proudéni skute¢ni kapaliny
rotujicim kandalem, plati pro dva prufezy jedné a téz proudové trubice Bernoulliho rovnice

2 2 2 2
Pp Vi u P  Vy U
24l gh -2 ="2+"24gh,——2+gh,. 14.5

14.2.2. Pracovni rovnice ¢erpadla — Eulerova rovnice

Na obr. 14.8 je uvedeno schéma odstfedivého cerpadla s radialnim obéznym kolem.
Cerpadlo nasava kapalinu ze saci nadrze, kde je tlak po . Sacim potrubim proudi kapalina
do obézného kola, toto se otaci a vystupujici kapalina z obézného kola vstupuje do difuzoru,
zde se snizuje rychlost a zvySuje podle Bernoulliho rovnice tlak. Z difuzoru (nebo spiraly)
proudi tekutina vytlatnym potrubim do vytlaéné nadrze, ve které je tlak p, . Protoze
v systému je rotujici obé&zné kolo, pro odvozeni pracovni rovnice Cerpadla musime
postupovat tak, Zze napiSeme Bernouliho rovnice postupné pro saci potrubi, rotujici kanal,
difusor a nakonec pro vytlaéné potrubi. Jejich seCtenim a Upravou ziskame vzpominanou
pracovni rovnici ¢erpadla.

PFi odvozeni rovnice pro Cerpadlo je oznaceni rychlosti nasledujici:

v — relativni rychlost proudéni tekutiny vzhledem ke sténé kanalu,

u — obvodova nebo unasiva rychlost zpusobena rotaci kanalu nebo obézného kola,

¢ — absolutni rychlost, tato rychlost je vektorovym souc¢tem rychlosti ,v* a ,u“
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Vstupni trojuhelnik

3 €~V
. /jﬁ 1

[C1y) Uy

Cou uz

J— P

Obr. 14.8 Odstiedivé Cerpadlo

Saci potrubi - Bernoulliho rovnice pro saci potrubi — usek 0,1, psana pro hladinu ve spodni
nadrzi a vstup do ob&zného kola je
2

&:&+ghs +C—1+ghZS :
p P 2
V rovnici jsou tyto veli€iny: hs je geodeticka saci vySka, h,s jsou hydraulické odpory
v sacim potrubi Cerpadla, p, tlak na hladinu v saci nadrzi. Veli¢iny oznacené indexem 1 se
vztahuji na vstup do obézného kola ¢erpadla.
Obézné kolo - zde plati Bernoulliho rovnice pro rotujici kanal — usek 1, 2, ktera je pro
vstupni a vystupni prarez

p, vZ u? p, vi u?

_1+_1__1:_2+_2__2+th0 )

p 2 2 p 2 2
Rychlosti vy ,v» jsou relativni, ug, u; jsou rychlosti unasivé (obvodové), index 1 znaci vstup
do obézného kola, index 2 vystup z obézného kola. Ztratova vySka h,, zahrnuje ztraty
spojené s pritokem kapaliny obéznym kolem (hydraulické). Mezi rychlostmi absolutni,
relativni a unasivou plati pro vstup i vystup z obézného kola vztah ¢ =v+u. Absolutni
rychlosti ¢, vystupuje kapalina z obézného kola a vstupuje do difuzoru, kde se kineticka
energie méni v tlakovou. Protoze pramér obézného kola je obvykle znaéné mensi nez vyska
h, , vySka mezi body 1-2 u obézného kole se zanedbava.
Difusor - pro difuzor (nebo spiralu) jako stojici kanal plati Bernoulliho rovnice psana pro
vstupni a vystupni prafez — usek 2,3.

&+£=&+§+ghzd .

p 2 p 2
Ztraty tfenim v difuzoru v€etné vstupnich a vystupnich mistnich ztrat jsou zahrnuty ztratovou
vySkou v difuzoru h,y. Rychlost c; atlak ps jsou shodné s tlakem a rychlosti ve vytlatném
hrdle Cerpadla, na které je pfipojeno vytlaCné potrubi nadrze. Ze stejnych ddvodu jako u
obézného kola se zanedbava vySka mezi body 2-3 u difuzoru.
Vytlaéné potrubi - Bernoulliho rovnice pro vytlatné potrubi — usek 3-V

2
Ps . C3 _P
_3+_3:_v+gh\/ +ghzv
p 2 p
Celkové ztraty ve vytlatném potrubi jsou vyjadieny ztratovou vyskou h,,. Veli€iny oznatené
indexem ,v* se vztahuji na vytlacnou nadrz.
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Sectenim vSech Ctyf rovnic se dostane rovnice pro teoretickou mérnou energii Cerpadla

Yt :g(hs+hv)+%+g(hzs+hzv+hzo+hzd):

(14.6)
1

= E(ug —uZ-vZ4vi+c? —Cf)
Vedle méré energie se v Cerpaci technice také pouziva veli€ina dopravni vySka, obé tyto
veliiny jsou vazany vztahem

Y, =0.H, .
S pfihlédnutim k poslednim dvéma rovnicim je teoreticka dopravni vysSka Cerpadla

H, :ﬁz(hs +h\/)+u+(hzs+hzv +h20+h2d):
g £-9

(14.7)

1
=2—(u§ —uZ-vZ4+vi+c? —Cf)
g

Mérna energie Y. predstavuje energii, ktera je pfedana v cerpadle kazdému 1 kg hmotnosti
kapaliny. Cast této energie se spotfebuje v obézném kole a difuzoru Cerpadla

g(hzo + hzd ) = ghzé'
coz pfedstavuje hydraulické odpory erpadla.
Skute€na mérna energie Cerpadla Y4 nebo dopravni vyska je o tyto ztraty mensi

Yd = Yt _ghzé = g(hs +hv)+u+g(hzs +hzv)= ng ) (148)
p

H, =H, —h, = (h, +hv)+pv—_gp°+(hzs +h,, +h, +h,,).
p.

Vedle skute€né mérné energie Y4 nebo skutecné dopravni vysky Hy se pouziva i dopravni
tlak pq, pro ktery plati

V rovnici pro skutenou mérnou energii Cerpadla Yy je zahrnuta energie potiebna na
- zvedani kapaliny g(hs +h, ),

- zvyeni tlakové energie P =P

Yo

- dopravu kapalin, ktera je spojena s pfekonanim hydraulickych odportl v sacim a vytlatném
potrubi g(h,s +h,, ).

Teoreticka mérna energie Y, jak vyplyva z odvozené rovnice (14.7), je dana rychlostnimi

pomeéry na vstupu a vystupu z obézného kola, tj. rychlostmi v,,v,,C;,C,, Uy, U, , které urCuji

rychlostni trojuhelniky na vstupu a vystupu z obézného kola — obr. 7.9.

VSTUP VYSTUP
cy 2 Ga V2
o, B, a, B,
Ciy le u, Cou u,

Obr. 14.9 Rychlostni trojuhelnik na vstupu a vystupu obézného kola

Kapalina se pohybuje v obézném kole relativni rychlosti ,v¢, ktera svira s unasivou rychlosti
,=u“ uhel B. Aby nedochazelo k razu, musi lopatky obézného kola mit smér relativni rychlosti.
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Uréuje tedy uhel B; a B, sklon lopatek na vstupu a vystupu z obézného kola Eerpadla.
Podobné uhly lopatek v difuzoru jsou dany smérem absolutnich rychlosti ¢, a c3, jimiz
proudi kapalina stojicim difuzorem. Podle kosinové véty plati pro vstupni rychlostni
trojuhelnik — obr. 14.9

vZ =u? +¢? —2u,c,cosy, ,
a podobné pro vystupni rychlostni trojuhelnik — obr. 14.9
V3 =u3 +¢3 —2u,c,cosa, .
Dosazenim obou téchto vyraz(i do rovnice (7.7) pro teoretickou mérnou energii Cerpadla Y;
1
Y, =§(u§ —uf —Vv3+Vvi+ch —cf) ,

se po upravé dostane
Y, = gH, = (U,C, COS@, —U,C, COS ) = UyCyy —UsCy, (14.10)

kde ¢, =C;.COS¢;, C,, =C,.COS,
Rychlosti c,, a C,, jsou slozky absolutni rychlosti ,c“ promitnuté do sméru unasivé
rychlosti ,u“. Pro skutenou mérnou energii Fq plati vyrazy

Yq =gHq =n,9H, =n;, (uzczu —UCy, ) (14.11)

kde n, je hydraulicka ucinnost Cerpadla.
Toto je Eulerova Cerpadlova rovnice

Obr. 14.10 Rychlostni trojuhelnik na vstupu — kolmy vstup
Je-li uhel o =90° tzv. kolmy vstup — obr 14.10, coZ se v praxi ¢asto pouZiva, potom
pfedchazejici rovnice se zjednodusi
Y4 =774Uy.Cyp - (14.12)
Podobnym zpusobem Ize popsat i pritok vodni turbinou, ktera v porovnani
s Cerpadlem vodé energii odebira. Teoretickd mérna energie vodni turbiny je vyjadiena

rovnici

1
Y, =§(u12—u§ —v? +v§+cf—c§), (14.13)

po dosazeni z rychlostnich trojuhelnikd na vstupu a vystupu z obézného kola se dostane

coz je Eulerova turbinova rovnice.

14.2.3. Uginnost a pfikon éerpadla
U odstfedivych Cerpadel pfi pfeméné kinetické energie na tlakovou vznikaji ztraty:
- hydraulicke,

- objemové,
- mechanickeé.
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Hydraulické ztraty — v kanalech odstfedivého Cerpadla od saciho az k vytlatnému hrdlu
neproudi kapalina po jednoduché draze, ale dochazi ke zméné sméru i velikosti rychlosti.
Kromé toho Cast proudici kapaliny rotuje, coz také pfispiva k velikosti hydraulickych ztrat.
Mezi hydraulické ztraty pocitame pfedevSim ztraty tfenim, ztraty zménou prifezu i zménou
sméru proudu, turbulenci a vifeni kapaliny v kanalech Cerpadla.
Hydraulickou u€innost mizeme definovat
H g.H
Th =1~ ,

H, u,.Cy,
kde H — dosazena dopravni vyska

H; — teoreticka dopravni vyska

Ztraty objemové - vznikaji zpétnym unikanim Cerpané kapaliny z vytlaku ¢erpadla do sani,
v dUsledku netésnosti tésnicich prstenct obézného kola — obr. 14.11A.

Obr. 14.11 Vznik objemovych ztrat a tvar t&snici spary u odstfedivého Cerpadla

Obéznym kolem protéka vétsi pritok (Q + q) nez je prutok, ktery dodava Cerpadlo do
vytlaéného potrubi. Objemovou uc¢innost mizeme definovat zlomkem

Q

“Q+q’
kde Q — objemovy prutok dodavany ¢erpadlem

g - zpétny pratok z vytlaku ¢erpadla do jeho sani, tento byva 5 az 10 % pritoku Q.
Zpétny pratok mazeme stanovit ze znamé rovnice

\ P

kde p - vytokovy soucinitel - y=0,2 az 0,6 dle konstrukce spary

S - pfi¢ny prlfez spary

Ap - tlakovy spad ve spare
Velikost objemovych ztrat se snizuje s rostouci velikosti mérnych otacek ny . Néktera
provedeni tésnici spary jsou na obr. 14.11B.
Ztraty mechanické — vznikaji tfenim hfidele v ucpavkach a loziskach, ve spojkach a také
tfenim diskovym, tj. tfenim boc€nich stén Cerpadla a obézného kola o kapalinu v télese
Cerpadla. Mechanicka ucinnost byva nn, = 0,8 az 0,94 podle kvality provedeni a velikosti
Cerpadla. Celkova ucinnost je pomér teoretického a efektivniho vykonu, z ¢ehoz plyne, zZe
ucinnost je souc¢inem jednotlivych dil€ich ucinnosti

o

P
e =5 =T/l - (14.15)
Pef
Tato ucinnost se obvykle stanovuje meéfenim, vypoCty davaji velkou nejistotu (chybu).
Ucinnost objemovych Cerpadel byva vyrazné vétsi nez u Cerpadel odstredivych.

Podle Erharta je celkova ucinnost zavisla na mérnych otackach a pratoku — obr.14.12.
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Obr. 14.12 Dosazitelna ucinnost odstfedivych Cerpadel
Pfikon Cerpadla je dan rovnici
g.Hy. I Yy.
p_P9HQ _PiQ _pYsQ (14.16)
Us Ul Us
> Q = 1545 lfs
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Ztrata trenim kotouce

B
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v [o.sekw=14.s%

Ztrata tésnicimi sparami
0,26 kW=7 %

Obr. 14.13 Rozdéleni ztrat v Cerpadle

ta v loziskach a ucpavkach
,22 KW =6 %

Nazorné podle Nechleby ukazuje rozdéleni ztrat v odstfedivém Cerpadle obr 14.13.

14.2.4. Charakteristiky ¢erpadla

Charakteristikou Cerpadla nazyvame zavislost dopravni vysky Hy4, nebo dopravniho
tlaku pq , nebo mérné energie Y4 na objemovém pratoku Q pfi stalych otaCkach cerpadia.

Pro kapalinu idealni za pfedpokladu nekone¢ného poctu tenkych lopatek je charakteristikou
Cerpadla pfimka, jeji sklon zavisi na vystupnim uhlu 3, - obr. 14.14.
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Obr. 14.14 Teoreticka a skuteCna charakteristika radialniho hydrodynamického Cerpadla
Pro kapalinu ideélni a pro obé&zné kolo s koneCnym poétem lopatek se zanedbatelnou

tlouStkou dostavame menSi teoretickou dopravni vySku, protoZze se zménil rychlostni
trojuhelnik na vystupu z obézného kola - obr. 14.15

Nekqneény pocet Kone¢ny pocet
tenkych Iopa!ek‘ tenkych lopatek
B

Obr. 14.15 Vystupni rychlostni trojuhelnik Obr 14.16 Pruabéh rychlosti a tlaku v kanale
obézného kola
a) nekonecny pocet lopatek
b) koneény pocet lopatek

Teoreticka dopravni vySka je menSi v dusledku kone&ného rozméru kanalu.
V jednotlivych elementarnich vlaknech se nastavuji rlzné tlaky a relativni rychlosti -
obr. 14.16 Na lopatce se vytvafi tzv. pfetlakova a podtlakova strana. Vysledkem je, Ze se
zmenSi slozka rychlosti c,, . Skute€na dopravni vy8ka Hy je vzdy mensSi nez vyska
teoreticka H; .

Pfiblizny tvar skuteCné charakteristiky Cerpadla se da vypocitat z prubéhu
hydraulickych ztrat v €erpadle. Ztraty jsou tvofeny hlavné tfenim, ohybem proudu a také
zménou prufezu. Tyto ztraty jsou umérné druhé mocniné rychlosti nebo pritoku a na
obr. 14.14 jsou vyznaceny parabolou ,O“.

Dalsi ztraty vznikaji razem vodniho proudu, kdyZ neni dodrzen smér vtoku proudu ve
shodé se vtokovymi Uhly lopatek. Tyto ztraty jsou tim vétsi, ¢im vice se bude liSit pratok
v Cerpadle Q od prutoku jmenovitého Q. , pro ktery byly stanoveny uhly lopatek. Tyto ztraty
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se daji rovnéz aproximovat parabolou a na obr. 7.14 je to parabola oznacena , P“. Po

odecteni paraboly ,0“ a ,P“ od pfimky L H" dostaneme charakteristiku Cerpadla ,H"
2

V pocatecnim bodé ,M“ skuteCna charakteristika ,H“ ma velikost pfiblizné H; = ;—2 ,
9

protoze pfi nulovém pritoku se voda otaci s obéznym kolem a ma kinetickou energii

umérnou rychlostni vySce.

Skute€na charakteristika odstfediveho Cerpadla se stanovi zpravidla méfenim na
zkuSebné vyrobniho zavodu - obr 14.17.

provozni bod

H.Y | \ char. potrubi
: char. cerpadia
‘ |
h#+h,

r |

0 | Q
P, m, Ah |

P
n | AR

|
|
|

0 Q

Obr. 14.17 Skutecna charakteristika odstfedivého radialniho Cerpadila

Charakteristika byva dopInéna kfivkou pfikonu P — Q, celkové ucinnosti n - Q a nékdy také
kavitacni vySkou Ah - Q. Kdyz se do grafu charakteristiky Cerpadla nakresli i charakteristika
potrubi, coz je parabola, ziska se prutok dodavany ¢erpadlem v provoznim bodé i velikosti
ostatnich veli€in ¢erpadla — H, P, n, Ah. Snahou provozovatele Cerpadla musi byt skute¢nost,
aby provozni bod lezel v oblasti maximalni celkové uc€innosti.

14.2.5. Mérné otacky

V souvislosti s podobnosti Cerpadel se zavadi pojem mérné otacky, tyto oznaduiji
pocet otacek, které by mélo Cerpadlo geometricky podobné danému pfi jednotkovém prutoku
Q =1m®*s adopravni vy$ce H=1m.

Predpokladejme, Ze v Cerpadle z hlediska podobnosti jsou rozhodujici sily a to sila
setrvacna — F , sila tlakova — F, , sila tihova — F4 , sila tfeci — F; a sila impulsni — Fy, .
Z téchto sil se daji sestavit Ctyfi podobnostni kritéria ( Cisla) a sice Eulerovo — Eu, Froudovo
— Fr, Reynoldsovo — Re a Strouhalovo — Sh. Podrobnosti uvadi kap. 9. Spinéni vSech
podobnostnich Cisel neni realné, proto budeme prfedpokladat, Zze dominantni jsou
podobnostni €isla Froudovo ( definuje dynamickou podobnost) a Strouhalovo ( které definuje
kinematickou podobnost).

Tato dvé podobnostni Cisla uvedeme do vztahu s parametry hydraulickych stroju —
pratok Q, dopravni vy8ka H nebo mérnou energii Y. Vyjdeme z definice Strouhalova Cisla

sh=St
X
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kde za charakteristicky délkovy rozmér x dosadime prumér obéZného kola D, misto ¢asu t
dosadime otadky n (s™), nebo za obé veli¢iny dosadime obvodovou rychlost ob&zného kola
u =~ n.D . Za téchto pfedpokladl je Strouhalovo €islo

sh="S
u

toto udava umérnost absolutnich rychlosti a unasivych rychlosti v rychlostnich trojuhelnicich
obéznych kol ¢erpadel nebo vodnich turbin.
Je-li Froudovo Cislo definovano vztahem

C
Fr=—— = c¢=FrygH,,
Jg.H

po upravé dostaneme

Sh:Fr. g.H :Fr.\/v’
u u

odkud obvodova rychlost

u_Fr.\/V

Sh
U geometricky podobnych hydrodynamickych stroji souvisi primér obézného kola D
s prutokem Q

Q~D2c=D%FriY ,
odkud pro prumér obézného kola D

0= %

Tento vyraz dosadime do rovnice (14.17) a obdrzime

~nD . (14.17)

Fray Q
=n. :
Sh FraYy
odkud pro otacky hydrodynamického stroje ( otaéky maji rozmér s™*)
ErL5 y 075
~ Sh Q%
Ma-li hydrodynamicky stroj hlavni parametry Q =1 m%s a Y =1 J/kg , potom
Z pfedchazejici rovnice obdrzime

5
. Frt

(14.18)

ng = sh). 14.19
= (s7) ( )
Délime-li tuto rovnici rovnici (7.18) , potom pro mérné otacky plati
. n.QO,S L
nq =075 ( S ) . (1420)

V této rovnici se kritéria Fr a Sh kratila, ponévadz se predpoklada hydrodynamicka
podobnost mezi hydrodynamickym strojem s otackami n’y a mezi hydrodynamickym strojem
s otackami n, pak musi platit, Ze podobnostni kritérium Fr = konst. a Sh = konst.

Ve starSi literatufe, kde byla uZita technicka soustava jednotek, pak mezi mérnymi
otaékami n, a ng plati

n, =3333.n; (min™).

Puvodni definice mémych otaCek zavedenych u vodnich turbin s oznatenim ns se
vztahovala k jednotkovému vykonu turbiny 1 ks (koriska sila) a spadu H = 1 m, potom
pfepoctovy vztah je
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ng =3,65.n, :1200.n; (min™).
U objemovych hydrostatickych stroji pro mérné otacky plati rovnice

05 15

; - r].((?75 - - 075 il : (14.21)
Y™ Sh.Eu™ Sh

Pfi odvozeni byla pouzita zavislost Eu = Fr 2.

Tento vyraz je totoZzny srovnici (7.19), to tedy

hydrodynamické stroje maji spole¢ny zaklad &innosti.

n

znamenda, Ze hydrostatické stroje a

n : sws Vystupni ces G g
n: Profil obézného kola rychlostni trojihelnik Charakteristika a pribéh prikonu
P > Hip P~ 130
- 100
35-100 80 —"_ "
10 - 27 :
0 100 170 Q
N — 110
HIP P 100
100 - 200 138’ H
27 - 55
0 100 165 Q
N p 100
c, v, H|P ~— 80
e 100
200 - 300 cul 1 o > "
55 - 82 U, ‘
0 100 155 Q
nlp
C, Vo e P
300 - 550 - R
Coi | | 100 K 70
82 -150 U, 60
0 100 140 Q
nlp
Cz V2
P
500 - 1200 Cau —- 100
65
150 - 330 Uz 45
0 100 130 Q

Obr.14.18 Zména tvaru obézného kola a charakteristiky hydrodynamickych Cerpadel

Mérné otacky vazou obé zakladni pfemény energie a to dynamickou (kinetickou)
v kritériu Fr nebo Eu a kinematickou Cast energie v kritériu Sh. Je nutné pfipomenout, ze
meérné otadCky neobsahuji vliv viskozity (Re — kritérium), ktera se projevi ve formé
hydraulickych ztrat. Z tohoto divodu uc€innost modelu neni stejna jako ucinnost dila.

Mérné otacky maji vyznamny vliv na tvar obézného kola i na charakteristiku ¢erpadla
—obr.14.18.
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14.2.6. Regulace pratoku u ¢erpadel

Tento problém je vtechnické praxi velmi Casty a dullezity. Provozni bod dany
charakteristikou Cerpadla a charakteristikou potrubi nemusi vzdy spliovat podminku, Ze
pratok v Cerpadle je stejny jako pratok poZadovany. Proto se u Cerpadel musi provadét
regulace pratoku, tato se obvykle provadi nasledujicim zpisobem:

Regulace zménou otacek cerpadla - zménime-li otacky z pavodnich ,n;“ na ,n,", potom
se zmeéni i obvodova rychlost a v jejim dasledku i charakteristika ¢erpadla - obr. 14.19.

[ Charakteristka eerpada | Q
Charakteristika terpadia o e j
L YH e [ et 3 /
S\ Rychlostni trojuhelnik P §
. 2 1
u, ‘ I
K: u, = 1
n1 VAN = Pz
e
/l % c
4 cm: Cv’n.‘ .
i | K Bs .
2l (ot |
'5 | Ca
2 | @a/rakteristika potrubi o
1 QZ O1 Qz Q1
0 Q 0 Q
Obr. 14.19 Zména charakteristiky Cerpadla Obr. 14.20 Regulace odstfedivého
pfi zméné otacek Cerpadla Skrcenim

Pro pomér obvodovych rychlosti plati
U _M_ G
u2 r]2 CZu
Pro pomér pritoku a otacek plati
n
Q_nm (14.22)
Q n

Dopravni vySka a otacky budou v poméru
2
() (14.23)
H2
Pomér pfikonu a otacek je
3
A, (14.24)
P, n,
a pomér krouticiho momentu a otacek
2
My z[ﬁj _ (14.25)
M Ny

Toto jsou tzv. afinni vztahy, pomoci kterych se daji s jistou pfesnosti prepocitat zakladni
parametry Cerpadla pfi zméné otacek.

Regulace priatoku Skrcenim — tato regulace pfedpoklada, Zze na vytlaku cerpadla je
regulacni armatura (obvykle Soupatko), pomoci kterého se da zménit charakteristika potrubi,
a tim dojde ke zméné prutoku. Tato regulace je velmi jednoducha, proto se Casto pouziva, je
v8ak energeticky nevyhodna, jeji pouziti se prakticky omezuje pouze na malé vykony
Cerpadel. Obr. 14.20 nazorné ukazuje tuto regulaci.

Regulace obtokem — pfi této regulaci se pfepousti ¢ast Cerpaného pratoku z vytlaéného
potrubi zpét do saci nadrze. Tento zplsob neni Casto pouzivan hlavné z energetickych
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divodd, je vS8ak vhodny pro odstrafiovani nestabilni prace cerpadla v labilni Casti
charakteristiky napf. u vrtulovych Cerpadel — obr. 14.21.

(@) 2
\-' Charakteristika Gerpadia
H.Y Y(Q) HY ——
A /\',/ )
——— Y(@.+ Q) <
D1
Y(Q)
Q. Q,
Q;
» Q1
0 Q Q
Obr. 14.21 Regulace pritoku ¢erpadla obtokem Obr. 14.22 Zména pratoku zmensenim

priméru obézného kola

Regulace prutoku zménou praméru obézného kola — obézné kolo odstfedivého Cerpadla
se obvykle vyrabi s max. primérem. Ma-li Cerpadlo s timto kolem velky pratok, potom se u
obézného kola soustruzenim jeho prGmér snizi tak, aby splfioval podminku pozadovaného
pritoku - obr. 14.22 pfi n = konst. Tato Uprava se vSak da provést pouze jedenkrat pred
smontovanim ¢erpadla.

Pro pomér primért obézného kola a parametry ¢erpadla plati rovnice

2 3
b _Q (&J _H (&] R (14.26)

Regulace nataéenim lopatek obézného kola — tato regulace se uziva u axialnich ¢erpadel.
Da se feSit jako plynula nebo skokové. Jedna se o velmi ekonomickou regulaci, kdy je
mozno pracovat vzdy s maximalné dosazitelnou ucinnosti — obr. 14.23.

[ Charaerista terpada |
H " Y ;,_1;1./ =
HY
(x'!
//
1 —— ‘ﬁ Q=Q2
Charakteristika potrubi | .
% C1=C2
>- | Q1+ Q2 \\‘:":1' S
| Q |Q | [Charsteristia cerpada |
0 Q 0 Q
Obr. 14.23 Regulace pratoku u ¢erpadla Obr. 14.24 Paralelni fazeni dvou Cerpadel
natacenim lopatek ob&zného kola se stejnou charakteristikou

14.2.7. Razeni éerpadel
a) paralelni spoluprace Cerpadel
Prakticky se daji paralelné fadit odstfediva €erpadla s rozdilnou charakteristikou, nej¢astéji

jsou vSak fazena paralelné Cerpadla s charakteristikou stejnou. Vysledna charakteristika se
ziska tak, ze se sectou jednotlivé charakteristiky podle pratoku — obr. 14.24.
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b) sériova spoluprace Cerpadel

| zde plati, ze se daji sériové fadit Cerpadla s rozdilnou charakteristikou, nejcastéji se vSak
fadi Cerpadla s charakteristikou stejnou. Vysledna charakteristika se ziska soucétem
dopravnich vySek (mérnych energii) — obr. 14.25 .

C1 C2 c 2 2 2
Charakteristika cerpadlia
Charakteristika potrubi P
H,Y H,Y
~

Charakteristika.
Charakteristika = _potrubi

objemového

R cerpadia
N"' C,
| Charakteristika cerpadia
P
—_— |
v o B s
>‘_‘§ n . cerpadia
5 H S
: -
0 Q 0 Q
Obr.14.25 Sériové Fazeni dvou Cerpadel Obr.14.26 Sériové Fazeni odstfedivého
se stejnou charakteristikou a objemového Cerpadla

C) sériové fazeni odstifedivého a objemového Cerpadla

Obecné plati, ze se daji fadit razné typy Cerpadel, a to jako sériové tak i paralelné.
V technickych aplikacich se vSak vSechny mozné kombinace nepouzivaji, Casto se vSak fadi
sériové Cerpadlo objemové a odstfedivé. Toto FfeSeni se pouziva v pfipadé, kdy objemové
Cerpadlo ma Spatnou saci schopnost napf. v disledku vysokych otaéek. Potom odstiedivé
Cerpadlo slouzi jako podavaci, feSeni uvadi obr. 14.26. Pokud mérna energie odstfedivého
Cerpadla je vyrazné mensi nez Cerpadla objemového, coz byva prakticky vzdy spinéno,
potom vysledna charakteristika takto sériové fazenych Cerpadel je prakticky totozna
s charakteristikou objemového Cerpadla.

14.2.8. Saci schopnost a kavitace v ¢erpadlech

Pro saci potrubi Cerpadla podle obr. 14.27 napiSeme Bernoulliho rovnici mezi
hladinou v saci nadrzi a sacim hrdlem (pfirubou) ¢erpadla

2
&:&+C—S+g(hs +hzs).
p p 2

Kapalina u hydrodynamického Cerpadla nejdfive vstupuje do saciho hrdla a pak proudi
k lopatkam obézného kola. Tlak pfed vstupem do obézného kola bude mensi o ztratu Ap

pl:pS_Ap 1

kde p; - tlak na vstupni hrané lopatky obézného kola,
ps - tlak v misté saciho hrdla, zde se u realnych Cerpadel da tlak zméfit.
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Obr. 14.27 Schéma saciho potrubi u odstfedivého Cerpadla

Poklesne-li tlak p; na hodnotu tlaku nasycenych par p, dochazi k odpafovani kapaliny a
vznikaji parni bublinky. Tyto jsou okolni proudici kapalinou unaseny déle do Cerpadla do
oblasti vy8Siho tlaku, zde parni bublinky nahle zanikaji. KdyZz zanik bublinky je v blizkosti
povrchu soucasti ¢erpadla (napf. lopatky obézného kola), potom do zaniklé bublinky proudi
voda vysokou rychlosti, coz vyvola stoupnuti tlaku (totalni hydraulicky raz) a v jeho dlsledku
dojde v materialu Cerpadla k jeho namahani, které nakonec vede az k jeho poSkozeni. Tento
jev se nazyva kavitace, pfi které vedle poSkozeni materialu vznikaji i zvukové efekty.

Méfitkem vzniku kavitace je kavitaCni deprese Ay, ktera plyne z Bernoulliho rovnice
psané pro hladinu v saci nadrzi ( index 0) a vstup do obézného kola (index 1)

Po _ pl+Ap+2$+g(h +h, )

L PP
oznac¢ime
Ay = [Ap Cs ] |
p 2

potom se Bernoulliho rovnice upravi
Po _ IOl+Ay+g(h +h,) . (14.27)
p P

“

Aby v Cerpadle nevznikla kavitace, potom tlak v bodé ,1
nasycenych par p, , musi platit nerovnost

P2 P, -
Tlak nasycenych par je u kapalin zavisly na teploté, pro vodu Ize jeho velikost zjistit z parnich
tabulek.

Definujme kritickou hodnotu kavitacni deprese Ay,,;;, potom rovnice (14.27) se upravi

nesmi klesnout pod tlak

& P
== _O_Aykrit _g(hs + hzs) )
pL P
odkud pro kritickou saci vysku
Po—Pn AVt h
£9 g
Veli€ina Ayt se také nazyva ,Cista saci mérna energie®, dynamicka deprese, nebo kavitaéni
rezerva, v anglické literatufe ,Net positive suction head — NPSH".

hskrit = zs - (14.28)
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Pro dovolenou saci vy8ku podle pfedchazejicich uvah plati
hs.dov Spo_pn_Aydov _hzs_&_&_Ah -h

P9 g p P
k AydOv

(14.29)

dov zs

kde zlome = Ahy,, je dovolena kavitaéni vyska.
Energeticka rezerva je v sacim kanale nutna ke kryti hydrodynamickych ztrat v pfivodnich
kanalech Cerpadla a ztrat na vstupu do obézného kola. Pfi bez kavitacnim provozu Cerpadla

musi byt v misté ,1“ ohrozeném kavitaci tlak p, = p,,. Aby nedochazelo pfi provozu ke
kavitaci v ¢erpadle, voli se dovolené hodnoty kavitacni deprese
Ayp 2 115.AY i - (14.30)

Vypodtena saci vySka hs vyjde bud kladna, potom Cerpadlo kapalinu nasava a je
umisténo nad hladinou v saci nadrzi, nebo je hs zaporné, vtomto pfipadé je Cerpadlo
umisténo nize nez je hladina v saci nadrzi. Cerpadlo v tomto pfipad& pracuje s natokem,
takové pfipady se vyskytuji u kalovych Cerpadel a pfi Cerpani teplych nebo tékavych kapalin.

V Cerpadle provozovaném v kavitaCnim rezimu dochazi k poklesu mérné energie Y.
Pokles Y o 1% je smérodatny pro vyhodnocovani kritické kavitacni deprese. Nékdy se
kriticky stav urCuje podle poklesu u€innosti nebo vzristu pfikonu. Zména n nebo P vlivem
kavitace nebyva v8ak tak jednoznacna jako zména Y. Vykonové parametry Y, P, n reaguji na
kavitaci az tehdy, kdyz je v Cerpadle kavitaci zasazena cela vstupni hrana obézné lopatky.
Kavitace u Cerpadel je také provazena generovanim hluku do okoli. Na obr. 14.28 je obézné
kolo Cerpadla poskozené kavitaci.

Kavitace na
profilu - lopatce

Obr. 14.28 Obézné kolo Cerpadla poSkozené kavitaci

Pro konstrukci a aplikaci Cerpadel je vyznamna vnitini kavitaCni charakteristika (kavitacni
deprese Ay pii kritické hodnoté), definované podle CSN 11 0033 rovnici
2

AY it —Ps Cs P (14.31)
p 2 p
Hodnota Ay, je pfevySeni energie nasavané kapaliny na vstupnim hrdle ¢erpadla nad
Pn

velikosti tlakové energie nasycenych par Cerpané kapaliny a nazyva se Kkriticka

hodnota kavita¢ni deprese — obr. 7.29.

Ay
Ay =f(Q)

\/

Ay

krit

0 Q
Obr. 14.29 Zavislost mérné kavitaCni energie Ay = f(Q)
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Kavita¢ni deprese se zjistuje méfenim, podrobnéji o tom bude pojednano v kap. 14.2.10.
Kavitacni vlastnosti Cerpadel se v literatufe vyjadfuji zobecnénou bezrozmérnou
charakteristikou pomoci Tomova vnitfniho soucinitele o, ktery je definovan pomérem

A (14.32)
Y
Tento soucinitel zavisi na parametrech Cerpadla Q, n, H, ns , vliteratufe byva uvadén
empirickym vztahem
4

o=0yn3 ,
kde — gy je konstanta velikosti o, = (2,2 az 2,2).10*.

Kavitaéni opotfebeni (pitting) vznika v mistech zaniku kavitacnich bublin po urcité tzv.
inkubaéni dobé, ktera je zavisla na stadiu kavitace. U pocCatecni kavitace se nevytvafi
souvislé kaverny, naopak u rozvinuté kavitace se tvofi kaverny, které se u superkavitace
roz8ifi po celé délce lopatky (v celém prostoru). KavitaCni opotfebeni je charakterizovano
posSkozenim povrchu a oddélovanim ¢&astic materialu v oblasti zaniku kavitacnich dutin
(kaverny).

Kavita¢ni opotfebeni vznika v disledku nasledujicich u&inku :

a) mechanickych — pfi zaniku kavitanich bublin vznika tlakovy (hydraulicky ) raz, tento
je vétsi nez je mikropevnost materialu. Vznikaji proto v materialu trvalé deformace,
vnitini napéti, mikrotrhliny a inava materialu,

b) elektrickych,

c) tepelnych — dochazi k ohfevu povrchové vrstvy materialu, coz vyvola pnuti
v materialu jako dusledek tepelné dilatace.

V souCasné dobé& neni znam material, ktery je absolutné odolny proti kavitatnimu
opotiebeni.

Kavitace vznika hlavné u vodnich stroji jako jsou Cerpadla, turbiny nebo také lodni
Srouby. Kavitace byla poprvé pozorovana u anglického torpédoborce Daring v roce 1894.
Vznik kavitace v Cerpadle ovliviuji fyzikalni vlastnosti Cerpané kapaliny, tlak nasycenych par
a hydrodynamické vlastnosti kanal( ¢erpadel.

Kapalina se pohybuje od volné hladiny v saci nadrzi sacim potrubim az po vstup do
kanalll obézného kola. Pohyb se déje na uUkor potencialni energie, bez energetické ucasti
obéznych lopatek. Kavitace u Cerpadel vznika na vstupu do obézného kola, u vodnich turbin
naopak na vystupu z kola, proto se kavitace u erpadel projevuje vyraznéji.

14.2.9. Provozni stav ¢erpaciho systému

Cerpaci systém se sklada z erpadla a potrubniho fadu. Jsou li okrajové podminky
obou slozek stalé, je provoz systému v Case ustaleny, v opaéném pfipadé je neustaleny. U
Cerpadla zpUsobuje neustalenost provozu spousténi, zastavovani a fizeni a u potrubi zménu
polohy a tlaku hladiny kapaliny v nadrzich, popf. hydraulického odporu potrubi. Ustalenost
provozu rusi téz havarijni stavy ¢erpadla a potrubniho fadu.

Ustaleny provozni stav systému ve skuteénosti neexistuje. Charakteristické vlastnosti
riznych typl Cerpadel se pfi vsazeni Cerpadla do potrubniho fadu mohou zvyraznit
v kladném i zaporném smyslu. Typickou vlastnosti hydrodynamickych Cerpadel je mékka
charakteristika hlavnich parametri Q — Y. Opakem jsou Cerpadla hydrostaticka s konst.
geometrickym objemem, protoZze maji konstantni pratok bez ohledu na velikost mérné
energie, jejich charakteristika je naopak tvrda.

Parametry Cerpaciho systému Q a Y jsou uréeny rovnosti mérné energie Cerpadla
(jako zdroje ¢&i generatoru) a potrubniho fadu (jako spotfebice) — rov. (7.8). Graficky jsou tedy
provozni hodnoty Q a Y urCeny priseCikem charakteristiky Cerpadla a charakteristiky
potrubi, ur€ujicim provozni bod ,P“ Eerpaciho systému — obr.14.30.

Obvykle se pracuje s charakteristikou celého potrubniho fadu, tj. sériové seCtenymi cCastmi
saciho i vytlatného fadu. Vzajemny vztah charakteristiky potrubi a Cerpadla ur€uje stabilitu
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Obr. 14.30 Provozni bod &erpaciho Obr.14.31 Labilni provozni poméry
systému Cerpaciho systému

provozu Cerpadla v systému. Méjme Cerpadlo a potrubi s charakteristikou podle obr. 14.30,
kde je rovnovazny pracovni bod oznacen ,A“. Pfi nahodné poru$e (zméné prutoku) o
hodnotu +AQ se pfesune provozni bod do A’;. Energie potfebna pro Cerpani kapaliny je
dana hodnotou A’; na charakteristice potrubi. Okamzity nedostatek energie je tedy
-AY’ = - AY, -(-AY¢). Ten zplsobuje zpomaleni proudéni Cerpadlem az na prutok, pfi némz se
energie ¢erpadla rovna odporu potrubi. Provozni stav se tedy vraci do plvodniho bodu ,A",
provoz je tedy stabilni. Obdobné pfi zméné pratoku o -AQ, bod ,A” prejde do bodu A", a
cely systém ma tendenci se opét vratit do bodu ,A". | vtomto pfipadé je provoz stabilni. Je-li
provozni bod dan prisecikem ,B“, pak zména pritoku o +AQ ma vzdy snahu se vratit zpét
do bodu ,B*, proto i v tomto bodé je provoz systému vzdy stabilni.

Jestlize ma charakteristika potrubi a ¢erpadla podle obr. 14.31 priseciky dva, potom
v bodé ,A“ je provoz systému stabilni. V bodé ,C“ jsou vSak poméry nestabilni. Pfi zméné
pratoku o +AQ prejde mérna energie do bodu C’; na charakteristice potrubi. Okamzity rozdil
energie je AY'= AY's -AY', , pfi Cemz IAY ¢l - IAY "l ,vznika tedy pfebytek energie Cerpadla,
az provozni bod prejde do stabilniho bodu ,A".

Je-li naopak zména pritoku zaporna -AQ, potom bod ,C“ pfejde do bodu C"’,, rozdil
energie je AY''= -AY"'s +AY"",. Tento nedostatek energie Cerpadla vede k poklesu pratoku
az na jeho nulovou hodnotu, bod ,C* neni tedy stabilnim provoznim bodem. Nema-li potrubi
samocinnou zpétnou uzavéru (klapku), pfi Q = 0 nedojde k uzavfeni potrubi, nastane
v potrubnim fadu zpétny pritok samospadem. Otacejici se obézné kolo Cerpadla plsobi jako
hydraulicky odpor proti zpétnému pritoku. Z pfedchozi Uvahy jak jiz bylo feCeno vyplyva, ze
bod C nemuze byt stabilnim provoznim stavem.

Obecné je charakteristika Cerpadla zavisla na typu Cerpadla, tedy na mérnych

otackach — obr. 14.18. Cerpadla s niz§imi hodnotami mérnych otadek mohou mit
charakteristiku nestabilni, se zvétSovanim mérnych otalek se charakteristika stava
stabilné&jsi.

Obsah vzduch — obsahuje-li ¢erpana kapalina (voda) vzduch ve formé bublinek, potom
obsah vzduch ma nezanedbatelny vliv na charakteristiku Cerpadla. Vzduch v kapaliné snizuje
jeji hustotu, tim dochazi ke sniZzeni mérné energie, namérené vysledky jsou schématicky
uvedeny na obr. 14.32. Je-li obsah vzduchu cca 12 %, potom Cerpadlo takto provzdusnénou
vodu jiz neni schopno nasat a objemovy prutok klesa k nule
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Obr. 14.32 Vliv obsahu vzduch ve vodé Obr. 14.33 Vliv viskozity na parametry
na charakteristiku ¢erpadla Cerpadla

Vliv viskozity — s rostouci viskozitou Cerpané kapaliny se méni parametry Cerpadla Q, Y, P,
n, velikost zmény je dana velikosti Reynoldsova kritéria. S rostouci viskozitou kapaliny
vzristaji hydraulické ztraty v kanalech Cerpadla, ¢imz klesa mérna energie i hydraulicka
ucinnost Cerpadla. ZvySené tfeni diski obézného kola snizuje mechanickou Uc&innost a
zvySuje pfikon Cerpadla. Pfi pfepoltu charakteristiky Cerpadla se vychazi v naméfené
charakteristiky pfi Cerpani Cisté vody. Pro pfepoCet charakteristiky se pouzivaji korelacni
soucinitelé, které se stanovuji experimentalné. Schématicky je uveden vliv viskozity na
obr.14.33.

Spousténi cerpadel
a) uzavieny vytlak - radialni ¢erpadla s niz§imi mérnymi otackami, u nichz pfikon i moment
roste s rostoucim priitokem je vyhodné spoustét s uzavienym vytlakem.

P
\
] L \
0 G G, G G GG Q@ 0 Qo Q
Obr.14.34 Spousténi odstfedivého Cerpadla Obr. 7.35 Provozni body systému pfi
pfi uzavieném vytlaku spousténi s otevienym vytlakem

Zatézovanim Cerpadla oteviranim na vytlaku roste pratok z Q = 0 az na Qg . Postupné
otevirani uzavéru ( napf. Soupatka) je na obr. 14.34 naznaceno fadou charakteristik potrubi
.Ps az Py“. Spousténi Cerpadla za€ina s minimalnim pfikonem, ktery stejné jako pritok roste
az na hodnotu Qg , pfi Cemz otacky Cerpadla jsou konstantni.

b) otevieny vytlak - jedna se o pfipad, kdy ve vytlatném fadu neni pfi rozbéhu Cerpadla
uzaviena armatura, ale rozbihajici se ¢erpadlo zaéne Cerpat do vytlaku proti zpétné klapce, a
ta se uCinkem kapaliny samocinné otevira. Pfi rozbéhu Cerpadla dochazi k hydraulickému
zatéZzovani podle charakteristiky potrubi, a to pro charakteristiku potrubi Y = 0 ihned od n =0
- obr. 14.35. Pro potrubni fad, u néhoz je Y > 0 je Cerpany prutok stale nulovy az do
okamziku, kdy pfi otackach n je dosazeno, ze Y > Y — charakteristika C". Od tohoto
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okamziku s rostoucimi otackami Cerpadla roste i prutok, az do okamziku kdy nastane
ustaleny stav s pritokem Qo a no = konst.

Spousténi pfi otevieném vytlaku se pouziva pfi malych hodnotach Y , a to u
Cerpadel s vy$Simi mérnymi otackami, kde vykon roste s klesajicim pritokem - obr. 14.18.
Cerpadlo se spousti pouze zapnutim motoru. Pro jednoduchost manipulace se tento zptisob
spousténi pouziva i u menSich radiadlnich Cerpadel s malym pfikonem. Zabérovy proud u
elektromotoru je vétsi nez pfi spousténi s uzavienym vytlakem, ponévadz kromé pfikonu na
urychleni rotoru se pfrenasi i hydraulicky vykon. Elektromotory malych vykon( Ize snadno na
takové podminky dimenzovat. Pfi rychlém rozbéhu vyvola ¢asova zména pratoku nestability
v systému, které mohou ovlivnit fazi zatéZovani.

14.2.10. Vybrané konstrukéni €asti €erpadla

Razeni obé&znych kol — na obr. 14.36 je uvedeno nékolik variant fazeni ob&znych kol a to
sériové, paralelni, pfipadné sérioparalelni. Pokud je fazen sudy pocet obé&znych kol, potom
je optimalné vyvazena axialni sila na rotoru, axialni lozisko pak byva vyrazné mensi. Obézna
kola byvaji vétSinou stejna, pouze pfi Cerpani tékavych kapalin a kondenzatl par byva prvni
obézné kolo feSeno tak, aby mélo vysoké antikavitaCni vlastnosti.

QI2 &1‘4 Q/2 Q/2 P” P' - u4 ( ‘4 Q/2

Obr. 14.36 Varianty fazeni obéznych kol odstfedivych cerpadlel

Pokud je to mozné, fesi se pozadavky Cerpaci techniky nejjednoduss$im zpUsobem, {j.
realizuje se odstfedivé Cerpadla jako jednostupriové, protoze tato varianta je ekonomicky
nejvyhodnéjsi. Jednotlivé typy hydrodynamickych Cerpadel maji optimalni oblasti pouziti,
Cerpadla s radialnim obé&znym kolem maiji véts§i mérnou energii pfi mensich pritocich, u
axialnich ¢erpadel je tomu naopak.

Pfi konstantnich otackach a objemovém prutoku Ize pro dané obézné kolo pfifadit
jistou velikost mérné energie, jeji velikost zavisi od velikosti mérnych otacek, vysledky uvadi
obr. 14 37.
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Obr. 14.37 Mérna energie jednostupfiovych odstfedivych Cerpadel
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Sily na obézném kole €erpadla — nesymetrické hydrodynamické zatiZeni obé&Zného kola
vyvolava vznik sil, které na kolo plsobi, tyto sily maji radialni tak i axialni smér. Protoze
v pratoénych kanalech dochazi k pulsacim rychlosti a proto i tlaku , jsou hydrodynamické sily
pusobici na obézné kolo periodicky proménné. Periodi¢nost téchto sil je vazana na otacky
Cerpadla a také na interakci lopatkovych mfiZzi obézného i rozvadéciho kola. ¢asové zmény
téchto sil jsou pficinou vibraci a hluénosti Cerpadel.
P, L P
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Obr. 14.38 Vznik axialni sily u radialniho obé&zného kola

Ponévadz rozlozeni tlaku na obou discich obézného kola neni stejné — obr. 14.38,

vznika axialni sila, tato musi byt zachycena ve vhodném axialnim loZisku. Vhodnou volbou
tésnici spary a usporadanim obé&znych kol se tato sila da vyrazné snizit. Na obézném kole
vznika radialni sila také z ddvodu ohybu meridianové rychlosti z axialniho do radialniho
Sméru.
Ucpavky hiidele — u kazdého cCerpadla vznika problém, jak vyfeSit t&€snéni hfidele,
vzhledem k teplotg&, agresivité, jedovatosti nebo i vybusnosti Cerpané kapaliny. Problém se
feSi tak, Zze u Cerpadla se pouzije vhodna ucpavka, nebo se Cerpadlo provede jako
bezucpavkové ( tzv. hermeticka Cerpadia).

ey MEKKaA — -
w J l ® ucpavka Mechanicka ucpavka

Obrv. 14.39 Provedeni mékké a mechanické ucpavky

U Cerpadel s ucpavkami se pouzivaji ucpavky mékké nebo ucpavky mechanické, jejich
tésnost vSak neni absolutni. Mékké ucpavky jsou provedeny z pletenych konopnych
provazcu slisovanych do ¢tverce, €asto jsou provazce napustény tukem, olejem a pod. Tyto
provazce jsou Sroubem a ,brylemi stlaceny v tésnici mezefe, mékka ucpavka muize byt
v provedeni jako uzaviena, odvadéna, smacena nebo proplachovana. Mozné provedeni
ucpavky je na obr. 14.39A, pfes otvor ve stfedni €asti ucpavky je mozné pfivadét Cistou
kapalinu nebo odvadét prusak z Cerpané kapaliny. Konstrukci mechanickych ucpavek je cela
fada, tésnici u€inek je proveden na Celech rotujiciho a pevného disku, pfitlacna sila je
zajisténa pruZinou, jedno provedeni uvadi obr. 14.39B. Na tésnicich plochach dochazi
k zvySeni teploty, aby se zamezilo vypafovani filmu a suchému tfeni na tésnicich plochach,
musi byt zajiSténa cirkulace tekutiny v dutiné ucpavky.
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Rozvadéci kolo, spirala — pro pfeménu kinetické energie ziskané rotaci obézného kola na
energii tlakovou se pouzZivaji rozvadéci kola, spirdly, nebo jejich kombinace. U
vicestupfiovych radialnich Cerpadel byva mezi jednotlivymi ob&znymi koly kombinovan
radialni lopatkovy rozvadéc¢ s vratnymi lopatkami. U jednostupriovych Cerpadel se nejcastéji
pouziva vzhledem k jednoduchosti konstrukce pouze spirala, jeji mozné provedeni je na obr.
14. 40.

Rez spiralou
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Obr. 14.40 Schéma spirala a jeji typické prirezy

14.2.11. Zkouseni €erpadel

Pro realizaci hydrodynamickych stroju je nezbytné nutné provadét méreni jejich dllezitych
parametri. Méfeni se u mensich stroji provadi na skute¢nych zafizenich, pro stroje vétSich
rozmérl se meéreni realizuje na zmenSenych modelech a s vyuzitim teorie podobnosti se
nameéfené veliCiny z modelu pfepoditaji na dilo.

Pratokomér

Regulaéni
armatura

Mérene
cerpadlo

—— motor

Obr. 14.41 ZkuSebni okruh pro méfeni charakteristiky ¢erpadla

Rozsah zkouSek u prototypovych Cerpadel mize byt velmi rozsahly, méfi se cela fada
fyzikalnich veli€in jako napf. tlak na vytlaku a sani, pratok, otacky, kroutici moment, teplota,
vibrace, hlu€nost, pulsace tlaku a pod. Z hlediska uzivatele Cerpadel je dulezité provést
méreni charakteristiky ¢erpadla a kavitacni zkousku Cerpadla.

Na obr. 14.41 je uveden jednoduchy zkuSebni okruh pro méfeni charakteristiky
Cerpadel. Zkousené Cerpadlo je pohanéno motorem, méfi se kroutici moment My, a otacky
,n“, které se po celou dobu méfeni udrzuji na konst. velikosti. Sou€asné se ve vytlatném
potrubi méfi pritok Q, ztohoto pratoku se vypoctem stanovi rychlost v sacim — vs a
vytlaéném potrubi — v,, regulace pratoku je provadéna Skrcenim armaturou na vytlaku. Z
nameéfenych tlaku se vypocita dopravni vySka Cerpadla z rovnice
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2,2

Hy = Py —Ps +Vv Vs . (14.33)

JeXe 29

Tato rovnice plati pro pfipad, Ze oba tlakoméry jsou ve stejné vySce. Dale se z naméfenych
veli€in vypocita vykon, pfikon a celkova ucinnost Cerpadla, potom se nakresli zkuSebni
diagram, nap¥. v podobé podle obr. 14.17. Po celou dobu méfeni se teplota vody udrZuje na
konst. velikosti.

Pro méfeni kavitaCnich vlastnosti ¢erpadel (saci schopnosti) je zkuSebni okruh ve
zjednodusené podobé uveden na obr. 14.42.

@ Regulaéni armatura Pratokomér
I —Ch

fka X
n = konst. 4
Podavaci [ 'Mé?ené
cerpadlo Vakiicva cerpadlo
nadrz
P B
/b ] 0 Ah,, Ah

Obr. 14. 42 ZkuSebni okruh pro méfeni kavita¢nich vlastnosti Cerpadel

Podavaci ¢erpadlo dopravuje kapalinu do vakuové nadrze, na tuto je napojeno saci potrubi
méfeného Cerpadla. Ve vakuové nadrzi se nastavuje podtlak pomoci vyvévy ,V“. Na
zkouseném Cerpadle se méfi tlak v sacim — ps a vytlaéném potrubi — p,, dale se méfi pritok
ve vytlatném potrubi Q, barometricky tlak, teplota kapaliny a otacky motoru. Obé posledni
jmenované veli€iny se po celou dobu méfeni udrzuji konstantni. Z teploty vody se z parnich
tabulek odecita tlak nasycenych par — p,. Dopravni vySka Cerpadla se stanovi z rov. ( 14.33).
Celkova mérna energie proudici kapaliny v sacim potrubi nad tlakovou energii
nasycenych par se urci z rovnice
2 *
Ah=Ys P (14.34)
29 29

kde p”=p;-p,.

Méfeni se provadi tak, Zze ve vakuové nadrzi se zvétSuje podtlak tak dlouho, az tlak ve
vytlaéném hrdle Cerpadla zaéne klesat, pfi Cemz prutok je konst., tento se reguluje Skrcenim
na vytlaku Cerpadla. Takto se méfeni opakuje pro dalSich nékolik prdtokd rozlozenych
rovnomérné kolem jmenovitého pritoku. Zjisténé hodnoty dopravni vysky H se vynaseji
v zavislosti na Ah jako tzv. kavitaéni kfivky. Z téchto kavitaénich kfivek ( charakteristik) se
pak zjistuje kriticka hodnota Ahy . Je to hodnota, pfi niz klesne dopravni vyS8ka H o 2%, .
Prakticky se zjiStuje tak, Ze se ve vzdalenosti 2% H vede rovnobézka s charakteristikou H.
Prisecik této rovnobézky s charakteristikou H urCuje kritickou hodnotu kavitaéni vySky Ahy,
pfi daném pritoku — obr. 14.42A. Ponévadz Cerpadlo musi pracovat bezpeéné i mimo oblast
kavitace, zvySuje se zméfena hodnota kavitatni vySky o 15 az 20%, pro dovolenou velikost
kavitacni vySky pak plati

Ahy,, =(015a20,20)Ah, .

Hodnota Ahgey pfipadné i Ah,, se kresli spole¢né s charakteristikou ¢erpadla do zku$ebniho

diagramu Cerpadla — obr. 14.17.
Je-li znama velikost dovolené kavitaéni vySky, potom pfipustna saci vySka se stanovi
z rovnice
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hy< Po_h

.S IR . /A (14.35)

29
14.2.12. Aplikace €éerpadel

Pouziti Cerpadel v technické praxi je velmi Casté a rozsahlé a zasahuje prakticky do
vSech pramyslovych odvétvi. Asi nejcetnéjsi aplikace ¢erpadel jsou v chemickém pramyslu,
vodarenstvi, energetice, hornictvi, zemédélstvi, Cerpadla se pouzivaji rovnéz v medicing,
jsou souéasti riznych stroji a zafizeni jako jsou automobily, letadla, rakety a pod. Cerpadla
se vyrabéji nejen pro Cerpani vody, ale i pro Cerpani nejriznéjSich kapalin. Parametry
Cerpadel se pohybuiji v Sirokych mezich a to jak z hlediska tlaku tak i pratoku.

Ve vodarenstvi se pouzivaji obvykle odstfediva Cerpadla pro Cerpani Cisté vody,
Cerpadla jsou obvykle jedno nebo dvoustupfiova s vodorovnou osou, u vétSich jednotek
z divodll oprav a montaze vodorovné délena. Pro Cerpani uzitkovych vod v priamyslu se
pouzivaji erpadla s vertikalni osou a to v provedeni do suchych nebo mokrych jimek. Casté
je také pouziti ponornych Cerpadel zavéSenych pfimo na vytlatném Fadu. Energetika
klasicka i jaderna rovnéz patfi k provoztim, kde je ¢etné pouziti odstfedivych Cerpadel. Tato
se pouzivaji jako Cerpadla napajeci, Cerpadla na kondenzat, Cerpadla chladici vody
kondenzatu, Cerpadla kondenzatu nebo otopné vody a pod. DalSi pouziti Eerpadel je v oblasti
melioraci a zavlah, hydraulické dopravy, sacich bagru, betonovych smési, ¢erpani dulnich
vod z povrchovych nebo hlubinnych dol(, zajimavé aplikace ¢erpani jsou rovnéz v medicing.

NejCetnéjSi a nejrozsahlejsi pouziti Cerpaci techniky je v chemickém primyslu, Cerpaji
se vedle vody i rizné jiné kapaliny s odliSnymi teplotami, viskozitou a ostatnimi fyzikalnimi
vlastnostmi. Pouzivaji se Cerpadla pro ¢erpani louhu i kyselin, naftovych produkti riznych
teplot i tlakl, Cerpaji se suspenze, nejriznéjSi vazké kapaliny nebo kapaliny tékavé a pod.

Konstrukce Cerpadel, jejich materialové provedeni je velmi rozmanité. NejCetngjsi
konstrukci je kozlikové provedeni podle obr.14.43, nasledujici obrazky uvadéji nékolik
dalSich vybranych konstrukci odstfedivych Cerpadel — obr. 14.44.

Obr. 14.43 Rez a pohled na jednostupriové odstfedivé erpadlo typ BET
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Radialni jednostupnové Jednostupinové hermetické
kozlikové ¢erpadlo radialni éerpadlo

Jednostupnové Cerp. s paralelné Clankové 6-ti stupriové &erp.
razenym obéznym kolem pro chemicky pramysl

Odstredivé ¢erpadlo Kalové ¢erpadlo pro
provedené z polyméru cerpani suspenzi

Obéhové cerpadlo pro Napajeci éerpadlo
jadernou energetiku pro energetiku

Obr.14.44 Vybrana provedeni odstiedivych Cerpadel
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15. Neustalené proudéni

15.1. Bernoulliho rovnice pro neustalené proudéni

Integraci Eulerovy rovnice hydrodynamiky byla ziskana pro dokonalou kapalinu
(nestlacitelnou a bez vnitfniho tfeni) rovnice Bernoulliho

2
V—+B+gh+jﬂds =konst,
| ot

2 p
Po

y 1

Vv, »,
< E— @

Y = >3 -y ] L

P = kont 2
0—S "

Obr.15.1 Neustaleny proud v potrubi

ktera plati obecné pro neustalené proudéni. Pro nejjednodussi pfipad neustaleného
proudéni — obr. 15.1, kdy kapalina je nestladitelna (p = konst, K — o) a potrubi je tuhé
(E — ) a stalého prurezu, je rychlost proudéni jen funkci ¢asu v = v(t) a integral v posledni
rovnici se da vycislit
dv
j@ds = .[—ds = ajds =al.
|

ot ddt

Bernoulliho rovnice pro neustalené proudéni nestlacitelné kapaliny v tuhém potrubi je
2
v
E+—+gh+aL:konst, (15.1)
p 2
kde a je zrychleni sloupce kapaliny v potrubi o délce L. Ostatni veli€iny maji stejny vyznam
jako dfive.
Pro prifezy 1 v nadrzi a 2 na konci potrubi, jimz protéka skute¢na kapalina nestacionarné,
plati Bernoulliho rovnice
2 2
v Y,
&+—°+gh =&+—+aL+ghz.
p 2 p 2

Kdyz se prlfez potrubi méni, je v kazdém useku potrubi jina rychlost a zrychleni proudu
kapaliny. Pro kazdy ¢asovy okamzik plati rovnice kontinuity pro libovolné prifezy

Sy =S, =8V = konst.
Po uplynuti doby dt se zméni rychlosti na v, + dvy, v, + dv,, v + dv, pro které plati obdobné
rovnice kontinuity

Sy(vy +dv,;)=S,(v, +dv,)=S(v+dv).
Z obou rovnic spojitosti se dostane odectenim

S,dv; +S,dv, +S.dv,
a po déleni dierencialu rychlost dt dostaneme vyrazy pro zrychleni
dv, dv, .dv
_ = 1’—:a2’—:a.
dt dt dt

Jejich dosazenim do pfedchazejici rovnice se rovnice spojitosti upravi na tvar
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Sa =S,a, =Sa=konst (15.2)

coz je druha rovnice kontinuity pro neustalené proudéni nestlacitelné kapaliny v tuhém
potrubi.

15.2. Hydraulicky raz

Odvozeni se provede opét na nejjednodusdsim pfipadé, kdy potrubi je napojeno na
velkou nadrz, v niz je hladina kapaliny v konstantni vySi a na konci potrubi je uzaviraci i
regulacni armatura. Pfedpokladejme nahlé uzavieni armatury, ¢imz se okamzité zastavi
vytok kapaliny — obr 15.2.

Castice kapaliny t&sné& u armatury se zastavi. Jejich kineticka energie se spotfebuje
na stlageni. Tim se vytvofi prostor, do kterého dalsi ¢astice vtékaji. Pfi narazu na zastavenou
kapalinu dochazi k pfeméné kinetické energie na deformacni praci spojenou se stlacenim

j £ Vi
Apy
E
[— L -
Ax
X
L
t=0 V ——
a - h,
T =
0<t<—=7 Y — v=_0 =
h
1 T o
= - = = +
=553 v=0 Ap =
— h,
%<t<T=2gl V-— v=0 *aAp| =
h,
t=T V -— S
3 h,
Tile S F Ve— |V=0 -Ap| <
‘—
a h,
t=%T v=_0 -ap| =
3 h,
—T<t<2T |V— v=0 -Ap| =S
—
t=2T v;
(t=0)

Obr.15.2 Pohyb pfimé a odrazené viny a jemu odpovidajici tlakové poméry v potrubi
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zastaveného sloupce kapaliny. Rozhrani mezi zastavenou (a stlacenou) kapalinou
a pohybujici se kapalinou se S§ifi od mista vzniku razu, tj. armatury, rychlosti zvuku
a = rychlost Sifeni tlakovych vin. Zastavena kapalina ma vétsi tlak o hodnotu Ap. Tlakova
(rdzova) vina, které se Fika pfima, se pohybuje rovhomérné, takze za ¢as

t=—
a
probéhne cely usek potrubi az k nadrzi a sloupec kapaliny v potrubi je stlaen — ma vy3si
tlak o Ap.

Razova vina se nemuze Sifit dale do nadrze, kde je volna hladina. Na pocatku potrubi
je vtomto okamziku rozhrani stlacené a nestlacené kapaliny, coZ je nerovnovazny stav.
Proto stlatena kapalina zaCne expandovat do nadrze, deformaéni energie se pfeméni opét
v kinetickou (kapalina ,odpruzi“) a rozbéhne se v opacném smyslu (od uzavéru do nadrze).
Stoupnuti tlaku Ap se tim zrusi a Celo této viny, zvané odrazena vina, se §ifi rychlosti zvuku
zpét ke konci potrubi (k armatufe). Pfi expanzi poslednich ¢astic na konci potrubi vznikne
shizeni tlaku o hodnotu Ap (&astice kapaliny maji snahu se odtrhnou od zavieného uzavéru).
Tato tlakova vina (snizeni tlaku o Ap) se opét Sifi od uzavéru k nadrzi, kde se odrazi. Pfitom
se snizeni tlaku Ap zru$i a kapalina se rozb&éhne od uzavéru k nadrzi. Tato odrazena vina
dobéhne k uzavéru, na ktery kapalina narazi, takze dojde opét k zastaveni a zvySeni tlaku.
Ale to se jiz cely proces Sifeni tlakové viny opakuje. U kapaliny bez vnitiniho tfeni nedochazi
k utlumu a razové viny by se neustale opakovaly. Ve skuteCnych kapalinach se vnitfnim
tfenim razové viny utlumi az prakticky zaniknou. Doba, ve které razova vina se vrati do mista
vzniku, tj. k uzavéru, se nazyva doba béhu viny T a vypocita se ze vztahu

T2 (15.3)
a

kde L je délka potrubi
a je rychlost zvuku.
V kapalinach je rychlost Sifeni tlakovych vin (zvuku) ur€ena vyrazem

a = K (15.4)

yo,
Je to teoreticka rychlost zvuku, ktera by se dosahla v dokonale tuhém potrubi. Vzhledem
k pruznosti potrubi je skute¢na rychlost mensi

a=xa , (15.5)
kde pro tenkosténné potrubi je
ke L (15.6)
Kd
1+ —
Es

kde s je tloustka stény trubky

Pro tlustosténné potrubi je

1
K= 2 2’
oKD
E D°-d
kde d je vnitfni polomér potrubi
D je vnéjsi polomér potrubi.

Stoupnuti tlaku pfi hydraulickém razu se dostane z rovnosti kinetické energie a
deformacni prace pfi stlaeni kapaliny v potrubi. Za ur€ity ¢as po uzavieni armatury se
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dostane razova vina do vzdalenosti x od uzavéru.- obr. 15.2. Sloupec kapaliny o délce x se
zastavi a jeho kineticka energie

1 - 1 2_1 . 2
E, =—mv° == pSxv° == pVv 15.7
k=5 5P 5P (15.7)
se pfeméni na deformacni praci potfebnou ke stlageni sloupce X o AX
1 1

Z rovnosti E, = E; se dostane
2

1w - EApAV neboli &Y = A
2 2 \ Ap
Pomémné objemové stlaceni je dano modulem stlacitelnosti kapaliny
1_A 1 ooi AV _4p
K V Ap \ K
Z porovnani obou pomérnych objemovych zmén dostane
2
Ap_ v (15.9)
K Ap
a stoupnuti tlaku pfi hydraulickém razu je
Ap =+/pKV? = p Ky = pa (15.10)

yo,
Tento vyraz odvodil poprvé N.E. Zukovsky (1897 — 1898). Teoreticka rychlost zvuku by se
dosahla v dokonale tuhém potrubi, vzhledem k pruznosti stény potrubi je skutecna rychlost
zvuku mensi

a=xa,
pro soucinitel ,k“ je mozné odvodit analytické rovnice, tyto jsou uvadény v odborné literatufe.

Skute€né zvySeni tlaku pfi hydraulickém razu se vypoclte se skutecnou rychlosti
zvuku ,a“ takze plati

Ap = pav = koa\V . (15.11)
V tomto pfipadé se veSkera kineticka energie pfeménila v deformacni praci. Takovému
hydraulickému razu se fika uplny nebo totalni. Nastane v téch pfipadech, kdy doba
uzavirani t, je kratSi nebo rovna dobé béhu viny T, Cili

t,<T. (15.12)
Hydraulicky raz pfedstavuje znacné zvySeni tlaku. Napf. pfi zméné rychlosti vody
Av =1m/s je pii totalnim hydraulické razu stoupnuti tlaku

Ap = paAv =/ pKAv =+/10°-2-10° -1=14-10° =14MPa.
Pruznosti potrubi je hydraulicky raz snizen.

Bude-li ¢as uzavirani t,(T jedna se o ¢asteény hydraulicky raz, jehoz feSeni vede na
parcialni diferencialni rovnice druhého fadu, tzv. vinové rovnice.
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16. Obtékani a odpor téles

Pfi obtékani téles Ci pohybu télesa v tekutiné vznikaji sily a momenty. Vyslednou silu
Ize rozlozit obecné na tfi slozky, odpor F,, vztlak F, a bo¢ni silu F, .Experimentalné bylo
zZjisténo, Ze pfi velkych Reynoldsovych Cislech saha vliv viskozity jen do malé vzdalenosti od
povrchu télesa a tato Cast proudu se nazyva mezni vrstva; Uplav je odplavovana mezni
vrstva.Pfi obtékani téles se setkavame s rGzné velkou rychlosti obtékani, nebo s rizné
velkou velikosti Machova Cisla — Ma. Z praktického hlediska i ndzvoslovi, je vyhodné rozdélit

proudéni podle velikosti Machova Cisla, mozné rozdéleni uvadi obr. 16.1 .
1,2

‘ I T T |
c, ‘ ! |
_ L | 71 |
[ I [
[ |
0.8 1 i A
0.6 / [\ | l ¥ &
L | <
04 {\ | |
! % ! 1
No— <8 |
0,2 ' f
=7 INaca 2315 : ‘ ‘
a= 5 flem— ;
a=10" | | ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 m ] 10
£t a
nestlaé._!smﬁo?":kel supersonické proudéni I __ __ g
tekutina | | transsonické hypesonické proudéni

Obr. 16.1 Zavislosti soucinitele odporu obtékanych téles na Machové Cisle
nabihajiciho proudu

16.1. Mezni vrstva

Pojem mezni vrstva byl zaveden Prandtlem a ma velky vyznam v aerodynamice i pfi
obtékani téles, protoze metody vypoctu tfeciho odporu jsou zalozeny na teorii mezni vrstvy.
Pojem mezni vrstva se da nazorné vysvétlit na prikladu obtékani rovinné desky umisténé
v rovnobézném proudu tekutiny, pfiéemz deska ma stejny smér jako proudnice — obr. 6.3.

Castice tekutiny pred deskou maji véechny stejnou rychlost v.. i smér. Castice, které
ulpi na desce maji rychlost nulovou, v blizkosti desky jsou c&astice tekutiny brzdény
pomalej§imi &asticemi u obtékaného povrchu. Cast jejich kinetické energie se preméfiuje
tfenim na teplo. Oblast v t&sné blizkosti stény desky, kde se méni rychlost nebo jinak fec¢eno

kde existuje gradient rychlosti a tedy plati nerovhost — # 0 se nazyva mezni vrstva.

y

laminarni pfechodna turbulentni

Voo Voo

]

e e = —
'/- 1
- . 5,25
-
— P e ) -I-ﬁ'- v v
X

X

Obr. 16.2 Mezni vrstva na desce

Predpokladejme, ze nekonecné dlouha deska podle obr. 16.2 je obtékana proudem
tekutiny. Rychlostni profil v nab&Zném bodé ma obdélnikovy pribéh, dale od nabé&zného
bodu ve sméru ,x* v disledku viskozity (tfeni) je rychlost tekutiny na sténé desky nulova a
kolmo na desku ve sméru ,y* se vytvafi rychlostni profil. Tfeni na desce stale zbrzduje
Castice tekutiny, dal8i ¢astice vzdalenéjsi od povrchu se pfenaseji do mezni vrstvy. Protoze
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do mezni vrstvy vstupuji dalSi Castice tekutiny, mezni vrstva smérem po proudu stale
narusta. Rychlostni profily maji spojity pfechod od nulové rychlosti na sténé do pIné rychlosti
ve vnéjSim proudu - obr. 16.2. Tloustka mezni vrstvy je vzdalenost od stény, kde rychlost
dosahne smluvni velikosti, obvykle 0,99 v., - obr.16.2.

V dostate¢né vzdalenosti od nabézné hrany jsou si rychlostni profily podobné a
nezavislé na vzdalenosti x. Ma-li nabihajici proud nulovou turbulenci, vznikne na za&atku
desky laminarni mezni vrstva, ktera pro Rex = 100 000 pfechazi v mezni vrstvu turbulentni
s laminarni podvrstvou — obr. 16.3a. Mezi laminarni a turbulentni mezni vrstvou existuje jista
prechodna oblast. Mezni vrstva podle druhu proudéni maze byt laminari nebo turbulentni.
Rychlostni profily se od sebe li8i, u turbulentni mezni vrstvy je u stény vétsi gradient rychlosti
a tloustka mezni vrstvy je v porovnani s laminarni mezni vrstvou vétsi — obr. 16.3b. Ma-li
nabihajici proud ur€itou turbulenci, potom na poc&atku desky laminarni mezni vrstva
nevznikne a turbulentni mezni vrstva se mlze nastavit jiz od nabézného bodu.

® "
Nabihajici y 4
rovnobézny

» oo
C DL—* Turbulentni Lamlnarm\
/ CD ﬂ:-—* proud
o Y \_)k : Turbulentni<|
: G S|
NG Y e |
—]

J
}Mezni vrstva
e S L Y 2 5
= i } Laminamni 0
podvrstva

—X
«—— Laminami —»<«—<«——Turbulentni ———
Prechodna oblast

Obr. 16.3 Rychlostni profil u laminarni a turbulentni mezni vrstvy

Proudéni idealni (nevazké) tekutiny je popsano Eulerovou rovnici. Tato rovnice viak
nerespektuje vliv tfeni tekutiny na obtékaném povrchu télesa, kde rychlost tekutiny je nulova.
Prandtl pfedpokladal, ze v tenké vrstvé tekutiny na povrchu télesa roste rychle s rostouci
vzdalenosti ,y* od stény tangencialni slozka rychlosti z nulové hodnoty rychlosti na povrchu
télesa az khodnoté rychlosti v nerozruSeném proudu na vnéjSim okraji této vrstvy.
V proudovém poli vné této tzv. mezni vrstvy pfevazuje vliv setrvacnych sil nad silami vazkymi
a zde k popisu proudéni mizeme pouzit Eulerovu rovnici.

Proudéni uvnitf mezni vrstvy je charakterizovano tim, ze se uplatfiuji tfeci sily od viskozity.
Sily setrvacné a tfeci jsou pfiblizné stejného fadu a proudéni je proto popsano Navierovou-
Stokesovou rovnici. Prandtl pro 2D proudéni pfedpokladal, ze v mezni vrstvé proudi vazka
tekutina a vné mezni vrstvy je mozné zanedbat viskozitu tekutiny a proudéni je zde popsano
rovnici pro idealni tekutinu, tedy rovnici Eulerovou.

Odtrzeni proudu - pfi obtékani rovinné desky se staticky tlak podél desky nemeéni,

protoieg—pzo. Jina situace nastava pfi obtékani téles zaoblenych (napf. valec, koule,
X
letecky profil apod.), kde dochazi ke zméné rychlosti na povrchu télesa a protoze plati
Bernoulliho rovnice, méni se i tlak. Sledujme proudéni na zakfiveném povrchu podle
obr. 16.4.

Predpokladejme, Ze se tlak vnéjSiho proudu podél povrchu na zacatku zmenSuje a
v bodé M dosahne minima, pak se tlak zaCina zvétSovat. V prvnim useku je tlakovy gradient

zaporny - ? <0, rychlost uvnitf mezni vrstvy se zvétSuje. Ve druhém useku je tlakovy
X

gradient kladny ? > 0 a rychlost uvnitf mezni vrstvy se zmensuje
X
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Obr. 16.4 OdtrZzeni mezni vrstvy na zakfiveném povrchu

V oblasti rostouciho tlaku jsou Castice tekutiny ubrzdovany, a to vnitinim tfenim, ale
téz kladnym tlakovym gradientem. Rychlost v mezni vrstvé klesa, rychlostni profil mezni
vrstvy se tim deformuje, na rychlostnim profilu se objevi inflexni bod, az dojde k tomu, Ze
rychlostni profil svira se sténou pravy uhel ( ma smér normaly). V tomto okamziku se Castice
tekutiny zastavily. V dalSim pribéhu nastava ucinkem kladného tlakového gradientu,pohyb
tekutiny, ktery sméfuje proti smyslu plvodniho proudu u stény. Pfi styku se zakladnim
proudem vzdaluji se pohybuijici ¢astice od stény, coz vede k odtrzeni mezni vrstvy.

O tom, zda se mezni vrstva odtrhne a ve kterém misté rozhoduje tlakovy gradient
podél povrchu télesa a rovnéz skuteCnost, zda je v mezni vrstvé proudéni laminarni i
turbulentni. V zadném pfipadé vS8ak nemlze nastat odtrzeni mezni vrstvy pfi obtékani
zakfivené stény v jeji prvni Casti. Da se dokazat, Zze poloha bodu odtrzeni nezavisi u
laminarni mezni vrstvy na Re-Cisle.

Je-li mezni vrstva turbulentni, vznika intenzivni vyména hybnosti mezi Casticemi
tekutiny a proto i pfi zvySeném tfeni Castice tekutiny ztraceji kinetickou energii pomaleiji.
V dusledku tohoto se turbulentni mezni vrstva odtrhne pozdéji nez laminarni.

16.2. Odpor téles
Je-li téleso obtékano idealni tekutinou (viskozita je nulova), proudnice sleduji povrch

obtékaného télesa — obr. 16.5a, proudové pole je symetrické okolo svislé i vodorovné osy a
proto je odpor nulovy.
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A) Obtekani idealni tekutinou B) Obtékani desky C) Obtékani kolmeé desky D) Obtékani zakriveného télesa

Obr. 16.5 Schéma obtékani téles riznych tvar

Pfi obtékani télesa skutecnou tekutinou si celkovy odpor rozkladame na odpor tfeci a
tlakovy. V dusledku viskozity vznikaji silové uCinky dané integralem tecnych sil na povrchu
obtékaného télesa. Vznika také nerovnomérné rozdéleni tlaku na povrchu obtékaného
télesa, coz rovnéz pfispiva ke vzniku odporoveé sily.
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Odpor téles je uréen rovnici, kterou definoval Newton

V2
Fo=c,8%2p, (16.1)

Jak jiz bylo uvedeno, odpor téles se sklada z tfeciho odporu, tvarového odporu a
indukovaného odporu. ProtoZe stanoveni jednotlivych slozek odporu je sloZité, pfi vypoétech
nebo pfi méfeni se stanovuje obvykle pouze odpor celkovy.

Pfi obtékani desky, kterd ma smér rychlosti - obr. 16.5b, se uplatiuje v odporové sile
pfedevsim vliv tfeciho odporu. Soucinitel odporu zavisi na tvaru desky, Reynoldsové Cisle,
drsnosti povrchu a na turbulenci nabihajiciho proudu.

Pro desku postavenou kolmo na vektor rychlosti - obr. 16.5¢c dojde k odtrzeni mezni
vrstvy na hranach, bod odtrzeni neméni v tomto pfipadé svoji polohu. Pfed deskou je vétsi
tlak nez za deskou, vznikly uplav je velky. V tomto pfipadé je odporova sila tvofena
prfedevsim tvarovym odporem. Soucinitel odporu zavisi hlavné na tvaru obtékaného télesa,
méné na Reynoldsove Cisle.

PFi obtékani zakfivenych téles je typické, ze proudici tekutina v dusledku odstredivé
sily nemusi sledovat povrch obtékaného télesa, dochazi k odtrzeni mezni vrstvy a vznika
uplav. Rychlostni pole je v tomto pfipadé nesymetrické, protoze rychlost a tlak jsou vazany
Bernoulliho rovnici, je rozlozeni tlaku rovnéz nesymetrické. Toto je pfi€inou tvarového
odporu. V tomto pfipadé se také uplatfuje vliv viskozity a vznika proto i odpor tfeci. Je
obtizné stanovit podil odporu tvarového a tfeciho, tfeci soucinitel je zavisly na tvaru
obtékaného télesa a velikosti Reynoldsova Cisla — obr. 16.5d.

U téles osové symetrickych, postavenych vzhledem k proudu pod Uhlem vétSim nez
nula, dochazi ke vzniku vztlakové sily — obr. 16.6a. Vztlakova sila vznikne i u nesymetrickych
téles obtékanych rovnobéznym proudem — obr. 16.6b a rovnéz pfi obtékani Sikmé desky —
obr. 16.6¢c. Silové ucinky obvykle délime na silu vztlakovou, ktera plsobi kolmo na vektor
rychlosti nenaruSeného proudu a odpor téles, coz je sila, ktera pusobi ve sméru proudéni,
ale ma opacny smysl

Voo y

©

Obr. 16.6 Obtékani télesa se vztlakem
a) symetrické téleso  b) nesymetrické téleso c) Sikma deska

Pomoci teorie potencialniho proudéni je vztlakova sila uréena Zukovského rovnici

F, =pv, T, (16.2)

kde I = ifv.ds je cirkulace rychlosti
k
Rovnice (6.4) plati pro tekutinu idealni tak i skuteCnou. Pro vztlakovou silu plati také rovnice

(Newtonova)
2

VOO
Fy :Cy87p. ( 163)
Porovnanim poslednich dvou rovnic je soucinitel vztlaku urCen vyrazem
2.
Cy =—< - 16.4
¥ vS (164)
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16.3. Obtékani koule

Koule jako jednoduché geometrické téleso je z hlediska obtékani relativné velmi
podrobné prozkoumano, a to jak pro mala Re-Cisla ( plouZivé proudéni), tak i pro vysoka
Re — Cisla, kdy Machovo cCislo Ma 2 1. Analytické feSeni je mozné pouze pro mala Re-Cisla
Re < 1, pro vétsi Re-Cisla je mozné poznatky ziskat pouze experimentalnim méfenim, napf.
v aerodynamickém tunelu.

Plouzivé obtékani koule (Re < 1) feSil jako prvni Stokes. Pfi feSeni vySel z Navierovy-
Stokesovy rovnice, ve které zanedbal setrvaéné sily - v.gradv =0. Dostal rovnici, ktera se
nazyva Stokesova

ﬁ= 1gradp+uAv. (16.5)
a P
Tato rovnice je parcialni diferencialni rovnice druhého fadu, je v3ak linearni, jeji feSeni je
proto snadnéjSi nez feSeni rovnice Navierovy-Stokesovy.

Stokes integroval tuto rovnici ve sférickych soufadnicich pro ustalené proudéni a
zanedbal jesté vnéjSi objemovou silu. S pfihlédnutim k rovnici spojitosti pro tfeci odpor
odvodil rovnici

F =4rnrv=2zndyv,
a podobné pro tlakovy odpor

Fy =2znrv =rzndv

Celkovy odpor je soucet odporu tfeciho a tlakového
F=R+F,=6znrv=3rndyv. (16.6)

Tato rovnice je v literatufe uvadéna jako Stokeslv zakon. Reynoldsovo ¢islo je uceno
znamym vztahem

Re = vd ,
1%
Porovname li Stokesovu rovnici s klasickou rovnici pro celkovy odpor
2
v
F :37r.77.d.V=CX%d2?p, (16.7)
odkud pro soucinitel odporu dostaneme
24
=C, = —. 16.8
X~ Re (16.8)

Tato rovnice plati pfesné pro Re < 0,5, prakticky se pouziva pro Re < 1.

Oseenova linearizace: upIiné zanedbani setrvaénych sil v Navierové-Stokesové
rovnici je mozné pouze pfi malych Re-Cislech a v tésné blizkosti povrchu koule. Neni vSak
opravnéna v mistech od povrchu koule dosti vzdalenych, kde velikost vazkych a setrvacnych
sil je fadové stejna. Oseen linearizoval Navierovu-Stokesovu rovnici trochu jinym zplsobem
a pro soucinitel odporu obdrzel

C=C, :ﬁ 1+3Re : (16.9)
Re 16

tato rovnice plati pro Re < 2.

Zavislost soucinitele odporu pro kouli uvadi obr. 16.7, zavislost pro Re > 1 byla
stanovena méfenim v aerodynamickém tunelu. Pro Re > 1 je mozné soucCinitel odporu
vypoéitat z empirickych rovnic uvedenych v Tab. 16.1. Pro Re = 4,5.10° na zavislosti
cx = f(Re) je mozné pozorovat vyrazny pokles c, , ktery je zplsoben pfechodem laminarni
mezni vrstvy v turbulentni. Tento jev se uplatfiuje napf. pfi letu golfového micku.
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< P !I: > ¢ > & > > <
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20
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4
| Stokesova rovnice/a\ \
1 SN :
0.6 \ | otoSo-0MR0
0.4 P —poasox
0.2
0.1 /
0.06 =
02 46 102 46 1002 46 [0°2 46 1002 46 10*2 46 10°2 4 6 10°
Re
Obr. 16.7 Zavislost ¢, = f(Re) pro kouli
Tabulka 16.1 Rovnice pro vypocet soucinitele odporu pro hladkou kouli
Cislo Autor Rovnice Rozsah Re,,
24
1 Stokes Cx = Re Re, < 0,5
oo K .
2 Allen X \/@ Re =10 az 1000
12 3 19 _ '
i c,=— |1+ —Re-——Re“+.....
3 Goldstein X Re{ 16 1280 | Re<?2
12 0,687
4 Schiler Cy = —[1+ 015Re ] Re < 800
i C, = ﬁ +—+034 < 104
5 Fair a Geyer X~ Re \/_e Re =0,5az 10
3
6 Bird c, =185.Re ® Re =2 az 500
185
7 Kasatkin Cx = Re06 Re = 2 az 500
e
24 0.7
8 Mika Cy = (1+0125Re ) Re < 3.10°
(o} 24 +04 5
9 Brauer X Re \/_e Re <3.10
« =044
10 Newton Re =550 az 2.10°
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16.4. Obtékani valce

Valec, stejné jako koule je jednoduché geometrické téleso a z hlediska obtékani je
relativné velmi podrobné prozkoumano stejné jako u koule, a to jak pro mala Re-Cisla
(plouzivé proudéni), tak i pro vysoka Re — Cisla. Analytické fedeni je mozné pouze pro mala
Re-Cisla Re < 2, pro vétdi Re-Cisla je mozné poznatky ziskat pouze experimentalnim
méfenim, napf. v aerodynamickém tunelu.

Pro plouzivé obtékani nekonecné dlouhého valce, v nekonecné velkém prostoru a za
pfedpokladu, Ze vektor rychlosti tekutiny je kolmy na osu valce, pro soucinitel odporu odvodil
Lamb rovnici

8r

Re(2,002-InRe)’

Tato rovnice plati pfesné pro Re < 0,5, prakticky se pouziva pro Re < 2.
Obr. 6.21 uvadi zavislost c, = f(Re), ktera pro Re > 1 byla stanovena méfenim
v aerodynamickém tunelu.

100

Cx

10

vw_).u‘\.\.\

OO o S o %)
VA LOOOO-O0-ORO-00G o 8een,

G000

Valec

0.1
107" 2 46 10" 2 46 1002 26 1022 46 10°2 46 1002 46 10°2 48 106

Re

Obr. 16.8 Zavislost c, =f(Re) pro valec

Na zavislosti c, = f(Re) stejné jako pfi obtékani koule je mozné pozorovat nékolik
vyraznych oblasti, popis provedeny pro kouli v pfedchazejici kapitole je prakticky mozné
pouZzit i pro valec.

Karmanova virova cesta - Za obtékanym télesem dochazi k odtrzeni mezni vrstvy a za
télesem se vytvafi uplav, tento je pfi malych Re stabilni a neodtrhava se od télesa. Od jisté
velikosti Re-Cisla se v8ak zacina uplav odtrhavat a je proudici tekutinou unasen ve sméru
proudéni. Odtrhavani viru je stfidavé — obr.16.9, toto je dano tim, ze je malo pravdépodobné,
Ze oba viry se budou vyvijet v &ase naprosto stejn&. Radé vir(i unasenych proudici tekutinou
za télesem se fika ,Karmanova virova cesta“- obr. 16.9C, Karman tuto ulohu studoval a
podrobné popsal. Tato uloha je asi nejpodrobnéji popsana pfi obtékani valce, prvni
experimentalni prace publikoval Roshko. Obr. 16.9A uvadi zavislost Strouhalova Cisla jako
funkci Reynoldsova Cisla — Sh = f (Re) podle puvodniho méfeni Roshka a také stejnou
zavislost, ale vyhlazenou — obr. 16.9B.

V obrazcich je Strouhalovo Sh a Reynoldsovo €islo definovano zlomkem
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Sh=-= Re=-—" (16.11)
|4 14
A
[ i 022 s 2
% V/.\V/\ /\\ Sh ;: N :'L-M!zﬁé,l’f%”\’. 2cx
" 020 = 4
u Ik
018 =021 g

fd
sh A e

0,16

014 |—

R
042 | * temey |}

Obr. 16.9 Karmanova virova cesta - zavislost Sh = f (Re) podle méfeni Roshka

Odtrhavani vird za obtékanym télesem — valcem zpusobi periodické zmény
rychlostniho i tlakového pole, proto odporové sila neni konstantni, ale ma amplitudové
namodulovanou periodickou slozku s frekvenci f, velikost této frekvence odpovida
Strouhalovu €islu - obr. 16.9D.

Je - li vlastni frekvence obtékaného télesa f, uréena vztahem

P oLk (16.12)

Vo 2z\m

kde k—tuhosttélesa

m — hmotnost télesa,
potom pfi feSeni praktickych uloh je nutné zajistit, aby nebyla stejna vlastni frekvence a
frekvence odtrhavanych virt — f, # f.

V technické praxi jsou znamé pfipady, kdy tato podminka nebyla dodrzena a vznikly
problémy nebo i havarie. Asi nejznaméjSim pfipadem je zficeni kabelového mostu pres
Taconskou Uzinu v USA ve staté Washington. Most byl dlouhy 1,6 mile a ke zficeni doSlo
1. 6.1940 - obr. 16.10.

Zdakovsky most

Obr. 16.10 Foto mostu pfes Tacomskou UZinu a mostu u Zdakova
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V CR byl postaven v souvislosti se stavbou prehrady Orlik na Vitavé v Jiznich
Cechach obloukovy most u Zdakova — obr. 16.10. Most ma celkovou délku 542,91 m, rozpéti
oblouku je 379,6 m, most se stavél v letech 1957 aZ 1965. Po jeho postaveni pfi rychlosti
vétru cca 40 km/hod. doSlo ke kmitani svislych pilifd, tyto byly zhotoveny z ocelové trubky
prdméru 900 mm. Tato nepfedpokladana udalost se vyfeSila tim, Ze do dutych pilifd byl
nasypan S§térk. Podle rov. (16.12) se zvySila Stérkem hmotnost, tim se sniZila vlastni
frekvence pilife a bylo vyhovéno podmince f, # f.

16.5. Odpor vybranych téles

Pfi obtékani téles nejriznéjSich tvar( Ize tvrdit, Ze odporova sila je tvofena jak
odporem tfecim, tak i tlakovym (tvarovym, profilovym, ¢elnim apod.). Ma-li obtékané téleso
takovy tvar, Ze je pfesné definovan bod odtrzeni mezni vrstvy, potom pfevlada odpor tlakovy
a vliv Reynoldsova Cisla je obvykle maly. V ostatnich pfipadech je tfeba pocitat s tim, Ze
odporovy soucinitel bude funkci Reynoldsova €isla.

Tabulka 16.2 uvadi velikost odporového soucinitele pro vybrana 3D a 2D télesa.

Tabulka 16.2 Odporovy soucinitel pro vybrana 3D a 2D télesa

3D - téleso Cy 3D - téleso Cy 2D - téleso Cy 2D - téleso Cy

o

v M v v N v
1.7 - ,98
—P%. 047 ||—> I—E-evs;:m 1,17 —b ; —>| 1

Deska

ey 930, =T
C 53:('1)"0'"9 0,38 D;-::;:]ngoule 1.17 C—- 1.20 2.00
Glﬁ.‘.’.'?'“""‘ 0.42 j;:jgt'gkm"e 142 "r_ 1,16 j\’ _
~—e N
O_E..pso.u b D_'Tﬁl"f"""* 1,38 — 1.60 >_ 2,20
o =
Kiychle 0,80 ﬂklvchie 1.05 1.55 V_’ _:)‘ 2,05

V_,</’T”60 0,50 Re =10 V_,__ 1,55 Re = 10"

Kuzel
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17. Usazovani

17.1. Sedimentaéni rychlost

Pohybuje-li se kulova €astice primeéru d vlivem tihového zrychleni ve stojici tekutiné
charakterizované hodnotami hustoty p,, a viskozity n , potom rychlost padani ¢astice se také
nazyva sedimentacni (usazovaci) rychlost.Tekutina zaujima nekone¢né velky poloprostor a
na Castici plsobi vedle tihové sily G jesté vztlakova sila F, a sila odporova F,, tj. odpor
Castice proti pohybu - obr. 17.1

Obr. 17.1 Rovnovaha sil pfi pohybu ¢astice

Predpokladejme, Ze pevna Castice se pohybuje rovnomérnou rychlosti w, tzn.
setrvacna sila Fs=0, potom pro rovnovahu sil plati

G=FK +F,.
a po dosazeni za jednotlivé sily
7d?3 7d?3 7d2w?
5 9P~ 9 ey P (17.1)

kde w — sedimentacni rychlost koule
Pp- hustota Castice
pv- hustota vody nebo vzduchu
Odpor proti pohybu je vyjadfen znamou rovnici
2 2.ps2
rd W
Fo= st7pv =Cy T?pv :
Z rovnice ( 6.5) pro sedimentacni rychlost dostaneme
4d -0y)-
- \/ (Py=P)9
3.c,..0,

(17.2)

Rozbéh castice pusobenim vlastni tihy. Castice materialu se nachazi v tekutiné,
jejiz absolutni rychlost je rovna nule. Vlivem vlastni tihy G se pocne €astice pohybovat ve
svisléem smeéru rychlosti v,., tato se méni od nulové hodnoty vcase t = 0, az po
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sedimentacni rychlost w, které dosahne teoreticky v ¢ase nekone¢né dlouhém. Relativni
rychlost obtékani se rovna absolutni rychlosti pohybu ¢astice tekutiny. Z rovnovahy sil, které
na ¢astici plsobi

F=F +F,-G,
M3 dv, 3 v, dv
kde F.=ma= P — " P _ setrvaéna sila
s 6 " dt 6 7V dx
3
K= ?g.p\, - vztlakova (Archimedova) sila
ad? vy

F=c,

- odporova sila
4 2 Py p

7Z'd3
G=mg-= ?gpp - tihova sila (tiha)

pro drahu ¢astice odvodime rovnici

w? v, )
X=——Infl—| & ||, (17.3)
29 w
kde v, rychlost Castice ve sméru x
w sedimentacni rychlost

Rychlost ¢astice v, z nulové hodnoty dosahne sedimentacni rychlosti w teoreticky na
nekone¢né dlouhé draze, prakticky se uvazuje draha konecné délky, muze se volit
podminka, ze v, = 0,99w. Po dosaZeni této drahy se jiz Castice nezrychluje a pohybuje se
konstantni rychlosti w.

Vypocet sedimentacni rychlosti. Sedimentacni (usazovaci) rychlost jedné kulové
Castice zavisi na praméru ¢astice, souciniteli odporu, hustoté ¢astice, dale zavisi na hustoté
a viskozité kapaliny a na rezimu obtékani. Vypocet sedimentacni rychlosti podle rov. (17.2)
vyZaduje znalost soucinitele odporu c, a provadi se iteraci, cx se mlze urcit z obr. 16.7
nebo vypocCitat zrovnic uvedenych vtabulce 16.1. Aby se odstranila pfi vypoctu
sedimentacni rychlosti iterace, je vhodné zavést bezrozmérné Archimedovo &islo, které je
zavislé pouze na fyzikalnich veli¢inach tekutiny a Castice a nezavisi tedy na sedimentacni
rychlosti

ﬂdgg pp — Py

Ar = 5
6v Py

(17.4)

10

10
Re

10°

10

0,1 i | |
10°  10* 105  10¢ 107 10°

Obr. 17.2 Zavislost Re = f (Ar)
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Zavislost c, = f (Re) napf. podle obr. 16.7 se pfepocita do novych soufadnic Re = f (Ar),
tato zavislost je uvedena na obr. 17.2. Prakticky vypoCet se provede tak, Ze se stanovi
velikost Archimedova C&isla Ar, z obr. 17.2 se odecte velikost Reynoldsova Cisla sedimentace
Re,, az néjse vypocita sedimentaéni rychlost

_wd _v.Re,

Re, =—; — W =
" 1% d

(17.5)

17.2. Sedimentace nekulové ¢astice

Sedimentaéni rychlost Castice, ktera nema kulovy tvar, je dana v podstaté stejnymi
zakony, pouze s tim rozdilem, Ze jeji odpor v kapaliné bude s ohledem na €lenitost povrchu
veétsi nez kulové Castice a tedy sedimentacni rychlost bude menSi. Pro feSeni rlznych
materialovych skupin nelze dat vSeobecny navod. Dosavadni experimentalni vysledky
umoznily sestavit pouze pfiblizné hodnoty koeficientll ¢, , zahrnujicich vliv tvaru Castice.
Obvykle se obecna Castice prevede na ekvivalentni primér kulové &astice, pfi ¢emz se
predpoklada, Ze ekvivalentni koule ma stejnou hmotnost jako obecna Castice.

Pro Re < 1 je podle literatury Eastice orientovana b&éhem usazovani tak, jak byla do
kapaliny vlozena. Pro vétsi Reynoldsova C&isla je u neizometrickych ¢&astic naopak
pozorovana tendence docilit urcité stabilni orientace. Napf. plocha &astice ma tendenci se
orientovat v prostoru pfi sedimentaci tak, aby jeji nejvétsi prifez byl kolmy na smér vektoru
usazovaci rychlosti. Castice mize v této oblasti kmitat kolem stfedni rovnovazné polohy.

Jisté zobecnéni sedimentace je mozné pro tzv. izometricky tvar ¢astic u kterych jsou
délkové rozméry ve tfech na sobé& kolmych smérech zhruba stejné. Definujme soucinitel
sféricity jako pomér

_ povrchekvivalennikoule S,
povrchobecnédastice S
kde priimér ekvivalentni koule je definovan vzorcem

d, = 31/6'—\/ , (17.6)
T

kde V je objem obecné &astice.
Pro Re < 1 pak odporovy soucinitel Ize vyjadfit empirickym vztahem

24
C, = = .
0,843.log Re
,065
10
Gix
t 10°
102
1IN
1 HING
10" | e
ey Hi J4 S 0,806 ‘
10° st bl LU L L L L
i ) 1 - e
bttt il L LR L 1 | |t il 1,01 ui
1o~1T11 ] W, [ | LT 11 i
10° 10? 10" 10° 10 10>  10° 10* 10° 10°
— = Re

Obr. 17.3 Zavislost c, = f(Re,O') pro obecnou castici
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Tato rovnice pro o = 1 pfejde v rovnici Stokesovu
24

X - 5.
Re
Pro Re > 1000 je odporovy soucinitel mozné aproximovat empirickou rovnici

c

c, =531-488.0 .
Podle této rovnice je pro kulovou &astici pro o = 1 soucinitel odporu ¢, = 0,43. Tato rovnice je
omezena pro o = 0,67 az 1. Na obr. 17.3 je zavislost c, = f(Re,O').
Pro vyjadfeni vlivu orientace &astice v prostoru pfi sedimentaci na hodnotu ¢, je
vhodné zavést pomér d, /d ,
kde de - ekvivalentni primér Castice podle objemu — rov.( 17.2)
dn - ekvivalentni priimér ¢astice podle primétu, definovany jako primér kruhu,
ktery ma stejnou plochu jako primér ¢astice promitnuty do roviny kolmé na
smér pohybu.
Pro Re <1 je soucinitel odporu uréen rovnici

24
Cc, = , 17.7
¥ K.Re ( )

kde faktor K = f[a, d—ej . Korelaci naméfenych dat byla stanovena zavislost
N

-0,27

d. )’ N N

JE[]
dy

Tato rovnice plati pro ¢astice, u kterych je primétem do roviny kolmé na smér rychlosti

pohybu kruh nebo rovnostranny obrazec.
Kdyz nejsou spinény vyse uvedené podminky, potom se doporucuje nasledujici korelace

logK =0 25[__ j Jote +|og{ ] a7

PFi usazovani vale¢ku s rozméry 0,1< 5 <10 a 200<Re <6.10* dochazi pfi

sedimentaci k vyznamnému sekundarnimu pohybu — kmitani a rotaci. Soucinitel odporu je
dan empirickou rovnici

-0,12 _0.08
P L))"
c, =099 — [—) , (17.9)
Py D
kde pp, pv hustota ¢astice a vody
L délka valecku
D pramér valecku

Pro pomér L/D > 1 pfi usazovani valec¢ku byla jeho podélna osa vodorovna, pro pomér
L/D <1 byla osa valeCku vertikaini a pro pomér L/D = 1 je poloha valeCku nestabilni,
usazovaci draha se odchyluje od svislé pfimky, valeCek rotuje kolem osy kolmé k ose
valecCku.

17.3. Omezené usazovani

Vliv priiméru potrubi - kdyZ se ¢astice usazuje v ohraniéeném prostoru, napf. v potrubi,
jehoz charakteristicky rozmér je srovnatelny srozmérem castice — obr. 17.4, potom
sedimentacni rychlost pro jednu castici vypoctenou pro nekoneéné velky prostor je nutné
nasobit korek&nim faktorem ,k“. Pro malé hodnoty poméru d/D plati pfiblizna empiricka
rovnice
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k=1- 2,104% , (17.10)
pro vétsi pomér d/D pak rovnice
d 2,35
k = (1_5j nebo k= {1—( (17.11)
pro Re > 1000 pak rovnice
d\*®
k = 1—(Bj (17.12)

4

I "\
® ® |
-
{)
v
v'v Y
w
- D} a2 -
I/\/ J\/

Obr. 17.4 Schéma omezeného usazovani ve vertikalni trubce
a) neomezené prostiedi  b) omezené prostredi

Vliv koncentrace - pfi sedimentaéni rychlosti vice ¢astic se nemulze pIné vyvinout rychlostni
profil, jak je patrné z obr. 17.5 pfi padani dvou &astic. DalSim divodem zmen$ené rychlosti
je koagulace ¢astic, sedimentacéni rychlost pak nezavisi na priméru samotné ¢astice, ale na
priiméru shluku &astic — obr. 17.6.

Obr. 17.5 Sedimentaci dvou ¢astic

’\/, A i
o Cdl
mﬁt\\|/ T L
! T
W‘w \‘I:l
. D i . D | _
I/\/ i

%

Obr. 17.6 Sedimentace shluku ¢astic
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Pro dal$i aplikace ma pochopitelné nejvétsi vyznam sedimentacni rychlost mraku wc.
Znamena to, ze sedimentacni rychlost, vypoctenou jiz dfive podle rovnice (17.7), musime
jesté dale upravovat o vliv objemové koncentrace c, . Vzorce, které uréuji hledanou opravu
jsou rovnéz pfevazné empirické a jejich platnost je omezena na linearni zakon odporu.
Prehled téchto vztah( udava tabulka 17.1 spolu s rozmezim platnosti.

Tabulka 17.1  Vliv koncentrace suspenze na sedimentacni rychlost

Cislo Autor \zorec Platnost Poznamka
1 Loefler -1 < k - exp.
1 2k, c, <035 p
Ruth W.=W + 3 konstanta
1-c, (1_ Cy )

2 Oliver 1 c, <04 k1,kz - exp.

we=w(1-kyc, )(1_ k,c? J konstanta
3 Meikl 3 <04

1-c C, =0,
W= 0,149/\/u Y
CV
4 Richardson W, =W (1 _ Cv)m c, <03 m=4,8
Zaki Re<0,2
5 Robinson 2 - Vi i
B kd (Pp _Pv) u - viskozita
We = " g suspenze
k - konstanta
6 Rouse 2 c, <04 a,b - exp.
w c, )3
W, =—|1-| konstanty
b a
7 Steinour 3 03<c, <(
wil-c =Ly =
W, = 0,123M Y
CV

8 | Thomas w, =w.exp(-59c, ) c, <043
9 Mande w, = (1- Cv)ﬂ s =fRe,)

Elektrické sily mezi ¢asticemi - pro Castice s pruimérem d < 100 ym se muze vyrazné
projevit vliv elektrickych sil. U ¢astic s primérem d < 1 uym zpravidla prevladaji elektrické
odpudivé sily natolik, Ze znemozfuji sedimentaci, jedna se o tzv. koloidni suspenze.
Eliminace odpudivych sil zménou elektrického naboje €astic se prakticky provadi pfidavkem
vhodného elektrolytu, nebo roztoku polymeru. Pak mezi Casticemi pfrevliadnou van der
Waalsovy pfitazlivé sily, zatne dochazet k tvorbé shlukd, tzv. koagulaci nebo flotaci.

Ke koagulaci suspenze dochazi pfidanim latky, které naruSuji obalovou sféru kolem
Castice, vznikaji pfitazlivé sily, €imz se vytvareji shluky ¢astic. Tyto shluky maji pochopitelné
vetsSi charakteristicky rozmér a proto se usazuji rychleji. Obvyklymi koagulanty jsou
elektrolyty, nejCastéji roztoky soli, napf. hliniku. Pfi flotaci dochazi ke slepovani castic,
vytvareji se tzv. vlocky, tyto rychleji sedimentuji. Jako flokulanty se pouzivaji polyakrylamid a
aktivovana kyselina kfemicita. Oba tyto zpusoby se vyuzZivaiji pfi Cisténi vody.
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Vliv nespojitosti prostiedi — pro sedimentaci ¢astic jsme predpokladali spojité prostfedi,
tato podminka hlavné u plynu neni spinéna. U plynd je volna draha molekul za
atmosférického tlaku a pokojové teploty 10 az 10™° mm, u kapalin pak 10" mm. Pro vzduch
za uvedenych podminek je volna draha molekul A = 0.8.10™ mm, potom hranice pouzitelnosti
Stokesova zakona plati pro ¢astice s primérem d > 10 um. Pro tuto oblast Ize v literatufe
vyhledat korekéni faktory. U Castic s prumérem d < 0,1 ym se zacCne projevovat vliv
Brownova pohybu, Castice se pohybuji vSemi sméry a prakticky se neusazuiji.
PFi usazovani jemnych koncentrovanych suspenzi vyjdeme z pokusu dle obr. 17.7.

Ve sklenéném valci pozorujeme usazovani suspenze v Case, v suspenzi probiha usazovani
Castic a v horni &asti sklenéného valce se za¢ina objevovat Cista voda, naopak na dné valce
se zacina vytvaret vrstva usazeniny, t€sné nad ni pak je vrstva koncentrované suspenze.

A
N2 121

kapalina
P8y

h

'.. A
Veetete @y md
o. ik 0.

o oS0

|-| Suspenze
- ¢, mala

E:g}g} Suspenze

c, velka

Vrstva
3 - usazeniny

-

¢as - t

Obr. 17.7 Prubéh usazovani jemnych ¢astic u koncentrovanych suspenzi

Pfi grafickém vyhodnoceni tohoto experimentu se dostane tzv. zahustovaci kfivka — obr.
17.7. V oblasti 1-2 je pohyb rozhrani pomaly, oblast 2-3 je naopak pohyb s konstantni
rychlosti. Vbodé 3 se setkd suspenze o plvodni koncentraci se suspenzi vysoce
koncentrovanou, v oblasti 4-5 pak probiha nejpomalej$i ¢ast sedimentace. Casovy pribéh
sedimentace je schématicky uveden na obr. 17.8, pohyb rozhrani pfi usazovani jemnych a
hrubych suspenzi je na obr. 17.9

A A
E h
S A
§ 2 3
a1
E (04 B  Hrubasuspenze
0 P L T, S
o
= 4
& 5
" Jemna suspenze e,
0 gas- t 0 t
Obr. 17.8 Zavislost rychlosti pohybu Obr. 17.9 Pohyb rozhrani pfi
rozhrani na ¢ase usazovani suspenzi

Rychlost vznosu - vliv pohybu prostredi - podle obr.17.10 je to takova rychlost kapaliny
v, kdyZ pevna €astice nachazejici se v této kapaliné se nepohybuje, tedy plati v,, = w, . Pfi
vypoctu sedimentacni rychlosti jsme pfedpokladali, Ze kapalina stoji a pevna Castice se
vlivem tihové sily pohybuje. OdliSné poméry budou v opacném pfipadé, kdy kapalina bude
proudit a pevna €astice se bude pohybovat v tomto proudu kapaliny. Je-li proudéni laminarni,
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potom sedimentace probiha jako by kapalina se nepohybovala. SloZitéjSi je situace u
proudéni turbulentniho.

! Vv

ERRNARNNARANRE

Obr. 17.10 Rychlost vznosu

Sedimentaci podstatné ovliviuji vertikalni fluktuace rychlosti. Nejvétsi vliv turbulence je na
malé castice, jejichz rozmér je srovnatelny s velikosti turbulentnich vir(l. V tomto pfipadé
mohou castice sledovat fluktuace tekutiny a sedimentace se nemusi uskutecnit. Protoze ve
vétSiné pripadu je proudéni vody i plynu turbulentni, nemusi byt hodnota sedimentacni
rychlosti a rychlosti vznosu stejna. Pouze v oblasti laminarniho obtékani jsou tyto dvé
rychlosti tekutiny totozné. Prakticky se i v tomto pfipadé rychlost vznosu podita z rov. (17.2).

160



Janalik,J.: Hydrodynamika a hydrodynamické stroje V8B — TU Ostrava, Fakulta strojni

18. Proudéni porézni vrstvou, fluidace, michani
18.1. Filtra€ni proudéni — Proudéni porézni vrstvou

Vedle proudéni tekutin potrubim se v technickych ulohach vyskytuje i proudéni
tekutiny vrstvou zmitého materialu jako jsou pisky, Stérk, zemina, katalyzator, aktivni uhli
nebo vrstva télisek, tzv. vyplnova téliska nejriznéjSich tvar(. Kdyz protéka vrstvou zrnitého
materialu pouze jedna tekutina, mluvime o jednofazovém pratoku, v technickych aplikacich
jsou vSak i pfipady sou€asného proudéni plynu a kapaliny, pak mluvime o dvoufazovém
proudéni. Pro dalSi feSeni bude vhodné definovat vlastnosti sypkého materialu (porézni
vrstvy).

Mezerovitost - pfedpokladejme, Ze sypka latka zaujima objem V,, objem péru pak je V, ,
celkovy objem tj. objem materidlu v€etné poéru pak je jejich soucet

Vs =V, +V, .

Pomoci téchto objem definujme veli€inu, tzv. objemovou koncentraci

C = \i = Vp = ps — pv

y :
Vs Vv +Vp pp Py

Podobné muzeme definovat tzv. mezerovitost nebo také koeficient porovitosti

g:\izl—cv. (18.1)
VS

Koeficient mezerovitosti je vlastné objem péri obsazenych v objemové jednotce.

Hydraulicky primér - na vrstvu stejnorodého materialu, vytvofenou napfiklad kulickami

stejného priméru, jejiz mezerovitost je konstantni, Ize pohlizet jako na potrubi o velmi

slozitém tvaru, v némz objem tekutiny déleny omo&enym povrchem materialu je hydraulicky

primér vrstvy materialu, pro ktery plati

V
Dh:kv—":k\i—p,
Sp Vp Sp

kde k je konstanta umérnosti.
Pro jednoduchost uvazujeme kulové &astice potom pro pomér

V_p zd®N d

S, 6xd?N 6’
kde N je pocet Castic.
Pro pomér
Ve Ve Vo Ve g V1
V, Vv, V, Ve 7
odkud
W, _ ¢
vV, 1l-¢
S pouzitim poslednich dvou rovnic pro hydraulicky priimér plati
k ¢
D,=———-d,
6l-¢

kde d je primér ¢astice materialu - kuliCky
Volime-li k=6, coz odpovida pfedpokladu, Ze pro kouli o priméru d je D,=d, potom

D,=—2d. (18.2)
1-¢
Pfi feSeni proudéni poérovitym prostfedim (porézni vrstvou) vyjdeme z klasického
pojeti Darcyho. Mé&me nadobu podle obr. 18.1, ktera je opatfena ve spodni ¢asti napf.
sitem, rostem, dérovanou deskou a pod. Na tuto pfepazku uloZime sypky material, tento
muZze byt stejnozrnny napf. kulicky stejného praméru nebo i riznozrnny. Sypky material se
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v nadobé nahodné uspofada a mezi jednotlivymi zrny vzniknou mezery, tyto nejsou
isolované, ale jedna z druhou jsou vzdy né&jakym zplsobem propojeny. Proto je v téchto
mezerach mozné proudéni tekutiny a to jak kapalin tak i plyn. Pfidame—li do nadoby dle
obr. 18.1 tekutinu, napf. vodu, mize tato kapalina mezi zrny v mezerach proudit jako
dasledek pusobeni gravitaéni sily.

A
. v
@ I P - §
c.-.;:O..'Ou.';.‘ e
s’ e 2 0' ", v <
e o 8T 2 = @ ‘e
-4 e ® '.o.ﬂ st er
e
:: :/*: -..o '..n."/':’.{
Py ....... ..... ‘.o.ﬂ ‘"
FEEFL
L ] I3 . P
YRS, K
Odmeérna
]n nadoba
: ¢Q
| [ o

Obr. 18.1 Odvozeni Darcyho filtraéniho zakona

Aby byla hladina kapaliny na konstantni vySce, je nadoba v horni Casti opatfena
pfepadem. V nadobé zvolime dva prifezy oznacené 1 a 2 a do téchto mist na sténé nadoby
pfes vytvofené otvory ve sténé pfipojime dva piezometry (sklenéné trubi¢ky). Pomoci
odmémé nadoby budeme méfit objemovy pritok kapaliny, ktery protéka vrstvou sypkého
materialu. Do horni Casti nadoby bude pfitékat kapalina napf. z vyznaCeného potrubi
s moznosti regulace pratoku kapaliny armaturou.

PFi proudéni tekutiny pérovitym prostfedim muzeme definovat dvé rychlosti a to

y=_dQ (18.3)
S dS

kde S je plocha prufezu trubice.

Tato rychlost je stejné definovana jako rychlost v potrubi, je to v3ak rychlost fiktivni.

Dale mGzeme definovat rychlost v pérech, pro kterou plati
v*:Q*:dQ*, (18.4)
S® dSs
kde S’ je plocha périi v pfiéném Fezu trubkou. Pochopitelné plati, ze v’ > v .
Definujme pomér téchto rychlosti
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aQ

ds ds’

dQ ds (18.5)
ds®

kde n je tzv. ploSna porovitost.
Kdyz vytkneme v sypkém materialu hranol o zakladné dS a vy3ce ,h“, pak jeho objem je

V =hdS .
V tomto objemu bude objem péru
V, =hdS”*,
potom pro koeficient pérovitosti
_Vs_hs S __ (18.6)
V hS S
a mezi rychlostmi bude platit vztah
g:l* = V=gV . (18.7)
Y

Sledujme proudéni podle obr. 18.1, voda pfi pritoku pfes sypky material musi
pfekonat urcity odpor, ktery kladou zrna materialu proudéni. Proto v piezometrickych
trubicich hladina vody je niz a nedosahuje hladiny vody nad vrstvou sypkého materialu. Je-li
proudéni ustalené, pak protéka vrstvou sypkého materialu pritok Q = konst. Na
piezometrech pfi tomto pratoku naméfime rozdil hladin Ah a piezometry jsou na trubici
zapojeny ve vzdalenosti AL. Pomér téchto dvou veliin je hydraulicky spad

i = Ah dh

AL dL’
Darcy na zakladé vySe popsaného pokusu stanovil, Ze prutok tekutiny protékajici vrstvou
sypkého materialu je definovan vztahem
Ah

(18.8)

=k;.S— =k;.S.. 18.9
Q =k AL ( )
Z této rovnice pak pro rychlost proudéni plati
ve8 ok ANy dh (18.10)
S AL dL

Toto je Darcyho filtracni rovnice. Koeficient k; je koeficient filtrace a ma rozmér rychlosti.
Protoze plati

\ *
E=— = V=¢&V

*

\
potom pro rychlost v pérech plati rovnice
vi=Lki.
£
Porovnejme Darcyho zakon se zakonem Poiseuilleovym, pro ktery plati znama rovnice
_h v 641V _9d®,
L d2g Red2g 3
Pro Darcyho filtracni zakon byla odvozena rovnice
V=ev =k,
porovnanim poslednich dvou rovnic pro soucinitel filtrace dostaneme
2
= 99° (18.11)
32.v

Aby platil Darcyho filtracni zakon, musi byt proudéni v sypké hmoté laminarni.

Pokusy ukazaly, Ze linearni zavislost mezi rychlosti filtrace a hydraulickym spadem
plati jen v ur€itych mezich. Pfestoupi-li rychlost urcitou velikost, zaCne platit kvadraticky
zakon, udavany obvykle
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i = Av +Byv?,

nebo podle jinych autor v nasledujicim tvaru
1

v=K.in",
kde A, B po pfipadé Ka ,n“ jsou charakteristiky proudéni stanovené experimentainé.
Hranice, kdy prestava platit Darcyho zakon je dana ,kritickym®“ Reynoldsovym C&islem, které
je uvadéno v odborné literatufe. Pfechod z laminarniho proudéni do turbulentniho nenastava
nahle, je velmi pozvolny. Provedena méfeni potvrzuji, Ze pfevazna ¢ast inZenyrskych uloh
leZi v oblasti laminarni filtrace, turbulentni proudéni je méné Casté.

Ustalené filtracni proudéni - s pfihlédnutim k rovnici (18.10) mizeme pro 3D
ustalené filtraCni proudéni pro slozky filtraéni rychlosti psat

vX:—kf@; vy:—kfa—h; vZ=—kf@. (18.12)
OX oy 0z
Zavedeme-li veli€inu @, coz je potencial filtraCni rychlosti, potom pro rychlost filtrace plati
v =grade,

kde v =iv,+jv,+kv, agradient je definovan rovnici
gradp =i 22 492 1 99
OX oy oz
Porovname dvé posledni rovnice, pfi ¢emz vyuzZijeme pravidlo, ze dva vektory se sobé
rovnaji, rovnaji-li se slozky, proto pro slozky filtrani rychlosti plati
v, =22. Vyza_‘ﬂ; v, =22 (18.13)
oX oy 0z
Dale napiSeme rovnici spojitosti pro nestladitelnou tekutinu

ov .
aVX+ y +8VZ =divww =0. (18.14)
ox oy oz
Dosadime-li do rovnice spoijitosti (18.14) za slozky rychlosti z rov. (18.13) dostaneme
2 2 2
0 f+a (é>+8 f:Ago:O
ox: oy® oz

Vidime, ze funkce @(x,y,z) spliuje Laplaceovu rovnici a je proto funkci harmonickou.
Dosadime-li do rov. (18.14) slozky rychlosti definované rov. (18.12) potom dostaneme
2 2 2

82+82+82:Ah=0. (18.15)

ox® oy® oz
Funkce h(x,y,z) je stejné jako funkce @(x,y,z) funkci harmonickou a mizeme ji feSit pfimo
feSenim rovnice (18.15).

Z vySe odvozenych rovnic pro 3D proudéni snadno pfejdeme na rovinné 2D filtracni
proudéni, kde plati, ze v, = 0, rovnice budou mit tvar

VX=_kf@:8_¢; Vy:_fﬂza_(p; VZ=O;
X O oy oy
2 2 2 2
ox° oy oxX® oy
Podobné upravime rovnice filtrace pro jednorozmérné proudéni
v, =-K @_8_(0 82_¢_O_ 62—h—O (18.17)
X "ox  ox'  ox2 o2 '

Jednofazovy pratok porézni vrstvou vedle klasického pojeti Darcyho, mizeme feSit
tak, Zze pfi vypocCtu tlakové ztraty (mechanické energie) vyjdeme =z rovnice Darcy
Weisbachovy,
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AL v*?
e, ~gh, =P 7LV
Yo, d, 2
Rovnici upravime dosazenim za hydraulicky primér podle rovnice (18.2), a primérnou
rychlost tekutiny — rov. (18.7). Za délku AL dosadime vysku vrstvy sypkého materialu h,
potom pro tlakovy spad dostaneme rovnici
ALV Jl-gh ,

«1—¢h
D2=D1—pz=lD—h7pv =5 3 gV~ =k 8—3EV2.,0V : (18.18)

kde k* :% je tfeci soucinitel pfi proudéni tekutiny porézni vrstvou.

Tento je zavisly na velikosti Reynoldsova Cisla, které je definovano vztahem
Re = v'D,.p  V,.d.p

n o nld-g)
V oblasti malych hodnot Re < 10 (plouzivé proudéni), kdy setrvacna sila je menS$i nez sila
tfeci je mozné treci soucinitel urcit ze vztahu

A

(18.19)

k* = e (18.20)
e
naopak pro velka Re = 10 je mozné uzit vztah
B
k' =—, (18.21)
Re’
parametry A, B, B se musi stanovit méfenim.
e : Hrubozfnlny méteriél-ﬁﬁli: koks, rudy.‘kémeln
b 06y 1005\‘[,.,._. : ¥
(1-¢) = = i o 1 B E 5 1§ o 1 i
x V. d. P,
1 = k = Y
S . e n{l-g)
* R
k =%+1,75
10 |- . e
& = AW 1 o i
o e 8 == i, SN [] ]l
| Volné sypané kuli¢ky | TR 2 mepn
1 1 [ | | | 1] ikl 1 | L ! L | H L |20
10° 2 4 610" 1 10 10 10 10 2 4 610 10° W g
Re e

Obr. 18.2 Zavislost k' =f(Re)

Pro oblast 10 < Re < 2.10°® vystihuje dobfe experimentalni méfeni rovnice ziskana souétem
obou predchazejicich rovnic

« A B
K'=—+—.
Re Re’
Pro stejnozrnou fluidni vrstvu vytvofenou z volné sypanych kuli€¢ek maji konstanty v rovnici

(18.22) velikost : A =160, B = 3,1, B = 0,1, zavislost k™ =f(Re) uvadi obr. 18.2.

Pro vrstvu tvofenou z hrubozrnnych materialu, jako je napf¥. koks, uhli, rudy, drceny kamen,
granulaty, tablety apod. maji konstanty velikost A = 150, B = 1,75, B = 0 zavislost

k* =f(Re) uvadi obr.18.2. V odborné literatufe jsou uvadény dalsi rovnice pro vypocet
ztratového soucinitele.

(18.22)
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Pro Castice obecného tvaru je tfeba rovnici (18.18) délit tzv. tvarovym soucinitelem 9,
ktery je definovan jako pomér povrchu koule k povrchu obecné castice, jejiz objem je stejny
jako objem koule.

36 V2
5=i=3#, (18.23)
SP Sp

kde Sy - povrch koule
S, — povrch obecné Castice, jejiz objem je stejny jako je objem koule
Rovnice (18.6) pro obecnou &astici bude mit tedy tvar

pl—p2=k*g;—v Py - (18.24)

V praktickych Ulohach se ¢€asto jedna o material riznorody, nestejnozrnny, v takovém
pfipadé se za pramér Castice ,d“ vhodné definovany ekvivalentni pramér, napf. stfedni
pramér definovany z kfivky zrnitosti.

V technickych aplikacich se vyskytuje filtracni proudéni napf. pfi proudéni vody
zeminou, proudéni tekutiny piskovym filtrem, proudéni kapaliny vrstvou filtracniho kolace,
proudéni v napliiovych aparatech a pod. Tvar télisek tvofici napli zafizeni mohou byt
kuli¢ky, plné nebo duté valecky, pfipadné dalsi tvary uvedené na obr. 18.3

[Cascade Mini Ring

Obr. 18.3 Vybrané tvary naplfiovych télisek

Kdyz se u naplfiovych aparatl pfedava teplo nebo se uplatiiuje pfenos hmoty, potom
je vzdy snaha, aby vrstva naplné méla co nejvétsi povrch na jednotku objemu, odtud plyne
velka rozmanitost tvaru naplhovych télisek. Materialem télisek jsou plasty, ocel, grafit a cela
fada dalSich materiadll. Kdyz se u naplhovych aparati predava teplo nebo se uplatriuje
pfenos hmoty, potom je vzdy snaha, aby vrstva napiné méla co nejvétsi povrch na jednotku
objemu télisek, parametry télisek udavaiji jejich vyrobci.

18.2. Fluidace

Jestlize budeme pfivadét tekutinu pod poérovitou prepazkou, na které je vrstva
sypkého materialu, bude tento proudit péry mezi ¢asteCkami materialu a po prichodu celou
vrstvou bude tato dale proudit v potrubi nad vrstvou materialu - obr. 18.4. Fluidace mlze byt
realizovana s kapalinou i plynem, realizace s plynem je v technickych aplikacich Cetng&jsi.
V dalSim textu bude proto proveden popis fluidace pro proudéni plynu.

K pratoku plynu je nutny ur€ity rozdil statickych tlaki pod vrstvou a nad ni. Je-li
pruto€na rychlost plynu mala, zlGstava vrstva materidlu v klidu — obr. 18.4A, jedna se o
filtracni proudéni. Se zvétSovanim tlakového rozdilu vzrasta i rychlost plynu a od urcité
hodnoty rychlosti zaéne dosud nehybna vrstva ,nartstat” - obr. 18.4B, vzroste mezerovitost,
takze se Castice vzajemné oddéli, aniz vSak nastane jejich pohyb. Pfi dalSim zvétSovani
rychlosti zacnou €astice konat neuspofadany pohyb, pficemz stfedni ¢asova hodnota vektoru
rychlosti je rovna nule, tzn., ze tézisté vrstvy se nepohybuje. Pfi€inou tohoto pohybu je
proudéni plynu pory mezi ¢asticemi materialu. Proudénim plynu jsou ¢aste¢ky unaseny se
snahou opustit vrstvu. Tim se ovSem zvétSi velikost pért ve vrstvé, v dlsledku ¢ehoz
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poklesne rychlost plynu a &asteCky materialu se ustali v ur€ité rovnovazné poloze. V
okamziku, kdy doSlo k fluidaci ziskal material nové vlastnosti. Na povrchu se vytvofi
vodorovna hladina, ktera je vice nebo méné neklidna, lehké pfedméty na této hladiné plavou
a vrstva materialu v dusledku oddéleni jednotlivych €astic a tim sniZeni vnitfniho tfeni se
chova jako tekutina. Dosazeni téchto vlastnosti u vrstvy materialu se nazyva provzdusnéni
nebo fluidace.

Pribéh tlakového spadu ve vrstvé materialu v zavislosti na rychlosti proudéni plynu je
na obr. 18.4. Tlakovy spad s rostouci rychlosti plynu se nejdfive zvétSuje, samotna vrstva
materialu je vSak nehybna — obr. 18.4A, jedna se o pfipad filtraéniho proudéni. Rychlost, pfi
které zacina fluidace se nazyva prahova rychlost fluidace. Jakmile se vytvofi fluidni vrstva je
tlakovy spad konstantni, tj. nezavisi na rychlosti plynu — obr. 18.4B. DalSi zvétSovani
rychlosti ma pouze vliv na tloustku fluidni vrstvy materialu, ktera se s rostouci rychlosti plynu
zvétSuje, to znamena, Ze se zvétSuje také mezerovitost — obr. 18.4C. Pfi dalSim zvy3eni
rychlosti plynu nad rychlost vznosu (prahova rychlost uletu) jsou pevné Castice materialu
unaseny ve sméru proudu a tim pfechazi soustava do rezimu pneumatické dopravy — obr.
18.4D. Fluidace je tedy pfechodny stav mezi nehybnou vrstvou materidlu a unasenim
materialu proudem plynu. Jsou-li vSechny Castice materialu ve vrstvé stejné, napf. kulové,
potom v kazdém misté vrstvy jsou stejné podminky a vznika fluidace homogenni. V
technické praxi maji dopravované Castice nejrliznéjsi tvar a velikost, dosazeni homogenni
fluidace je obtizné, nékdy se ve vrstvé tvofi kratery, které fluidaci ztézuji nebo dokonce i
znemozfuji. U nestejné velkych &astic se stava, Ze rychlost plynu je vétsi nez rychlost
vznosu nejjemnéjSich ¢astic, které pak jsou unaseny z fluidni vrstvy ven.

a) filtrace b) fluidni vrstva c) fluidni vrstva d) ulet
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Obr 18.4 Provzdusnéna vrstva materialu

Fluidni vrstva se svym chovanim podoba kapalingé, na télesa ponofena do fluidni
vrstvy pusobi vztlakova sila, leh&i télesa plavou na vrstvé, kdyz se skloni nadoba potom
hladina fluidni vrstvy zistava vodorovna. Z fluidni vrstvy je mozné hrdly material kontinualné
odvadét, je mozné realizovat pohyb vrstvy ve sklonénych Zlabech.

Pfi ustaleném pratoku se muze vytvofit rovnhomérna (homogenni) fluidni vrstva,
koncentrace Castic v kazdém misté je nezavisla na Case a pohyb Castic ma nahodny
charakter. Vrstva fluidizovana kapalinou zustdava homogenni az prakticky do uletové
pratoku plynu pfes vrstvu se mohou tvofit bubliny, tyto se mohou spojovat a vytvaret bubliny
vétsi, tyto mohou dosahovat priméru nadoby, pohyb mdze byt pistovy, mohou se vytvaret i
kanalky, které prostupuji celou fluidni vrstvou, z hladiny fluidni vrstvy mohou prudce
vyskakovat ¢astice materialu, které se vSak vraceji zpét do mezni vrstvy.
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Ve fluidni vrstvé je pfenos tepla i hmoty velmi intenzivni, rozlozeni teploty i
koncentrace je rovhomérné, pfestup tepla mezi fluidni vrstvou a vestavénym vyménikem je
intenzivni, do fluidni vrstvy je mozné kontinualné pfivadét nebo z fluidni vrstvy odvadét
pevné ¢astice, fluidni vrstva nema pohyblivé &asti, proto je konstrukéné zafizeni jednoduché.
U fluidni vrstvy se musi pfihlédnout ke skuteCnosti, Ze pevné Castice se v ni nemusi zdrzet
vSechny stejné dlouho, pevné ¢astice mohou byt z hlediska priméru ¢astic degradovany a
takto vzniklé malé Castice jsou z fluidni vrstvy vynaseny, dale je tfeba také pocitat z vétsi
abrazi ve fluidni vrstvé.

Pro vypocet tlakového spadu pfi proudéni fluidni vrstvou muzeme pouzit rovnice
odvozené pro proudéni porézni vrstvou — rov. (18.18)

15h2

P — p,=K’ 3 gvAe (18.18)

oznaceni ostatnich veli€in je patré z obr. 18.5

v* | p
Sdeh b 1
R RS
e
V, p
[ S a gl

Obr. 18.5 Oznaceni veligin ve fluidni vrstvé

Treci soudinitel K* je zavisly na Reynoldsové &isle, které je uréeno rov. (18.19)
Re=V*.dh.pV v, d.p,

n nll-g)
Pro vypoc&et k" je mozné pouzit rovnice (18.20) az (18.21) nebo obr. 18.3. Pro nestejnozrnny
material je mozné tlakovy spad vypocitat z rov.(18.24)
«1—& X 2
—p,=K" =—=—Vi.p,. 18.24
P~ P2 83 S5d v-Py ( )
V praktickych ulohach se €asto jedna o material rlznorody, nestejnozrnny, v takovém
pfipadé se za pramér Castice ,d“ povazuje vhodné definovany ekvivalentni primér, napf.
stfedni pramér vypodteny z kfivky zrnitosti.
Minimalni rychlost plynu, pfi které nastane fluidace materialu, se stanovi z
podminky, ze tihova sila materialu musi byt v rovnovaze se silou tlakovou, tzn., ze plati

(18.19)

(p—py)S=0- 5)(pp ey )g.S.x .
S pouzitim rovnice (18.24) pro minimalni rychlost plynu dostaneme

Vo \/33 Lo A g5d (18.25)
Py k
Maximalni rychlost fluidace je totozna s rychlosti vznosu €astice materialu, ponévadz
pfi vétsi rychlosti je material proudem plynu unaSen a fluidni vrstva materialu se méni na
pneumatickou dopravu ve vznosu.
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Zrnita vrstva
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Pro uskute¢néni fluidace materialu je dulezita pérovita prepazka - rost, ktera slouzi
jednak jako Ilozna plocha pro material a jednak umozhuje vhodné rozptyleni
provzdusnovaciho plynu do vrstvy. Pouzivaji se rizna sita, dérované plechy, textilni tkaniny,
keramika apod., néktera feSeni uvadi obr. 18.6.

Pritokem plynu porovitou prepazkou vznika tlakovy spad, ktery se urci z rovnice
w L V2 vZ 180

Ap k-dh-z-pv Czpv (18.26)

kde k™ - je tfeci souginitel, tento je zavisly na velikosti Reynoldsova &isla a pro rtzné druhy
pfepazek se ur€uje experimentalné.
Protoze se tézko definuje tloustka rostu, pro vypocet tlakového spadu se asi pouzije prava
Cast rov. (18.26). Ztratovy soucinitel je i v tomto pfipadé stanoven méfenim — obr.18.7 a
obr.18.8. Celkovy tlakovy spad potfebny pro proudéni pres fluidni vrstvu je dan souétem
rovnice (18.24) a (18.26).

T=TTITIr

3,0 |— 1;0- p::umé;ot'vorﬂ Js[so= o'_
C .|l so- plocha desky 1,2 N
S - plocha otvoru Rl C i d - prumeér otvoru
2,6 |— 01 0 H
1 [T \NSIS= 0.1 S,- Pplocha desky
22 w L] 1.0 S S - plocha otvorti H
: T il // ‘ (3;2, N ;) o T
1,8 ‘ —’H" - I 0,8 N 0.2 [ =E;l
o ; [ — I L~ Nl 0,3 | S . )
bl 11— HT T
vy - T 10,4 \T||0.3
’ i | 7 i L -QJJL ol o 0.6 .k%\ - i — 41 11
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Re = ‘va'ngB Bo s v, d.p
n
Obr. 18.7 Zavislost ' =f(Re) Obr.18.8 Zavislost ¢ =f(Re) pro sito

pro perforovanou desku

Vlastnosti fluidni vrstvy se vyuzivaji s vyhodou k dopravé sypkého materidlu tzv.
pneumatickymi Zlaby. Je to mirné sklonény Zlab, ktery je podélnou pérovitou pfepazkou
rozdélen na dva prostory. Na pfepazku do horniho prostoru je pfivadén dopravovany
material, do spodniho prostoru je pfivadén dopravni plyn, ktery pronika pfes pérovitou
prepazku do vrstvy materialu, kterou fluidizuje. Vrstva materialu vlivem sklonu Zlabu za¢ne
proudit jako kapalina v otevieném sklonéném koryté.

Rychlost proudéni materialu ur€ime z rovnovahy sil podle obr. 18.8. Za ustaleného
stavu musi byt v rovnovaze slozka tihové sily se silou tfeci.

dF =dGsina
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Fluidni vrstva

‘N‘

Piepazka— |~ =

Obr. 18.9 Schéma proudéni fluidni vrstvy materialu ve zZlabu

Pro rychlost materialu za ustaleného stavu dostaneme

V= /i%./rhtga: /i?ﬁ, (18.27)

coz je obdoba rovnice Chézyho. Soudinitel k™ je zavisly hlavné na druhu dopravovaného
materialu, hydraulickém poloméru, na pomérném sklonu Zlabu a obvykle se uréuje
experimentalné.

Dopravni vykon pneumatickymi Zlaby se uréi z rovnice kontinuity

Qup =bhv, (1-£)p, . (18.28)
18.3. Michani

Pro urychleni procesu vymény tepla a hmoty (latky) v kapalném prostfedi se pouziva
michani, které Ize realizovat riznymi zpusoby:
Mechanické michani — pouzivaji se obvykle mechanicka rotaéni michadla, ktera vytvareji
v nadobé nucené proudéni.
Pneumatické michani — jsou obvykle provedena tak, ze do spodni ¢asti nadoby je pfiveden
vhodnym zafizenim plyn, tento v kapaliné vytvofi bubliny. Stoupajici bubliny strhavaiji
k pohybu okolni kapalinu, ¢imz dochazi k michani.
Hydraulické michani — je provedeno pomoci ponofenych trysek, proud kapaliny vytékajici
Z téchto trysek vytlacuje a strhuje okolni kapalinu a tim dochazi k michani.

(0]

Obr.18.10 Schéma proudéni v nadobé s rotaénim michadlem
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Pfi turbulentnim proudéni dvou kapalin napf. v potrubi je michani mnohem intenzivnéjsi nez
pfi proudéni laminarnim. U praktickych realizaci se nej€astéji pouZivaji michadla mechanicka
s rotaénim pohybem, jejich provedeni je na obr. 18.10, nadoby s michadlem mohou byt
opatfeny narazkami. Michadlo se umistriuje do nadoby obvykle centricky, pfi tomto feSeni se
v nadob& bez zarazek vytvafi stfedovy vir, ktery snizuje intenzitu michani. Michadlo
umisténé mimo osu nadoby, popfipadé Sikmo k ose nadoby zamezuje vzniku viru. Nékteré
vybrané typy pomalubéznych a rychlobéZnych michadel uvadi nasledujici obrazek
obr. 18.11.

Proudové a tlakové pole pfi michani kapalin je popsano Navierovou-Stokesovou
rovnici a rovnici spojitosti. Analytické feSeni této soustavy dvou parcialnich diferencialnich
rovnic vzhledem ke slozZitosti sledovaného systému neni zpravidla mozné. Pfi praktickych
ulohach se provadi numerické feSeni, nebo se uloha feSi experimentalné.

RychlobéZna michadla PomalubézZzna michadla
Turbinové michadlo 2 Turbinové michadlo 1 Kotvove 2 ér_oubové
* s délicim kotou¢em * bez déliciho kotouge * michadlo *  michadlo
-— h —
| I I
o o FS \@
|
== im
Trilopatkové Vrtulove Pasovée : %
3. michadlo 4 michadlo 3. michadlo 4. #T:ﬁ;’glo

d .
r o &
& " - 93
N ’
£
) £ = d
<o 1
2. N hJ d |
-

Obr.18.11 Vybrana provedeni michadel

Uginkem mechanického michadla vznika v nadobé axialni i radialni proudéni, na michadlo
muzeme proto pohlizet jako na cerpadlo. Proto mlze byt pritok kapaliny vyvolany
michadlem povazovan za jednu z charakteristickych veli€in charakterizujicich uc€innost
michadel. Pro feSeni pfikonu michadla definujme Reynoldsovo Cislo rovnici
ndZ.p
Re=—"—, (18.29)
n

kde n — otacky michadla

d — primér michadla

3 Plouzivé Prechodna Turbulentni
o proudéni . oblast . proudéni
ol  me

(=]

2
Nadoba
s naraizkami

)"_,4———'
Nadoba bez
narazek
e

log Re 3
Obr. 18.12 Typicky pribéh pfikonové charakteristiky
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Podle experimentalnich méfeni je typicka zavislost pfikonu michadla P = f (Re) uvedena na
obr.18.12, tato zavislost se také nazyva pfikonova charakteristika michadla.

Pro zavislost P = f(Re) literatura uvadi empirické rovnice, nebo jsou vysledky experimentl
uvadény graficky, napf. obr. 18.12 nebo obr. 18.13. Uvadény typ michadla v obrazcich
odpovida oznacéeni uvedeném na obr. 18.11.

10
og HEhlenEnd mienadap ; {Pomalubszna michadlal
ale i T 400
a K ale e — ik
N a ] —Tw2H
1 ™ 10 —Typ3|]]
— —===z: = =SI = =IIi —Ty|14 E—ﬂ
RN m i
[ o] 1 1 TIT
| —Typ 1 1 ot
—Typ 2
[ =—Tw 3
i I i
0,1 0,1 .
100 1000 10000 100000 1 10 100 1000 10000 100000
2 2
Re=n'd‘9 Re=n'd‘9
n L |
Obr.18.13 Pfikonova charakteristika Obr.18.14 Pfikonova charakteristika vybranych
pomalubéznych michadel vybranych rychlob&Znych michadel

Obdobné prikonové charakteristiky uvadi literatura i pro michani nenewtonskych kapalin.
Tak napf. pfi michani suspenze voda — uhli ve valcovém zasobniku prdméru 38 m, vySky
25,4 m mélo vrtulové michadlo primér 9 m a pfi otackach 7 ot/min. byl pfikon 370 kW.
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19. Fyzikalni podobnost a teorie modelovani

19.1. Hydrodynamicka podobnost pfi proudéni tekutin

Experimentalni prace v hydraulické laboratofi je velmi vyznamnou slozkou vyzkumné
prace. Zkoumaji se modely nejriznéjSich stroji a zafizeni, aby se poznaly jejich zakladni
vlastnosti nebo Zzjistily a opravily vady, ovéfuji se teoretické pfedpoklady navrhu &i projektu a
velmi Easto se pokusné zjistuji vzajemné zavislosti za&astnénych veli€in.

Vysledky ziskané na modelu se pak prepocCitavaji na skuteéné zafizeni, tzv. dilo.
Prozkoumani jevu na modelu umoZzhuje také zavést opravné soucinitele do teoreticky
odvozenych rovnic, jejichz feSeni bylo zaloZzené na zjednodusujicich pfedpokladech (aby se
matematické feSeni usnadnilo nebo zjednodusilo), které se vSak od skuteénych pomérd
Castecné odchyluji. V nékterych sloZitych pfipadech, které nejsou dosud teoreticky feSitelné,
se experimentem ziskavaji pro praxi potfebné vztahy veliin.

Model se zhotovuje téméF vzdy mensi nez dilo, proto je levnéjsi, leh¢i, manipulace
s nim je snadnégjsi, vyroba modelu kratsi a Ize experimentovat v laboratofich. MenS$i naklady
umozAiuji vySetfovat na modelu nékolik alternativ a provadét upravy b&éhem experimentovani.
Zakladni metody teorie podobnosti jsou:

- rozmérova — dimenzionalni analyza

- podobnost z rovnic matematické teorie problému

- matematicka podobnost
Zakony podobnosti Ize odvodit zteorie rozmérovosti (dimenzionalni analyzy, nebo ze
z&kladnich diferencialnich rovnic matematické teorie daného jevu a jejich urCovacich tj.
pocate€nich a okrajovych podminek — tab. 19.1.

Tab. 19.1 Zakladni druhy fyzikalni podobnosti

¢. Zakladni druhy Typicka vlastnost Dal$i nova fyzikalni
podobnosti podobnosti veliCina a jeji rozmér

1 | Geometricka podobnost | Umérnost délek L - délka [m]

2 | Kinematicka podobnost | Umé&rnost &as(i t - Cas [s]

3 | Dynamicka podobnost | Umé&rnost sil m - hmotnost [kg]

4 | Teplotni podobnost Umé&rnost teplot At - teplotni rozdil [deg]

5 | Chemicka podobnost Umé&rnost koncentraci

Pozn. : kinematicka a dynamicka podobnost tvofi spoleéné podobnost mechanickou.

Splnéni podminek geometrické a kinematické podobnosti je obvykle snadné,
slozitéjSi byva splnéni dynamické podobnosti. Jsou-li spinény vSechny tfi vySe uvedené
podminky, potom mluvime o uplné fyzikalni podobnosti. Tato se da splinit prakticky pouze pfi
meéfeni na dile, pfi méfeni na modelech se musi pocitat, Ze jeji platnost je témér vzdy
omezena.

Vysledky méfeni na modelu, maiji-li spinit svUj ukol, je nutno prepocitat na skute¢né
provedeni — dilo, coz se provadi na zakladé poznatkd teorie fyzikalni podobnosti. Fyzikalni
podobnost stanovi podminky, za kterych je zkoumany jev na modelu fyzikalné podobny jevu
ve skute¢ném provedeni — dile. Uplna fyzikalni podobnost je splnéna tehdy, kdyZ jsou
soucasné splnény nasledujici tfi podminky:

1. geometricka podobnost. Tato vyZaduje, aby pomér odpovidajicich délek na modelu a na
dile byl konstantni a uhly stejné

(h] :(iJ _ konst. (19.1)
LZ Model L2 Dilo

2. kinematicka podobnost. Tato podobnost vyZaduje, aby pomér odpovidajicich rychlosti a
zrychleni na modelu a dile byl konstantni

173



Janalik,J.: Hydrodynamika a hydrodynamické stroje V8B — TU Ostrava, Fakulta strojni

(ﬁJ :(ﬁJ — konst. (19.2)
Va Model Vo Dilo

3. dynamicka podobnost. Proudéni tekutin je pohyb hmotnych ¢astic, podle klasické
Newtonovy mechaniky jsou pfi€inou pohybu sily. Pfi proudéni na modelu a na geometricky
podobném dile musi byt Navierova —Stokesova rovnice modelu a dila shodné. Odtud plyne,
Ze pomér libovolnych, ale navzajem si odpovidajicich sil téhoz druhu musi byt stejny, jinak
feCeno dynamicka podobnost vyZaduje, aby pomér odpovidajicich sil na modelu a na dile
byl konstantni

Libovolna sila na modelu
= konst.

Odpovidajici sila na dile

Tato definice se da odvodit z nasledujici ivahy. Rovnovaha sil v proudici tekutiné je urcena
Navierovou-Stokesovou rovnici, kterou zapiSeme pro model i dilo formalné ve tvaru

Fov =Fom +Fom R s Fso =Fgp +Fop tFo - (19.3)
Fyzikalni podobnost modelu a dila dovoluje prevést Navierovu-Stokesovu rovnici pro model
na tvar

F F F F
{ 2 }FSD =M F =M :[M}F@. (19.4)
Fsp FgD FpD Fo

Je-li obtékani modelu a geometricky podobného dila fyzikalné podobné, musi byt Navierova-
Stokesova rovnice modelu i dila shodna, proto musi byt v8echny ¢&leny v hranatych
zavorkach u pfedchazejici rovnice stejné velké, takze plati

F, F. F. F

SM __9M __PM _ M (19.5)
FSD FQD FPD I:tD

Tato definice vyjadfuje umérnost vSech sil modelu a fyzikalné podobného dila bez ohledu na
plavod, velikost i smér téchto sil a vztahuje se na vSechny sily modelu a dila at pusobi
v bodé&, pfimce, roviné nebo prostoru. Proto pfedstavuje podminku dynamické podobnosti
nejen v mechanice tekutin, ale v celé fyzice.

Tlakové sily v Navierové-Stokesové rovnici se skladaji ze tfi slozek a to slozka tlaku
nezavisla na stlacitelnosti tekutiny- F,, slozka tlaku zavisla na stlacitelnosti (pruznosti)
tekutiny — F. a kapilarni tlak na zakfivené volné hladiné tekutiny — Fy . S pfihlédnutim k této
skutec¢nosti se rov. (21.5) upravi

F F F F F F

SM __9M __PM __eM _ _km _ "M
Fo Fop Fop Feo Foo Fio

Tuto rovnici Ize psat jako soustavu jednodusSich souCasné platnych rovnic, napf. ve tvaru
dvojic
F F F F F F F

SM_ _ _9Mm . SM _ _PM . SM _ _eM . M _ _Kkm SM__ _M
Fsp FgD Fsp FPD Fso  Fep Fso Foo Fso  Foo

Predpokladejme, Ze na dany problém pusobi pouze dvé sily F; a F, , potom podle
predchazejici definice mizeme pro pomér sil psat

Fwm _Fom _ konst = (ij - [iJ =konst ., (19.6)
FlD on 2/Mm 2/D

tuto rovnici pak pouzijeme v dalSim textu pro odvozeni podobnostnich Cisel v mechanice
tekutin.
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V mechanice tekutin se vyskytuje mnoho sil, vyberme ze vSech pouze ty, které se
nejCastéji vyskytuji, je to Sest sil, které byly definovany pomoci rovnice Navierovy —
Stokesovy. K témto silam pfidame jesté silu impulzni a tyto sily jsou pfehledné uspofadany v
nasledujici Tab. 19.2. V této tabulce prvni dvé sily a posledni sila patfi do kategorie sil
objemovych, zbyvajici Ctyfi sily pak do kategorie sil ploSnych.

Tabulka 19.2 Pfehled vybranych sil , které se vyskytuji v mechanice tekutin

Cislo Nazev sily Definice sily Sila
F. =ma ~ 2
1 Sila setrvac¢na S FR~p v
2 Sila tihova - tiha Fy =mg= F ~ ngs
g
3 Sila tlakova |:p =pS F ~ pL2
b~
AV ~ 1252
4 Sila kompresni-pruznostni | Fy = Apy.S = v Ks|Fa~pla
5 Sila kapilarni F =ol F ~ol
Sila treci F=:S R ~nLv
AV 3
7 | silaimpulsni Fo=m===QuAv | F = pLv
t

n
Pro n sil je mozno sestavit (2] kritérii fyzikalni podobnosti (pomér dvou sil), z ¢ehoz

polovina je na sobé nezavisla. Prvnich 6 zakladnich sil odvozenych z Navierovy-Stokesovy
rovnice podle této tabulky dava tedy patnact riznych kombinaci druhé tfidy bez opakovani,
tji. patnact zakladnich zakont dynamické podobnosti, uréenych libovolnou dvojici ze Sesti
zvolenych druha sil. Téchto patnact zakladnich zakonld dynamické podobnosti uvadi
obr. 19.1 a mizeme je rozdélit do dvou skupin. Prvni skupinu tvofi pét zakladnich zakon(
dynamické podobnosti v proudéni zavislych na setrvacnosti (setrvaéné sile) tekutiny, jsou to
zakony Froudlv, Euleriv, Machllv, Weberllv a Reynoldstv. V obr. 19.1 jsou tyto vazby
podobnostnich &isel vyznaceny silnou ¢ervenou ¢arou.

Obr. 19.1 Grafické znazornéni souvislosti podobnostnich Cisle v mechanické podobnosti

Druhou skupinu tvofi deset nepojmenovanych zakladnich zakont dynamické podobnosti
v mechanice tekutin nezavislych na setrvacnosti (setrvacné sile) tekutiny. V obr. 19.1 jsou
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tyto vazby podobnostnich &isel vyznaceny slabou modrou nebo zelenou €arou a jsou rovnéz
oznaceny Cislem jedna az deset.

V dalSi Casti textu jsou probrany vSechny dllezité varianty podobnostnich Cisel
uzivanych v mechanice tekutin, jejich definice jsou v daldim textu podrobné odvozeny.

Sila setrva¢na - F, a tfeci-F,
Podle rovnice (19.6) pomér setrvacné a tfeci sily na modelu i dile je konstantni

(F—S] :(F—Sj = konst
Fuw R

Po dosazeni za jednotlivé sily je-li 7 _ v dostaneme
[pLZVZJ _(pLZVZJ
nLv " nLv 5
Vm vV /b
Zlomek
Re= vt (19.8)
1%

je Reynoldsovo gislo. Vyraz na levé strané rovnice (19.7) je Reynoldsovo €islo na modelu a
na pravé strané pak Reynoldsovo &islo na dile. Podobnost je v tomto pfipadé spinéna tehdy,
jsou-li Reynoldsova €isla na modelu a na dile stejna - Re,, =Rey.

Reynoldsovo kriterium se uplatiiuje pfi laminarnim i turbulentnim proudéni tekutin v potrubi,
pfi obtékani téles apod. Patfi k nejznamé;jSimu kriteriu v mechanice tekutin.

Sila tlakova — F, a setrvaéna —F
Podle rovnice (19.6) pomér tlakové a setrvacné sily na modelu i dile je konstantni

F F
—pj = (—pj =konst

Po dosazeni za jednotlivé sily a po Upravé

p.L.? J _( p..? J
22| = 2|
plve ), ol 5

sz :( pz] = Euy =Eup (19.9)
pv: )y w2 )
Zlomek
Eu=—" (19.10)
PV

je Eulerovo Cislo. Vyraz na levé strané rovnice (19.9) je Eulerovo Cislo na modelu a na pravé
strané pak Eulerovo Cislo na dile. Podobnost je v tomto pfipadé splnéna tehdy, jsou-li

Eulerova ¢isla na modelu a na dile stejna - Euy, =Eup.
Fyzikalné shodné je kritérium Newtonovo

F
Ne =—"5. (19.11)
yod%
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Fyzikalné shodné je i kritérium Stokesovo

F
St = ﬁ . (19.12)
n.l.

Analogické s Eulerovym Ccislem je Cislo Hedstrémovo, které se uplatiuje pfi proudéni
nenewtonskych kapalin.

He=—P_ (19.13)
PV
kde 7, je pocatecni napéti v Binghamové kapaliné (idealné nebo skutecné plastické).

Posledni tfi jmenovana podobnostni isla vyjadiuji stejnou fyzikalni podobnost, rozdil
je pouze v tlakovych silach. U Eu-Cisla je uveden tlak, u Ne-Cisla pak tlakova sila.
Eulerovo kriterium se uplatriuje pfi obtékani téles, tvarovy odpor, tlakova ztrata v potrubi, pfi
proudéni nenewtonskych tekutin .

Sila setrvaéne — F; atiha-F,
Podle rovnice (19.6) pomér setrvacné a tihy na modelu i dile je konstantni

F—S] =(F—S) = konst.
F " F 5

Po dosazeni za jednotlivé sily a upravé

pszzJ _[pLZVZ)
3 - 3
pol” ), LAl ),

2 2
v v
Zlomek
v2
Fr = — (19.15)
gL
je Froudovo gislo, které se také zapisuje ve tvaru
Fr=—Y (19.16)

oL

Vyraz na levé strané rovnice (19.14) je Froudovo €islo na modelu a na pravé strané pak
Froudovo Cislo na dile. Podobnost v tomto pfipadé je spinéna, jsou-li stejna Froudova Cisla

na modelu a na dile Fry, =Frg.

Froudovo kriterium se uplatriuje pfi feSeni vinového odporu u lodi, pfi sedimentaci ¢astic a pfi
proudéni suspenzi voda - pevna ¢astice nebo vzduch - pevna Castice.

Sila setrvac¢né — F; a kapilarni —F,
Podle rovnice (19.6) pomér setrvacné a kapilarni sily na modelu i dile je konstantni

(F—SJ :(F—Sj = konst.
Fe Fe o

Po dosazeni za jednotlivé sily dostaneme

pL2V2 B pL2V2
o.L M_ oL 5

2 2
(P-L-V_J :(P-L-" ] = Wey, =Wep, . (19.17)
o M o D
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Zlomek

pLv?

We = (19.18)

lo}
je Weberovo €islo. Vyraz na levé strané rovnice (19.17) je Weberovo Cislo na modelu a na
pravé strané pak Weberovo €islo na dile. Podobnost je v tomto pfipadé splnéna tehdy, jsou-li

Weberova ¢&isla na modelu a na dile stejna - Wey, =We.
Weberovo kriterium se uplatfiuje u kapilarnich jeva.

Sila setrva¢na — F; a sila kompresni —F,
Podle rovnice (19.6) pomér setrvacné a kompresni sily na modelu i dile je konstantni

(F—SJ :(F—S] = konst
Fet )y Fa o

Po dosazeni za jednotlivé sily dostaneme

2.2 | 2 42
plLloa® ) pLoa® g

ay \a/p
Zlomek
Ma =~ (19.20)
a

je Machovo Cdislo. Vyraz na levé strané rovnice (19.19) je Machovo &islo na modelu a na
pravé strané pak Machovo Cislo na dile. Podobnost je v tomto pfipadé spinéna tehdy, jsou-li

Machova €isla na modelu a na dile stejna - Ma,, = Ma,.

Machovo kriterium se uplatiiuje pfi proudéni stladitelnych tekutin a pfi nadzvukovém
proudéni.

Sila impulzni —F, a setrvaéna - F

Podle rovnice (19.6) pomér impulzni a setrvaéné sily na modelu i dile je konstantni

(ij :(5) =konst.
Fo )y Fn o

n

Po dosazeni za jednotlivé sily je-li — = v dostaneme
t.p.L2v? _ t.p.L%v?
P. v M P. v 5
L Jm L b
Zlomek
sh=Vt_v_V (19.22)
L c¢c fL

je Strouhalovo Cislo. Vyraz na levé strané rovnice (19.21) je Strouhalovo ¢&islo na modelu a
na pravé strané pak Strouhalovo €islo na dile. Podobnost je v tomto pfipadé spinéna tehdy,

je-li Strouhalovo &islo na modelu a na dile stejné - Shy, =Shy.
Strouhalovo €islo mize byt pro periodické jevy modifikovano nasledujicimi vztahy

V~Lo, tzf}, wo=2xf, f.A=a.
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Strouhalovo kriterium se uplathuje pfi nestacionarnim a periodickém proudéni, v
hydrodynamicky strojich, Karmanova virova cesta za obtékanym télesem, rozte€ vird u
Karmanovy virové cesty a pod. Strouhalovo ¢islo je u hydrodynamickych stroju uzivano pod
pojmem mérné otacky.

V tabulce 19.3 a 19.4 je uveden pfehled podobnostnich Cisel pouzivanych v mechanice
tekutin.

Tabulka 19.3 Prehled zakladnich zakon( dynamické podobnosti v proudéni
s uplatnénim setrvaéné sily

Cislo | Podobnostni &islo Pomér sil Definice Zakon podobnosti
F v.L Re,, =Re
1 Reynoldsovo Re=—= Re == M D
F v
F Eu,, = Eu
2 Eulerovo Eu=-" Eu = P 5 M D
F PV
F 2 Fry = Fr
3 Froudovo Fr = F—S Fr=Y_ M D
9 g.L
F 2 We,, =WE
4 Weberovo We == We = pLv M D
F o
F \ Ma,, = Ma
5 Machovo Ma = —> Ma = — M D
E a
d
F vt v | Sh,, =Sh
6 Strouhalovo Sh=-—= Sh=—-="=_"_ M D
Fh L C f.L

Tabulka 19.4 Prehled zakladnich zakon( dynamické podobnosti v proudéni
nezavislych na setrvacné sile

3 Fyzikalni 3 Fyzikalni
C. | Pasobici | Pomér sil vyznam C | Puasobici Pomeér sil vyznam
sily podobnosti sily podobnosti
F s | F F ? F
9 PIF  pL F, EuFr Pk R ol Fe
F 3 F 2 F 2 F
2 |F+F, | == pgsz Ty _Ma® 7 E+E | 2= pL —P =Eu.Re
g F. plfa® | /R, Fr PR Ly F
s e Lp |Fo_pdl® |F_We | F,_plfa® | Fe _We
s "\ BT oL R Fr Fe +R FF oL | R Ma?
F > | F, Re F 1?a? | ke _ Re
4| Fy+R 8- 23 = 9 | R +F — £ F_e_Mz
F nLv FFr e F n.Lv t a
F 2 F F L F Re
5 F.+F _p:% —p=EU.M3.2 10 F +F k= o X =
PTTe R, pl2a® | R kTt R oy | R We

Dosud byla feSena uloha, ve které byly dominantni pouze dvé sily. Slozitéjsi je
pfipad, kdy v daném problému vystupuje sil vice. Ukazeme feSeni, ve kterém jsou
dominantni tfi sily.
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Sila setrvacéna - F , tfeci -/, atiha F,
Z téchto tfi sil mizeme sestavit dvé podobnostni ¢isla a sice:

Reynoldsovo €islo - Re = a

v.L
1%
V2

Froudovo ¢islo - Fr=—.

g.L

Podobnost je spinéna vtomto pfipadé tehdy, kdyZ jsou stejna na modelu i dile obé

jmenovana podobnostni €isla. Takovy problém se vyskytuje napf. pfi vySetfovani odporu

lodi. Tfeci odpor je vyjadien Re — Cislem, odpor vinovy pak Fr — Cislem. Musi tedy soucasné
platit Re = konst. , a Fr = konst. Bude — li modelovani provedeno ve stejné kapaling, napf.
vodé, potom z Re — Cisla vyplyva

Vulw  Vplp Vy o Ly

Re,, =Rey = = = 4=, 19.23
M D » 5 vo Ly ( )
obdobné se stanovi podminka podobnosti z Fr - €isla
2 2
glw 9lp Vo VLo

Z poslednich dvou vyrazl je vidét, Zze pfi modelovani nelze splnit sou¢asné obé& podminky.
Pro dal$i modelovani je potfeba rozhodnout, kterd podminka bude dominantni. V tomto
konkrétnim pfipadé bude rozhodujici vinovy odpor, dominantni jsou tedy sily setrvacné a
gravitacni, musi byt proto splnéna podminka Fry = Frp , ktera vSak plati s jistou chybou,
ktera se musi stanovit méfenim.
PFi vybéru podobnostnich ¢isel mizeme postupovat nasledujicim zptusobem:
- na zakladé zkuSenosti definovat dominantni sily, které se uplatfiuji u zkoumaného
jevu
- definujeme misto sil veli€iny na nichz posuzovany jev prokazatelné zavisi. Kriteria
podobnosti ur€ime s vyuzitim bezrozmérové analyzy
- dany zkoumany jev popiSeme rovnicemi a to i diferencialnimi
U posledniho problému jsou dale uvedeny dva pfiklady feSeni. Je-li problém popsan

obyc&ejnou rovnici, napf. odpor téles , u kterého odporova sila je dana znamou rovnici
2

v
F,=C,S—p,
X x> P
tuto rovnici pfevedeme na bezrozmérny tvar
F
cy =2—>5 ~Ne,
PSV

kde cy je soucinitel odporu, ktery pro slozitéjSi télesa se obvykle stanovuje experimentalné.
Z obtékani téles (koule, valec, profil a pod.) je znamo, ze soucinitel odporu c,zavisi na tvaru
télesa a Reynoldsové Cisle. Posledni rovnici Ize doplnit

c, ~Ne=f(Re,tvar). (19.25)
Jedna-li se o téleso jednoho tvaru, pak se predchazejici rovnice zjednodusi
c, ~Ne=f(Re), (19.26)

tato zavislost se musi ovéfit experimentalné.

Je-li dany problém popsan diferencialni rovnici, v mechanice tekutin obvykle rovnici
Navierovou-Stokesovou, potom je mozné postupovat tak, ze se rovnice upravi do
bezrozmérného tvaru. Zavedeme nasledujici bezrozmérné veliiny

* Vv * p * X * y
VvV :—X’ V =—X, =—, X =—, = =,

Pro ustalené dvourozmérné proudéni bez vlivu vnéjSi objemové sily napiSeme Navierovu-
Stokesovu rovnici pro smér x
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% %+v %——la—pﬂ/ _azvx +—82VX

“ox o ‘oy  pox [ax2 8y2)
Tuto rovnici pfevedeme pomoci vySe uvedenych bezrozmérnych veli€in do bezrozmérného
tvaru

(19.27)

vi e gy M P P,V az\fg +% ,
OX oy pVv ox Vv.L|ox oy
zavedenim podobnostnich Cisel se rovnice upravi
v;av—f+v; 6V>§ :—Eua—p*+i azv; +% :
OX oy ox Rel ox oy

V této bezrozmérné Navierové-Stokesové rovnici se vyskytuji dvé podobnostni Cisla a sice
Eulerovo — Eu a Reynoldsovo — Re, ktera predstavuji kriteria fyzikalni podobnosti.

(19.28)

19.2. Podobnost v termomechanice

Zrovnice energie je mozné definovat podobnostni Cisla pouzivana
v termomechanice, misto poméru sil budeme uvazovat pomér energii, pro dalsi feSeni to
budou tyto energie — Tabulka 19.5.

Tabulka 19.5 Prehled vybranych druhli energie

Cislo [ Nazev energie Definice energie
1 Vedeni tepla E ~ALAT
\"
2 Konvekce 2 A
Ex~al”AT; a=—+
pC,
3 Ohfev E, ~ p_cp.Lz.V.AT
4 Ztrata tfenim

E, ~n.Lv?

Z téchto energii je mozné sestavit podobnostni kriteria, tato jsou uvedena v nasledujici
tabulce 19.6.

Tabulka 19.6 Pfehled podobnostnich kriterii v termomechanice

Cislo Podobnostni Pomér energii Definice
Cislo
Eo 1 Pe 14 A
1 Prandtlovo Pr = o - _= Pr=—; a=—
E, Re Re a pC,
a — teplotova vodivost
E al
2 Nusseltovo Nu=—k Nu = —
E, A
E 2
3 Eckertovo Ec =—'Re Ec=_
Eo CpAT
E v.L
4 Pécletovo Pe=—2=Pr.Re Pe = ——
E, a
E, 2
5 Fourierovo Fo = =2Sh =Pe.Sh Fo=_—_
E, a.t
. Ey . al
6 Biotovo Bi = — Bi = —
iotov E, 1
A - vodivost tuhé faze
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Vlastnosti podobnostnich Cisel jsou nasledujici:

Prandtlovo ¢gislo - Pr - je pomér kinematické viskozity a teplotové vodivosti. Kinematicka
viskozita vyjadfuje pfenos hybnosti tepelnym pohybem molekul pfi rozdilné rychlosti ,v*
proudici tekutiny. Teplotova vodivost ,a“ vyjadfuje pfenos energie (tepla) tepelnym pohybem
molekul pfi rozdilech teploty tekutiny. Z toho vyplyva, ze Prandtlovo Cislo charakterizuje téz
vztah mezi polem rychlosti a polem teploty tekutiny, tj. pfirozenou (volnou) i vynucenou
konvekci. Jinak fe¢eno je Prantlovo Cislo mirou pomérné dulezitosti viskozity a teplotové
vodivosti tekutiny.

Prandtlovo Cislo pro vodu a vodni paru je definovano Mezinarodni asociaci pro vlastnosti
vody a vodni pary — IAPWS —IF97. Velikost Prandtlova Cisla pro vybrané latky je na obr.
19.2.

-2 -1 2 3
1:0 1.0 1 10 1,0 1,0 Prandtlovo
Tekuté Pyn | Voda . Oleje ¢islo - Pr

kovy
Obr. 19.2 Velikost Prandtlova €isla pro vybrané latky
Prandtlovo €islo se pro plyny vypocita z veli€in A,n, ¢, , pro dokonaly plyn zavisi jen na poc¢tu
atom0 v molekule, nezavisi vSak na teploté a tlaku. Z kinetické teorie plyn vyplyva pro plyn
jeho velikost - viz Tab. 19.7.

Tab. 19.7 Velikost Prandtlova €isla pro idealni plyn

} Pocet platnych Cp _5+6 | py 4.x
isl Druh pl acivych A K=—= -

Cislo ruh plynu otamyyc stupnd c, 3+0 9._5

volnosti molekul - & ( A.Eucken)

1 Jednoatomovy 0 1,66 0,67
2 Dvouatomovy 2 1,40 0,74
3 '[Fl’atomovy 3 1,33 0,77
4 | Ctyfi a vice atom0 3 1

U kapalin Prandtlovo Cislo klesa s rostouci teplotou, byva vétsi nez jedna a mize dosahovat
vysokych hodnot (napf. u oleju), pro tekuté kovy Pr << 1. Pro Pr < 1 pfevazuje molekulovy
pfenos tepla vedenim nad konvekci. Pro velka Prandtlova Cisla pak konvekce pfevazuje nad
vedenim tepla. Prandtlovo &islo charakterizuje vztah mezi polem rychlosti a polem teplot.
Nuseltovo ¢€islo - Nu - charakterizuje pFestup tepla a je v podstaté jen zvlastni a
bezrozmérny tvar soucinitele prestupu tepla — a. Mnozstvi prestupujiciho tepla ( velikost Nu)
zavisi na charakteru rychlostniho pole tekutiny, tj. na Re a jeho vazbé s teplotnim polem
tekutiny — Pr a na tepelném vztlaku tekutiny — Gr. Nuseltovo &islo je obecné popsano
kriterialni rovnici Nu = f(Gr,Pr,Re), ktera pro pfirozenou konvekci se zjednoduSi - Nu =
f(Gr,Pr), pro nucenou konvekci pak ma tvar - Nu = f(Pr,Re).

Pécletovo cCislo - Pe = Pr.Re - uplatiuje se pfi sdileni tepla proudénim — konvekci. Pro
plyny je pfiblizné Pr =1, potom Pe = Re. S rostoucim Pe se podil vedeni tepla zmenSuje a
podil konvekce se zvétSuje. Pfi nadkritickém Re, kdy laminarni proudéni prechazi
v turbulentni se teplo Sifi turbulentni konvekci, ktera pfi vysokych Re zcela prevlada.
Fourierovo — Fo - uplatiiuje se pfi neustaleném vedenim tepla v latce ( neustaleny
molekulovy pfenos energie). Je zajimavé, ze Fo neobsahuje ve své definici teplotu T.

19.3. Podobnost pri prenosu hmoty

Pro jednorozmérnou difuzi - (molekulovy pfenos hmoty) plati Fickiv zakon, tento
se zapiSe ve tvaru

ac 0%

=D, (19.29)

ot OX
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ktery musi platit pro model i dilo

2 2
Xy _ D, 0 CzM ; oCp _ D, 0 cz,‘3 . (19.30)
Oty OXp otp OXp
Upravou pfedchéazejicich rovnic pro model dostaneme
2 2
Cu o |9 _|Dulm Lo |y 9%
Coty |ty | Dpcpl3 | 0 oxd’
po dalSi upravé
Dwtm
2 2
%o _| _Lin_|p 9o (19.31)
oty | Dolp ox3
2
Lo
Porovnanim rov. (21.30) a (21.31) vyplyva zakon podobnosti molekularni difuze
—DMZtM =—DD2tD = Foy =Fop,
L L5
kde difuzni Fourierovo C&islo podobnosti je
Dt
FOd :?. (1932)
NapiSeme-li Fourierovu rovnici pro jednorozmérné vedeni tepla
C a _ /Iﬁ (19.33)
P ot ox?’ '

vidime, Ze je podobna rovnici pro difuzi (19.29). Je tedy matematicky shodna s rovnici pro
difuzi (19.33), z Eehoz plyne, ze difuze je analogicka vedeni tepla a pole koncentraci ,c* je
podobné poli teplot T.

Konvektivni difuze - jedna se o pfenos hmoty uspofadanym pohybem molekul, ktery je
popsan pro jednorozmérné proudéni rovnici

oc _d%
= -_D=—=. 19.34
“ox  ox? ( )
Stejnym postupem jako v pfedchazejicim odstavci dostaneme upravenou rovnici pro model
Vplp
2
Y %o _| Do D 0Cp (19.35)

. D .
® oxp | Ymblu ox3

Dwu
Z této rovnice porovnanim s rovnici (19.34) vyplyva zakon podobnosti konvektivni difuze
pro model a dilo ve tvaru

Dy Dp
kde difuzni Pécletovo Cislo podobnosti je
v.L
Ped = F . ( 1936)

Difuzni Pécletovo Cislo je obdobou Reynoldsova Cisla, jeho velikost charakterizuje strukturu
proudu a tim i rezim pfenosu hmoty. Je-li Reyq << 1, pfevazuje molekularni difuze, je-li
naopak Req >> 1 prevazuje konvektivni difuze.
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Podil difuzniho Pécletova a Reynoldsova Cisla se nazyva difuzni Prandtlovo ( také
Schmidtovo) Cislo

v.L

Pe, _ D _Vv

Re vL p ¢ ( )
1%

U plynu je kinematicka viskozita a soucinitel difuze stejného fadu, takze difuzni Prandtlovo
Cislo plyna, stejné jako tepelné Prandtlovo €islo ma hodnotu kolem 1. proto pfenos hmoty je
u plynli analogicky pfenosu tepla. U kapalin je difuzni Prandtlovo Cislo podstatné vétsi nez 1,
u tekutych kovl naopak je vyrazné mensi nez 1. U kapalin se pfenos hmoty liSi od pfenosu
tepla podle vzajemné velikosti difuzniho Prandtlova Cisla a tepelného Prandtlova Cisla.

Prenos hmoty z pevného télesa do tekutiny - Pfenos hmoty z pevného télesa do tekutiny
vlivem jeji rozdilné koncentrace na sténé a v tekutina vyjadfuje rovnice hustoty difuzniho
toku odvodime vyraz pro difazni Nusseltovo ¢islo
ay.L
Nuy = 4=, 19.38
4= ( )
kde a4 je soucinitel pfestupu hmoty.

Souvislosti mezi prenosovymi jevy - Molekulové pFenosové jevy v tekutinach
charakterizuji tfi zakladni podobnostni Cisla Prandtlovo - Pr, Schmidtovo - Sc a Lewisovo -
Le sestavena zveli€in a to soucinitel difuze -D, kinematicka viskozita - v, teplotova
vodivost - a , ktera vyjadfuji tfi fyzikalni (pfenosové) vlastnosti tekutiny — Tab. 19.8 .

Tab. 19.8 Definice podobnostnich Cisel Pr, Sc, Le

Cislo Podobnostni Definice Pomér
Cislo prenosovych jevu

v kinematickaviskozita prenoshybnosti

1 Prandtlovo Pr=—= p . =
a teplotovavodivost prenostepla
v kinemeticlaviskozita prenoshybnosti

2 Schmidtovo Sc=—= — . =
D souciniteldifuze prenoshmoty
a teplotovavodivost prenostepla

3 Lewisovo Le=—= — . =
D  souciniteldifuze prenoshmoty

Mezi podobnostnimi €isly Pr, Sc alLe plati vztah
Le.Pr
=1
Sc

Graficky je zavislost mezi podobnostnimi Cisly Pr,Sc a Le a veli¢inami D, v, a uvedena na
obr. 19.3.
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Prenos
hmoty

(D)

@ Le

¥ @
Prenos Prenos
hybnosti tepla

Obr. 19.3 Zavislost mezi podobnostnimi &isly Pr, Sc, Le
19.4. Dimenzionalni analyza (n-teorém)

Aplikace n-teorému bude nazornéji vysvétlena na nasledujicim pfikladé.

Pro soucinitel tfeni A v potrubi mizeme na zakladé zkuSenosti psat, ze je funkci Ctyr
fyzikalnich veli¢in

A =f(v,D,v,k).
Tzn. ze poCet proménnych veliin n = 4. Tyto &tyfi veliiny se daji vyjadfit pomoci dvou
zakladnich rozmérl a sice délka L a Cas t. Pocet zakladnich rozmérd tedy je r = 2.
Pocet bezrozmérnych velicin je

T=N—-r=4-2=2. (19.39)
Mohou to byt tato bezrozmérna podobnostni €isla:

vD .,
7, = Re = — - Cislo Reynoldsovo
1%

k o
Ty =&= D relativni drsnost

Zavislost tfeciho soucinitele se zapiSe ve tvaru
2 =f(Re,e). (19.40)

Pomoci n-teorému, se tedy snizil pocet nezavisle proménnych z piavodnich 4 pouze na 2,
coz predstavuje vyznamné zjednodus$eni problému. Podrobné feSeni této ulohy Ize nalézt
v odborné literature.
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Veli¢ina

prace

primeér potrubi, obéZného kola
soucinitel difuse

modul pruznosti v tahu

energie, kineticka energie
spektralni funkce kinetické energie turbulence
sila

objemova sila

tlakova sila — plo3na sila

setrvacna sila

te€na sila, tfeci sila

tiha(=Fy)

hybnost

pritokova hybnost

izoentropicky spad

dopravni vyska Cerpadla

teoreticka dopravni vyska Cerpadla
moment setrvacnosti

moment setrvacnosti plochy

modul objemové stlacitelnosti (pruznosti) tekutiny
soucinitel konsistence

délka

moment sily

kroutici moment

staticky moment plochy

obvod

vykon, pfikon

tlakova funkce

teplo

hmotnostni pratok

objemovy pratok

polomér

plocha

absolutni teplota

doba déje (méFeni), doba obéhu viny
potencial vné&jsSich sil

objem

mérna energie

skutecna mérna energie Cerpadla
teoreticka mérna energie Cerpadla
mérna ztratova energie

rychlost zvuku

zrychleni

teplotova vodivost

vneéjSi objemoveé zrychleni

mérna technicka prace

mérna objemova prace

Sitka

rychlost absolutni

soucinitel odporu

objemova koncentrace

soucinitel odporu ve sméru x
soucinitel vztlaku

soucinitel odporu ve sméru normaly
mérna tepelna kapacita pfi konst. tlaku
mérna tepelna kapacita pfi konst. objemu
prdmér, primér ¢astice
hydraulicky primeér

sila stény trubky

mérna energie

mérna ztratova energie (= e, = Y;)
frekvence

vlastni frekvence

tihové zrychleni
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h m

h, m

i Pa.m®

i J. kgt
ij,k 1

] st

k m

K N.m?

k J. kg™t
ks m. S-:L

| m

le m

m kg

n 1

n st

Ns st

P Pa=N.m™
Pc Pa

Pd Pa

Ps Pa

Pz Pa

r J. kg™ K™
r m

I'n m

s J. kg™ K™
s m

t °C

t S

u m.s™*

u J . kg ‘11
v m.s

v m?2. Il(g -1
v* m. s

w m.s™
X,Y,Z m

r m?.s*
o) m?.s*
W m?.s7*
o rad

a wW.m?2K*
B rad

B K™

Y rad

Y N.m™
1¢) m

5 m?. N7
61] 1

3 rad .s
€ 1

€ 1

P m?.s®

4 1

n Pa.s

n 1

Na Pa.s

Ns Pa.s

Ne 1

Nh 1

MNm 1

Nv 1

Nt 1

K 1

A w.mtK?!
A 1

V] 1

Ma Pa.s

Ma Pa.s

MUB Pa.s

vys$ka, svisla vzdalenost, hloubka
ztratova vySka

spad tlaku

meérna entropie

jednotkové vektory

gradient rychlosti

absolutni drsnost stény trubky, desky
tuhost

mérna kineticka energie turbulence
soucinitel filtrace

délka, vzdalenost, sméSovaci délka
ekvivalentni délka potrubi
hmotnost

index toku

otacky

mérné otacky Cerpadla

tlak, hydrostaticky tlak

celkovy tlak

dynamicky tlak

staticky tlak

tlakova ztrata

mérna plynova konstanta

polomér

hydraulicky polomér

mérna entropie

draha

teplota

Cas

rychlost v bodé, unasiva, obvodova rychlost
mérna vnitfni energie

rychlost, relativni rychlost

mérny objem

tfeci rychlost

sedimentacni rychlost

souradnice

cirkulace rychlosti

rychlostni potencial

proudova funkce

uhel, smérovy uhel

soucinitel prestupu tepla

uhel, smérovy uhel

soucinitel teplotni objemoveé roztaznosti
uhel, smérovy uhel

mérna tiha

tloustka mezni vrstvy

soucinitel stlacitelnosti

jednotkovy tenzor, Kronekerovo delta
uhlova deformace

soucinitel kontrakce, mezerovitost
relativni drsnost stény trubky, stény desky
rychlost disipace

ztratovy soucinitel

dynamicka viskozita

ucinnost

diferencialni viskozita

Binghamova viskozita

celkova ucinnost Cerpadla
hydraulicka uc¢innost ¢erpadla
mechanicka U¢innost ¢erpadla
objemova ucinnost Cerpadla
ucinnost trysky - dyzy
izoentropicky exponent

vodivost materialu

soucinitel tfeni

vytokovy soucinitel

zdanliva viskozita

diferencialni viskozita

Binghamova viskozita
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-1

\Y m2.s kinematicka viskozita

4 1 stupen razu

m 1 bezrozmérovy parametr

p kg.m™ hustota ( mérna hmotnost )
o Pa normaloveé napéti

o N.m™ povrchové napéti

T Pa tec¢né ( smykové napéti )
Tp Pa pocatecni smykové napéti
® rad Uhel

® 1 rychlostni soucinitel

w st uhlova rychlost

Index dolni:

X,Y,Z - Smerx,y,z

ij, kK - smérxvy,z

- vngjSi — okolni prostied

- laminarni

- smér normaly

- klidovy stav

- pevna Castice

polomeér

- skutec€ny, sténa, stfedni, sani ¢erpadla, suspenze
- turbulentni, teoreticky

- vytlak ¢erpadla, voda, vzduch
stfedni

maximalni

- kriticky

- nerozruSeny proud pred télesem
model

- dilo

- tezisté

<

n<"TwnwW=-TOS 0O
'

3
@ =
x

028 F

Index horni:
* - kriticka veli¢ina

Onaceni veli€in u turbulentniho proudéni:
- stfedni hodnoty znaceny pruhem

- fluktuagni hodnoty znaceny ¢arkou

- vektory znaceny tu¢né

Vektorové operatory:

Gradient : gradp:ia_p+ja_p+ka_p; gradp:ﬁ
x oy oz OX,
_ v, OV, ov Y,
Divergence : divw = — + +—2 divw = —&
oXx oy oz :
L Dv ov oV oV ov ov
Substancialni derivace: —_—=—++ vgradv =+t VitV t oV,
Dt ot ot ox X oy ¥ oz
Dv_av,, o
Dt ot ox
, , o°v ov %V o%v
Laplaceuv operator : AV = >t > AV = —
ox® oy: oz OX:
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