1 Elementarni funkce — pokracovani
Priklad 1.1 Vyfeste rovnici:
ta 5.
nz=—j.
33
Po dosazeni z definice funkce tan dostaneme:

sinz 1e/?—e 9% 5
- iz 5z 27"
cosz jelF4ed 3

Po substituci p = e* a vynésobeni j mame:

p—p' _ 5

ptpt 3
A tedy
3p—3pt=—-5p—5p L.
Po vynasobeni p a pfevedeni vSech ¢lent na jednu stranu dostavame:

8p2+2=0.

Reseni této kvadratické rovnice je nasledujici:
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Dosadime-li za p dostavame:
. J J
I J L _J
)z € og<2)u 0g< 2),

jze{—m2+j(g+2m)|kez}u{—m2+ﬂ—g+2ma|kez}.

tedy

Po vydéleni j a sjednoceni obou mnozin dostaneme:

ze{g+kw+jm2|kez}.

Pi#iklad 1.2 Reste rovnici:
coshz +sinhz=7.

Dosazenim z definice funkci sinh a cosh dostaneme:
e*+e % e* —e %

2 + 2

Mnozina feseni tedy je

- ctagt - {3 (k1) kez).



Priklad 1.3 Najdéte mnozinu feSeni rovnice:
sinz —cosz =7.
Dosazenim z definice funkci sin a cos dostaneme:

eiF —eTI elF 4 e7IE
2 2

Roznasobenim 25 mame:
el* — e7I% fjejz fjesz =—-2.
Substituci p = e/ a vynasobenim p ziskdme:
p’—1—jp°—j+2p=0.

Tedy
(1—j)p*+2p—(1+4)=0.

Kofeny této rovnice jsou

2 A+A0 )0+ -1£V3 1
e 201-J) IR

(—1£V3)(1+7).

Po dosazeni za p dostaneme, ze jz musi lezet v jedné z nasledujicich dvou
mnozin:

Log (;(—1+\/§)(1 +j)) = {m_lj/rﬁﬁ +j (%ka) | keZ} :

1 1 3 3
Log (2(—1—\/§)(1 +j)> = {ln 4\_/%[4—]'(—4774—21%) | k:eZ} ,
Po vydéleni j tedy dostdvame mnozinu feseni:

{(Z+2k7r)—jln_l\g/§ | keZ}U{(—}H—%ﬂ) —jlnli—/i\/g | keZ} .

2 Holomorfni funkce

Priklad 2.1 Urcete, kde jsou funkce f holomorfni a urcete f':
1. f(2) =322 —2jz+5j —1,
2. f(z) = (Im 2)?,
3. f(2) = 2jz — 3%,

4. f(Z) _ ecosz

z—jm !



5. f(2) = 3jV%,

6. f() =

7. f(z) = log(z? + 1),

Reseni:
1. f je holomorfni v C a f/(z) = 6z — 2j.

2. Protoze (Im 2)? = y?2, dostavame, Ze u(x,y) = y? a v(z,y) = 0. Spoétéme
parcialni derivace u a v.

ou ov
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Z C-R podminek plyne, Ze f ma derivaci jen pokud y = 0, t.j. pouze na
realné ose. Coz znamena, ze f neni holomorfni nikde.

3. f je holomorfni v C\ {55} a f'(z) =25 + (zfiéjy
4. f je holomorfni v C\ {jn} a z derivace podilu a sou¢inu dostaneme:

e*(cosz —sin z)(z — jm) — e cos z

= CEYE

5. f je holomorfni v C\ {w € C | Re w < 0,Im w =0} a
1

f'(z) = 3jﬁ'

6. Vzhledem k tomu, Ze derivace hlavni vétve odmocniny neexistuje v
M={weC|Rew<0,Imw=0},

musime zjistit, kdy plati z—14j € M. Dostavame tedy, ze f je holomorfni
na mnoziné:

C\{weC|Rew<1,Imz=-1}.

Derivace je rovna:
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7. Derivace funkce log neexistuje na
M={weC|Rew<0,Imw=0},

tedy musime zjistit, kdy z? +1 € M. Necht 22 +1 = w € M, pak z je
+j+/|w — 1|. Mame tedy, Ze f je holomorfni na

C\{weC|Rew=0,|w| >1}.

Derivace je rovna:

3 Integral komplexni funkce

/|z|2dz,

e

Priklad 3.1 Vypoctéte integral

kde € je positivné orientovany obdelnik s vrcholy:
-1,2,2+4,-1+4+7.

Krivku € popiseme nasledovné:

e1 : 501(t) =1, Qoll(t) =1, te <_172>7
Cot o) =2+jt, @u(t)=7, t€(0,1),

63 : 303(t) = _t+j7 <P/1(t) = _1a te <_2a 1>a
e4 504(15) =-1 _.jt7 (pll(t) == te <_1a0>

Protoze |2|?> = 22 + y?, pro jednotlivé tiseky dostavame:
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Sectenim hodnot pro jednotlivé ¢asti kiivky dostaneme:

3

/Eargz dz,

e

13 4 .
/|z\2dz:3+f]—6—§j:3(—1+]).
e

Priklad 3.2 Vypoctéte

kde € je kladné orientovand kiivka dand rovnici |z| = 1. Protoze funkce argz
je nespojitd na zaporné redlné ose, budeme ji parametrizovat tak abychom ji
béhem integrace neprotnuli, ale umistime bod nespojitosti na zacatek kiivky.
Tedy

o(t) =€, te(—m,m).

Pak ' (t) = je/t, (t) = eIt a arg p(t) = t. Dostavame tedy

T . . j 2717 2 2
/Eargz dz:/e_ﬁtjejtdt:j/tdt:j [2} :j(g—ﬂz) =0.
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Priklad 3.3 Vypoctéte

kde krivka C se sklada ze dvou casti. Prvni ¢ast C; je ¢tvrtkruh se stfedem v
nule o poloméru 4 zacinajici v bodé —4;5 a koncici v bodé 4. Druha cast Cy je
pfimka zacinajici v bodé 4 a konéici v bodé 4j.
Parametrizujme kfivku C:
Cr: i(t) =4l o (t) =4jet,  te (-,
62: @Q(t):47t+‘7t7 (pé(t):71+‘77 te <074>

Pro jednotlivé ¢asti tedy dostavame:
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Nejprve zadany integral upravme:
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Maéme tedy

0
4 4
- 136(/ 4+2t)dt+j/4dt
0 0

=~ ([-at+ )+ 165)
—1]—6(0—1—16]'):1

Sectenim tedy obdrzime:



