ZPG 5. Plochy v pocitacové grafice. (Bézier, Coons)

5. PLOCHY V POCITACOVE GRAFICE

Cil Po prostudovani této kapitoly budete umét

® popsat plochy pouzivané v pocitacové grafice

® iesit priklady z praxe, kdy jsou pouzity plochy

Vyklad

Interpolaéni plochy - plochy, které prochazeji kiivkami resp. body, které plochu uréuji.

V technické praxi se pouzivaji ptevazné plochy piimkové, kdy

jednotlivé body tvoticich kfivek jsou spojeny useckami. Plochy, /'_w_ o =
které neprochazeji viemi zadanymi body se nazyvaji aproxima¢ni.

5.1. Bilinearni plochy- plochy urCené dvéma okrajovymi

kiivkami.

Jsou dany dvé okrajové kiivky ap, a; urcené vektorovymi E\J T
funkcemi ap (W) , a; (W) parametru w z intervalu  we <0, 1>. Obr. 5.1

Rovnice R(u,w)=(1 —u). ao (W) + u.ai(w), uw e<0,1>. (5.1)
obsahuje kiivky ag a a; jako své okrajové parametrické w,, - kiivky,

R(0, w)=1-ag(w)+0-ay(w)=ag(w)

R(L w)=ay(w)
Rovnice (5.1) je tedy interpolacni plochou prochazejici  kiivkami ag , a;.
Parametrické u-kiivky plochy (5.1) jsou pro kazdé
W eI usecky

R(wh) = (1-u)-a,(W) +a,(W),

spojujici body Ay a A; uréené vektory ag(W) a
a1(W). Spojnice krajnich bodi kiivek tvoii okrajové

kiivky plochy. Prvni krajnice je urcena vektory

20(0) a a;(0), druha ap(1) a a;(1).
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Priklad 1. Pro X=u
} X,y e <0, 1>
y=w

z=(1-2). ap(Y) + x. ay(Y).
Jde o ptimkovou plochu uréenou hrani¢nimi kiivkami ap a a;, které lezi v roviné
x=0 ax=1.Plocha je dale uréena rovnicemi z=ap(y) a z = ai(y) vrovinachy=Y .
Rovnice z=(1-x)-a,(Y)+x-a,Y)

urcuje usecky plochy, které spojuji body Ag a A1 v nichz rovina y = Y protina kiivky aga a; .

5.2. Bikubicka plocha.

Jestlize misto linearni funkce (pfimky) (1 - u) a u je pouzita kubicka funkce Fo(u) a F;i(u),

dostaneme kubickou plochu, ktera je kiivkami Fq (u) a Fy(u), .
Rt)=Fo(t) G+F () H+F,(t).g+Fs().h ... po upravach
R(t)=(2G-2H +g+h)-t°+(-3G+3H -2g—h)-t* +g-t+ G =
:(2t3—3t2 +1)-§+(—2t3+3t2)-ﬂ+(t3—2t2 +t)-g+(t3—t2)-h

L
Fo Fi1 F2 Fs
Rovnice (5.1) bude:
R(uw)=Fy(u) - a,(w)+ F(1)-a,(w). (5.2)

Protoze FO(O) = Fl(O) =1 a Fo(l) = Fl(O) =0 , jsou okrajové kiivky pro u = O resp. u = 1
urceny rovnici

RO, w)=a,(w)  resp. R(L,u)=a,(w),
takze plocha (5.2 ) ma dané kiivky za své okrajové.
Parametricka u - kfivka je ur€ena rovnici

R(uJp) = Fy(w)-a,(W) + F(w)-a,(W).

Fo(u) a Fy(u) jsou kubické funkce je R (u,W) kubicka vektorova funkce a parametricka
u -kfivka plochy (5.2 ) je kubika.
Obdobné pro x=u, y=w, z=F(x)-ay(y)+ F(x)-a(y) (5.3)
je interpolaéni plocha spojujici kiivku z = a;(y) v roviné x =0 s kiivkou z =ag(y)

v roviné X =1.
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Hlavni kiivkou ploch (5.3) vroviné y =Y je kubika
z=Fy(x)-a,(Y)+F(x)-a(Y) =
Vektorova rovnice
R(uw) =a,(u)- Fy(w) +a,(u)- F(w) (5.4)
a explicitné
z=ay(x)- K(y) +a(x)-F(y) (5.5)

jsou interpolacni plochy obsahujici kiivky ap a a; .

Priklad 2.

Prolozte bilinearni a bikubickou plochu nad jednotkovym étvercem, kde v roviné (y, z) je

a kiivkou ay je sinusoida a; : z=sin(2z-y) vroving X = 1.
z z
w OLO
1
w 4 0 !

Obr. 5.3 Obr.5.4

Explicitni rovnice dle (5.5) jsou:
z=(1-x)-a,(Y)+x-a(Y)= z=(1-x)-4y(1-y)+x-sin(27y)
prox,y € <0,1>{krok =0.1}
Kubika: Ze(5.4) = z=F,(x)-a(Y)+F(x)-a(Y) =
z=Fy(x)-4y(1-y)+ F(x)-sin(27-y) pro X,y e<0,1>
z= (2x3 —-3x® +1) -4y(1-y) +(—2x3 + 3x2) -sin(27z - y)

pro X ye<0,1> {krok=0.1}
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5.3. Coonsova bilinearni plocha je plocha uréend (omezend) &tyfmi kfivkami
(kfivocary ¢tyfuhelnik), které se musi v koncovych bodech protinat.

Kiivky ag, a1, bp a by jsou vektorové funkce

ao (W), a1 (W), bo (u) a by (u), aby platilo:

00 a o1
ao(o) =b0(0) =O_O ao(l) zbl(o) =_1 /&ﬂ»\’a_/\
_ - _ - u u
a(0)=5,0=10 a()=h()=11
tj. kiivky v bodech 00, 01, 10 a 11 se protinaji °
by R(wu,w) b,

- navazuji na sebe.

Rovnice \/,, \/
1-u| [ 00 a(w) 01 |[1-w T

[

~1| -|by(w) Ruw,w) bG)|| -1 |=0 (56)
u | [0 gw 1] w Obr.5.6
urcuje tzv. Coonsovu bilinearni plochu.
Jde o interpola¢ni plochu uréenou kiivkami ag , a3, bo, a b .

Zvolime napt. U =0 a dosadime do (5.6), ziskame vektorovou rovnici

1 00 a,(w) O [[1-w
—1] | b,(0) R(0,w) B,(0)|-| =1 |=0
0 10 al(w) 11 w

a po vynasobeni matic obdrzime R (0,w) = ag (W).

Proto plocha (5.6) obsahuje ktivku o, ktera je jeji okrajovou kiivkou. Obdobné 1ze ukazat, ze

ktivky a; , bo a b1 jsou okrajové kiivky plochy.

Jestlize polozime X = u, y =W jsou okrajové kiivky ap, a;,bp a by vrovinach
x=0,x=1,y=0 a y=1

urcené explicitnimi rovnicemi

z=ay(y) , z=ay(y) , z=hby(x) , z=by(x) (5.7)
které spliuji podminky
20 (0) = by (0) = 00, ao (1) = by (0) = 0L, (5.8)

a1(0) =bo(0) =10, a;(1) =b;(1) =11,
kde body 00,01,10 a 11 jsou z-tové soutadnice 't€chto' bodd.

79




ZPG 5. Plochy v pocitacové grafice. (Bézier, Coons)

Rovnici

T

1-x 00 a,(y) 01 |[1-y
-1 | -|b(x) z  Bb(x)|-| -1 |=0 (5.9)
X 10 a(l) 11 y

je urcena interpolac¢ni plocha, obsahujici kiivky ag, a1, bpa b .

L ¥| Ulohy k FeSeni 5.1.

Dle (5.9) uréete rovnici interpolaéni plochy, ktera obsahuje
-parabolu  z=4y(1-y) vrovin¢ x=0;
- sinusoidu  z=2xy v roviné x = 1;
- piimku z=0 vrovin¢ y = 0;

- palkruznici z = —1/X(1— X) vrovinéy = 1.

(Proved’te v kosothlém promitani.)
Kli¢. (Reseni.)

Z (5.9) plyne
1-x|" [0 4y(1-vy) 0 1-y
-1 -0 z —yx(1-x) || -1 |=0
X 0 sin(2zy) 0 y

Po vynasobeni dostaneme:

2=(1-x)-4y(1=y) +sin(2zy) = x(1=x) -y

5.4. Coonsova bikubicka plocha
Stejné jako v predeslém zvolime kiivky ag, ai, bo a by, které budou tvofit kiivocary
¢tyitihelnik. Plocha, kterda je uréena vektorovou rovnici
[Fy(@)-1- R@)]-M - [F,w)-1- RW] =0 (510
v niz jsou funkce Fy (t) a F1 (t) ureny rovnicemi (5.9) a matice M je stejna jako v rovnici (5.6)
je Coonsova bikubicka plocha.
Zvolime u =1 a dosadime do (5.10).

Jelikoz Fo(1) =0, F; =1 dostaneme rovnici R (1,w) = a;(w).
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Po vynasobeni matic vzhledem k (5.4) dostaneme

01[00 a(w) o01][F(w)
~-1|-/b1) R@Qw) b@)|-| -1 |=0
1|10 a(w) 11 ||F(w)

Tedy kiivka a; je okrajovou kiivkou plochy pro u = 1. Obdobné toto plati i pro ostatni
okrajové  kiivky  plochy.
Zvolime-li misto funkci Fo(t) a
Fi(t) linearni funkce 1-t a t,
zméni se rovnice (5.10) na

(5.6). Coonsova bikubicka

plocha je tedy zobecnénim

Yy
bilinearni plochy. y u \ A

Jestlize x=u, y=w, 'x/
jsou kiivky ag, a1, bpa by v
rovinach x=0, x=1, y=0 ay=1
urceny explicitnimi rovnicemi Obr. 5.7 Obr. 5.8

(5.7) a spliuji vztahy (5.8).
Rovnici [Fy(x)~1-K(x)]- M [Ry(y)-1-F(y)] =0 (5.10)
je urCena interpolacni plocha obsahujici ¢tyithelnik ap, a3, bo a by .

Zvolime y = 0 a dosadime do (5.10).
Protoze Fo (0) = 1, F1(0)= 0 dostaneme:

Fo) 1" 00 ao(0) 01 1
-1 .| bo(X) z bi(X)| . -1] =0 , kde
F1(x) 10 ay(0) 11 0

kiivky ag, a1, bp @ by tvori okraj plochy.

L ¥| Ulohy k FeSeni 5.2.

Ptedchazejici ptiklad na bilinearni plochu proved’te jako plochu bikubickou
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5.5. Bézierovy plochy

Vyklad

Bézierova plocha je dana siti m * n bodu. Hranice plochy tvoii Bézierovy kiivky, které jsou

urceny okrajovymi lomenymi ¢arami sité. Uy, Uy s Up s
Obecné je tedy zadana plocha: - 7 Upn
/I - &< &,
1) Rohovymi body sité Ut =X~ v o ~~Jy
\ \ 1n

Uom, Uon, Uno, Unn . Um—lO\ ——\,“—-—Jr\\_J U
2) Tecné roviny plochy v rohovych bodech sité Ai \\AA i
jsou ur¢eny rohovymi stranami sité, tj. jsou Uo U~ ""70 U
to roviny Obr.5.9
UooU10Uo1, Uon-1U1nU1n ; Um-10Um 0Um
a Unn1UnnUman -

Pro sit’ 4 x 4 je plocha urCena Sestnécti uzlovymi body Uij, proi,j =0, 1, 2, 3. Sit se sklada z
deviti ¢tyfuhelnik Takovéto siti je pfifazena plocha rovnici

R(u,v)=[By(u) By(u) By(u) By(u)]-M-[By(w) By(w) B,(w) Be,(w)]T (5.11)
V rovnici je M matici polohovych vektort U;;, ur¢enych uzlovymi body Ui jj,
proi,j=0,1,23. :
QOO Qm QOZ QOS
M = Uo Uy U, Ugg (5.12)
QZO QZl QZZ st
QSO QSl QSZ Q33
a funkce By(t), B1(t), B2(t) a Bs(t) jsou kubické polynomy Bgs(t), Bis(t), B2s(t) a Bas(t),
kde Bo(t) = (1 - t)°
Bi(t) = 3t (1 - t)°
B,(t) = 3t?(1 - t)

Bs(t) =t (5.13)
Priklad 3.

Na obrazku 6.10. a 6.11. jsou dany uzlové body U;;, proi,j=0,1, 2, 3 prom = 3.
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Tj. 16 bodl nad jednotkovym ctvercem. Matici M polohovych vektorti rozepiSeme do matic

My, My a M, jejiz prvky jsou soufadnice téchto vektort.

Dostaneme:
?~\ \:;of: ,j
o Txx] ol ?/,o
o I\\o,’/

Obr. 5.10

Y
% ;

Po dosazeni do (5.11) ziskame nejprve parametrické rovnice
X = ( 14B,(u) +24B,(u) + BS(U))( By (W) + By(W) + By(w)) = u-1=u
Y = (Bo(u) + By(u) + By(u))( ¥4 By(w) + 24 B,(w) + By(w)| = 1-w=w

a proto lze rovnici (9.11) pouzit ve zjednoduSeném explicitnim tvaru. Matici vektorQi U;

M, =

SRR
AP

w

wako
w

wako
<
|

o o o

Palak o

nahradime z-soufadnicemi z; uzlovych bodi U;j a explicitni rovnice plochy je

2=[By(x) B(x) B,(x) By(x)]-M,-[B,(y) B(y) By(y) By(y)]

Po vynasobeni matic a po Upravach vyjde explicCitni vyjadieni:
z= 3x(1— 3X + 2x2) + Sy(l— BX + 9x° — 6x2) + 3y2(—1+ 9X — 6xX° + x3) + 3y3(—4x +2X° + x3)

Obdobné sit’ 5 x 3.

Bézierovu plochu mizeme vytvofit i pomoci sité 5 x 3. Tedy Uj,1=0,1,2,3,4aj=0,1, 2.

Plocha uréena touto siti ma rovnici
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Bu(U)| [Ugp Uy Ug
Bl4(U) Upw Uy Uy || By (W)
B(U ) W) = Bz4(u) 1Uyx Uy Uy BlZ(W) (5.14)
Bo(U)| [V Uy Ug | | By(w)
B44(u) Usw Uy U,

Funkce B4(u), 1=0,...,4 jsou kvartiky z (viz. Ferg. ktivky)
Boa(u) = (1-u)* Boa(u) = 6u(l - u)* Bu(u) = 4u(l - u)*
Baa(u) = 4u’(1-u) Baa(u) = u*, (5.15)

kde funkce Bj 2(w), pro i =0, 1, 2 jsou paraboly (viz. Fergusonovy kiivky — kap.3.4.3.)

Byy(W) = (1-w)’

Byy(W) = 2w(1- W) (5.16)

By (W) = w*

Pro w = 0 po dosazeni (5.16) dostaneme: By2(0) = 1, B12(0) =0, B»2(0) =0

tedy B(U,O) = Bo4(u)'uoo + Bl4(u)‘ulo + 824(U) 'on + 834(U)‘Q30 + BM(U)‘Qm

je rovnice Bézierovy kiivky, ktera je urCena okrajovou lomenou carou sit¢ s vrcholy
Uoo ,U10,U20 ,U30,Uso .

Obdobné pro parametry W =1, u=0 a u =1 Ilze ukdzat, Ze i ostatni okrajové strany

plochy jsou Bézierovy kiivky ur¢ené ptislusnou okrajovou lomenou ¢arou.

Priklad 4.
Na nasledujicim obrazku 5.12 je zobrazena sit’
s patnacti uzly U;j, 1=0,1,2,3,4

a j=0,1,2,

které jsou rozmistény rovnomeérné

v jednotkovém ¢&tverci. Obdobnég, jako o] | M=—————= % ————— )’ y -

v pfedchazejicim piikladé vyjadiime matici M

vektori Uj; tak, Ze soufadnice uzl Uj;
nahradime 7 - soufadnicemi. Obr. 5.12

Matice M m4 tvar
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0 1 1]
1 -1 1
M=[1 0 -1
10 0
1 -1 0]

Z rovnic (5.15) a (5.16) (po vynasobeni a

upravach dostaneme explicitni tvar:

Obr. 5.13

z= x2(6—8x + 3x2) + 2y(1—8x +12x* —8x° + x“) + yz(—1+ 16x — 42x* + 44x° —14x4).

Plocha je zobrazena na obrazku 5.13.

L ¥| Ulohy k FeSeni 5.3.

=

Zobrazte v riiznych druzich promitani Bézierovu plochu, kterd je dana siti 3 x 4.

Reste obecné 1 pro body zadané soufadnicemi.

5.6. Coonsova B-spline plocha

Vyklad

Coonsova B-spline plocha je uréena siti 4 x 4 uzlovych bodu.

Uij,1,]=0,1,2, 3. < uzlové body.
Rovnice plochy je:
R(u,w)=[Cy(u) C(u) C,(u) Cyu)]-M-[Co(w) C(w) C,w) Cyw)] /36 (5.17)
M je matici (5.12), jejiz prvky jsou radiusvektory U;; uzlovych bodt U;; a funkce Ci(t),
pro i=0,1,2,3 jsou kubické polynomy
Co)=1-3t+3t°-t2=(1-1t)° Co()=1+3t+3t°-3t
Cit)=4 - 6t2 + 3t° Ca(t) = t°

Urceni okrajovych kiivek je stejné, jako v minulé ¢asti. Pro u = 0 plati:
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Co(0) = 1, C1(0) = 4, C5(0) = 1, C3(0) = 0.

Po dosazeni do rovnice (5.17) dostaneme:

3

R(O,w)=[1 4 1 0]-M-[Co(w) C,(W) C,(w) Cy(w)]' /36=3 (U +4-Uy +U,,)-C (w)/36
i=0

Jde tedy 0 B-spline kubiku, ktera je ur¢ena lomenou ¢arou s vrcholy P, danymi vektory

P =(Ug +4U, +U,)/6, proi=0,1,2,3.

Obr. 5.14

Tento vztah Ize upravit
(obdobné jako u 2D) do tvaru P, = %-(%(gm +g2i)—g“)+g“
P, = % . (%(Qm + in) -U, ) +U,; , zc¢ehoZ plyne, Ze bod P; urc¢eny polohovym vektorem

P; je antitéziStém trojuhelnika Ug; , Us; @ Uy . To je bod, ktery lezi v jedné tietin€ téznice

jdouci z vrcholu Uj; . Odvozeni okrajovych kiivek plochy provedeme obdobné jako pfi

AZ A .
°
K
oL 1/3] 2/3 1 > 0
1/3 Y

2/3

/ ax
X

Obr. 5.15 Obr. 5.16
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rovinné kiivce. Okrajovou kiivkou plochy (5.17) je prou =0 B-spline kiivka, ktera je urCena
vrcholy P, které ziskame jako antitézisté trojahelnikt Ug; ,Usja Uy proi=0, 1, 2, 3.

Stejné je tomu i pro dalsi okrajové kiivky plochy. Jde tedy o B-spline kiivky, které
jsou urcené antitézisti ve Ctyfech trojuhelnicich. Tyto trojuhelniky tvoii pfislusnych dvanact
uzlovych bodi.

B-spline plocha je k pivodné zadanym bodim - siti - ve volngjsim vztahu, nez B-spline
kiivka. Neprochazi Zadnym bodem sité.

Na obrazku 6.14 je zadani a vysledek Coonsovy B-spline plochy, ktera je ddna nad
jednotkovym ¢tvercem 16-ti body. Vysledna plocha je zobrazena na obrazku 6.15.

Vektory jednotlivych bodtl - uzli plochy - rozepiSeme do matic pro jednotlivé X, y a z

soufadnice:
0 0 0 0 0 ¥ 24 1] 000 0
MX:%%%%,M:O%%l o]0 0 KO
2% 2 2 2 "“lo 14 24 1 0000
1 1 1 1 0 Y 2 1 0000

Ze zakladni rovnice (5.17) dostaneme
X= [Co(u) Cl(u) Cz(u) Cs(u)]’ M, ‘[CO(W) Cl(W) Cz(W) Cs(W)]T /36
Po vynésobeni matic a pfisluSnych upravach dostaneme: X = (1+ u) / 3 a obdobné
y=(1+w)/3
z=K-C,(u)-Cy(w) = K-(3u® — 6u” +4)-(—3w" + 3w’ + 3w+1) / 36

‘7 Kontrolni otazky 5.

1. Charakterizujte typy ploch, které se pouzivaji v poc¢itatové grafice?
2. Dejte ptiklad na pouziti Bézierovych ploch.

3. Jak je urcena Coonsova plocha?

87




