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10. La teoria de perturbaciones

La teoria de perturbaciones permite obtener aproximaciones de los valores y funciones
propios de un sistema tomando como punto de partida a un sistema referencia. El sistema
de referencia debe tener alguna semejanza con el caso que se desea estudiar. Este método
de aproximacién se usa ampliamente en diversas ramas de las matematicas aplicadas para
encontrar soluciones aproximadas de mucho tipos de ecuaciones, incluyendo tanto a las

algebraicas, como a las integrales y las diferenciales.

10.1. El desarrollo perturbativo

La eleccion de un sistema de referencia no es tinica, sin embargo en necesario que sus
soluciones sean conocidas y que sea lo mas parecido posible al sistema real. Cuando esto
ocurre la diferencia entre el hamiltoniano de referencia y el real serd pequefa, y se espera
que sus soluciones no sean muy diferentes. De tal forma que esa diferencia pueda ser

considerada como una pequena perturbacién sobre el sistema de referencia.

Sean H , un hamiltoniano con solucién conocida,
H|m)=E |m), (10.1)

y H,+H’ el hamiltoniano del sistema de interés. Adicionalmente, se considera un

hamiltoniano de trabajo o auxiliar, que depende de un parametro A,

A

HAEH0+/1H'. (10.2)
Las soluciones del hamiltoniano auxiliar,
HA‘Pm = Wm‘{’m , (10.3)

también dependen de A.Porlo tanto, ¥ 'y W pueden desarrollarse en series de

potencias de A4,

=)

r.)=34

j=0

q>(")>, w =S 1ol (10.4)

m
Jj=0
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Este hamiltoniano auxiliar establece una conexion entre el sistema de referencia (A=0)y
el sistema real (A=1) y para obtener una estimacion de las propiedades del sistema real
es necesario evaluar las sumas perturbativas en A =1. Por esta razon, el primer objetivo

de la teoria de perturbaciones consiste en obtener expresiones que permitan calcular a

q)(j)> y oV,

m m

todos los coeficientes de ambos desarrollos,

Las series de potencias deben satisfacer la ecuaciéon de valores propios del hamiltoniano
auxiliar, asi que es necesario sustituir dichas expresiones en ambos lados de la ecuacién de

valores propios. Para el lado izquierdo se tiene que

v )=y i

j=0

cpfj)>+i/1f”ﬁ' ¢Ej)> . (10.5)

Las sumas se reagrupan con un cambio de indices, [= j+1. Asi,

e, )= S ol )+ S atial )
Jj=0 =1

. . (10.6)
=1, ®$)>+ZM {FI0’¢E§)>+1§' cb(njl)>}
De forma similar,
o S50 o) S Sl ol
=0 k=0 o= , (10.7)
- aflat)+ 3 1S at)

en donde se han agrupado todos los términos de la suma doble usando el cambio de

variable j=I+k.

Al igualar ambos polinomios, se tiene una igualdad de coeficientes para cada potencia

de 1,

A0 H

<1>(“)> - iwfj’)‘®(’)>, j>0. (10.8)
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La ecuacién para el orden cero ( j=0), términos independientes, es la ecuacion de

A

valores propios del hamiltoniano de referencia, H, entonces,
‘cb(nf)> =|m), o) =F . (10.9)

Observe que la aproximacién de orden cero corresponde al sistema de referencia, por lo
que los términos siguientes pueden interpretarse como correcciones a este nivel de

aproximacion. Para los términos de orden superior, j >0, se obtiene un sistema de

ecuaciones diferenciales no homogéneas,

[A,-E, Jol)= S ol ] of?)-

Es importante mencionar estas ecuaciones se deben resolver en orden creciente de j, ya

i ¢g1)> . (10.10)

que la ecuacion de orden j requiere de las correcciones anteriores.

10.1.1. Los valores propios

Para obtener los coeficientes del desarrollo de los valores propios es necesario proyectar

la ecuacioén (10.10) sobre el estado del sistema de referencia, m> . Asi,
0=(m|f,~E > Zw a <m‘¢> > m‘H’ )> . (10.11)

1=0
Esta ecuacion permite obtener expresiones para las correcciones a la energia, @

A primer orden, j=1,

¢E:)>=<m‘lfl’

es decir, la correccion a primer orden en la energia corresponde a evaluar el valor

a)'(nl) = <m‘ i

m), (10.12)

promedio del hamiltoniano de la perturbacién con las funciones de orden cero.

Para j>1,

a)'(nj) = cor(:) <m‘<l)£:)> = <m|ﬁ’ <I)

> ia) ) <m‘<l) > (10.13)

=1
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En particular, para j=2,

a)'(nz) = <m‘IfI’

q>9> ~o! <m‘ cb(nj)> . (10.14)

10.1.2. La normalizacién
La condicion de normalizacién de la funcion de onda permite obtener informacion ttil.

Asi,

oo

1=(w |, )=Y 3 <<1>Ej> <1>f1’)>
- ool bl 51 (ol .
_ j -1 D\ _ 0)| (0 j J-1)| £ (1)
]Zg/l §<q>m @ > <<I)m q>m>+j§_‘;/1 §<<I) c1>m>
endonde j=k+I.
Igualando ambos polinomios se tiene que
A 1=<c1>fjj) q)fj)>=<m|m>,
Vi 0=Y <q>fj’) cbff)>, j>0. (10.16)

La ecuacién de orden cero indica que las funciones de referencia debe estar normalizadas.

A primer orden,

0= <q>§)‘ m>+<m‘ ®S)> - 2Re<m‘ cb(;)> . (10.17)
Por lo tanto, se puede elegir

<m‘ ol > -0, (10.18)

es decir, la correccion de primer orden en la funcién de onda es ortogonal a la funcién de

orden cero. Para j>1, esto ya no ocurre,

0= <c1>5j)

oo

q>g)>+<m‘ cb(m")> . (10.19)
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. -1 )
<m’cb5i)> - _%2<¢>g’) cI>EQ> . (10.20)
=1
10.1.3. El desarrollo de las correcciones en la base del hamiltoniano de referencia

Las correcciones a la funcién de onda provienen de la solucién de las ecuaciones

diferenciales no homogéneas. Para no resolver directamente estas ecuaciones, las

. K . . . .
funciones (I)En) se desarrollan en la base de las funciones propias del sistema de referencia,

A

H,

0

ot 54t

), b=y

En particular, para el orden cero, el desarrollo sélo contiene un término,

qnf,’j)> . (10.21)

a”) = <n cbff)> =(nm)=5, . (10.22)

Sustituyendo este desarrollo en la ecuacién (10.10), para j>0, se obtiene
iy S U ) ) ) =

zamn |:H0 - Em :|| n> :Za)m Zamn ‘ n> _zamn H n> -

n 1=0 o n n , (1023)

;afr{r)l [En -E ]|n> =;§wg_l)agl|n>—zn:ag;l)ﬁ’ n>
y proyectando sobre el estado de la base, p> , se tiene que

i—1

Zafﬁ (En -E )5pn = ZZaEilwgfl)épn —Zafr{:) <p‘I:I’ n> ) (10.24)

n n [=0 n
Por lo tanto,

a/)(E ~E, )= ianilw”{’) ~Say (10.25)

en donde H;n = <p‘ H

at

mp

n> . Cuando Ep #E , esta ecuacion permite evaluar los coeficientes

que aparecen en la ecuacién (10.21).
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Es importante mencionar que al utilizar este desarrollo, las ecuaciones diferenciales se
transforman en ecuaciones algebraicas. La desventaja radica en que las correcciones a la

funcién de onda provienen de la serie del desarrollo anterior. Por lo que, para obtener

()

mn

estas correcciones es necesario calcular todos los coeficientes a’’, para cada orden de

correccion deseado.

10.2. Los estados no degenerados

Para estados no degenerados, los coeficientes se obtienen usando las ecuaciones de la
seccion previa. Si el estado de referencia ‘m> no es degenerado (no hay otro estado del

sistema de referencia con la misma energia), la ecuacion (10.25) conduce a

Cl(j) = # ia(l) w(j_l) _ Za(j_l)H’ (p # m) (10 26)
mp Ep _ Em " mp  m - mn pn |7 : :
Note que esta ecuacion permite calcular a todos los coeficientes, excepto a uno, agr)n . Para
poder calcular a este coeficiente es necesario utilizar otra ecuacién, por ejemplo, la
condicién de normalizacién, ecuacién (10.20).
En particular, a primer orden,
__ 1 (01 _§" 40
a,. = _F a, o, Zczmann , (p;t m), (10.27)
p m n
pero, de las ecuaciones de orden cero, ecuacion (10.22)
=5 | (10.28)
mp pm
asf,
Hl
__ 1 W _ role _Tem
e C ;amnﬂpn =, (p#m). (10.29)
p m m p
De la condicién de normalizacién, ecuacion (10.18), el coeficiente asr)n es cero,
a!) = <m‘ cbfi)> =0. (10.30)
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Este resultado es consecuencia de la ortogonalidad entre las correcciones de orden cero y

uno.

Para ordenes superiores, j>1, la proyeccién con las funciones de referencia ya no es

cero y se debe usar de la condicién de normalizacion, ecuacién (10.20). Por lo que se

obtiene

ol ={rfoll =35 fol”

=1

m

q>(’)> . (10.31)

En resumen, a primer orden, las ecuaciones quedan en la forma:

2%
wS)zHr’nm, ag:ﬁ, (p;tm), aS’)n:O
Hlm
ot} St} -3 A 5 A2 1032
Para el orden dos se tiene que
H’ 2
a)r(nz) :<m|H’ Q)S)>:;#. (10.33)

Observe que, cuando E =E , el estado ‘ p> puede tener una contribucién muy grande en
m P

@

o ' . Para el estado basal (m=0), E >E, y lacorreccion de segundo orden a la energia

siempre es estabilizante,

s \

(10.34)
0
Adicionalmente,
o) = St} =l )+ Sl 1039
m mp mm mp ’ '
p p*m
en donde
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H H H H’
@__1 { (10.36)

“w™F E, Eim—g:_zEm_g;]' (p=m), :“2

nzm =y p¢m

Esto es, a orden cero, se parte de las soluciones del sistema de referencia y la primera

correccion a la energia, wfn) =H’ , s6lo involucra a las funciones de referencia. Las

funciones de onda a primer orden requieren de un esfuerzo mayor. Sin embargo, si se
calculan, la obtencién de la correccién de segundo orden a la energia representa un

esfuerzo comparativamente menor,

wf:) =<m‘ H’

q,(;)> , (10.37)

En general, si ya se ha obtenido la correccion de orden k a la funcién de onda, siempre es

(k+1)

posible calcular @ =~ con un costo relativamente bajo.

10.2.1. Ejemplo. El oscilador armoénico en un campo de fuerza constante

El potencial debido a este campo de fuerza es lineal, como en el caso de la gravedad,

H'=V=—Fx. (10.38)

Lo méas conveniente es tomar como sistema de referencia al oscilador armonico libre,

AO:S—HFLL(DZX , E :hw(m+%),
‘m>=Nme%§sz(§), E=ax, a=E2 (10.39)

Los elementos de matriz para la perturbacién son conocidos en este caso,

)=—F{n Fr {J—a s, ]

H :<n i

n

(10.40)

Il
|
~
E
(a»)
=2
Y
1]
=
+
[N
—_ /S\ P
Il
S
|
=
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Asi, Hr'nm :<m‘§‘m>20 y wr(nl) =0. Ademas,

o Flm) Vs, +m+15, |

mp_hw(m+%_p_%) 20U hw(m—l?)

_ \/2;;7(\/5517‘,"_1 _\/m+15p'm+1) . (1041

0 ‘m p‘il

= f;_. J; ,p=m-1 = — —\Jp+1 ,p=m-1
2uho’ vm+1 ,p=m+1 20°ph \/; ,p=m+1

0 ‘m—ﬂil

Por lo tanto, a primer orden:,

W, =E =ho(m+1),

[¥,)=|m)+ Fm S| mlm-1)- J—\mﬂﬂ

(10.42)
)t
A segundo orden,
gl P
) =y e ) 1049

Asi,
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2

W, =E, +0 =ho(m+1)- i

~|lm)— - 1
[#,,)=[m) F\/zuhw 5|m >+F\/2u ho® slm+1) . (10.44)
N U ey MRS SO vy ey AP
uho®

De igual forma,

o ={m| i1 Ej> a)z m‘dJ > w1)<m‘fb >=0

o _ -1 (m 2)(m 1)m6 +%m\/;5p,m—1

" o) -1 (me1)s, e )me2)me 3, |

a = —%(<®Ej) q>f§)>+<cb(;) q)fj)>) -0, (10.45)
a)( :<m‘H’ > a)r(:)<m‘d)(;)>—w£:)<m‘®gj)>—wg)<m’¢f)>:0.

o =0 = k>2.

Como se comento en la Seccién 9.3.3, este caso tiene solucién exacta. El hamiltoniano

tiene un potencial cuadratico desplazado,
) s_a 1 2,,2
H +H =T+E,ua) x"—Fx, (10.46)

y el potencial puede factorizarse en la forma

2 2 2 2 2
V(x):%,ua)zxz—Fx:'uw (x— F ] —2F _HO (x— FZ} +a)r(j). (10.47)

2 U®® pw® 2 U®D

Este polinomio representa una pardbola con la misma curvatura que el sistema de

referencia, pero con la posicion de equilibrio desplazada y con un cambio constante en la

@

energia, @ ’. Por tanto, sus soluciones toman la forma
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2 F
W =E +0, ¥ (x)=u,| x-—— |. (10.48)
m m m m m 2
Uw
Por lo tanto, a segundo orden ya se tiene la energia correcta, sin embargo, se requiere de
un namero infinito de términos para poder representar a la funcién de onda exacta. Esta es
una gaussiana desplazada y para describirla con gaussianas centradas en el origen se

necesita toda la serie perturbativa. Esta tendencia se muestra en la Figura 10.1.

Figura 10.1. Las soluciones aproximadas para el estado basal
oscilador en un campo de fuerza constante mediante la teoria de

perturbaciones a orden 0 (linea negra), 1 (azul), 2.(verde) y 3 (roja).

10.2.2. Ejemplo. El efecto Zeeman en atomo hidrogenoide
El efecto Zeeman ocurre cuando un dtomo o molécula esta en presencia de un campo

magnético uniforme. La interaccién con un campo electromagnético se puede describir en

funcién de los potenciales eléctrico, ¢, y magnético, A. Estos potenciales estan

relacionados con los campos mediante las ecuaciones
E=—Vo, B=VxA. (10.49)
Sin embargo, los potenciales no son tnicos.

El hamiltoniano de una particula cargada, con carga @, en presencia de un campo

electromagnético tiene la forma
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20
2 N 2
=ﬂ+ﬂﬂﬂw—gﬁﬁ+ﬂﬂ+gﬁz, (10.50)
2 2U 2u

\ S AvAs| 0.

:H“(1¢—p m£’ﬂ+§LA2

en donde H , €s el hamiltoniano en ausencia del campo. En el efecto Zeeman s6lo hay un
campo magnético uniforme, por tanto,
E=0, p=cte=0; B=Bk, B=VxA4,
B,=0=0,A,-0d,A,, B,=0=0,A -0d A, B,=B=0 A,-Jd,A . (10.51)

Por simplicidad, se toma la opcién

94,20, 9,4,=0, A =0, IA=0, JA=>, -3A=>. (05
Asi,
A:As(r3), , = 2(rl,r), AZ:%Br1+f(r2), 1053
17 1(r1’r2)' Alz—%Brz+g(r1)

Finalmente, tomado la eleccion més sencilla ( f = g=A,=0), el campo magnético se puede

escribir en la forma

=T
2
- B
A1=—Er2, A2=Er1’ A :0, A:E rl . (1054)
0
y
p-A+A-p=1B(—p,7,+p,f, —F,p, +#p,)=B(F.p,~£,p,)=BL,. (10.55)

Por lo tanto
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r 2 2
A= B g < (rt-z%), H’:—B—( ]+BZQ”8—Z, (10.56)
U

y para campos débiles

. L
B = —Bg—hi. (10.57)
u

En el efecto Zeeman, el sistema de referencia es un atomo hidrogenoide libre,

A [nlm)=E |nim), E =- 8:1{2 , nim)=R (r}Y, (6,¢). (10.58)

Asi,

nlm) = B\, (10.59)

a)(l) = <nlm‘ i
2u

nlm

en donde @ es la carga del electréon, Q=—

A Ber ~ -~
En el caso de un campo débil, se puede observar que [H H'] = ——e[H ,LJ =0, porlo

0)

tanto, los kets hidrogenoides también son kets propios de B,

ﬁ‘nlm>=(En+B%m]‘nlm>, (10.60)

W =E +o (10.61)

nlm

Asi, los estados propios para una misma [ tienen una separacion uniforme, AE = Beh/ 2.

10.2.3. Ejemplo. La interaccion de un dipolo magnético con un campo uniforme

(B=BKk)

La energia de interaccién de un dipolo magnético con un campo uniforme tiene la

forma

H'=-B-[i =—Bfi . (10.62)

10-14



El momento magnético debido a una carga que se mueve en el espacio es proporcional a

su momento angular, comparando las ecuaciones (10.57) y (10.62), se tiene que

~ eh( L L

e s
por lo tanto

- L

T8 :—,uB%, (10.64)

en
en donde la constante u, = 2 se denomina el magnetén de Bohr. Para el momento

angular de espin electrénico, los resultados experimentales muestran una relaciéon similar

con el momento magnético asociado,

i =—2‘u3%, (10.65)
y, en general, se tiene que

ﬁ=gu3%, (10.66)
en donde el valor de g depende de cada tipo de particula, por ejemplo,

(a) momento angular orbital electrénico: g=-1,

(b) momento angular de espin electrénico: g=-2,

(c) momento angular de espin nuclear: g depende de cada ntcleo.

El valor de la constante g del espin nuclear es de gran utilidad en la espectroscopia RMN.

Si se usan a las funciones propias del momento angular como funciones de referencia,

‘LM > , a primer orden, se tienen estados uniformemente separados,
o) =Bu M, M=-L,..L. (10.67)

10.2.4. Ejemplo. El oscilador arménico con una perturbacion ctibica

En este caso, la eleccidn es sencilla, el sistema de referencia es el oscilador arménico,
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H, = %+ /,thzx - A =B, (10.68)
con
X= /zuiw(&+&+) [a,a*]:l &|n>:\/;|n—1> at n>:\/n+1|n+1>
= ﬁozm(m%] fm=rln) @R+l (069
[ﬁ,a]=—a [ A,a+]=a+ Na=aN—-a Na*=a*N+a*

y, de acuerdo con la Seccién 5.2,

h 3/2 ; h 3/2
X :[z'u—a)J (a+a ) :[z‘u—wJ (a+a )(aa+aa +a a+a a )

3/2
:{i) (&°+3aR-+3NG" +d")
21U

(10.70)

Figura 10.2. Las soluciones aproximadas para el estado basal
oscilador con un potencial cdbico mediante la teorfa de
perturbaciones a orden 0 (linea negra), 1 (roja). El potencial

armoénico aparece con una linea gris y el potencial ctibico en azul.

Evaluando la correccién a la energia a primer orden, se tiene que ésta es cero,
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o =g =0, (10.71)

mientras que cuatro estados contribuyen a la funcién de onda. A segundo orden, se tiene

una forma cuadrética en la energia,

o?=Y dr = ﬁfl (30m2+30m+11):—15'8h (m+1] _ B qom

o mp mp_ 8[,[ (1)4 4‘u3w4 2 16#3604

y el espectro toma la forma

2.2 z 2.2
w zhw(m+§)—15ﬁ% — —%. (10.73)
m 4’0 2) 1ep'o

Este resultado rompe la uniformidad en la separacién entre los estados. La Figura 10.2
muestra la soluciéon aproximada a primer orden. La adicién del potencial ctibico rompe la

simetria de la funcién propia.

10.3. Los estados degenerados

A |k)=Elk), k=1,2,....9g. (10.74)

Sean ‘1>,

g> estados degenerados de I:IO ,

Cualquier combinacion lineal de estos estados también tendrd la misma energia,

HO

iCkuk>:E
k=1

iCkuk> : (10.75)

De hecho existe un namero infinito de conjuntos de g kets que son degenerados. Por lo

que el conjunto de kets del sistema de referencia no es tinico cuando hay degeneracion.

En el caso contrario, al tomar el limite cuando A tiende a cero, el hamiltoniano del
sistema real tiende al hamiltoniano de referencia, de igual forma, las funciones del sistema
real tienden a un conjunto bien definido de funciones degeneradas. El conjunto que

proviene de este limite (apagar la perturbacién) permite definir al conjunto de funciones

del estado de referencia,

®ES)> . Estos kets de referencia son una combinacién lineal de los

kets del hamiltoniano H 0
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q)ﬂj)>, (10.76)

y provienen de tomar el limite A — 0 en el hamiltoniano H , - Asi, los coeficientes de la

combinacioén lineal se determinan a partir del desarrollo perturbativo.

Para la ecuacién de primer orden, ecuacién (10.25), al considerar los estados

degenerados, se tiene que

al)(E,~E,)=0=0"a") - (4 A CDE:)>, (10.77)
por tanto
ool = (gl o”) = Yol (1078

En notacién matricial, se obtiene una ecuacion de valores propios,

A =oad, (1079)
en donde
H, o H) )
F=l o a’= (10.80)
’ ’ 0
}{gl }{gg aﬁg

(1)

m

son los valores propios de H en el subespacio de

(0)

m

las correcciones de primer orden @

estados degenerados, y los coeficientes d' ' son los vectores propios de H’.

Si, a primer orden, atn hay degeneracién en algtn subconjunto del subespacio

(0)

m

degenerado, entonces es necesario ir a mayor orden para determinar a d

Note que, a diferencia del caso no degenerado, las ecuaciones de primer orden no

proporcionan la correccion correspondiente a la funcion de onda.
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10.3.1. Ejemplo. El efecto Zeeman en los orbitales p
Los orbitales hidrogenoides p son tres veces degenerados, por lo que es necesario

aplicar las ecuaciones recién descritas. Para un campo uniforme y débil, el hamiltoniano de

interaccién con el campo es proporcional a L,,

ﬁ’:ﬁB(g], (10.81)
2u | h
por tanto,
<n101 H np1> <n101 H np0> <np1 2l np71>
H = <np0 H np1> <np0 H np0> <np0‘lfl’ np_1> . (10.82)
<np_1 B np1> <np_1 B np0> <np_1 B np_1>

En este caso los orbitales hidrogenoides también son kets propios del operador de

perturbacioén, por lo que

~

H'|np, )= (%ij . (10.83)

Por esta razon, la matriz de perturbacién es diagonal,

1 0 O
~ eh
H = Z_B 0 0 O (10.84)
10 0 -1
Para eliminar las constantes del hamiltoniano, se realiza la transformacion
~ 22U ~ 2
m=Fp, x =2H oW, (10.85)
ehB ™ enB "
por lo que se debe resolver la ecuaciéon
ma"=x a”, (#1-x,1)a =0. (10.86)

Para que haya una solucion no trivial del problema homogéneo es necesario que el

determinante del sistemas sea cero,
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det(M—x] )= 8 —Ox _(1(1)() =—(1+x)(1-x)(-x)=0. (10.87)

Por lo tanto, los valores de X son1, 0,-1. Los vectores propios son solucién del problema

homogéneo para cada valor de X, es decir son solucién del sistema
(1-x)4,=0, —x4,=0, —(1+x)4,=0. (10.88)

Para cada valor de x el sistema tiene una o mas ecuaciones dependientes, por lo que

habra uno o mas grados de libertad en cada solucion. Asi, las soluciones para cada valor

de Xx son:
A
~A,=0 _(0) ! 1
x=1, , a’ = 0 :A1 0 :‘np1>,
—24,=0 0
_0 4,=0 0 _ 4 (1) np )
x=0, o a’=A =|np, ); (10.89)
37 0
X=- 24,=0 i =4 g —|np >
’ ¢ 3 73 )

En este ejemplo, debido a que el hamiltoniano conmuta con el operador de perturbacién,
la matriz de perturbacién es diagonal y los kets de referencia coinciden con los kets

hidrogenoides. Ademads, las correcciones a la energia quedan en la forma

o= (;—hJBm. (10.90)
u

Note que la separacion entre los estados es proporcional a la intensidad del campo, B.
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A

Para este problema H’ conmuta con I:IO , de hecho, [I:I 0,I:I ot ﬁ’] =0, porlo tanto, H y

H +H’ tienen funciones propias comunes. Esto es, las funciones hidrogenoides también

. . ” en iy
son solucién del sistema con el campo magnético. Por tanto, E +2—Bm es la solucion

u

exacta.

10.3.2. Ejemplo. El acoplamiento espin-6rbita en un dtomo hidrogenoide
La interaccién entre los momentos magnéticos asociados con los momentos angulares
orbital y de espin da origen al término conocido como la interaccién espin-orbita. Esta

interaccion esta descrita por el hamiltoniano

a(r) 1 dv Zq°

= —_— 10.91
2u*c’r dr 2u’cr’ (109

En este caso se requiere que L>0. Tomando en cuenta el espin, existen seis estados

degenerados tipo p, representados por los kets
o )=[n1m,tm), 0" =E . (10.92)

Por comodidad, los kets se numeran en el orden siguiente,

|a1>=‘np1a>, ‘a3>:‘np0a>, |a5>=|np_1oc>,

. (10.93)
’a2>:’nplﬁ>, ‘a4>:‘np0ﬁ>, ‘a6>:‘np_1ﬁ>

Usando los operadores de ascenso y descenso, el operador de perturbacion toma la

forma
A=a(r) LS,+1L S +1L S |=h+h+h,, (10.94)
en donde
h=a(r)L$,, h,=ta(r)L.$ , hy=ta(r)L S . (10.95)

Los elementos de matriz correspondientes a los operadores anteriores pueden calcularse

explicitamente, con excepcién de la parte radial, la cual es igual para todos,
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S

3

<Ocj’ ﬁl| al,> = Tlea(r)rz dr<lmj‘ ]:3| lmi><% m,
0

2
=A hmod mo
nl imm; s mj/_,m

5

1
2 ms‘.>
7

<Otj| f12|oci> =14, <1mj i+ lml.><% m, ‘ S %msl_>
10.96)
K’ (
= Anl 7\/(2 + mi )(1 - mi )(% - ms’, )(% + ms‘. )6m/.,m[+l6ms/ ,mﬁ—l
<0(J fz3|a >= 14 1<1mj‘L ‘lm ><%m _ §+ %msi>
n? '
= nl ?\/(2 - mi )(1 + ml)(% + ms‘. )(% - ms,. )am/,mi—lamx/ ,msi-f-l
en donde
A = J.lea(r)rz dr. (10.97)
0
Asi,
El —
A (L1/2)  (1-1/2) | (04/2)  (0-1/2) | (-11/2)  (-1-1/2)
(11/2) 1/2 0 0 0 0 0
(1-1/2) 0 -1/2 0 0 0 0
(0.1/2) 0 0 0 0 0 0
(0-1/2) 0 0 0 0 0 0
(-1.1/2) 0 0 0 0 -1/2 0
(-1,-1/2) 0 0 0 0 0 1/2
2h,
A (L1/2)  (1-1/2) | (04/2)  (0-1/2) | (-11/2)  (-1-1/2)
(11/2) 0 0 0 0 0 0
(1,—1/2) 0 0 2 0 0 0
(0.1/2) 0 0 0 0 0 0
(0-1/2) 0 0 0 0 2 0
(-1.1/2) 0 0 0 0 0 0
(-1,-1/2) 0 0 0 0 0 0
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2h
Kggzz (L1/2)  (1-1/2) | (04/2)  (0-1/2) | (-11/2)  (-1-1/2)
(11/2) 0 0 0 0 0 0
(1,—1/2) 0 0 0 0 0 0
(0.1/2) 0 2 0 0 0 0
(o,—1/2) 0 0 0 0 0 0
(-1.1/2) 0 0 0 N 0 0
(-1,-1/2) 0 0 0 0 0 0
Por lo tanto,
1 0 0 0 0 0
0 -1 2 0 0 0
ﬁ’:thnl 0Vz 0 0 0 0 thA“M. (10.98)
2100 0 0 20| 2
00 0 V2 -1 0
0 0 0 0 0 1

. 1 .
Con la transformacién X = z—a)r(n) , la ecuacion a resolver toma la forma

nl

ma"=x a”, (10.99)

m m

por lo que, det(M— Xi) =0. Asi,

0=(1-x)[-{r+x)-x)-2Ja- -+{-1-x)-2] |
:(1—x)2(x +Xx- 2) :(1 x) (x+2)2(x—1)2=(x—1)4(x+2)2

En este caso se tiene que X =1 es una raiz cuadruple y X=—2 es una raiz doble. Las

(10.100)

correcciones a la energia quedan agrupadas en forma similar,

1) h2A1
o' = 2" X . (10.101)

Los vectores propios se calculan resolviendo el sistema homogéneo. Para la raiz

cuddruple, x=1,
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—2a,+ \/Eag =0 a

\/Eaz—a3=0 a —\/Ea \/Ea

T d= 2, (10.102)
—a4+\/5a5=0 a4=\/5a5 \/Eas
\/Ea4—2615:0 a,
a

por lo tanto, la solucion tiene cuatro grados de libertad. Los vectores propios de la raiz

doble, x=-2, son
3a,=0 a =0 0
a, +\/5a3 =0 a= —\/Ea3 _\/503
\/Ea2+2a3 =0 a, :—\/Ea a
2a4+\/5615:0 a =0 a,
\/Ea4 +a.=0 —\/Ea4

3q, =0 0

3

Ql
Il

(10.103)

y presentan dos grados de libertad.

La clasificacion de los estados del acoplamiento espin-6rbita

La degeneracion de estos estados estd asociada con su momento angular total, /, esto

es,

x=1—4estados — =3

‘ (10.104)
x=-2— 2estados — | =7
En este caso, el momento angular total estd dado por J=L+S. Asi,
— 2 o
J'=(L+5) =L+S*+2L:5. (10.105)

Como [I:IO + ﬁ',jz ] =0, [ﬁo + I:I',j3 ] =0, el hamiltoniano y los operadores de momento

angular total tienen funciones propias comunes. Entonces, los grados de libertad pueden
fijarse de tal forma que las funciones de orden cero también sean funciones propias de los

operadores de momento angular total.
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Al aplicar el operador jz sobre los estados degenerados se tiene que
] ‘a> Az‘oc >+2L S’(x>+52’a> [2‘ >+2L S‘oc >+ ‘(x ﬂ
=1 [%|ai>+2L.5\ai>}

en donde el término que proviene del operador de interaccién espin-6rbita puede

(10.106)

reemplazarse por una operacién matricial,

g 2

Slar)= S o e -8l )= 32w far )= 3T o), (10107
j=1 j=1 j=1

en donde la matriz M es simétrica, ecuacién (10.98). Por lo tanto,

)=o) )= 12,
ESJo)= 12 b )= 1), (0105
Lh;zsas>:_%|a5>+%\/£|a4>’ Lh;zsa6>:%‘a6>

Este resultado se puede representar en la forma

] [l

A R L/ (Z-E)&:%hzﬂl&, (10.109)

o) | 5| )

en donde & es un vector columna que contiene a los kets degenerados. Usando la misma

b‘l

notacioén para los otros operadores, se tiene que

o) o)

(+87) ¢ |=um | (P+$)a=trta=nla, (10.110)

4

) )
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Ja=n|Ul+M]a=]%, ]Zz(ﬂiﬂ\?l)hz, (10.111)

4

en donde la matriz del momento angular total resulta ser, para este caso,

5.0 0 0 0 0
0 2 V2 0 0 o0
Lolo N2 2 0 0 0
J'=h (10.112)
00 0 1 20
0 0 0 V2 2z o0
00 0 0 0 &

Dado que los kets de referencia son una combinacion lineal del conjunto degenerado,

éstos se pueden escribir en la forma

‘q>(°)>=2g,q o,)=C-a. (10.113)
Asi,
(| ] d)(°)>= ¢ (o, |]er,), (10.114)

y como el ket ®(0)> debe de ser ket propio de ]“z’

J? cp(°)> - hzj(j+1)’¢>(0)> =n3j(j+1)¥ce), (10.115)
entonces
JC=r*j(j+1)C. (10.116)

Sustituyendo la forma explicita de la matriz, se obtiene
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s,
1¢, 442,
EE— vac, e, 10.117
hz - 11 \/— ( ‘ )
+C,+N2C,
V2, +1c,
B
Asi, para el grupo de estados con x=-2,
c,=0, c,=—2¢c, c,=—c, =0, (10.118)
se tiene que
0 0]
\/EC3 1_%) —\/EC3
2 C,(-2+1t C -
#C: 3( ) 4 =2 C3 =2C, (10.119)
¢, (T_Z) 4
c,\2(1-2 —z,
0 | L0 ]
5 y solo

L,—2 Por lo tanto, estos estados corresponden con j=

entonces j(j+1)=%, y J=3—3
existen dos estados, m, = t1. Por esto, hay dos grados de libertad.
En el caso del grupo de estados con x =1, se tiene que hay cuatro estados con j=3.

Finalmente, es necesario aplicar el operador de la componente z del momento angular

total sobre cada estado de referencia,

AEUE D YARES YAATY
k=1 k=1
:ick(f'3+§3) ak>:hick(mk+m k)‘ak> (10120)
:hmj CI)S)>:hijg:Ck|ak>
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Proyectando, se obtiene una ecuacién escalar,

J;
<ai|;

d)gs)> = Zk:Ck(mk +m )5;«- = Cl,(mi +m5‘i)
:ijCk5ki:iji
k

4

y rearreglando esta ecuacion, se tiene
C.(m.+m .—m.):O.
i i S, j

Asi, para cada uno de los coeficientes se tiene que

Cl(ml+ms‘1—mj):C1(%—mj):O, Cz(%—mj):O,
C3(%_mj):0’ 64(_%_'"1):0’
Gyl-m)=0. Col-tmm)=0

¢, =0, c,=—2c,, c,=—2c,, c.=0,
solo quedan dos posibilidades,
C3(%_mj):0’ 64(_%_'"1):0

a0
I
|
wﬁ [\
wﬁ
I
(@)
l o
o o R
=

De la condici6n de normalizacion, C, =43, asi, el estado con j=5y m =
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(10.122)

(10.123)

(10.124)

(10.125)

(10.126)

1 resulta ser

2



q)50)>:‘”po >\/\[|"l’1 B)_ ‘(p1321/2> (10.127)

b)Si C #0, entonces m =—21,v C.=0. Por lo tanto,
4 j 2 y 3

m =-1) (10.128)

A
Il
)
Il
)
[

|
3
|
O&HOOO

conC4:\/gy

‘(D(ZO)> : (|”po ) ‘/_‘”p 0‘) ’q%/z 1/2> (10.129)

N

Cuando x =1, se tiene los estados siguientes,

(0)\ _
q)3 _‘npl CI)3/23/2 ’

3/2,1/2

0 nl +\/_n0 0
>‘p>f|p 3 Jat],.)

(I)O

5

5
>: |np03§+‘np e)_ “D(;/)l,_l/z>f (10.130)

o) =lre )1 )

Para estos estados, el efecto de la interaccion espin-6rbita se calcula facilmente,

A

2 2 2, & 2 i(j+1)—-2-23
LS| gl >:—] L =5 gl >:—](] )2 o >
o R e ) G (10131)

=4(i(+1)-2)ol), )
1t

- . . 2 . .
Asi, para j=17 se obtiene un valor de —7", mientras que para j=+3 resulta ser -
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10.4. La teoria de perturbaciones dependiente del tiempo
Para describir el comportamiento de los sistemas microscépicos que evolucionan en el

tiempo es necesario resolver la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo,

(7 t)= ih#. (10.132)

Cuando el hamiltoniano H , no depende del tiempo, esta ecuacion es separable y la

funcién de onda puede escribirse en la forma
w(F.t)=£(t)u(F), (10.133)
por lo tanto, la solucion general toma la forma

‘P(F,t) = Zanun(F)e_iE"t/h , (10.134)

en donde los coeficientes a deben satisfacer la condicién

=1, (10.135)

para mantener a la solucién normalizada.
Si se coloca al sistema anterior en presencia de un campo de fuerza dependiente del
tiempo, esta nueva situacion queda descrita por el hamiltoniano H +H '(t ) . Para este caso,

la funcion de onda es solucién de la ecuacién de Schrodinger asociada con el hamiltoniano

nuevo,

BCD(F,t)

10.136
B ( )

(H,+ " )0(F t)=in

Esta ecuacion ya no es separable, sin embargo la solucién puede escribirse en la forma

q)(F,t) = Zan(t)un(F)e_iE"t/h , (10.137)

en donde las funciones a_ (t) estdn determinadas por la ecuacion de Schrodinger. Asi, se

tiene que
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A u,(F)a,(¢)e ™ h}:ihZun(F)d—t’le_iE"t/ " (10.138)

La proyeccién sobre el bra <uk‘ permite obtener un sistema de ecuaciones diferenciales

para la funciones a,

e i

u,)a, (t)e" " (10.139)

10.4.1. El tratamiento perturbativo

Para incluir al hamiltoniano H’ como una perturbacion es conveniente introducir un

parametro de acoplamiento, A, en el hamiltoniano auxiliar,
H,=H +AH". (10.140)

Las soluciones del hamiltoniano auxiliar dependen del parametro de acoplamiento, por lo

tanto, las funciones a_ (t) se pueden desarrollar en series de Taylor con respectoa A,
a ( + /la 2/11 (10.141)

Sustituyendo en la ecuacion (10.139), se tiene que

w (j) .
da N
JE_O A d:; :—% En ),<llk‘H,

un>ef(5k—5n)r/h i 2ia) (t)

. (10.142)
I ~ 1-1) i(E~E, ) /n
= IS (u | frlu Vo' (t)e
PSS (i) ()
Al igualar los polinomios en 4, se obtienen las siguientes ecuaciones,
da” da” i - (j-1
kK _ Kk ° ’ j-1) i(E,~ n)t/h :
It =0, a h;<ukH un>an () j>0. (10.143)

. . 2 . 0
Dela primera ecuacion se observa que, a orden cero, las funciones a,E ) son constantes,

a,((o) =4 =const. (10.144)
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Por ejemplo, sien t =0, el sistema se encuentra en el estado no perturbado ‘um>,

entonces am(O) =1lyaq, (0) =0. Adicionalmente, todas las constantes 4, son cero, excepto

(0)

por A , que esigual a uno;y a](f)(O)= 0, para j>0.Estoes, ako =A =6, ,yaprimer

orden,
(1) i N 0 i(E,~E )t/ ' 3 HE—E, Jt/n
B L
Ly |, Ve
h m

2
representa la probabilidad de transicion del

(¢)

estado ‘m> al estado ‘k>, al tiempo t.

Con este nivel de aproximacion,

10.4.2. Ejemplo. La perturbacién arménica

Una perturbacién armonica esté representada por un operador hermitiano de la forma
H(t)=he™+ie™, (10.146)

en donde A’ no depende del tiempo y @ >0. Para este caso, la ecuacién (10.145) queda

como

dsg) = —%[e’(“’km“’)th;m el b } , (10.147)
con b = <k 1% m> y ho, =E —E .Integrando, se tiene que

a" (t)= —;[h;m eiZ:w_)ta: L W e(;kmaja: L ] . (10.148)

Para @ =@, ,con @, >0 (absorcién de radiacién), el primer sumando toma el valor mas

grande y
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2
2

2

, i(wkmfw) 1 , 12 .2 1 _
_ hkn; e | _ 4 hkZm sin (é(wkm ?’)t) ) (0=, ).  (10.149)
£ (cokm —a)) ! (wkm —a))

e

La probabilidad de transicion se muestra en la Figura 10.3. En forma similar, para

0=-0, ,con ® <0 (emisién inducida de radiaci6n), se tiene que

2
2

, i(wkm+w)_12 s 12 a2t
_ hkn; e | =4hk2m sin (;(a)km+§o)t)’ (@=-w, ). (10150)
h ((1) m+w) h (a)km+a))

e

Figura 10.3. La probabilidad de transicién del estado m al k, en
funcién de la frecuencia. La linea negra representa las ecuacion

(10.148), mientras que la roja a la (10.149) y la azul a la (10.150).

Cuando existe un grupo de estados cercanos al estado ‘k> ,paraelcasocon E, >E ,se

tiene que la probabilidad de transicién, ecuacién (10.147), toma la forma

)2 z%j ZSinz[wkmz_th(pw (wkm)z do, (10.151)

k

7
a hkm

o, —0

endonde p (@, ) esladensidad estados alrededor de @, . Es importante comentar que
(0] km km

el integrando toma valores més grandes para @ =®, , como se muestra en la Figura 10.1.
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10.4.3. La absorcion de radiacion electromagnética

La energia potencial debida a la interaccién con una onda de amplitud A, que viaja en

la direccion del eje z, esta dada por
H’ =eAzcoswt = EeAz(ei‘”t + e*"“’t) : (10.152)

Utilizando la teorfa de perturbaciones a primer orden, se tiene que la probabilidad de

transicién del estado ‘m> al estado ‘k> , ecuacion (10.149), toma la forma

2 4‘<k‘f1" m>‘2 sinz(%(a)km —a))t)

‘ a" . o w)2 ) (10.153)
en donde

W =1ledz. (10.154)
Es decir,

0 . eB;km |2 sinz((ijimw‘)j" )t) (10.155)

Asi, es necesario que la integral z, = <k|Z|m> sea distinta de cero para que la transicion

sea permitida.

Cuando la onda viaja en la direccién del vector unitario k , el hamitoniano de

interaccién toma la forma
FI’:eA(E-F)coswt, (10.156)

por lo que aparecen todas las componentes del vector 7 .

10.4.4. El sistema con un potencial central

Para un potencial central, los estados estdn caracterizados por tres nameros cuanticos,

|nim)=R (r}Y, (), (10.157)

Im
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en donde la parte angular corresponde a las funciones propias de los operadores de

momento angular orbital. En este caso, es necesario calcular los elementos de matriz del

operador Z,

<n’l’m'

2|nlm> = <n’l’m'

rcos@|nlm> = <R",1,|r‘le><l’m’

%”Yw‘lm> . (10.158)

La integral angular se puede evaluar usando la identidad

(I+m)(l—m)

(21—1)(21+1)Y’1"" '

\/%me,m _ (1+1+m)(1+1—m)

(21+1)(21+3) Yiam® (10.159)

Entonces, el elemento de matriz es distinto de cero cuando m=m’ y I'’=1%1.

Se denomina regla de seleccion a la relacion que hay entre los ntimeros cuanticos de los
estados involucrados en una transicién electrénica que estd permitida. Por lo tanto, para la
interaccion entre una onda que viaja en la direccién del eje z y un sistema

monoelectrénico con un potencial central se tiene la siguiente regla de seleccién,
Am=0, Al=11. (10.160)
Cuando la onda viaja en una direccién arbitraria, la regla de seleccién toma la forma

Am=0,41, Al=+1. (10.161)
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