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Uvod: & Metody popisu kontinua
< Slovo Gvodem

@ Rozdleni prou@ni

@ Zakladni pojmy - trajektorie, proudnice

& Trocha matematiky

Zakladni rovnice: @ Rovnice kontinuity

& Pohybové rovnice

Odvozené rovnice = Bernoulliho rovnice
@ Véta o zngné hybnosti
= Sila na obtékanéleso
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Lagrangeova metoda popisu kontinua
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Eulerova metoda popisu kontinua
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3 Hydirodynamika —Shovoirecidem

V hydrodynamice se jiz zabyvame kapalinou jéfitice se &i sok® navzajem pohybuiji.

Chceme-li &co zjistit o proudni kapaliny pak musime tit nasledujici veliny.
@ rychlostv [m.s1].
@ Stavoveé velliny kapaliny.
tlak p[Pa]
hustota r [kg.n¥] (Pro nas konstanta, nebo barotrobni kapaliny)

teplota T [K] (S teplotou nebudeme zpravidla ijpet)

Rovnice, které mame k dispozici
Rovnice vyjadujici zakon zachovani hmoty.
Pohybové rovnice.(Eulerova rovnice HD, Navier-Staka rovnice, Reynoldsova rovnice)
Odvozené rovnice. (Bernouliho rovnicéta o znéné hybnosti, atd.)
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3 Hydirodynamika —oazdeni proudni

Podle dimense
1D - jednorozmirné
2D — dvouroznirné, plosné.
3D — firozmsrné, prostorove.
Podle zavislosti n&ase
Stacionarni
Nestacionarni
Podle viastnosti kapaliny - tekutiny

Podle zavislosti na visko#it  : proudini neviskosni kapaliny
: proudni viskozni kapaliny
- newtonské kapaliny
- nenewtonské kapaliny

Podle stlaitelnosti : proudni nestlgitelné kapaliny
: prouckni stlaitelné kapaliny
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3 Hydirodynamika —+oazdeni proudni

Podle pohybué¢éstic
Nevitivé = potencialni prousghi
Vitivé proudni idealni kapaliny (neni zde disipace energie)
Proudni skut&né kapaliny
- Laminarni proudni
- Turbulentni prougni

- Ptechodové proushi
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Hydirodlynamilka —opooddni skutenych kapalin

Newtoniiv zakon.

Vlivem viskozity se v kapali©objevi t&éné napti t
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Hydrodiynamilka —ppoodéni skute’nych kapalin

Laminarni proud éni

Céstice se pohybuiji po vrstvach, ve
smeru stedniho proudu
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Turbulentni proud éni

Castice se pohybuiji n#ip stedniho
proudu.

107772 2772727 5.
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3 Hydirodymnamilka — Zédkdaltn pogrjnyy

Trajektorie — je drahaéastice.
r=(ab,ct)

v=(x,y,z1)

vxds=0

dx _dy _dz - i
v, v, v,

X y z

oy

Proudnice— je kivka, mySlen&arag ke které jsou rychlosti te

é
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Gaus Ostrogradskéheta
I[dP(x,y,Z) Ldo(x,y.2) , dR(x,y,Z)J q
dz )

dx dy

\

P(x,y,2) =Q(x,Y,2) = R(x,y,2) = f(x,y,2)

S

dx dy

\

= P(X y,Z) v, =Q(x%y.2) v, =R(xy.2)

(dd‘; jdv [diwav = jvnds

jdf(xyz) dv = jf(xyz)nds

\

[ [df (xy2)  df(xy.2)  df (’(;’Z y'Z)}dv = [f(x,y.2).nds

Pro n&s fipad si pod uvedenymi funkcemiireme pedstavit slozky rychlosti

V= I(P(XIV.Z)-HX +Q(x,y,2).n, +R(x,Y,2).n,)dS
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Hydirodynamika —zZ2&lkoonzaatioeéd innodyy
Zakon zachovéani hmoty je vyjéh rovnici kontinuity. Mame dvmoznosti vyjadeni

|. Kontrolni objem
dQ, =pLv.n S
0
AQ, = [pun(ds =~ [pdV
s tv

De o =0
Dt
[ oavozen]
7N
II. Plovouci objem A
d v
—(plV)=0
i °) v
E]
[_opsan |
Hydirodynamika —2&koonzzatiooad hinmodyy
Odvozeni
0
W.nleS=-—|pdVv
ip atip
Na levou stranu pouzueme GGty
0 v
j{ bw,), ob,), 0 }quapdv 0
vl ox oy 62
o, b)), 0bW,), o) _,
6t ox ay 62
dp dp  dp  dp v, v, v =
—+ =V, +t—=Vv +—v, +p —L+_L+—21=0 A
ot ox oy 0z ox o0y 0z L/
4
Dp .
— +pldivw =0
pt P -
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3 Hydirodymamika —dd kaz

dt
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3 Hydirodynamika —Febiyovéar covitee
Pohybova rovnice je sestavena na zaktiyghamické silové rovnovahy na makroskopickou

gastici. Wuziva se d'Alambertova principu.

Sily pasobici na element kapaliny (makroskopickéstici)

Hmotnostni sily Jsou undrné hmotnosti elementu. Napihova sila, setreéma sila.

PloSné sily Jsou unirné ploSe elementu.
Sila vyvolana vektorem nég

Pohybové rovnice v hydrodynamice
Eulerova rovnice hydrodynamiky.  Pohybova rovnice idealni kapaliny. Jedna se o
neviskdsni nesttatelnou kapalinu.

Navier Stokesova rovnice Pohybova rovnice viskésni negtigelné kapaliny.
Jedna se o pohybovou rovnidi aminarnim proudni

B KEE M

Reynoldsova rovnice Pohybova rovnice viskésni negtigelné kapaliny.
Jedna se o pohybovou rovnidi purbulentnim

proudsni. -
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3 Hiydirodymamika —Hldeovear oovnincechyyidooisyiaaniidyy

Eulerova rovnice hydrodynamiky — pohybova rovnicéealni(neviskézni) kapaliny.
Wiadtu-je silovou rovnovahu na element kapaliny.

Wechézime z Eulerovy rovnice hydrostatiky. S timgastice se jiz pohybuje. WuZzijeme
d‘Alambertova principu.

1
a=agy, _Bgrac(p)

Dv 1
E =4ay _Egrac(p)

ov 1
— + (gradv).v = -—gra
ot (gradv).v =4, 0 g C(p)
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oo, . 1w
ot ax, 1A T ooy

J

3 Hydirodynamika \éaiee Stokesovasonitee

Navier Stokesova rovnice- pohybova rovniceiskézni, nestléitelné kapaliny fi laminarnim
prouckéni. Odvozeni je stejné jako ¥ipads Eulerovy rovnice hydrostatiky a hydrodynamiky.

Hlavni zne¥na je v ploSnych silach.

2 2, 2
v, v, LY, +6VXVZ=aﬂ)X—1@+E(0 v, , 0%V, +6vX]

ot ox * ady ¥ oz pox ploxox dydy 0z0z
2 2 2
%+%VX+%V +%szaﬂ) _1%4.& aVy +0Vy +0Vy
ot ox dy ’ oz Y pdy ploxox dydy 0z0z
ov,  dv, v, v, 1op  p( 0%,  o°v, 0%,
+—Lv, + v, + V,Zay, ot | et — L+ L
ot ox dy ’ oz poz ploxdx dydy 0z0z
oT.
ov 1 ooy
—+vgradv) =a;, ——grad(p) T,
ot P - I,
iy 4
| ot olx
g X N Tetox
av, . v, 1dp  p dv, 2% *e L/
7|+7|Vj:a(f)i_77+77| 2 - . IZ
ot 0x, pOx; P OX0X, . / L LA
X o, @




Hydirodynamika Néaice Stokesovaoonitecpddunenni

Zména (i psani silové rovnovahy na element kapaliny jezeouplosnych silach. Uprava
bude provagha pouze pro plosné sily ostatistéava.

T,’f%%"{‘y
Tx = |.T><x’ Txy' TXZJ = |_p><' _T;(y' _T;(z
r 1 T)( o
Ty = |.Ty><’ Tyy’ Tsz = |._ Tyx’ py’ _Tyz b, idw ’,)T* A
7 LY B QA
Tz = |_sz‘ sz‘ TzzJ = I,_ T'yx‘ _T'zy! sz K P

3 Hydirodynamika —Néaiee Stokesovasenitecpdduneani

Silova rovnovéha na element kapaliny vessnosy x:

a, pdV =a,,pdV+T,dydz- (Txx + a;-—xx dx)dydz +
X
oT,
+T,dxdz- [Tyx + a—yx dy]dxdz + T, dxdy - [TZX + % dz)dx.dy
y z

Po Gpra¥ dostaneme:

p= p- aTXX+aT7yX+aT72X
EPZ80P T 50 Ty Tz

Dosazenim za jednotlivé slozky vektoru ploSnychrgime:

a“:a(”x_aaix pl ox 9y oz
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Hydirodynamika Néaice Stokesovaoonitecpddunenni

Zobecrény Newtoriiv zékon (hypotéza):

Co_ o [ov, 0y, . _,(ov, Ov, oav, av,  dv,
Ty ST =H —+— Ty =A| X+ + =+
dy  0x ox ody o0z ox  0x
T;Z:T;x=u(avix+%j T :)\_%+6V7y+% +U %4.%
0z 0x Y ox ody 0z ay ady

P avy aVz o an aVy aVZ aVZ aVZ
Ty, =Ty =W —+—= T, =A| 2 +—+ +U +—Z
0z oy ox oy o0z 0z 0z

'[:J =\.0 6\/k+“[6v,+0\/,]

3 Hydirodynamika —Néaiee Stokesovasenitecpdduneani

Navier Stokesova rovnice

16p+u(62vx L 0%V, +62vxj+p+)\ i) [dvx+6\/y+6vzj

a = -==
x = & pox ploxdx dydy 0zdz p oxlox ady oz
a :a( _1%+E aZVy +62Vy +62Vy +“+)\i %.{.%4.%
YOUUY 59y ploaxdx  dydy 0zoz p aylox ody oz

_ 10p  p( 0%, , 9%, . 9%,
A =4y, ~ ot + +
poz ploxox 0dydy 0z0z p 0z

x4 7Y

ox o0y o0z

u+)\a[dv av avzj
+ — +—Z

_ 1op p 0%, _p+A d(o0v
& =gy~ vt | Ao
pox; P OX;.0x, p 0z{0x
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Hydirodynamika Néaice Stokesovaoonitecpddunenni

Pro nestlaitelnou kapalinu dostaneme:

10 0%v, 0%v, 0%
ax:a(f)x_erH[ x4 Tx oy XJ

pox ploxox 0yody 0zo0z

2 2. 2
=, 100 [TV, v, oY,
Y poy ploxdx odydy 0zdz

2 2 2
aiza(f)z—lap+“(a v, , 0%, +6ij

562 plOX0x 0yldy 0z0z

Zapsano vektoray 7
ov 1 &
— tgradv).v =a;, ——gradp) +Hav W
ot P P =
% +%V- = - 1% + ui -

ot ox; Ul pox, pox,x,

Hydrodynamics -Regyntddsemadinon

Turbulentni proud &ni— okamzitou
v x rychlost &lime na d¥ slozky:

- Stredni slozka rychlosti

- Fluktuani sloZka rychlosti.

V=v+V

OkamZzita rychlost
Stredni rychlost z&asovy intervalit

V' Fluktuani slozka okamzité rychlosti.
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Pro stedni hodnotu fluktuai slozky plati:

_ .
V= [vidt=0
Aty
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Stfedni hodnoty safii a sodini:

V,+tV, =V, tV,

V.V, SVLV, VLV, S VLY,

VIV, SV, VLV, vV, 20

Predpokladame, ze pro tlak také plati:

%

p=p+p=p

Okamzité hodnoty rychlosti a tlakiosadime do N-S rovnice a provedentedsivani
piesc¢asovy Useldt.

o, OV, . v, . OV, ._ 10p"  uf 8%, . 9%, . 0%V,
XV AR Y, =y, + +

ot ox oy 0z p oX ploxox adyody 0z0z

o P P P — 2 2 2

%4.6\/73’\/;4.6\/73’\/* +6V7yv*2:a(f) —lalq.g aVy +aVy +6Vy

ot ox ady ' oz Y poy p|oxox dydy 0z0z

o, oV, . v, .. oV, .
v, +—2v + V, =8y, -
ot 0Ox ay 0z poz p

_lop’  pfo*v, 0%, 0%,
ox.0x dy.dy 0z0z

Po provedendasového sedovani a vyuziti rovnice kontinuity pro nesttalnou kapali-
nu, pak dostdvame Reynoldsovu rovnici

22.3.2011
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Reynoldsovy rovnice:

ov,  ov, ov, ov,
+—Xy +—Xy + Xy
ot ox * oy Y o9z *
_ 1dp  p( 0%, . 8%, 0%,
Sau oot + +
pox ploxox o0yody 0zo0z
v, ov
y oz °
62vy+62vy

ov, ov 0

Y4 Yy +—Yy
at ox ¥ oy ?
_Llop, u(0
poy p

2
V)’
ox.0x 0dyody 0z0z

=8y

ov,  0v, ov, ov
+—2v, + v, +

0

+

Zyv

at  ax dy z °
_lop,p d%v, | 9%, . d%v,
poz ploxox 0dydy 0z0z

=y,

3 Hydirodynamika Regynotddsvamonitee

Reynoldsovy rovnice ESS:

ov; , 0v,
+ Ly =
pOx; pOX;0X,

v, _lop a%v,
ot 0x

f)i
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3 Hydirodynamika —¢asov st‘edovanénoodiodgy

Stredni hodnoty saiti a sodini:

At

. . 1 1 At At At At
vV, +V, :EJ‘(Vl +V' +v, +v'2)dt :AthldHJ‘v'1 dt+jv2dt+jv'2dtJ =
0 0 0 0 0

l At At 1
=m(vl.|(;dt+0+v2.|;dt+OJ =E(V1At +v2At)=v1 +v,

At

V.V, = n J vo.(v, +v,)
0

o fos b
dt=—v,.v,|dt+—v, |V,dt=Vv,.v,
At ° At 79

At

ViV, = ij'(vl + v'l).(v2 +v'2)dt =

0

1At lA‘[ 1At lA‘[
zﬁlvlvzdt+ﬁlv1vzdt+E£V1V2dt+E£V1V2dt:

SV V, VLV,

B K EE M

3 Hydirodynamika —B2enoolifioaovnice
Je odvozena z Eulerovy rovnice hydrodynamiky, izalpoklad

Existuje potencial vijSich, hmotnostnich sil &y = graC(U)
Uvazujeme idealni kapalinu — neviskozni a néggnou

Jak je odvozena?

Integraci Eulerovy rovnice hydrodynamiky (pohybaewénice idealni kapaliny)
po proudnici.

0 1
~ +oradv)y =ay, -  gradp) [l = (dx.dy.d2)

Ip Bg—\: dL + J. pv.gradv)dL = J.p (&, [l — I grad(p) [EL
/ I3 14 14

B HEE M

[omoren] _[G888RY

22.3.2011
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Hydirodynamika —B2enooliioaovnice

Po integraci Eulerovy rovnice hydrodynamiky proudnici
2 2 2
vV, -V -
J.atdL+ 2 1+p2 pl—(Uz—Ul)ZO
1 2 P

Bernouliova rovnice vyjatije zakon zachovani energie mezémv misty na
proudnici

2 2 2
V_1+&—U1:h+&_uz+ja[d|_
2 p 2. p 1

2

Vi kineticka nérné energie

2
P . . .

0 tlakova nérna energie

U polohova nérna energie
2
ja‘dL zmena urychlujici mrné energie v mistl a 2.
1

22.3.2011

Hydirodynamika —B2enoolifioaovnice

Riizné tvary Bernouliovy rovnice Rozmer

il

2 2
=p2+p,—pU, +pfad  [Pd
1

V_f+&_u

Vi, P (
Yai P2y sfad
> N {aT

172

2

V
p-71+p1—p-U1

Vi, P Y
20 pg9g ¢

[m]

2 2
:k-}-&-ﬁ-*-lja{(ﬂ_
290 pg 9 097

B KEE M
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3 Hydrodynamika ~wta o zn#éné hybnosti.

Véta o znéné hybnosti je odvozena z Eulerovy rovnice hydrodyikgnza
predpoklad.

jedna se stacionarniproudni

Je odvozena pridealni kapalinu — nestlételnou a neviskozni

Jak je odvozena?

Integraci Eulerovy rovnice hydrodynamikies uvazovany (kontrolni) objem
kapaliny.

[dm=p.dV

grao(v).v =84~ %grao(p)

jp [gradv).v [@V = jp (&, [V - j gradp) @V

Po Upra¥, pii které vyuzijeme Gaus-Ostrogradskélituvdostaneme:

B K EE M

Ip.v(c.v)dS: G- I p.ndS
S S

3 Hydirodynamika ~wta o zn#né hybnosti.

Sila na obtékanéleso.

_[p.v(v.n)dS: G- I p.ndS
S S

B KEE M
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3 Hydirodynamika ~wta o zn#né hybnosti axtarasii

Wechézime z ERH, a integrujeme figs zvoleny objem kapaliny, ve kterém chceme ziGiési
pusobeni kapaliny.

[pradv)v @V = [pla, @V - [ gradp) @V

Objem V je kontrolnim objemem

SloZka ve srfru x:

ov, ov, ov, _
pj( ™ v, +va + 3 vzjﬁux.dydz—

z
= pj ), Lixdydz— J'@ [dx.dy dz
J ox

ny<o
v y
Ozn&ime:

I:dx :Gx - pr

Hydirodynamika ~wta o zn#né hybnosti amtixarzeii

(Silové pisobeni v objemu kapaliny)

Dynamicka sila:

F, = pj'(avx v, + OV v, + oV, vzj [tix.dy dz

AN oy 0z
Priéteme nulu - plati to pouze pro nesitalnou kapalinu

ov ov ov .
F, = v, +—>v, +—>v, +v divw |ldx.dydz
dx p\_[( 6X X ay y 62 z X j y
0

Fdx :pj a(Vx'vx)_'_ (VXVY)+ a(vaz) mv

v ox oy 0z

Pouzijeme G-O &tu:

F, = pJ'vX (v,n, +v,n, +v,n JdS= pJ'vX (v.n)ds
\Y S

B KEE M
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3 Hydirodynamika ~wta o zn#né hybnosti axtarasii

(Silové pisobeni v objemu kapaliny)
Obecnatiha:

G, = pj a ), dV
\

Tlakova sila, s vyuzitim G-Osty:

ap
F =|1— EiV - . EiS
P \J; 0x 'i Py

Po Upravach slozkové rovnice EHD po integrdesmbjem:

ch (v.n)ds=G, —j pn ds

I vndSG jpndS
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Fc vndS G, Ipn [dSs
S
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