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PREDMLUVA

Teoretickd mechanika vychazi ze zobecnénych zkuSenosti ¢lovéka, jakého clovéka ?
odbornika anebo i laika ? z toho, jak vnimame svét kolem sebe v naSich méfitkach —
V tzv. makrosvete. Vyborné, v makrosvéte plati néco jiného nez v mikrosvéte, tedy to co
méni zékony je pouze a pouze a pouze velkost intervalu| ( délkového i ¢asového )...kdyz
vezmu obrovsky interval, budu vidét ¢asoprostor celého vesmiru jako plochy, kdyZz vezmu
supermaly interval budu vidét ¢asoprostorovou pénu tedy hodné zakiiveny casoprostor. Pro¢
je makro-interval plochy a mikrointerval désné kiivy 77?7  Snazime-li se zakony teoretické
mechaniky aplikovat na télesa malych rozméra (atomy, ¢astice) — tzv. mikrosvet, nebudou jiz
pfedpovédi ve shodé s experimentem. Tak ... duvod je pouze a pouze ve velikosti
intervalu..., neni to divné ? a zajimavé ? V mikrosvété plati jiné zakony. 27?2 Jiné, anebo
modifikované ? Jiné zakony ? a pro¢ ma na ,,obecné* zékony ( které se fyzika snazi sjednotit )
tak nesmirny vliv ,,velikost intervalu ??? ( délkového i ¢asového ) ... pro¢ vlivem zmény
velikosti intervalu se méni zadkony ? Po Velkém tiesku nebylo toto ,,d€leni na zakony
makrosvéta a mikrosvéta ?..., po velkém tfesku byl Vesmir ,,maly anebo velky* ?7?7?7? Jak se
muzou meénit zakony Vesmiru ze stavu ,,malych intervali“ na zakony ,,velkych intervalt*
2927 ... ¢i naopak 77?7 Napiiklad samotny akt méfeni muze ovlivnit objekty mikrosvéta.
Pane profesore, pro¢ ,akt ( méfeni ) makrosvéta neméni zakony a
stavy makrosvéta® a...a pro¢ ,akt makrosvéta ( méfeni ) méni
zakony mikrosvéta® i stavy mikrosvéta? ... v ¢em je logika, v ¢em
je ten duovod, v ¢em je ten zasadni ,princip™ ????!  Chceme-li urdit
polohu fotbalového mice, zachytime okem fotony odrazené od mice a informaci
zpracujeme. Chceme-li ur¢it polohu elektronu, odrazeny foton, z kterého na polohu
usuzujeme, udéli elektronu nezanedbatelny impuls a zméni jeho stav. Jak vite kam mate
namifit ,,jeden foton®, aby zméfil polohu ,,jednoho elektronu® ? Vy polohu elektronu znate a
proto ,,umite* na néj namifit ,,méfici foton“ ? Pokud foton pfi aktu méfeni “znéni stav
elektronu®, pak to znamena, Ze musi principielné donést informaci ( ten foton odrazeny
) o stavu po kontaktu s elektronem ? néé ? A pro¢ nedonese zpravu o stavu elektronu pied
kontaktem ?... pro¢ az ,stav-polohu elektronu az ,po“ kontaktu a né stav ,pied*
kontaktem...; pro¢ ? divod a dikaz ? !!! Ja& Vam to feknu pro¢ : protoze ten vas
Heisenbergiiv princip neurcitosti je Spatné, tedy ne-li Spatn¢ tak piinejmensim je vadné
interpretovan, protozZe ten princip nebere v Uvahu ¢as, tok ¢asu,...Cas ovlivni akt, ¢as ovlivni
elektron pii kontaktu s fotonem, nikoliv foton sam, ¢as ovlivni ,,stav-polohu®... Asi nejvetsi
rozdil mezi jevy v makrosvété a mikrosveté souvisi s komutativnosti. V makrosvété jsme si
zvykli na to, ze jevy, které pozorujeme, jsou komutativni — nezalezi na poradi. To chapu po
matematicke linii...ze 5 x 6 je stejné jako 6 x 5 ale...ale Vy tu fikate slovicko ,,
lisou ¢i nejsou komutativni |... to mi vysvétlete podrobngji a fadné. Je jedno, zda nejprve
provedeme méfeni A a poté méteni B nebo naopak. Zkratka AB = BA. V mikrosvété tomu
tak ale neni. Jaké ,jevy“ tedy jsou v makrosvété komutativni tj. zaménitelné
aby tyto jevy pak v mikrosvété zaménitelné nebyly ? matematiku do toho
neplet'te, ale mi prozrad'te... Akt méfeni ovliviiuje stav objekti a zalezi na tom,
které méfeni provedeme jako prvni. Aha... foton, ktery ,osaha“ elektron ho
zméni na...na..na co ? ...ze by ,,poloha® objektu byla stavem objektu ? To
snad ne...!! Poloha objektu neni stav objektu... To je také hlavnim dtvodem
selhani teoreticke mechaniky pii popisu mikrosvéta. Teoretickda mechanika je zaloZzena na
komutujicich matematickych objektech. Jedinou nekomutujici strukturou jsou Poissonovy
zavorky, a to navic jesté¢ pomocnou. Pan profesor tu fika v cem je — predevsim — rozdil mezi
makrosvétem a mikrosvétem...,jenze pan profesor nepopisuje realny rozdil, ale matematicky
rozdil. Je to jako by jste chtéli popisovat ,matici* jeden autor ji popiSe jako Zelezny utvar
Sestihranny se zavitem uprostied, druhy ji popiSe jako Matici Slovenskou a tteti ji popiSe jako
matici v matematice. Tvrdit. ze redlny vesmir je v makrosvéteé komutativni a v mikrosveété
nekomutativni, je Spatné, musel by to pan profesor ( a to bez matematiky ) dokézat !
Zadruhé : pokud rozdil mezi makrosvétem a mikrosvétem vzn i Ka pouze na zakladé
velikosti intervalu délkového ( €ili velky kontra maly ), pak jak je mozné, Ze pouze na
zaklad¢ velikosti ( dle voleného etalonu délky ) dojde a to pravé v matematice, komutativnost




versus nekomutativnost, tak neskuteén¢ obrovské matematické slozitosti vyjadieni, kde toto
vyjadieni je ,,v sumafi“ zapsano jak fekl n¢jaky student na Aldebaranu >

Napsal pan Tao na Aldebaranu 15. rijen 2014, 19:21 : na kvantovku existuje v
anglictine nepreberré mnozsti velmi kvalitnich zdrojii | prednisek na youtube.
Vsechno zAlezi jen od tvé Grovne, na jaké jsi schopen se napojit. Pokud jsi nepol bery
vysokoskolskou matematikou, tak tmer nemas sanci nastudoval kvantovku na
matematické Grovni. Pokud jsi studoval néco, kde je sice matematika, ale neni to
primo fyzika (jako treba informatiku), tak si myskm ze sanci mas, ale bude to i tak
dost obtizné. Ver mi ze kvantovka méa mnoho Grovni hloubky, do jakych miizes jit. Ja
mam za sebou 3 kurzy vysokoskolské kvantové mechaniky - Uvod do kvantové
mechaniky, Pokrocila kvantova mechanika, Relativistickd kvantova mechanika
(Diracova rovnice) a pak to jde jeste dal Kvantov teorie pole, Kvantova
elektrodynamika, Casticova fyzika, Strunové. teorie atd. A ¢im dal jsi tim tesi
matematiku potirebujes.
To je Silené mnoho matematiky pro takovou trivialitu jako je ,,velikost™, jako je rozdil ve
velikosti, ze velky vesmir je komutativni a maly je nekomutativni. Pro¢ ??? Pro¢
,hekomutativnost” je zrodem tak Silené narocné a rozvinuté matematiky ? ... pro¢ ? Velky
vesmir se zrodil z malého vesmiru, po big-bangu..., jak se to stalo ze maly vesmir
nekomutativni piesel ve velky vesmir komutativni ??

Prvni jevy v mikrosvété, které byly v piikrém rozporu s teoretickou mechanikou, byly
objeveny na pocatku 20. stoleti. Jevy realné anebo matematické ???7 Napf.
jevem realnym jsou silné jadrné sily. Existovaly po big-bangu ?
Fyzika uci, ze po big-bangu byla jen jedna sila, universalni (?) a ta se
»,vyvojem* ( vyvojem ceho ?...pouze toho rozpindni ? tj. Ze se méni
velikost ,,jednotky délky*“ ? ) zacala Stépit na 4 sily. Jaky je divod,
ze ,prasila universalni®“ ( a co to je ? ) ,,vyvine Stépenim® Ctyfi jiné
sily ? co to je ,,to“ Stépeni ? Byl na to ,,pfedem“pfedpis, anebo to byla
jen naaaahoda ? ze vznikly pravé jen 4 sily a zrovna takové...pro¢
nevznikly jiné 4 sily ? Zajima to vibec nékoho z fyziku ? Jejich analyza
vedla ke zrodu kvantové teorie — jedné ze dvou nejuspésnéjSich teorii v dé&jinach lidstva
(kvantova teorie, obecna teorie relativity). Zakladni rovnice a vztahy zustavaji shodné s
teoretickou mechanikou, plati v§ak pro zcela jiné objekty. Je to mozné, ze tolik matematiky
pro mikrosvét a pouze zlomek matematiky pro makrosvét ? Naptiklad Lieova algebra
Poissonovych zavorek je aplikovana na jisté operatory ptedstavujici dynamické proménné.
Piedpovédi dnesni kvantoveé teorie se shoduji s experi- mentem na mnoho platnych cifer.

Uved'me nyni zakladni rozdily svéta malych rozméri — mikrosvéta — oproti situacim, na
které jsme zvykli z naseho okoli — makrosveta: ( tak to mé velmi zajima...)

1) diskrétni hladiny nékterych dynamickych proménnych (napiiklad energie, moment
hybnosti ...) — v dané situaci miZeme naméfit jen urcité hodnoty u sledované
veli¢iny a zadné jiné. V makrosvété jsou méiené hodnoty spojité ( v mikrosvété
»diskrétni, tedy kvantované® ). Mikrosvét je linearni ( zfejmé praveé kvali té
Casoprostorové pén¢ ve které zije a z které vyskakuji vlnobalicky. Péna je linearni
stav. KdeZzto makrosvét je nelinearni — gravitace je nelinearni. Matematicky to
neumim...

2) dualismus vin a édstic — objekty mikrosvéta se mohou chovat jako viny i jako
castice. ...anebo jako Castice = vlnobali¢ek-uzlicek, ktery se pohybuje ,,na viné*“ ( na
vlnach ) 3+3 dimenzionalniho ¢asoprostoru. Takze ,,zakiivengjsi vina ( z ¢p ) plave
V jiné kiivosti ( ¢p ).

3) nekomutativnost aktu méieni — pii méfeni hodnot dvou dynamickych proménnych
(naptiklad polohy a rychlosti) mtze vysledek zalezet na pofadi provedeni méfeni.
Akt méfeni totiz ovliviiuje stav systému, po méfeni se Systém obecné nachazi
Vv jiném stavu nez pied méfenim. Myslim, Ze systém se nachazi v jiném stavu ( stale
V jiném stavu ) i bez méfeni...ovliviiuje to Cas, tok plynuti Casu...ktery Heisenberg
nerespektuje.

4) relace neurcitosti — zvySeni presnosti méfeni jedné dynamické proménné



v nékterych piipadech snizi pfesnost méfeni jiné dynamické proménné. Zména
polohy je jina nez zména casu ..., prosté Heisenberg http://www.hypothesis-of-
universe.com/docs/g/g_054.doc Tato méfeni Se navzajem ovliviluji a jsou
nekomutativni. Matematicky nekomutativni, fyzikalné vSak ...(?) mozna je tieba
trosku poopravit fyziku...

5) nedeterminismus kvantové teorie — dva experimenty pfipravené za stejnych
podminek mohou dopadnout rtzng. Opét vtom hraje roli ,tok casu“... Pfi
provedeni mnoha pokusu zjistime, ze vysledky maji pravdépodobnostni charakter.
Jsme tedy schopni pifedpovédét jen to, s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i
onen mozny jev, nikoli ktery jev konkrétné¢ nastane. Opét néjaka chyba
s Heisenbergem, opé€t nerespektovani toku casu ,,do rovnic®... néco je Spatn¢ s témi
relacemi neurcitosti

Fyzika se tak dostala pied Ulohu vytvotit takovou teorii, kterd by souhlasila s experimenty
v mikrosvété a v makrosvété prechazela v klasickou teoretickou mechaniku. Konstrukci
kvantové teorie se budeme zabyvat v této casti sylabu. Aktualni verzi sylabu naleznete na
serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium.

Petr Kulhanek


http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/g/g_054.doc
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/g/g_054.doc
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Kvantova teorie Vznik a vyvoj

2. KVANTOVA TEORIE
2.1 VZNIK A VYVOJ KVANTOVE TEORIE

Shriime nyni zakladni experimentalni fakta, ktera vedla ke zrodu kvantové teorie:

Zareni absolutné ¢erného télesa: dif do

V absolutné cerném télese (Ize za né
povazovat napiiklad kazdou hvézdu) je
v rovnovaze latka a zafeni pii néjaké
konkrétni  teplot¢ T. Sledujeme-li
vyzafovani absolutné cerného télesa,
zjistime, Zze na ruznych frekvencich
vyzafuje S rlznou intenzitou....a uz , , , ,
jsme ( zase ) u toho ,,problému casu‘ IR uv ®
Experimentalné pozorovany priubéh

energie

vyzafené na jednotkovou frekvenci je na obrazku. Teoretické vypocty kiivky zafeni absolutné
Cerného télesa, které provadéli Rayleigh, Jeans a Wien, vedly k odlisnym zavislostem. Bud’
divergovaly v infracervené (IR) nebo v ultrafialové (UV) oblasti spektra. Spravnou formuli
uhodl az Max Planck v srpnu 1900 tim, Ze zkousSel porovnavat rizné funkce s naméfenymi
Udaji. Jeho vysledek zné&l: dl/dw ~ o3 exp [~ const @ /T ]. Za dalsi dva mésice odvodil Planck
tuto zavislost i teoreticky za piedpokladu, Ze energie svétla 0 urcité frekvenci  se neméni
spojité, ale je celistvym nasobkem zé&kladniho energetického kvanta

kvantum je to proto, Ze foton je ,,jisty vlnobalicek*

E=hw; Hh=105x10%Js . (2.1)

Veli¢ina % se nazyva redukovana Planckova konstanta. Planck ptivodné pouzil piedpoklad
0 kvantovéni energie pro zjednoduseni matematickych vypocti. Kvantovani pénovitého
casoprostoru vypada jak ?...no, jak asi mUZe vypadat ? udélame-li fez takovou
casoprostorovou pénou, budou na primétné ,,zfedéniny a zhusténiny, ¢ili nuly a
jednicky, €ili néco a nic, tedy napt. tok elektrontt a mezer ve dratu, atd. urcité by
se nasly vhodnéjsi priklady, které mé nyni nenapadaji Pozd&ji se ukazalo, ze
energie elektromagnetického zareni urcité frekvence je skuteéné kvantovana, to neni
VvV rozporu s mym nazorem, naopak tj. jeji pozorované hodnoty nejsou spojité, ale méni se
skokem o zé&kladni energetické kvantum %@ . Na platné ( pramétné ) ,,zhusténin a ziedénin (
cehokoliv ) je prosté pfirozené, ze se méni, ¢ili stfidaji tyto ,.kvanta® ,,skokem®...

Fotoelektricky jev (fotoefekt):
zéreni  elektron Pii dopadu svétla (elektromagnetického zafeni) na povrch kovu
mize byt z kovu vytrzen elektron, ktery opusti povrch kowvu.
K uvolnovani elektront z kovu dochazi pti frekvencich svétla
vysSich nez prahovd frekvence wg, ktera je pro dany kov
charakteristicka. Mame-li k dispozici svétlo s frekvenci nizsi nez
kov prahovou, emise elektronti nenastane, byt’ bychom pouzili svétlo
se sebevétsi intenzitou. Tento experiment je v rozporu S piedstavou 0 svétle jako
elektromagnetickém vInéni. K fotoefektu by mélo dochazet pii kazdé frekvenci a dostatecnou
energii k emisi by mélo jit ziskat zvysenim intenzity dopadajiciho svétla.
Reseni podal A. Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vinéni se chova pii fotoefektu jako
Castice. Tyto Castice nazval fotony. Energie jednoho fotonu zafeni o frekvenci o je pravé
energie jednoho energetickeho kvanta (2.1). Vysvétleni fotoelektrického jevu je nyni velice
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Kvantova teorie Vznik a vyvoj

jednoduché. Na povrchu kovu dochézi ke srazce fotonu s elektronem. Aby foton vyrazil
elektron, musi mit vyssi energii nez je vazbova energie elektronu v kovu: # > E;. Prahova
frekvence ziejmé je @y = E; /A . Celkova energeticka bilance

12
ho =g +* MU

2 e

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotiebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajicino elektronu.

Je to pro mé a predevsim pro tu HDV nestésti, Ze neumim tu matematiku..., Skoda...mohlo to vSe byt uz davno za
mnou. Mohlo se HDV ujmout spousta lidi schopnych a nedokonalé naznaky v HDV dosefit.
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Elektromagnetické vinéni tedy muzeme povazovat za soubor fotont. Proto i pfi zafeni
absolutné Cerného télesa se méni energie zafeni 0 dané frekvenci skokem — tento skok
predstavuje prirtstek nebo Ubytek jednoho fotonu.

Comptoniiv jev

A. H. Compton v roce 1923 zjistil, ze rentgenove paprsky odrazené od povrchu grafitu méni
svoji vinovou délku. Podle klasickych ptedstav by viny mély rozkmitat povrchové elektrony
a ty generovat vinu se stejnou frekvenci. Vysvétleni: Fotony se opét chovaji jako ¢astice,
srazeji se s elektrony a pii srazce ztraci ¢ast energie, a proto méni svou vinovou délku.

Ohyb elektronii:

Fotoelektricky jev ukazal, ze vinéni se muze chovat v ur¢itych pocet
situacich jako c¢astice. Naopak, n¢kdy se Castice chovaji jako elektﬂ
viny. Vinobali¢ek neseny vlnou ¢&p...( jista kiivost

vnofena do jiné jisté kfivosti ) Napriklad svazek

elektronii prochazejici Stérbinou nebo dvoustérbinou po  elektrony

dopadu na stinitko wvytvoii typicky ohybovy obrazec. ~—

Nemuzeme piedem fici, kam ktery elektron dopadne, ale pii
velkém mnozstvi elektron muzeme uréit pravdépodobnosti
dopadu do konkrétniho mista na stinitku. Vznikly ohybovy

obrazec je tedy typickym statistickym jevem.

Dnes jsou vinové vlastnosti elektronti vyuzivany naptiklad
v elektronovych mikroskopech. Elektrony maji vyrazné kratsi

stinitko

Stérbina
vinovou délku nez viditelné svétlo a proto je rozliSovaci schopnost elektronového mikroskopu
podstatné vysSi nez optického. Poprvé byly vinové vlastnosti elektronu pozorovany
C. J. Davissonem a L. H. Germerem v roce 1927. Zkoumali odraz elektronti od povrchu niklu.
Po vyzihani niklu doslo k rekrystalizaci a odrazené elektrony zacaly vykazovat na piesnych
velkych krystalech ohybovy obrazec.

Poznamka: [Castice popisujeme] &tvefici veligin (E, p). Definice energie E a hybnosti p souvisi se
symetriemi pfi posunuti v éase a v prostoru (teorém Noetherové). VIn&ni popisujeme] &tvefici veligin
(o, K). Uhlova frekvence o je definovana jako zména faze vinéni s ¢asem = 0@ /0t a vinovy vektor k
je zména faze vinéni s prostorovymi soufadnicemi K = 0@ /OX. PFi periodickém dé&ji s konstantni

periodou T v gase a A v prostoru (vinova délka) Ize psat ® = 2/ T, k = 2 / A . Louis de Broglie
vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaji jako viny i jako ¢astice (dualismus vin a ¢astic).

Prevodni vztah ma tvar:
E = ha), p = hk . (2'2)

Casto nas zajima vinova délka vinéni odpovidajiciho konkrétni ¢&astici, napfiklad elektronu
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v elektronovém mikroskopu. Ze vztahu (2.2) mame mv = 27 h //1 a tedy

_ 2zh 2.3
l_mv' (23)

Existence atomu:

Podle klasickeho planetarniho modelu atomu obihaji zaporné
nabité elektrony kolem kladn¢ nabitého jadra tak, jako ve
Slune¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce. Odstiediva
sila je vyrovnana ptitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale
podstatny rozdil. Z Maxwellovy teorie elektromagnetickeho
pole plyne, Ze kazda nabitd castice, kterd se pohybuje se
zrychlenim, vyzatuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak
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energii. Pii kruhovém pohybu elektronu kolem jadra se méni smér rychlosti, zrychleni dv/dt
je nenulové (miti do centra atomu, jde o dostiedivé zrychleni) a elektron ztraci energii
zatenim. Pohybuje se po spirale, az dopadne na jadro atomu. Tento proces trva napiiklad pro
vodik 10-11s. Podle klasické teorie by tedy za velice kratkou dobu nemély zadné atomy
existovat!! Na tento paradox upozornil poprvé dansky fyzik Niels Bohr.

Niels Bohr vytvofil tzv. Bohriiv model atomu na zakladé tii umélych postulati, Které pridal ke
Klasicke teorii:

1) elektrony se pohybuji jen po tzv. stacionarnich drahach — tj. po takovych drahéch, ve
kterych je odpovidajici de Broglieho vinova délka ze vztahu (2.3) ,,namotana“ na ob&znou
dréhu tj. obvod drahy je n-ndsobkem vinové délky. Souvisi to s tvarem vinobalicku —
elektronu, vinobalicku s neménnym tvarem a soucasn¢ s tvarem, proménlivym tvarem
kiivosti lokalniho ¢asoprostoru v atomu ... pii preskoku elektronu se tato kiivost ¢p méni a
vytvoii se novy vinobali¢ek — foton.

2zr =nA _2rh

Tato draha neni mozna Tato drédha je mozna

Index n ¢isluje mozné stavy elektronu v atomu (r, mozny polomér drahy, vy rychlost na
n-té draze, En odpovidajici energie) podle poétu vinovych délek elektronu na jeho ob&zné
draze.

2) na stacionarni draze elektron nezafi.

3) pti pteskoku elektronu mezi dvéma stacionarnimi hladinami dojde k vyzafeni fotonu
0 energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tento jednoduchy Bohriv model atomu neni feSenim vySe uvedeného paradoxu, jde spise
0 postulovani nebo konstatovani experimentalné znamych skuteénosti. Navic je tento model
aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v obalu (H, He").
Slozitéj§i atomy maji ,propletené” vinobalicky elementédrnich
Castic... Tento model ale poprvé spravné uréil hladiny energie elektronu v atomu vodiku a
vysvétlil spektrum atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neur¢itosti:

Pii méfeni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou nepfesnosti méieni Ax, Ap spliovat
relaci (pres k se nescitd)
h

AX, Apy > ; ;
Cim piesngji uréime polohu objektu, tim méné piesné uréime jeho hybnost a naopak.
Samotny akt méfeni ovliviiuje nas objekt, ale relace (2.4) je splnéna i tehdy, neprovedeme-li
méfeni vabec. Jde o principialni hranici danou ptirodou, za kterou nelze nahlédnout.
Naptiklad oby¢ejny ohyb svétla na $térbiné lze chapat jako dusledek relaci neurcitosti pro
fotony. Prichod fotonu Stérbinou neni nic jiného nez pokus o uréeni jejich polohy y
s presnosti Ay (velikost §térbiny). Fotony, které prosly Stérbinou, urcit¢ mély v okamziku
pruchodu soufadnici y rovnou soufadnici Yy stérbiny. Zmensime-li Sitku $térbiny Ay, zvysime
pfesnost méfeni y; podle relaci (2.4) se ale zvysi nepfesnost Apy urceni odpovidajici
komponenty hybnosti. Vysledkem je znamy ohybovy jev — fotony za Stérbinou vyletuji

k=123 . (2.4)

9
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s danou pravdépodobnosti do rtiznych smérii se stfedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Apy
danou Heisenbergovymi relacemi neur¢itosti.

Princip horkého bramboru
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/g/g_073.doc
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/aa/aa_013.doc
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/f/f_035.doc Heisenberg
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/f/f_038.doc Heisenberg
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/f/f_039.doc Heisenberg
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/f/f_043.jpg Heisenberg
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/f/f_052.jpg
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/aa/aa_037.doc
http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/b/b_125.doc

http://www.hypothesis-of-universe.com/docs/b/b 136.doc

DalSich 110 stran popisu kvantové teorie musim bohuZzel vynechat, protoze je nedokazi
komentovat, proto ze neumim tu téz8i matematiku. ®.
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Vycet experimentalnich fakta, které jsme uvedli vyse, neni zdaleka Uplny. VSechny ale
ptispély ke zrodu kvantové teorie, popisujici pro nas nezvykly svét atomt a elementérnich
Castic. Podejme nyni struény piehled jejiho vyvoje. V roce 1925 formuloval Werner
Heisenberg ve svych 25 letech maticovou mechaniku — kazdé dynamické proménné ptitadil
¢tvercovou matici (zpravidla nekonecnou), jejiz vlastni ¢isla byly méfitelné hodnoty ptislusné
veli¢iny. Slo o teorii pramenici z vynikajici intuice, na zakladé které bylo mozné uréit
naptiklad energetickd spektra riznych atoma (nejen vodiku).

V roce 1926 Erwin Schrodinger formuloval vinovou kvantovou mechaniku. Re$enim
rovnice
[_ 42 ]
| A +V|y =Ey (2.5)
[ 2m |
pro vinovou funkci [ bylo opét mozné urc¢it hodnoty energie E pro objekt v potencialnim poli

V(X, Y, z). Ob¢ konstrukce — Heisenbergova i Schrodingerova — poskytovaly shodné vysledky.
SpiSe nez 0 ucelenou teorii §lo v té dobé 0 ndvod, jak urcit energetické spektrum.

Obecnou konstrukci kvantové teorie na Hilbertovych prostorech provedl P. A. M. Dirac.
Ukazalo se, ze Heisenbergova a Schrodingerova mechanika se 1isi jen jinou volbou
ptislusného Hilbertova prostoru.

Az doposud byla budovéana nerelativisticka kvantova teorie. Zobecnéni na relativisticky
ptipad provedli Klein a Gordon pro spin ¢astice S = 0 a Dirac pro spin castice s = 1/2
(Kleinova-Gordonova rovnice, Diracova rovnice). S relativistickou kvantovou teorii byla
objasnéna podstata spinu, Dirac piredpovédél existenci pozitronu, ale predevsim byl postaven
zéklad pro vybudovéani kvantove elektrodynamiky (Dirac — 1949). Odsud byl jiz jen krucek ke
vzniku kvantove teorie elektromagnetickeho pole (Dirac, Feynman), ve ktere dochazi i ke
kvantovani samotného elektromagnetického pole (tzv. druhé kvantovani). Vysledky kvantové
teorie pole Ize piehledné zapisovat pomoci tzv. Feynmanovych diagramu.

Na zaklad¢ ruznych symetrii v ptirod¢ se od 60. let boutlivé vyviji kalibracni teorie,
napiiklad Weinbergova-Salamova teorie elektroslabé interakce, ktera sjednocuje teoreticky
pohled na interakci elektromagnetickou a slabou, rozviji se kvantova chromodynamika —
teorie silné interakce, teorie GUT sjednocujici elektroslabou a silnou interakci a probihaji
intenzivni pokusy o formulaci Einsteinovych-Diracovych rovnic supersymetrickych teorii
SUSY pokousejicich se o jednotny popis vSech ¢tyf interakci. Lidstvo stale vice poznava svét
elementarnich ¢astic a jeho zakonitosti.

11



Kvantova teorie Vznik a vyvoj

Nasledujici kapitolu budeme vénovat matematice, kterou je tfeba znat pro pochopeni
kvantové teorie. Vlastni stavbou kvantove teorie se budeme zabyvat az v kapitole 2.3
anéasledujicich.

12
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2.2 (M) OPERATORY V KVANTOVE TEORII

vvvvvv

V této kapitole se budeme zabyvat nejdulezitéjsi matematikou potiebnou v kvantové teorii.
Veskeré Gvahy jsou z divodu jednoduchosti provedeny pro piipad, kdy vlastni ¢isla operatort
jsou navzajem ruzna a tvoii spocetnou mnozinu. Obecné&jsi ptipady vicenasobnych vlastnich
Cisel a spojitého spektra jsou kratce diskutovany v zavéru kapitoly.

2.2.1 Unitarni prostory (prostory se skalarnim souéinem)
V kapitole 1.4.1 jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéjsi objekty nez jsou uspotradané trojice
a zavedli linearni vektorovy prostor. Pozorné si znovu tuto pasaz pieététe! Nyni analogicky
roz§ifime pojem skalarniho souc¢inu pro rtizné linearni vektorové prostory. Budeme dusledné
pouzivat Diracovu symboliku, ve které jsou prvky linedrnich vektorovych prostori znaceny
symboly |f >, | x >, |a > a skalarni sou¢iny <f |g >, < x|y >, <a|b >, atd.

®3  prostor realnych trojic

|f> = (fy, f5,f3) 9> = (91,92,93)

<flg> = f101 + fo0, + f303 = f0 skalarni souc¢in
Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem

pro & 2 2 2
IF]| = J<f[f> _ JiZ+ 212 (2.6)

Pro realné trojice znazornéné jako tsecky opatiené Sipkami je norma vektoru rovna délce
usecky a plati <f|g> = ||f]||-]|g]||-cosa, kde [J je Uhel sevieny obéma vektory. Z tohoto
vztahu plyne okamzité Schwartzovo lemma:

|<flg>| <Ifll-llgll - (2.7)

Vysledkem operace skalarniho soucinu je &islo, v ptipadé linearniho vektorového prostoru ®3
redlné cislo, v obecném ptipadé bude vyhodné uvazovat i 0 Cisle komplexnim. Norma
vektoru (velikost) musi ale vzdy byt nezaporné realné ¢islo.

13
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® N prostor realnych N-tic

[f>=(f,....Tn) » 19> =(91,....0n) fi, g er,
N
<flg>= fig; ++ fyogn = kZIkgk = frok

V platnosti zustavaji definice normy i Schwartzovo lemma.

~N  prostor komplexnich N-tic

If>=(f,....fn) »  l9>=1(97,-...9N) ; fi, g ecC,
N

<f|g> = fl*gl+...+f§gN = Zf;gk = fk*gk
k=1

Skalarni soucin definujeme v jednom z argument komplexné sdruzeny (dohodou v levém).
Pro komplexni ¢islo z = a + i b je velikost (norma) ¢isla dana vztahem

2] =2z

14
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Pravé proto, aby pro komplexni ¢isla zastalo v platnosti, ze norma vektoru je odmocnina
skalarniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skalarniho sou¢inu komplexni
sdruzeni v jednom z argumentd. Pfi vySe uvedené definici skalarniho soucinu bude
vysledkem sice komplexni ¢islo, ale norma vektoru zustane redlnd nezaporna:

[I= T = g oty = |6

Opét plati Schwartzovo lemma.

> 0.

Z
+--~+‘fN

| 2 prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N — o)

If>={f, .... f,, ~Y={fX . lo>={9}i; fi, g eC,

* 0 * *

<flg>=f,9y + -+ + f,0, + - = Z fL g = fo Ok -
k=1

Takto definovany skalarni souc¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do prostoru
| 2 miizeme zahrnout jen takové prvky |f >, pro které je || f || < o, tj. poZzadujeme

Ytf <o pro ¥V [f>el’
k=1
Potom je
|<flg>| =|;“fk*gk|£||f||-||g||<oO pro vV [f>[g>el?® |
=1

nebot’ Schwartzovo lemma plati i v ptipadé nekoneénych posloupnosti.

15



Kvantova teorie Operéatory

£2 (-0, ) prostor komplexnich funkci realné proménné

Pfi dal§im zobecnéni prostoru | 2 si miizeme index k ptedstavit spojity. Misto k budeme psat
x : fx. Vyraz fy neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spojitého indexu),
kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f (x) , tj.

[f>=f, =f(X), |g>=0y=0(X), ; xer, f,gecC,

+ oo

<flg>= [ £7(x)g(x)dx

Analogicky jako v | 2 je tieba do prostoru £2 zahrnout jen prvky s || f || < oo , tj.
+ o0
jf*(x) f)dx < 0 POV f(x)eL?
Potom je
+ 00

<flg>l = | [ £ @) gdx| < [F]-llgll <o po ¥ [f>]g>e £

a skalarni souc¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. £2 se nékdy nazyva
prostor funkci integrovatelnych s kvadratem. Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni obor nez
(— o0, ), potom piseme £2 (M), kde M je defini¢ni obor funkci f (X) € £2 (M).

Nyni mizeme piistoupit k obecné definici prostort se skalarnim soucinem.

16
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UNITARNI PROSTOR (prostor se skalarnim soudinem) — unitarnim prostorem nazveme
linearni vektorovy prostor ¢/ (s operaci + : ¥ x ¥ — % a operaci - : Cx ¥ —> 1), na
kterém je definovana dalsi operace

< | > Vx¥V —> C
(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
1) <f|g+h> = <f|g>+<f|h>,
2) <flag> = a<f|g>,

3) <g|f>=<flg> (<aflg>=a <flg>),
4) <f|f>>0 ; <f|f>=20 = [f>=0
Poznamky:

1) Pridanim operace [,] z linearniho vektorového prostoru ziskdme Lieovu algebru, pfidanim
operace < | > ziskame unitarni prostor.

2) Prvni dvé operace v definici znamenaji linearitu v pravém argumentu. Z tfeti operace plyne
antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti komplexné sdruzené konstanty).

3) Symbolika zapisu pochazi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také braketova symbolika nebo
brakety (z anglického bracket = zavorka).

<|> ,bracket”
<| sbra“ (Ize matematicky definovat, dudl, naznacena operace skalarniho soucinu)
| > Jket“ (vektor z 1)

4)  Pro komplexni N-tice Ize interpretovat |f > jako sloupcovou matici, < f | jako transponovanou
komplexné sdruzenou matici:

(fq : fl=£ o £
|f>:Lf:NJ, !—(1 N)

Potom je skalarni soucin

<flg> :(fl* - ( \ fk*gk
|

fN).[g;N I

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez n-tice neni pro nase ucely
tfeba jednotlivé &asti skalarniho souginu < f | g > néjak interpretovat.

+00

5) Pro £’ Ize chapat <f| = J‘ f*(X) ... dx Jako naznacenou operaci skalarniho soucinu. Je
—0

jen treba doplnit patfi¢nou funkci, na kterou operace plisobi. Podobna situace je u derivovani,
napiSeme-li jen d/dx.

Paprsek — necht’ 7/ je unitarni prostor, |f > jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na
|f > nazveme mnozinu prvka {|g >; |g>=«a|f >; a e C\{0}, |f > |g>e7}.

17
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Hilbertiry prostor — Gplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho soucasti).

Separabilni Hilbertitv prostor — Hilberttv prostor se spoc¢etnou bazi.

18
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2.2.2 Operatory
Operatorem rozumime zobrazeni

A: Vv,
které prvku |f > prostoru 9/pfifazuje prvek | g > tohoto prostoru:
A|f >=|g>

V platnosti zstava bézné ndzvoslovi pouzivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definicni obor,
obor hodnot, ...).

Priklad 1: ® Operatorem na ® miize byt libovolna matice 3x3, naptiklad

(1 0 0\‘ (1)
A:to 0 1| ; |f>:L2| =N
o 11 1J
[P oo
A|f>=|0 0 12| = 1‘:|g> : obecné
01 1J 3)
K e f
|1 00 1| 1
Alf> =10 0 1| f2J=| f |
0 1 fp £ f
AU B
Piklad 2: £ 2 (- o0, )
A d
D=_ 1+ [|f>=xe* =
dx

~ d _ _
D|f >=d_(xe X)=(1—x)e *Zlg>
X

Jednotkovy operator: 1|f > = |f >. Pro n-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice
s jednotkami na diagonéle (jednotkova matice) — ovéite!

Kvadrat operatoru: Druhou mocninu operatoru mtizeme definovat, je-li obor funkénich
hodnot operatoru podmnozinou jeho definiéniho oboru, potom

A%lt> = A(AIF>)

Priklad 3: Operator derivace
2 d

D=_" 1 |fs=eX =
dx q
N 2
D|f> = i(ie_xz 9 oxe™) = (24 4x2)e
dx | dx dx )

Mocnina operatoru: Analogicky definujeme indukci obecnou mocninu operatoru
A"|f> = A(A”‘1|f>) .

Funkce operatoru: Necht’ f (x) je analyticka funkce s Taylorovym rozvojem

) = 3 ok
k=0

19
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Potom muazeme definovat funkci operatoru
. 0
f(A) = YAk . (2.8)
k=0

Piipomenime si zde rozvoje nékterych dtlezitych funkci:

1
=l x XA e

1-x
y X2 .3 4
= X" X
et =l+x+__ X X _ | ’
2l 3 a4
. X3 X5
sinx=x-"_+" _xT x8
-+ 4,
35 g
X2 x4
cosx=1-""+"x® &
_7+7_... ,
21 4l 6 8l

X3 X5
shx=x+_ +_ x7 X9

3 S+
79l

4
chx:1+L+L X6 X8
21 A+ 4+ A
6! 8
~ (0 —i) R
Piklad 4: Na prostoru ¢ 2 je zadan maticovy operator A =| |. Urcete exp(A).
L0
. 0 V(0 —iy_(1 0\_1
A2=[i o{i 0! (o ﬂ ’
)\ )
AS=A-A2=A.1=A ,
AY=A-A=A.A=A%=1,
A T_A A -1 n=12,..
Nyni jiz snadno nalezneme hledanou funkci matice:
n ~ A2 . n
AT AR AY
exp(A)=1+A+ -+ T He=
2! 3 ’41 1 1 1 1
1 1 1 I A
1 | =
L atae i L gty A
L2 / \ 7!
8 " chl —iShl\T
M1+ shd) A Lishl chl)

Takto ziskaji smysl naptiklad i vyrazy typu sin (d/dx ) a podobné. Pozd¢ji se nau¢ime funkci
operatoru nalézt pomoci spektralniho rozvoje operatoru. Jde o efektivnéjsi zptisob nez je
Taylortv rozvoj.

Inverzni operator: Inversnim operatorem k A nazveme takovy operator Al ze

20
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>>
j>|>
Il

j>|>
>>
Il

>
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K danému operatoru A muaze byt nalezeni inversniho operatoru zna¢né obtizné, nékdy
inversni operator neexistuje vibec.

SdruZeny operator: Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator A | ze
<f |Ag> = <A'f |g >

Pasobeni operatoru A v pravé stran¢ skalarniho souc¢inu dopadne stejné jako ptisobeni

k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho souc¢inu. Sdruzeny operator k A nemusi
vzdy existovat.

Priklad 5:

A (1 2i) . A_lz( 1 _g|\ : AT:f 1 Q)
0 i o ) (4' -
Skutecné
AAT-l 121 2 (1 o)y
LO iNO DS
AtAZl b2y 2i (1 o),
LO _J(o i'"lo 17
)\ J
Alg ( 1 2F}(91)=(91+2i92)
L0 i)lg) U ig, |

(20 -i) ) (-2ify-ify)

\ . (g+ﬁg\ e
<f|Ag>= f f _fg+2|fg +if g ,
2 2 2
(1
, 'gz(gj\
<ATf|g>:(f 2|f +|f ) —f g +2|f g +if g
1
ngj

Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, ptvodni matici staci komplexné

sdruZit a transponovat (pfeklopit kolem diagonaly), tj. AT = (A*)T

Uved'me nyni velmi uzite¢né vztahy pro vypocet inversniho a sdruzeného operatoru pro
soucin dvou operatoru:

(AB)t=B1A1 | (2.9)
(AB) =BTAT. (2.10)
Jejich dtikaz je trivialni pfimo z definice inversniho a sdruzeného operatoru:
(AB)1.AB=1 I Bt zprava |
(AB)1.A=B"1 I AL zprava |

(AB)1=B1Al
Analogicky postupujeme i pro sdruzeny operator:
22
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<(AB)'f|g>=<f|ABg>=<A'fBg>=<BTATf|g>

23



Kvantova teorie Operéatory

24

Komutativita operdtori: Pro operétory je obecné AB = BA. Rikame, Ze operatory
nekomutuji. Miru nekomutativnosti mtizeme posoudit za pomoci tzv. komutatoru

[AB]=AB-BA. (2.11)

Je-li komutator operatori A, B nulovy, operatory komutuji, je-li rizny od nuly nekomutuji.
Vysledkem komutatoru je opét operadtor. Uved'me nejdulezitéjsi vlastnosti komutatort
(dokazte!)

) [AB]=-[B.A]
2) [A+B.,C] =[A,C]+[B.C] ,
3) [¢-AB]=a[AB] ,
4) [A[B,C]]+[B.[C.A]]+[C[AB]] =0
To jsou ale pravé defini¢ni vlastnosti Lieovy algebry (1.22) az (1.25). Komutatory tvofi

Lieovu algebru na prostoru operatord.

Priklad 6: M&me na £2 dva operatory: D=d Jdx a X = X, naptiklad na prvek |x5 > pusobi
takto

. d s 4 .
D|x°> = &X =5XT . X|xX®s = x-x°=x5

Uréeme jejich komutator
A A A oA d d d d
[D.X]If>=(DOX-XD)[f>=(__x=x_)f(x)=_(xF())=x_f(x)=
dx dx dx dx
=f(X)+xf'X)-xf'X)= fX)=|f> =
[DX]|f>=|f>= proV [f>e? =
[D,X] = 1 .
Podobné mtizeme urcovat i dalsi komutac¢ni relace.
V celém tomto textu se budeme zabyvat linedrnimi operatory, tj. operatory s linearni
odezvou: A(a|f >+ [lg>) :aA|f >+ ﬂA| g>. Vsechny dosud uvedené operatory byly
linearni.

V kvantoveé teorii se setkdme piedevsim se dvéma druhy linearnich operatorti - operatory
unitarnimi a operatory Hermitovymi. Uved'me nyni definice téchto operator.
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UNITARNI OPERATORY

Definice: unitarni operator zachovava skalarni souéin, tj.

|f >—>U|f>, |g>>U|g> = <flg>=<Uf|Ug>
Skalarni soucin se pted a po pusobeni unitarnino operatoru nezmeéni.
Véta: Pro unitarni operatory je sdruzeny a inversni operator totozny, tj.
0t =01,
Duikaz: Z definice sdruzeného operatoru vime, ze

A g A

<Uf|Ug>=<U"Uf |g>.

Operéatory

(2.12)

(2.13)

25
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Pro zachovani skalarniho soucinu (definice unitarniho operatoru) je nutné, aby
ufu=1,

to ale podle definice inversniho operatoru prave znamena, ze UT =0

PFiklad 7: operator U=e' na prostoru £ 2 je unitarni
f>=f(x) , Ulf>=e*f(x),
lg>=9(0 . Ulg>=e"g(x),

<0f 10g>=[ (" 1)) e* gixydx=[e* 1" (X)€" gx) dx =
= [ () g()dx=<f|g>

HERMITOVY OPERATORY

Definice: Hermitiiv operéator ptisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.

<Af|g>:<f|Ag> . (2.14)
Véta: Pro Hermitdv operator je sdruzeny operator roven ptivodnimu, je samosdruzeny:
AT =A. (2.15)

Duikaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V pfesné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova operatoru nepatrné liSi
pozadavky na definiéni obor, pro nase UcCely nebudeme samosdruzené a Hermitovy operatory
rozliSovat. Vzhledem k tomu, ze Hermit(iv operator plsobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné,
Casto se pise

<Af|g>=<f|Ag>=<f|Alg>

Centralni pozice A naznaduje, Ze podle vlastniho uvazeni mazeme operatorem zapuasobit vievo &i
vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva sendvic.

3 orpoi 8

*

. ( d \\ ” () p. partes
<Bflg>=[li__f()] gx)dx=-i j g(x)dx =
LA g = Ve
* dg x 8

26



Kvantova teorie Operéatory

. v Oge 7wl
sl [0 a7 O O e
dx )

Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot funkce z £2(—oo,0) jsou integrovatelné
s kvadratem na (- oo, o0) a proto musi byt

lim f(x)= lim g(x)=0 pron,geL:2

X—>t o X—>tow

Samotny operator derivace D=d /dx hermitovsky neni, pfi provedeni integrace per partes by

se zaménilo znamenko a <Df |g>=—-<f|Dg>.
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2.2.3 Projekéni operatory

Cilem této kapitoly bude naucit se nachazet projekce vektori do piedem zadaného
paprsku. Jde o Ulohu, kterd ma prvofady vyznam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do
riznych typt fad (naptiklad Fourierova fada) nejsou nic jiného nez hledani projekci zadané
funkce do vektori né&jaké baze, které reprezentuji paprsek v prostoru.

Z celého paprsku staci vzit jediny vektor, ktery paprsek zcela popise. Vybereme tento
Lreprezentativni vektor jednotkovy, tj. tak, aby <ala>=1, tj.||al]|=1. Snadno
predstaviteln4 je situace v ®2. Na obrazku vidime jednotkovy vektor|a >, ktery representuje
paprsek a vektory |f >,|g >, |h >, které do tohoto paprsku budeme promitat.

w |f>

N ) >
P|f> paprsek

=
\

Plg>

|h>

Projekce libovolného vektoru |f> ma velikost |f|-cosa a smér |a>/||all.

Znaménko funkce cos ve velikosti projekce urc¢uje, zda promitany vektor miti ve sméru |a >
nebo ve sméru opa¢ném. Projekci Ize napsat jako soucin jeji velikosti a sméru:

a> <alf > <alf> <alf >

A |
PIf> = IIfll-cosa "~ _ . Ja> = as—
| jal = M yaren-ian = nairian'®> = <ajas

|a >

PovSimnéte si, Ze pii Upravach vyrazti v Diracové symbolice mizeme libovolné
st¢hovat ¢isla (normy vektort a skalarni souciny). Vyraz pro projekci se sklada z koeficientu,
ktery urcuje velikost projekce a vektoru |a>. ZapiSeme-li formalné koeficient az za vektor,
ziskdme operatorovy tvar:_

PIf> _ |a><a|f > |a><alf>  Oznatme

<ala> <ala>

p = la><al (2.16)

<ala>

Tento vyraz se nazyvd projekénim operatorem. Sam o0 sobé vyznam nemd, jde

o naznac¢enou operaci skalarniho souc¢inu, ktera musi byt vykondna. Teprve zaptisobenim P

na néjaky vektor |f > dostaneme smysluplny vyraz — projekci vektoru danou koeficientem

<a|f>/<ala> a smérem vektoru |a>. Situace je podobna operatoru d/dx, také jde jen

o naznacenou derivaci, kterd musi byt vykonana na konkrétni funkci. Bude-li vektor |a>, do
kterého promitame jednotkovy, vyrazy se jesté zjednodusi:

P =|a><al , 2.17)

PIf> =]a><al|f>

Koeficient projekce je <a|f > asmér je |a>.
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Pfiklad 9:
Naleznéte projekci vektoru |f > do vektord [a> a |b >. Vektory jsou dany takto:

e e

Nejprve nalezneme projekéni operatory:

Dy

/2 Y2

(-1} +1 -1
- b><b rf 2 D) [—1 +1] :( 12 —1/2)

Pb = = =
-1
<blb> +1).( } 2 -v2 V2
+1
3 If>
Nyni snadno nalezneme hledane progekce
12 1/2\ ( . ‘
Pa |f > = 1 ,"'l “\’
]/2 1/2 { 2 2|~
A / 2)« 1 _1\ 'i‘
Pb|f> = ‘ ) ”
\-12 ﬂ2) 3J \+1) ! x
Vyuzijme nyni tohoto ptikladu a vyzkousejte
si, ze plati jednoduché a uzite¢né relace. b S
Vypocty jsou natolik snadné, ze zde uvedu o> la
jen vysledky: 0 1 2~
1. Bl=P,; PB=P,
2. 1Z2=1,; 12=1,
3 By 4By =i

Prvni relace znamena, Ze projek¢ni operatory jsou hermitovské. Pro matice je vyznam
jednoduchy: Matice se po picklopeni kolem hlavni diagonaly a nasledném komplexnim
sdruzeni nezméni. Druha relace ma také velmi jednoduchy vyznam: Projekce dvakrat
provedend po sobé (kvadrat operatoru) je shodnd s projekci provedenou jednou. Obé
vlastnosti jsou pro projek¢éni operatory charakteristické a vétSinou se povazuji za definici
projekéniho operatoru:

Definice: Projekénim operdtorem nazveme takovy linearni operator, ktery je hermitovsky

aplati P2 = P.
Poznamka: Snadno lIze ukazat, Zze obé vlastnosti jsou spinény pro definici (2.16), napfiklad pro
druhou vlastnost:

p2 _ la><al| |a><a| |a><ala><a| |a><a|="P
~ <ala> <ala> = <ala><ala> = <ala>

V prostfednim vyrazu jsme zkratili skalarni soucin v Citateli (uprostfed) s jednim ze skalarnich soucin(
ve jmenovateli. Jde o prosta komplexni Cisla, ktera Ize vytknout pfed vyrazy a kratit.
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Vyznam tieti relace je také snadno pochopitelny: Vektory |a> a |b >jsou navzajem kolmé

a Vv roviné tvofi ortogonalni bazi (bazi slozenou z kolmych vektort). Projekce do téchto
vektorti nejsou ni¢im jinym nez rozkladem piavodniho vektoru do této baze. Zkuste si obé
projekce secist. Dostanete puvodni vektor. Pravé matematickym vyjadienim faktu, ze soudet
vsech projekci da pavodni vektor je tieti relace:

I5a+lsb:i = I5a|f>+l5b|f>:|f>

Nekdy se této relaci tika relace Uplnosti. Pokud je dana baze Uplnad (nechybi v ni Zzadny
vektor), potom je soudet vSech projekénich operatort roven jednotkovému operétoru. To
znamena, ze soucet vSech projekci libovolného vektoru da pivodni vektor.

2.2.4 Rozvoj prvku do baze

M¢&jme Vv unitdrnim prostoru spocetnou bazi (maximalni mnozinu linearné nezavislych
vektort) {|e, >}. Vhodnou linearni kombinaci jednotlivych prvka mizeme vzdy zajistit, aby

prvky baze byly navzajem kolmé a mély jednotkovou velikost. Takové prvky budeme
oznacovat jen poradovym Cislem: |k >. Baze slozena z vektort |k > méa dvé zéakladni

vlastnosti:
<k||> = 5k| , (218)

Slk><k] =1 . (2.19)
k

Vlastnost (2.18) je vyjadfenim ortonormality. Skalarni sou¢in dvou riznych vektort je
nulovy (jsou navzajem kolmé) a dvou stejnych je roven jedné (vektory baze maji jednotkovou
velikost). Vlastnost (2.19) je relaci Uplnosti bdze. Soucet vSech projekénich operatora da
jednotkovy operator, tj. soucet vSech projekci libovolného vektoru da ptvodni vektor.
V relaci Uplnosti je mozné vynechat sumaci a vyuzit Einsteinovu sumaéni konvenci.
V ptipadé€ neseparabilnich prostorl S nespocetnou bazi maji obé relace tvar:

<x|y>=0o(y-x) , (2.20)

A

'[|x><x|dx =1 . (2.21)

Na pravé strané relace ortonormality je misto Kroneckerova symbolu Diracova [] distribuce
a v relaci Uplnosti je misto sumace projekénich operatori integrace.

Rozvoj prvku do béaze je v Diracové symbolice mimoiadné jednoduchy. Sta¢i pied
prvek vsunout relaci Uplnosti v podobé jednotkového operatoru:

1> =1f> = Sko><k|f> = e lk> ,  a&=<klf> . (222
k k

Koeficienty rozvoje jsou dany skaldrnim sou¢inem rozvijeneho vektoru s prvkem béaze.

Priklad 10: Fourierova fada

Uvazujme prostor £%(0, 20)) periodickych funkci integrovatelnych s kvadratem. Diky
pozadavku f(0) = f(2[J) tvoii v tomto prostoru Uplnou bazi soustava funkci (viz elementarni
ucebnice z matematiky nebo latka z prvnich semestrt):

| f, >=e™ | k=04+1+2, ...

Tyto funkce jsou sice navzajem kolmé, ale nejsou jednotkové:
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2n o 0 prol=k
= 27l'5k|

<filfis= ie_ikxeilx dx = t[ei(l_k)x dx = 2z prol=k

Nulovost skalarniho souc¢inu pro | =k plyne z periodi¢nosti trigonometrickych funkci na
intervalu <0, 200>. Vydélime-li prvky baze jejich velikosti, ziskdme ortonormalni bazi

k>= L e go0,+1,+2,.. |

J2x

pro kterou plati relace ortonormality (2.18) a relace Uplnosti (2.19). Rozvoj libovolné funkce
z naSeho prostoru je potom

|f>zzck|k> , ¢ =<k|f>
K

neboli
27

i kx 1
f(X)ZfT;XCkek , ck=m£e_ikxf(x)dx,

coz jsou znamé vztahy pro Fourierovu fadu. Nezapomente, ze skalarni soucin je v levéem
argumentu komplexné sdruzeny, proto je v koeficientu ¢, minus.

Reprezentace

V dané bazi muzeme snadno piepsat operatorovou rovnici A|f >=|g>. Vlozime pted
vektor jednotkovy operator.

Allf >=|g> -
ZA|I><I|f>=|g> I <k| zleva =
I

S <k[All><I[f>=<k|g> . (2.23)
|
Ziskany v;’/r(a’zA neni ale nAi\c jiné.h.c\\ n{ei n%aticc%vé n\ésobenl’
‘ Lo Hfl‘ (gl{ A A =<klAll>,
A' . A Ten| " lgn| f>— f,=<n|f>,
| m o Lfs : g>—>g,=<n|g>,
\ )
neboli
ZAH f| = gk . (224)
[

Jestlize operatoru pfifadime étvercovou matici A — A, = <k|A|l > a vektoru sloupcovou
matici |[f >— f; =<I|f >, miZeme s operatorovymi vyrazy zachazet jako s obycejnym
nasobenim matic. Hovoifime 0 tom, ze jsme zvolili reprezentaci daného prostoru. Ve
skutecnosti nejde o nic jiného nez o volbu konkrétni baze. Ma-li baze nekone¢ny spocetny

pocet c¢lent, budou vektorim odpovidat posloupnosti a operatorim nekone¢né matice.
Vidime, Ze v libovolném separabilnim Hilbertové prostoru existuje jednoznaéné zobrazeni

prvki na prostor posloupnosti 12 (izomorfismus). V piipadé neseparabilnich prostort
s nespocetnou bazi ziskdme obdobnou relaci:

31



Kvantova teorie Operéatory

32

[<xIAly><ylf>dy=<x|g> | (2.25)
coz neni nic jiného nez integralni transformace.
[AG YT dy=g(x) ;
A Y)=<xAly> ,  f(y) =<ylf> , g =<xg>

(2.26)

s jadrem A(x, y). Veli¢iny X, y hraji Glohu spojitého indexu.

Piechod mezi bazemi
Mame-li k dispozici dvé sady bazovych vektora {|k >} a {|k’>}, bude mezi koeficienty
rozvoju platit jednoduchy vztah, ktery opét odvodime jen vloZzenim relace Uplnosti:

fo = <K'f>=%<kk><k]|f> = > Sekfc Sk =<kk>
T K k
Matice S se nazyvéa matice piechodu.

2.2.5 Spektralni teorie

V teorii operatort patfi k zakladnim Glohdm nalézt sméry, ve kterych se ptsobeni daného
operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

Alf>=Alf> ; JdeC . (2.27)

Vektor |f> se nazyva vlastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A
a koeficient natahovani [ vlastnim cislem (charakteristickym ¢islem). Napiiklad u tenzoru
setrvacnosti leZi vlastni vektory ve sméru 0s, ve kterych téleso pii rotaci nehazi. U lineérnich
operatoru je i kazdy nasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stejnym vlastnim
Cislem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli vlastni smér. Takovych
vlastnich smért a ¢isel maze existovat u linedrnich operatort celd fada, jejich maximalni
pocet je roven dimenzi prostoru (poétu prvka baze). U separabilnich prostori mizeme tedy
ulohu nalezeni vlastnich ¢isel a vektorti formulovat rovnicemi:

Alfg>=Ay Ife> ; k=12,..; A, eC . (2.28)

Mnozina vSech vlastnich ¢&isel {A4,...,4,,...} Se nazyva spektrum operatoru A.

Nalezneme-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme relativné snadno fesit
rovnice obsahujici tento operator. Pomoci vlastnich ¢isel a vektort lze naptiklad fesit
soustavy oby¢ejnych linearnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5 prvni ¢asti sylabu).

véta: Hermitovsky operdtor ma redlnd vlastni ¢isla a vlastni vektory dvou riznych vlastnich
Cisel jsou navzajem kolmé.

Dakaz: Pti vypoctu skaldrniho soucinu vyuZzijeme hermitovosti a ponechame operator nejprve
pusobit v pravé ¢asti skalarniho soucinu a poté v leve. Vysledek musi byt stejny:
<fi|Afc> = {<Rldcfe>=de<fclfe> o 5 -0 = a1, ex.
= k
<5 il fic> A <filfy>

Vlastni ¢isla jsou tedLy redlnd. V druhé ¢asti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni ¢islo
z levé casti skalarniho soucinu vyuzijeme prvni ¢asti dukazu:
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<f[\k|/1|f|>:ﬂ’|<fk|f|>
<Af |f >=A"<f |f >=4 <f |f >
k| Kk ko1 k k1

U
/1| <fk|f| >:/1k <fk|f| >
U
(A1 -A)<fIf>=0

U
<f |f; >=0prok =1

<fk|Af|>=J

véta: Vlastni c¢isla unitarniho operatoru lezi na komplexni jednotkové kruznici a vlastni
vektory dvou riznych vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pti dikazu vyjdeme s definice unitarniho operéatoru:
<f |fe >=<Uf |Uf, >= 1A, <f, [y >
Porovnanim prvniho a posledniho vyrazu je ziejmé, ze
Il =1 = |4 =1

Zbyva dokazat kolmost vektori. K tomu budeme potiebovat pomocnou vétu (lemma),
ktera fika, ze inverzni unitarni operator ma vlastni ¢isla 1/A.

. - - A “ 1
<fk‘u 1fk>:<fk‘u+fk>:<Ufk|fk>:<Ufk|fk>:ﬂ,k<fk|fk>:/1_k<fk fk>.

Z porovnani prvniho a posledniho vyrazu plyne
N
07, 2_k| "

Nyni jiz budeme postupovat analogicky jako v piipadé hermitovského operéatoru. V levé
¢asti skalarniho souc¢inu vyuzijeme opét prvni ¢asti dikazu:
[<fk |l| f| >:l| <fk |f| >

- 1
<f |[Uf > = {<0—1fk |fI >:_<fk |f| >:lk <fk |fI >

ﬂ/k
U
ﬂ,| <fk|f| >:ﬂ“k <fk|f| >
U
(A=A )<t If>=0
U

<f |fy >=0prok =1

Poznamky:
1. Reélné vlastni hodnoty hermitovskych operatord budou v kvantové teorii vyuzity jako mozné
vysledky méfeni dynamické proménné, které odpovida operator A . Ani kolmost viastnich vektort

neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky operator nam muze v podobé svych vlastnich vektor(
Lporodit‘ vyhodnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru.

2. Unitarni operatory se v kvantové teorii vyuzivaji k popisu ¢asového vyvoje stavu objektu.
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Priklad 11: Ur¢eme vlastni ¢isla a vektory matice A z ptikladu 4:

)

TR i T I L R R TR

L Olj \f2)  (f2) i —/1|) (f2) \0)
Rovnice ma netrivialni feseni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky plynou
dvé mozné hodnoty vlastniho ¢isla . Pro kazdou z nich potom jiz snadno u¢ime piislusny
vlastni vektor. Pozor! Podminka pro determinant ¢ini rovnice pro slozky vlastniho vektoru
zavislé. To je ale v poradku, feseni rovnic musi mit jeden volny parametr, tak aby
predstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektorim mizeme najit normované vlastni
vektory a ptislu$né projekéni operatory. Vysledek je;

+1 £1) A 1( 1 + W

. P=[1><1] = ,

1/
A=-1, |fy>=c e
71 2 1 2\-i 1
—1 1 [—1 R 101 —i
Ay =+1, |fy>=c , |2>=7| ‘ P,=|2><2|=_ .
+1 J21+1) 20+i 1)
Pov§imnéte si, Ze matice A byla hermitovskd (matice pieklopena kolem diagonaly

a komplexn¢ sdruzena je shodna s pivodni matici). Proto ma reéalna vlastni ¢isla a vlastni
vektory tvoti ortonormalni soustavu:

<lll>=<2|2>=1 , <1|2>=<2]1>=0
Tato soustava vektort je UpIna, tvoti bazi v prostoru komplexnich dvojic:
|1><1|+|2><2|:I51+I52 -1
Véta o spektralinim rozvoji: Necht’” A je linearni operator s mnozinou vlastnich vektora, ktera

tvori Uplnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru. Potom mtizeme pro analytickou funkci
operatoru definovanou Taylorovym rozvojem (2.8) psat

FA) = Stk ><k] = Y (AP . (2.29)
K K
Dakaz: Nejprve si pov§imnéme pasobeni mocnin operatoru na vlastni vektory:
Alfk >:ﬂ’k |fk >,
A% |f > = A Alf > = A0 |f >,

A", >= A >,

U
f(A)|fk >=Y"c A”|fk >=Yc AM[fy > = f(4)[f >
n n k
n n

V dalsi fazi dikazu budeme funkci operatoru pusobit jiz na obecny vektor. Provedeme ale
jeho rozklad do baze slozené z vlastnich vektoru, kde ptisobeni zname z posledni rovnosti:

f(A)|f> = Zf(A)|k><k|f> = > f(A)lk><k|f>
) K k

To je ale piesné rovnost, kterou jsme chtéli dokézat. Vynechame-li ve vyrazech libovolny
vektor |f >, na ktery operatory pusobi, dostavame vétu o spektralnim rozvoji.
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Poznamky:

1) Ma-li operator vicenasobné vlastni cCislo stupné N, neni to na zavadu. Vlastni vektory
k vicenasobnému vlastnimu Cislu tvofi cely podprostor ®@ dimenze N a Ize zvolit N nezavislych
kolmych vlastnich vektort odpovidajicich tomuto vicenasobnému &islu.

2) Je-li prostor neseparabilni, bude za nékterych dalSich predpokladii mozné vétu o spektralnim
rozvoji modifikovat do tvaru:

f(A) = J'f(ﬂ,x)|x><x|dx
3) Pro vyjadreni funkce operatoru je ¢asto mnohem jednodussi pouzit misto Taylorova rozvoje vétu

o spektralnim rozvoji. PFislusna Fada probiha jen pfes vlastni Cisla operatoru.

4) Zname-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme snadno napsat jeho libovolnou
funkci a feSit tak rovnice, ve kterych se tato funkce operatoru vyskytuje. Specialné inverzni
operator je dan formuli

1 1~
~ k><k|= P .
A1=2_| >< K| Z_ )

k Ak k Ak

Vidime, Ze pro jeho existenci je kromé pfedpokladd véty nutna nenulovost vSech vlastnich &isel.

" 0 .
PFiklad 12: Na prostoru ¢ je zadan maticovy operéator A =(L —i) . Urdete exp(A).
o)

Tento ptiklad jsme jiz fesili pomoci Taylorova rozvoje jako piiklad 4. Z pfikladu 11 zndme
vlastni ¢isla, vektory i projekéni operatory tohoto maticového operatoru. Z véty o spektralnim

rozvoji miizeme proto napsat: _ _ _
: A 1 1/ 1 +i 1( 1 —i)y ( ch1 -ishl)

1 +e+1 _
2‘\_i 1)’ 2‘\+i 1J Lishl chl)’

Na rozdil od Taylorova rozvoje méa fada nyni jen dva ¢leny.

eA =€ P1+e P2=e_

Priklad 13: Naleznéte Casovy Vyvoj pribéhu teploty ty¢e délky L, jejiz oba konce jsou
udrzovany na nulové teploté. Pocatecni teplota tyce je dana funkci Ty(x).

Ukolem je najit feseni rovnice teplotni diftize

2
o°T
a_ o~ T=Tx)
ot 0 X2
s poc¢ate¢nimi a okrajovymi podminkami
T(tg,X)=To(x) , T(O)=T(tL)=0

Pieformulujme nyni tlohu do Diracovy symboliky. Zaved'me nejprve Hilbertav prostor

}[:{f(x): fel?(0L) A f(O):f(L):O}.

Jde o prostor funkci definovanych na intervalu <0, L>, periodickych a integrovatelnych
s kvadratem. Okrajova podminka ptvodni rovnice je piesunuta do definice prostoru. Kdyby
byly okrajové hodnoty na obou stranach rtzné, mohli bychom teplotni funkci zrcadlové
roz§ifit (tim bychom ziskali stejnou hodnotu teploty na obou koncich tyce). Jestlize by
hodnota teploty tyc¢e na obou koncich byla nenulovd, mtzeme posunout pocatek teplotni
stupnice. Vzhledem k derivacim v rovnici teplotni difize to na tvar rovnice nema vliv.
Pozadavek nulové teploty na obou koncich tyée tedy neni na Ujmu obecnosti feseni. Uloha
ma nyni tvar:

d|T> d2

:—KA|T> , |T >eq A=-—
dt dx2

(2.30)
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. d
Z ptikladu 8 vime, Ze operator B= 'H je hermitovsky (ma realna vlastni ¢isla a kolmou

~

soustavu vlastnich vektorl). Proto i kvadrat tohoto operatoru A=B2 je hermitovsky.

Znaménko minus zde neni podstatné, jen zajisti nezaporna vlastni &isla operatoru A . Reseni
Ulohy muzeme formalné napsat okamzité (!!) :

IT(t)>=e A0 T(t)> . (2.31)

Skute¢né: dosadime-li pocate¢ni Cas, da feSeni pocate¢ni podminku. Derivujeme-li feSeni

podle Casu, zjistime, Ze feSeni (2.31) spliiuje vychozi rovnici (2.30):
d d xAtt KAt t

dtIT(t)>=dte‘ (0| T(ty) >=-xAe” (TO|T(ty)>=-xA|T({)>

Jediny problém je, ze v nalezeném feSeni (2.31) vystupuje funkce operatoru A. Abychom ji
mohli ur¢it, musime znéat spektrum a vlastni vektory operatoru Ana prostoru #. Resme tedy
nejprve tlohu

Alf>=Alf> , |f>en =

fr+Af=0 , f(0)=f(L)=0
Reseni této oby&ejné linearni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami je:

A =r%k? | f >=csin(k—”\ . |k>= (|2 (kz k=12,...
) K k XJ Sin X )
k L L L

2
L .
Vlastni ¢isla jsou realna ( A je hermitovsky operator), vlastni vektory jsou navzajem kolmé
a tvoii pfirozenou bazi v # Napsat feSeni (2.31) je nyni jiz jen jednoduchou aplikaci véty
o0 spektralnim rozvoiji:

7Kk

~ o0 B 3 0 (t—to)
kAt A ke (tt
T >=e A1) 7 (1)) > = Yo " °)|k><k|T(t0)>=;cke L2 k>
k=1 =
|k>E\Esin(k_”x\ Cco=<k[T(t)>
V L L . |
Reseni miizeme samoziejmé zapsat i standardné, bez pouziti Diracovy symboliky:
_ L
Ttx) = [ “c o=k (L)) (kz 5 sin(kﬁx\T
kak sin —x ; ¢ = EJ (x) dx
=1

"y ‘ k
;U
Pro t = to mame Fourierovu fadu pro pocate¢ni podminku. Pro t #ty nejde o nic jiného nez
0 rozvoj do jednotlivych Fourierovych modd. Kazda Fourierova komponenta ubyva
exponencidlné S ¢asem.
Vidime, ze véta o spektralnim rozvoji ndm muze byt uzite¢na i pii feSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic.
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2.3 ZAKLADNI PRINCIPY KVANTOVE TEORIE

Jak uz vime, klasickd mechanika selhala pti popisu déjti mikrosvéta zejména proto, ze
je postavena na komutujicich objektech. V mikrosvété déje ale nekomutuji. Zakladnim cilem
bude tedy misto dynamickych proménnych pouzivat nekomutujici objekty (operéatory)
a nalézt vztah mez operatory a redlnymi méfitelnymi veli¢inami.

2.3.1 Zakladni axiomy a definice

|. Redefinice stavu

p V klasické mechanice je stav castice urcen polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, Zze v mikrosvéte nelze soucasné¢ tyto veliCiny
méfit a méfeni jedné ovlivni méfeni druhé, je nutné pojem stavu
definovat novym zptsobem. Fazové trajektorie jiz nelze
v mikrosvété popsat kiivkami. Vniméme je s ptesnosti danou

% relacemi neur¢itosti AXAp > 71/2 . Miizeme si piedstavit, ze fazovou
trajektorii vidime jako rozmazanou c¢aru srozliSenim danym c&tvereCkem 0 plose 7 /2
(sledujeme-li jednu soutadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost).

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické promenné jsou kompatibilni, jestlize méveni jedné
veli¢iny neovlivni méreni veliciny druhé. Ptikladem kompatibilnich proménnych jsou (x, y),
ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou (x, px). Kompatibilita je symetrick& vlastnost,
ale neni transitivni.

(AkompB) = (BkompA) ,
(AkompB)A (BkompC) # (AkompC) .
Priklad 14: (x komp y) A (y komp p) % (x komp py).

Uplna mno%ina pozorovatelnych (UMP): Maximalni nezavisla mnozina vzdjemné
kompatibilnich dynamickych promeénnych. Jakakoli dalsi dynamicka proménnd uz s nimi neni
kompatibilni. Naptiklad v nerelativistické teorii jsou nejznaméjsi UMP (X, Y, z), (Px Py, P2)
a pro centralni pole jest¢ energie, kvadrdt momentu hybnosti a jeho jedna komponenta
(E, L? Ls). Soucasné Ize tedy zmé&fit viechny tii soufadnice nebo viechny tfi slozky hybnosti.
Nelze jiz ale soucasné zméfit vSechny tii slozky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, Ze zname stav systému, zname-li vysledek méreni nékteré UMP.
Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skutec¢nosti souc¢asné zméfit.

Zé&kladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto
dynamickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti,...) budeme pouzivat operatory (operator soufadnice, hybnosti, ...). Nekomutativnost
téchto operatort bude vyjadfovat nekomutativnost aktu méteni dynamickych proménnych
v mikrosvété. VeliCiny naméfené pristrojem v mikrosvété jsou redlna &isla, nékdy spojitd
(poloha c¢astice), nékdy diskrétni (naptiklad jednotlivé hladiny energie elektronu vazaného
v atomu). Jak ziskat z operatoru dynamické proménné sadu redlnych ¢isel spojitého nebo
diskrétniho charakteru? Takovou sadou je pravé spektrum hermitovskych operatord.
Dynamickym proménnym budeme tedy prirazovat hermitovské operatory.

Kazdy operator ptisobi na prvky néjakého Hilbertova prostoru #. Musime se tedy ptét,
jaky vyznam bude v nasi teorii mit sam Hilbertiv prostor a také prvky, na které operatory
pusobi. Pozdé€ji uvidime, Ze piili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Podstatné jsou spise
vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantovd mechanika zalozena na
prostoru £ 2 funkci integrovatelnych s kvadratem je zndma Schrodingerova vinova mechanika
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vedouci na Schrédingerovu rovnici a vinové funkce. Kvantova teorie zalozena na prostoru | 2
posloupnosti s¢itatelnych s kvadratem je Heisenbergova maticova mechanika. Ob¢ teorie se
na prvni pohled zdaji naprosto odlisné. Presto vlastni ¢isla operatord v obou teoriich jsou
stejna a obé teorie tak davaji stejné predpovédi. Hilberttiv prostor se vSemi svymi prvky
a s operatory, které na prvky pusobi, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasicke
mechaniky. Misto systému budeme proto v kvantové teorii hovorit 0 Hilbertové prostoru
daného systému (napiiklad Hilberttv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz v Gvodu
jsme si fekli, ze v mikrosvété sdm akt méfeni ovlivni stav systému. Pied méfenim je systém
Vv jiném stavu nez po méfeni. Akt méteni dynamické proménné zastupuje v kvantoveé teorii
hermitovsky operator této proménné. Plsobenim tohoto operdtoru na prvek prostoru
dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je ptesné to, co hledame. Prvky (vektory) prostoru
tedy predstavuji stav systému. Akt méfeni je ptisobeni piislusného operatoru na stav (prvek
prostoru) a novy stav je prvek, ktery vznikl pisobenim operatoru.

Vlastni ¢islo operatoru prezentuje naméfenou hodnotu a vypovida tak o stavu systému.
Vime uz, ze nasobky kazdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem. V 7 tedy
existuje k danému vlastnimu ¢islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému proto musi
odpovidat cely paprsek v #; nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak ke tfem zakladnim
axiomum Kvantové teorie:

m systému pFifadime Hilbertiiv prostor # systtm — 9
m stavu systému p¥ifadime paprsek | 0 >v H stav - |y>
m dynamické proménné pfifadime hermitovsky operator A na H A - A

S linearitou budované teorie se poji velmi dilezity princip:
m Princip superpozice: Necht |@>e#H a |w>e%H reprezentuji dva rtzné stavy
systétmu. Potom je kazdy vektor oq|@> + ay|y > je také fyzikalné realizovatelny

stav.
Bez tohoto pozadavku by nebylo mozné vybudovat linearni teorii.

Il. MéFeniv kvantové teorii

Akt méfeni dynamické promeénné A v néjakém stavu znamend aplikaci operatoru A této

dynamické proménneé na dany stav |y >. Operatorem A astavem | w > musi tedy byt zcela

jednozna¢né dano, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpovéd’ na tuto otazku
poskytuji tzv. interpretacni postulaty:

m Postulat A. Mé&fime-li dynamickou proménnou A, mohu na systému naméfit jen
nékterou z vlastnich hodnot {a} operatoru A této dynamické proménné:
Alj> = ajlj>.

m Postulat B. Pozorovani dynamické proménné A na systému, ktery byl pfipraven ve
vlastnim stavu | j > operatoru A, vede zcela jisté k naméteni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C. Je-li systém piipraven v obecném stavu |y > e #, vede opakované méfeni
veli¢iny A K riznym vysledkim a;. Stfedni hodnota téchto opakovanych méfeni bude

rovna <1//|A|y/>.
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Poznamky:

1) Opakovana mérfeni si nemusime predstavovat tak, Zze bychom na stejném systému opakovali
neustale tataz méreni. V praxi by to nebylo proveditelné. Tézko mizeme na jednom jediném
elektronu zopakovat néjaké mérfeni. Musime mit pfipraveno velké mnozstvi systému ve stejném
stavu (napfiklad svazek elektrond) a opakovat méfeni na rGznych elektronech (systémech).

2) Vyraz pro stiedni hodnotu je nejjednodussim moznym vyrazem slozenym z operatoru A a stavu
| >, ktery da jako vysledek realné &islo. Stfedni hodnotu byva zvykem oznaovat <A> nebo

A.

3) Automaticky pfedpokladame, ze stavové vektory jsou normovany k jedné. Neni-li stavovy vektor
normovan, musime vyraz pro stfedni hodnotu vydélit jesté kvadratem normy stavového vektoru:

<yl|Aly>
<yly>
4) Vyraz pro stfedni hodnotu rozepsany v prostoru £*(®”>) da:

v () Ap(x)dx

[ ) w9 dx

5) Jsou-li vdechny systémy pfipraveny ve vlastnim stavu | j > operatoru A, da stfedni hodnota

dana postulatem C samoziejmé prisluSnou vlastni hodnotu podle postulatu B a vSechna méreni
daji v tomto vyjimecném pfipadé stejny vysledek (pfes j se nescita):

<jlAlj> aj<ili>

<ili> ~ <ili>

<A>=

<A>=

<A>= =a;

[ll. Statisticka interpretace stavového vektoru
Rozvineme-li stavovy vektor do ortonormalni spocetné baze | n > nebo nespocetné baze | x >

ly>=YIn><nly>=Yyln>, resp. [y >=]|x><x]y>dc= [y )] x>dx,

nazyvame koeficienty rozvoje y,,, respektive y/(x) , amplitudou pravdépodobnosti, ze Systém
nalezneme ve stavu | n >, respektive | X >. K tomu nas opraviiuje fakt, ze jde o projekce
stavoveho vektoru do patiicného prvku baze. Z ortonormality baze a normovanosti stavu

’ Yty =1, resp. w9y (x) dx =1
z nn

avyrazy
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W, =W, W, resp. wx) =y (X)w(x)
proto chapeme jako pravdépodobnost realizace stavu |n> resp. hustotu pravdépodobnosti
nalezeni systému ve stavu | X >. Pravdépodobnosti jsou automaticky normalizovany k jedné.

IV. Princip korespondence

Poslednim ze zakladnich principt kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje, které
Casti z teoretické mechaniky je mozné pievzit v kvantové teorii.

m Princip korespondence pro zakladni relace. Zakladni relace mezi dynamickymi
proménnymi V teoretické mechanice a piislusnymi operatory v kvantové mechanice se
mohou lisit jen pofadim operatort.

m Princip korespondence pro algebru Poissonovych zavorek. Struktura Poissonovych
zavorek v teoretické mechanice je identicka se strukturou komutatora v kvantove teorii:
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A = A
BB = {AB}=C > [AB]-=
C—>C

Prvni ¢ast principu korespondence plati pro jednoduché relace mezi dynamickymi
proménnymi, Které neobsahuji derivace. Naptiklad definice Hamiltonovy funkce v potenci-
alnim poli V

p*+p°+p’
_ Xy = +V(XV,z
H = o (X, y,2)
ptejde v definici Hamiltonova operétoru
"2 "2 "2
b= wm*—': VXY.Z) (2.32)

Vyraz pro potenciélni energii je typickou funkci operatoru, kterou jsme probirali v kapitole
0 operatorech Pro vyrazy typu A =xp nelze kvantovy analog jednozna¢né urcit. Muze jim
byt bud’ A=XP nebo A=PX. Operatory nekomutuji, a proto zalezi na jejich potadi.

Spravné varianta z obou moznych musi byt vybrana na zakladé experimentu. Stejné tak
miZzeme z riznych Lagrangeovych funkci téhoz systému obdrzet rizné kvantové teorie
a spravnou variantu je treba opét vybrat na zakladé experimentu.

Druhd c¢ast principu korespondence se tyka Poissonovych zavorek — vyrazh, které
v klasické mechanice obsahuji derivace dynamickych proménnych. Poissonovym zévorkam
v kvantové teorii odpovidaji komutatory dynamickych proménnych. Nelze vSak polozit
rovnost mezi komutaéni relaci a Poissonovou zavorkou. Duvody jsou hned dva:

1) rozmérovy: Poissonova zdvorka obsahuje derivace, které do vyrazii vnaseji fyzikalni
rozmér, komutatory nikoli = je tieba pouzit rozmérovy pievodni koeficient k.

2) principiédlni: Dynamickym proménnym Vv kvantové teorii muzeme pfifazovat jen
hermitovske operatory (maji redlna vlastni c¢isla, kterd interpretujeme jako naméfitelné
hodnoty). Jsou-li operatory odpovidajici A a B hermitovské, musi byt operator
odpovidajici C také hermitovsky. To lze opét zajistit pomoci konstanty k.

Uréeme nyni podminku na konstantu k, ktera plyne z pozadavku hermitovosti operatorii:
[AB] = kC
AB-BA =kC /'
BTAT-ATBT —Kk'CT /67=0
BA-AB =k'C
~[AB] =k"C
Porovname-li pocate¢ny a koncovy vyraz, musi platit k*=—k. To ale splnuji jen ryze
imaginarni ¢isla. Pfevodni konstanta tedy musi mit tvar:
k=ih. (2.33)

Konstanta 7 je né&jaké realné cislo a je jedinou fundamentalni konstantou kvantové teorie.
Tato konstanta se bude vyskytovat ve vsech predpovédich kvantové teorie (naptiklad
v energetickém spektru elektronu vazaného v atomech, ve vztazich pro zafeni absolutné
Cerného telesa, v Heisenbergovych relacich neurcitosti, atd.). Jeji hodnotu je mozné zméfit
experimentalné na zakladé téchto piedpovédi a je rovna:

h = 1.0545887x10°* Js . (2.34)
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Princip korespondence pro Poissonovy zavorky muzeme stru¢né zapsat jako
(AB} > [AB] . (2.35)
[

Tim jsme zakonéili ptehled zakladnich principi kvantové teorie. Jelikoz jde o zé&kladni
neodvoditelné principy, na kterych teorii stavime, bylo by mozné jen stroze vypsat axiomy,
postulaty a principy oznacené v této kapitole ¢tvereckem. Dopliujici texty se snazi jen
poukazat na to, ze pravé tato volba zékladnich axiomt je ptirozena a povede K cili.
O spravnosti z&kladnich principii v8ak mohou rozhodnout jediné experimenty ovétujici
vypovédi z téchto principu plynouci.

2.3.2 Kompatibilita méreni a Heisenbergovy relace

Rozhodnout o tom, zda se méfeni dvou dynamickych proménnych ovliviiuji ¢i nikoli, je
jednoduché. Stac¢i znat komutator operatora téchto proménnych. Je-li tento komutétor nulovy,
je AB=BA a méfeni se neovliviiuyji. Zakladni komutatory pro soutfadnice a hybnosti

muzeme odvodit z principu korespondence, ostatni uz pak z vlastnosti komutatort. Pro
Poissonovy zavorky mezi soutadnicemi a hybnostmi plati (1.55):

Hoxr={p. pr=0 , . ptr=0y

Tomu odpovidaji podle principu korespondence komutaéni relace:
[X, X]=[P,P]=0,[X,P]=inls . (2.36)
k | k | k | ki

Z nich je ziejmé, ze soucasné lze u objektu zmétit vSechny tii souradnice nebo hybnosti. Také
se vzajemné neovlivni méfeni napiiklad soutadnice X a hybnosti py. Jedind mereni, ktera se
vzajemné oviiviiuji a U Kterych zdlezi na poradi méreni (nenulovy komutator) je meéreni
zobecnéné souradnice a ji prislusné zobecnéné hybnosti.

Rovnice (2.36) jsou zékladnimi komutaénimi relacemi % kvantové teorii Bylo by samozfejmé
odvozovat je ze zakladnich relaci (2.36) a vlastnosti Lieovy algebry komutatoru Tim se
oprostime od klasické mechaniky a nemusime se k ni pii kazdé komutacni relaci vracet.
Kvantovad mechanika zac¢ina ,,zit vlastnim Zivotem®. To, co piebrala z klasické mechaniky
prostiednictvim principu korespondence, jsou jen relace (2.36).

Odvod’'me nyni komutaéni relack mezi ?(rvni a druhou kemponentou momentu hybnosti:
Aa A Al 2A7A 2A&—32A31A13]—

=[XP3, X3P ] = [X,Ps, X1P3] = [X3P,, X3P ] + [X3P2’X1P3] =
=X5[R3, X3P ]+ X5, X3P P; — X, [Pg, X1P3] - [X;, X1P3]P3 -
—Xs[Pz’ 3P ] - [X3, X 3P ]Pe +X3[PQ’X4PSJ +[X3’X1P3]

2=
=X X P PI+X [P X 1P +X [X PIP +[X X [PP -
2 3 3 .3 3 2,1 3 2

A

.2, .3,13

XX[P P] X[P X]P X[X P]P—[X XIPP -

—>"<>"<[P P] X[P X]P X[X P]P—[X X]I5I5+
5([I5,P]+X [P,X]P +X[X ,P]P +[X ,X]I5I5 -
2 3 3 2 1 3 1 3 3 2 3

><>

3
=0 - X,[X3,Ps]PL+0+0-0-0-0-0-0-0-0-0+0+0+X;[X3,P3]P, +0=
:—ih)’\(zili\)1+ih)’\(1ili\)2 :ih()’\(lls2 —>’\<2|£)1):ih|:3 .
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Je jasné, ze postup je velmi zdlouhavy, ale pfimocary. Hledanou komutacni relaci
postupné ,,rozméliiujeme* podle pravidel Lieovy algebry az na elementarni relace mezi
soufadnicemi a hybnostmi. Prakticky vSechny symbolicky orientované programy ¢i
programovaci jazyky bez problému tuto Ulohu fesi za nas a obsahuji baliky pro vypocet
komutacnich relaci.

Analogickym postupem muzeme nalézt komuta¢ni relace pro ostatni komponenty
momentu hybnosti. Neni to ale nutné, staci je ziskat cyklickou zaménou soutadnicovych 0s.
Kompletni komutaéni relace pro moment hybnosti potom jsou:

[l:l,liz]:ihl::; y
[L,.La]=inl, (2.37)
[Ls,Ly]=inL,

Vysledkem je, Ze souasné neni mozné zméfit zadné dvé komponenty momentu
hybnosti. Méfeni kazdé komponenty ovlivni méteni kterékoli jiné komponenty. Zaved'me
operator kvadratu velikosti momentu hybnosti

L2=L%+L% +L% . (2.38)
1 2 3

Stejnym postupem jako diive dopocteme komuta¢ni relace kvadratu momentu
s jednotlivymi komponentami. Tentokrate pfi ,,rozméliovani® komutaéni relace postaci dostat
se jen k relacim (2.37) pro moment hybnosti. Jejich vysledek uz zndme. Po vypoctu
dostaneme:

A

[2.L]=0 , k=123 . (2.39)

Neni tedy mozné soucasné zméfit dvé rizné komponenty momentu hybnosti. Vzdy je
ale mozné zméfit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolnych komponent,
zpravidla se pouziva tfeti komponenta. Ze zatim provedenych Uvah je ziejmé, ze soucasné
muzeme méfit dynamické proménné {x, y, z} nebo {px, py, p.} nebo {L? Ls}. V kapitole 2.5
uvidime, Ze v piipadé sfericky symetrického potenciélu je s posledni mnozinou kompatibilni
jesté energie. Jde o zéakladni tii UpIné mnoziny pozorovatelnych (UMP) pro nerelativistickou
¢astici.

Nalezli jsme tedy jednoduchy postup, pomoci kterého zjistime, které veli¢iny lze
soucasné méfit a které ne. Posta¢i nalézt komutator odpovidajicich operatort. Tento postup
nam ale umozni odpovéd’ typu ano/ne. V ptipadé, ze dynamické proménné spolu soucasné
méfit nelze, se musime ptat, jak moc narusi akt méteni jedné proménné akt méteni proménné
druhé. Na tuto otazku odpovidaji Heisenbergovy relace neurcitosti, které si nyni odvodime.

Piedtim si uved'me pichled za&kladnich statistickych pojma a jejich operatorovych
analogii v kvantové teorii:

statistika kvantova teorie
a sttedni hodnota | a=<y/| A |y > stiedni hodnota
Aa=a-a odchylka AA=A-7al operator odchylky
Aa=0 vztah pro Aa <y|AA|y>=0 vztah pro Aa
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<y|AA® |y >= —
_ R 2
. (variance)
—<y|Aly>*

— [ stiedni kvadr. ~ stiedni kvadr.
Aa,, =(Aa)’ =ya’ -a° odchylka Ba, =<y |AA" |y > odchylka

Zkuste si dokazat oba dva statistické vztahy v klasické statistice i v kvantove teorii.
V obou ptipadech staci jen dosadit z piislusnych definic.

Nyni jiz muzeme pfistoupit K odvozeni relaci neurcitosti. Pfedpokladejme, ze mame
dv¢ nekompatibilni proménné:
AB —> AB ; [A,B]=C
Naleznéme stiedni kvadratické chyby méfeni:
n n (*1) n - ~ n
2 2 2 2
(Aay, )" (Aby )" =< [(AA)” |y ><y |(AB)? |y > = <AAy|AAy ><ABy |ABy >=
(*2) (*3)

A

A 2 3 2 3 2 A AR 2
=[[AAy ||” -[[ABy ||” 2 K AAy [ABy > =<y | AAAB|y >|° =

S - (*4)
w1 L (AAMB 4 ABAAY + L (UAMB- ABAA) S
2 2
! AA, /B i
A s 2
1y aAaB] ly> + —<VIIAAABT o2 s
. )

2 2

*6) 1 A 2 1 A 2
2|l<1//|[AA,AL5>] ly > = |§<l//|[AvB]|l//>| =|§<l//|C|‘//>|

2
Po odmocnéni dostdvame konecny tvar Heisenbergovych relaci:

1 A
Aakv Abkv 2 §|< 4 | Cl "4 >| . (240)

* Pozndmky k odvozeni:
(1) vyuziti hermitovosti operatoru;
(2) Schwartzovo lemma (2.7);
(3) rozdéleni na symetrickou a antisymetrickou €ast;
(4) oznaCeni symetrické Casti jako antikomutator a antisymetrické jako komutator;
(5) symetricka Cast je pozitivné definitni operator (nezaporné stfedni hodnoty);

(6) jednotkovy operétor v definici AA komutuje s ¢imkoli.

Zname-li vysledek komuta¢ni relace operatort piislusicich dvéma dynamickym proménnym,
mizeme z Heisenbergovych relaci ur¢it miru ovlivnéni jednoho méfeni druhym. Toto
vzajemné ovlivnéni vysledkt méfeni zavisi na stavu, ve kterém je systém piipraven. Jen jsou-
li ob¢ dynamické proménné ve vztahu zobecnéna souradnice — zobecnénda hybnost, nezavisi
vzajemné ovlivnéni na stavu systému:

A .
A Al oa - h h
[X,Pl=inl =  AxAp > E|<'>//|1|l//>| =Meylys =2
2 2
To je nejznamgjsi tvar relaci neurcitosti

h
AXAp 2 > (2.41)
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Jde o prvni konkrétni méfitelny vysledek z ndmi budované teorie, ktery obsahuje jedinou
konstantu teorie — Planckovu konstantu.

Poznamka: Operatory kinetické a potencialni energie zpravidla vzajemné nekomutuji. To ma za
nasledek, ze neni soucasné presné zjistitelna kineticka i potencialni energie a ¢astice se mlize (na
rozdil od klasickeé fyziky) ,pfehoupnout” pfes potencialovou bariéru (tzv. tunelovy jev).

2.3.3 Viastni stavy energie, Schréodingerova rovnice

V minulé kapitole jsme se naucili rozhodnout, které dynamické proménné lze spole¢né
mefit a které ne. Pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jsme schopni i kvalitativné
postihnout miru naruseni jednoho méteni métenim druhym. Nyni se budeme vénovat druhé
zakladni uloze kvantové mechaniky: Nalézt spektrum operatoru energie — hodnoty energie,
které je mozné na systému naméfit. Ulohu mizeme zformulovat naptiklad takto:

Hin>=E, [n> , (2.42)
. F%z A IAX2—|—FA:‘VZ+|§’Z2 T
R 243
2m
[gk,xl}z[ﬁk,ﬁ,]:o , [kk,ﬁ’|]=ihi§k| . (2.44)

Budeme hledat vlastni hodnoty operétoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu (2.42).
Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrédingerova rovnice.
Operéator energie (Hamiltoniv operator) je dan vztahem (2.43). Zakladni operatory, ze
kterych je slozen Hamiltoniv operator, podléhaji komutacnim relacim (2.36), resp. (2.44).
Nezalezi piili§ na tom, jaky Hilbertav prostor zvolime. V piisti kapitole uvidime feSeni
harmonického oscilatoru v rtznych prostorech #, vzdy dostaneme stejné spektrum
Hamiltonova operatoru. Na daném prostoru je nejpodstatnéjsi zvolit Hermitovy operatory
zobecnénych soutadnic a hybnosti tak, aby spliovaly komutaéni relace(2.44).

Ukazme si nyni piepis Schrddingerovy rovnice v prostoru £A(®) funkei integrovatelnych

s kvadratem na celém prostoru ® . Nejjednodussim operatorem na tomto prostoru je operétor
nasobeni soutadnici. Tento operator stotoznime s operatorem soufadnice:

A A

X=x ; \?:y ; Z=17 . (2.45)

Nyni zbyva nalézt hermitovskeé operatory pro hybnost tak, aby splnovaly komuta¢ni relace
(2.44). V piikladu 6 jsme si ukazali, ze operator derivace a operator nasobeni soufadnici
splituji v jedné dimenzi komutac¢ni relaci [D,X] = 1, neboli [X,D] = —1. Je ziejme, ze
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operator P=—i%d dx spliuje relaci [X,P] = i#l a v jedné dimenzi plIni Glohu operatoru
hybnosti. Sam operator derivace neni hermitovsky, ale operator derivace vynasobeny ryze
imaginarni konstantou jiz hermitovsky je (viz ptiklad 8). Aby ve trech dimenzich operator
hybnosti splioval komutaéni relace (2.44) a platila volba (2.45) pro operéator soutadnice, musi
operator hybnosti mit tvar
. .. 0 . .. 0 . .. 0
p=-lh_ ; p=-th_ | p=-lh_ , neholi (2.46)
X g oy oz

— -

P=—inv . (2.47)

Schrédingerova rovnice (2.42) s operatorem energie (2.43), volbou prostoru %= £(®)
a operatory (2.45) a (2.46) vede potom na slavnou Schrdédingerovu rovnici v X reprezentaci:
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[ 1

v = . 24
"o ATV 00 100 = B9 (2.48)
Reseni této rovnice pro konkrétni potencial V poskytne spektrum operatoru energie {E.}
jakozto mnozinu moznych méfitelnych hodnot energie.

Poznamka 1: ReSeni rovnice (2.48) Ize nalézt pro kazdou hodnotu energie. Ne vzdy je vSak toto
feSeni z prostoru Lz(qf). Je proto vzdy tfeba vybrat z moznych FeSeni jen ta, ktera jsou integrovatelna
s kvadratem, tj. donekonecna ubyvaji dostatecné rychle, aby zajistila integrovatelnost.

Poznamka 2: Existuje jednoduchy zplsob, jak odhadnout typ spektra pro dany potencial. Mize-li se
v klasické mechanice ¢astice vzdalit do nekonecna, je spektrum operatoru energie spojité. NemUze-li
se ani v jednom sméru vzdalit do nekonecna je spektrum operatoru energie diskrétni.

\Y

Pfipomerime, Ze v klasické mechanice se ¢astice mize pohybovat tam, kde je jeji celkova energie
vétsi nez potencialni. To plyne ze vztahu E = mv?/2 +V (X) . Jde vlastné o podminku nezapornosti
kinetické energie. V nakreslené situaci je pro E < Vg spektrum energie diskrétni, pro E > Vq spojité.

Priklad 15:

1]V
Vo

47



Kvantova teorie Z&kladni principy

2 |V
Vo
3 1V
V1
Vo
\lv/
X X X ' X
5|V Vo 61V, 7|V BlV
r

r r r

1D potencialy; xe(—o0,+ )

1. Symetrickd pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E >V, Pro
nekoneénou jamu (V, —>oo ) je spektrum jen diskrétni.

2. Bariéra. Spojité spektrum.

Nesymetricka pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E > V,.

4. Harmonicky oscilator. Diskrétni spektrum.

w
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3D potencidly; r >0

5. Sféricka jdma. Diskrétni spektrum pro E < Vo, spojité pro E > Vy. V podobném potencialu
se pohybuje napiiklad neutron v atomovém jadre.

6. Coulombova bariéra (sférickd jama kombinovana s Coulombovym odpuzovanim).
Diskrétni spektrum pro E < Vo, spojité pro E > V,. Nenulova pravdépodobnost pruniku
bariérou, tunelovy jev (operator kinetické a potencialni energie nekomutuje).
V podobném potencialu se pohybuje proton nebo [ ¢astice v atomovém jadie.

7. Coulombuv pritazlivy potencial. Diskrétni spektrum pro E <0, spojité pro E > 0.
V podobném potencidlu se pohybuje elektron v atoméarnim obalu. Stavy se zdpornou
energii jsou vazané stavy, stavy s kladnou energii jsou volné (elektron neni vazén
k atomovému jadru).

8. Sfeéricky harmonicky oscilator. Diskrétni stavy energie. Systém je pii vychyleni do
kteréhokoli sméru vracen do poatku podle predpisu V(r) = 1/2 kr?.

Celd kapitola 2.4 bude vénovana fteSeni Schrddingerovy rovnice pro vlastni hodnoty
operatoru energie na piikladu harmonického oscilatoru. Harmonicky oscilator je velice
dulezitym systémem. Jedna se o parabolické ptiblizeni Kk jakékoli potencidlni energii
s minimem a mnoho systémi lze povazovat za harmonicky oscilator alespoit v prvnim
ptiblizeni. Nakonec i samo elektromagnetické pole je soustavou fotoni — elementéarnich
harmonickych oscilatord. Mohli jsme jisté zvolit piiklad jednodussi — pravouhlou jamu ¢i
bariéru. V téchto prikladech je potencidlni energie po castech konstantni a feSeni
Schrédingerovy rovnice je viceméné trivialni. Jen je tieba jednotlivé ¢asti feSeni v mistech
zmény piedpisu potencialni energie spravné navéazat. Tyto elementarni Glohy jsou feSeny
Vv kazdé Uvodni ucebnici zakladniho kursu fyziky a zvidavy ¢tenaf si je tam jisté najde.
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2.4 HARMONICKY OSCILATOR

Na ptikladu harmonického oscilatoru si ukazeme typické feseni Ulohy pro vlastni hodnoty
operéatoru energie. Nase Uloha je

I:I|n>:En|n> :

2 1 X
P 23,2

= + mm°X ,

= 5 (2.49)

T

2m
| %p]=ini

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operatoru s konkrétnim pribéhem
potenciélni energie a zadanymi zakladnimi komuta¢nimi relacemi mezi operatorem polohy
a hybnosti.

V kapitole 2.4.1 Glohu vytfesime v rdmci klasické Schrodingerovy vinové mechaniky.
Za Hilberttv prostor zvolime prostor LZ(Q{),VVOIba operatord (2.45) a (2.46) povede na
diferencidlni rovnici (2.48) v jedné dimenzi. Reseni této rovnice se provadi rozvojem do
nekone¢nych fad, které je tieba ,.ofiznout* tak, aby feeni bylo z prostoru £A(® ), tj.
integrovatelné s kvadratem. Odsud ziskame spektrum operatoru energie.

V kapitole 2.4.2 si ukaZzeme feSeni Ulohy (2.49) bez volby reprezentace. Nebudeme
viibec volit konkrétni podobu Hilbertova prostoru. Reseni nalezneme jen z formulace Glohy
(2.49). Uvidime tak, ze konkrétni volba Hilbertova prostoru neni podstatnd. Pfi tomto
ptistupu si zavedeme krea¢ni a anihilaéni operatory, které svym pusobenim posouvaji
energetické hladiny o jednu vyse ¢i nize. Tyto operatory jsou v kvantove teorii velmi
uzitecné, a proto Se S nimi seznamime jiz nyni u jednoduchého ptikladu harmonickych
oscilaci.

V kapitole 2.4.3 si ukdzeme feSeni Ulohy (2.49) na prostoru | 2 nekone¢nych
posloupnosti sc¢itatelnych s kvadratem (tzv. Heisenbergova maticovd mechanika). Operéatory
zde budou nekone¢né matice. Mozna se vdm zd& obtizna Uloha najit vlastni cisla
nekone¢nych matic. Problém ale neni tak slozity. Jestlize za vektory baze zvolime vlastni
vektory piislusného operatoru, bude matice odpovidajici tomuto operatoru diagondlni. Vlastni
Cisla diagonélnich matic se hledaji snadno ... . Jsou to pravé prvky na diagonale.

Ttfemi riznymi zpusoby tak uvidite feseni jednoho a téhoz problému. V kvantové teorii
jde totiz o wvnitini strukturu teorie, nikoli o konkrétni reprezentaci, ve které vypocet
provadime.
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2.4.1 Reseni pomoci vinové mechaniky (Schréodinger)

Hamiltonova funkce jednodimenzionalnino harmonického osciladtoru je dana souctem
Kinetické a potencialni energie (1.44)

2 1
Hx,p) ="+ ma’X . (2.50)
2m 2
Hamiltontiv operator je v prostoru £2(—oo, +o0) potom dan jednoduchou relaci
A== 0 e (251)
2mdx® 2

Odpovidajici Schrodingerova rovnice pro vlastni funkci y(x) z prostoru £%(—oo, +00) mé tvar
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(_"’z—dz + imaﬂxﬂ w(x) = Ey(x) (2.52)
L 2m dx2 2

Jde o obycejnou linearni diferenciélni rovnici druhého fadu s nelinearnim koeficientem
u nulté derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi
derivace) je:

2 ( 2 2 2\
dy [2mE mo x° y=0. (2.53)

+ —
dX2 L h2 h2 /'
Rovnici budeme fesit ve ¢tyfech krocich:

1. substituce ve vnitini (nezavislé) proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, kterd ,,zbezrozmérni® rovnici.
Piesunme koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

mw 2E
d’w - Uy + T =0 (2.54)
no . > h ho
5 dx
a proved’me substituci
g= M@y (2.55)
h
po které Schrddingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar
d? 2E
V_&ysaip =0, 1= . (2.56)
d&? ho

2. substituce ve vnéjsi (zavislé) proménné
V zavisle proménné budeme volit takovou substituci, které zohledni chovani vinové funkce
pro [J — too. Pro velka [1 miizeme zanedbat posledni ¢len v rovnici (2.56) a pfiblizné plati

2
Eoton = Py a0 = oy et
dg
(FeSeni sta¢i dosadit do ptivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami [1). Kladné
z nalezenych feseni evidentn& neni z prostoru 2, integral z kvadratu pres cely prostor by byl
nekoneény. VInova funkce se tedy pro velka 0 musi chovat jako exp[—&®/2]. To nés privadi
k substituci pro zavislou proménnou

—E212
w(g)=e> “u(d), (2.57)
po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u' —2&u" +(A-)u=0 . (2.58)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné [1. V principu by z matematického
hlediska bylo v pofadku fici ,,v rovnici (2.53) provedeme substituce (2.55) a (2.57), vysledna
rovnice je (2.58)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukézali, jaké pohnutky nés k témto substitucim
vedou, protoze postup je obdobny i u jinych pribéha potencialu.

3. rozvoj reSeni do mocninné rady
Reseni rovnice (2.58) budeme hledat ve tvaru mocninné fady
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U&= Sy £
k=0

Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci

w(@)=> ke, & u() = > k(k-1)c, &

Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (2.58):

i;k(k—l)ck E? —ichkgk +(/1—1)§5ck§k =0

Jednotlive ¢leny upravime tak, aby mocniny [0 byly stejné (v prvnim ¢lenu polozime k-2 =1):

i(l +1(1+2)c,, & —izml E (A—l)ic, =0

Prvni dva ¢leny prvniho souétu jsou nulové, a proto muzeme spodni hranici posunout na
I=0:

i[(|+1)(|+2)c+2—(2|+1—,1)CJ§| -0

1=0 !
Ma-li byt polynomialni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu [, musi byt nulové

vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zavorce. Ziskavame tak rekurentni relaci pro

koeficienty c nasi fady:

_ 21+1- 2 CI . (259)
(I1+21)(1+2)

Budeme-li znat koeficienty co a c;, budeme znéat celé teSeni, protoze z rekurentni relace
muzeme spocitat

1+2

G, = C,C,Cq.nn
C, = C4CyCyy...

Koeficienty co a c; tak hraji roli dvou integra¢nich konstant feseni diferencialni rovnice (2.58)
druhého tadu. Suda ¢ast fady se pocita z ¢ a licha z c;.

4. oFiznuti Fady

Nalezené feSeni je ve tvaru nekoneéné mocninné fady. Resi sice pivodni rovnici, ale neni
z prostoru £2. Aby bylo feseni z £? (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada koneén4, tedy
polynomialni. Prakticky to znamend, ze koeficienty fady musi byt od ur¢itého | = n nulové.
V rekurentni relaci (2.59) bude ¢itatel pro toto | = n nulovy a veskeré odvozené koeficienty ¢
s | > n nulove. Vidime, ze nebude mozné takto ,,ofiznout™ soucasné sudé i liché ¢leny tady.
Proto jsou mozna jen suda (co # 0, ¢c; = 0) nebo jen licha feseni (co = 0, ¢; # 0) predstavujici
sudy nebo lichy polynom stupné n. Podminka ofiznuti (nulovost Cditatele) v (2.59) je
2n+1— [ =0aplyne z ni po vyjadieni [J spektrum energie harmonického oscilatoru:

E,=(N+12) heo . (2.60)
Poznamky:
A |4
1) Nezapominejte, ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) £, \ /—— 9%iw/2
je po celou dobu vypoltu schovana v bezrozmérné \
E3 - 7h60/2

konstanté (vlastnim &islu) 0.

\ /

2) Sama Schrddingerova rovnice ma feSeni pro kazdou £y ---- Shw/2
hodnotu energie. Tato feSeni ale nejsou integrovatelna E ce= 3w/
. S g A | 3hw/2
s kvadratem, az vybér integrovatelnych funkci (ofiznuti
fady) vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro Ey ~—1—"- fuw /2
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3)

4)

5)

6)

7

8)

9)

nékteré vybrané hodnoty energie ubyva feSeni v o dostatecné rychle, aby bylo integrovatelné
s kvadratem). Tato situace je typick& pro spojité prabéhy potencialni energie s minimem.
Zakladni hladina energie Egj= ha)/ 2 je nenuloval Ani pfi nulové absolutni teploté neni

harmonicky oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity (napfiklad oscilace krystalové mfize).
Pfi absolutni nule se hmota nachéazi ve stavu s nejnizsi moznou energii, nikoli vak v klidu.

Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovolnych sousednich energetickych
hladin je AE = E, . —E, =7h®: To je pravé znamy Planckav vztah z pogatku stoleti. Energie
jakychkoli kmitd se nemuze ménit spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = ho . (2.61)

Zde se také nachazi jedna z prvnich moznosti experimentalniho ur€eni Planckovy konstanty
méfenim energetickych kvant (napfiklad pfi fotoelektrickém jevu: vyrazeni elektroni z povrchu
kovu kvanty energie elektromagnetického zarfeni — fotony). Zatim byla Planckova konstanta
jedinym neuréenym parametrem zakladnich postulatt kvantové teorie.

Polynomialni FeSeni pro funkci U se nazyvaji Hermitovy polynomy a oznacujeme je Hp(LJ). Pro
dané N nejprve uréime bezrozmérné vlastni ¢islo [

ﬂn = 2En _ 2(n+]/2)ha) =2n+1
ho ho

a z rekurentni formule (2.59) uréime pomoci Cop hebo C; (podle toho zda jde o sudy &i lichy
polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢y # 0, ¢; = 0 nebo ¢y = 0, ¢, # 0 se nalezené polynomy
nazyvaji Hermitovy. Prvnich nékolik Hermitovych polynomu vychazi:

Ho(&)=co Ha(&)=cy(&-2/3¢3%)
Hi&)=c ¢ | Ha(&) =co (L-4&2 +4/38 %)
Ha(€)=co (1-2&2) ,  Hs(&)=ci(E—4/383 +4/15¢ )

Koeficienty Cg a C1 jsme volili rovny jedné. Stupen polynomu N udava soucasné pocet nulovych
bodu polynomu (pocet prasecikii s osou 0).

Hermitovy polynomy se prakticky snadno pocitaji nenormované z rekurentni formule

Hn11(8) =26 Hp (8) - 2nHp_1(5).

Pro prvni polynomy vychazi:

Ho(§)=1 , Hg(&) =883 —12¢
Hi(§)=2¢ Ha(&) =162 % - 482 +12,
Ho(&) =482 -2 ,  Hg(£)=32&° ~160&° +120&
Normovaci koeficienty (i s exponencialni vahou exp[—Dz]) jsou dany vztahem
ap = !

V122"
Celkové feSeni spektralniho problému je

E =Ln+1jhw, In>=y (H=aH (e 2 ;n=012.. (262
'2 n n n

n

Vlastni funkce (&) tvofi pfirozeny Gplny ortonormalni systém na prostoru (o0, +00), ktery pro
00 — +o0 ,dosti rychle” ubyva k nule.
Hustota pravdépodobnosti, Ze &astice kmitajici s energii E,, (oscilator ve stavu |N>) se nachazi

v poloze X (resp. bezrozmérné poloze ), je dana vyrazem W, = W; ¥, . Pro nékolik prvnich stavd

je vykreslena na obrazku. Pravdépodobnost méa oscilujici charakter a existuje mald nenulova
pravdépodobnost vyskytu oscilatoru i za klasickymi body obratu. Tento obraz nastava pro
systémy s nizkou teplotou a je zcela odlisSny od klasického feSeni. Pro velké energie (vysoka n)
by se méla kfivka blizit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.49). Vidime vSak, ze
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oscilace jsou sice velmi husté, ale existuje znaéné mnozstvi bodu, ve kterych je kvantova
pravdépodobnost nulova. Nic takového vSak u makroskopickych systém( neméfime. Pro¢? To je
dano rozli$ovaci schopnosti makroskopickych pfistroji. Zadny pFistroj nebude méfit polohu
s takovou presnosti, aby registroval jednotliva minima pravdépodobnosti u vysokych
energetickych stav(. PFistroj ve skute¢nosti uréuje polohu s kone€nou pFesnosti, do které se
vejde Ffada minim a registruje jen stfedni hodnotu hustoty pravdépodobnosti. A tou je pravée

klasicka krivka.

W w

w

Widas Widas Wilas

[y
[N

| I |
0 1 I W 1
I I LN
1 )
|

-A A -A A -A A

2.4.2 Reseni bez volby reprezentace (Dirac)

Ulohu (2.49) budeme nyni fesit obecnd. Hamiltoniv operator nejprve piepiseme do
bezrozmé&rného tvaru:

~(o &) 1 Ay R 1

H@fﬁ:_mw&g+ﬁ_ > A Moy,

2 2m ho = 2h 2mhw

Pievedeni do bezrozmérného tvaru naprosto neni nutné, veskeré dalsi Uvahy by bylo mozné
provadét i s rozmérovym hamiltonidnem a vSechny néasledujici vztahy by se lisily o konstantu
ho, kterou jsme hamiltonian vyd¢lili. Davodem je to, Ze vztahy ziskané z bezrozmérného
hamiltonianu jsou ponékud nazornéjsi. Pro komutujici Cisla je mozné soucet kvadrath
,odmocnit“ pomoci vztahu a’+b* =(a+ib)-(a—ib). U nekomutujicich objekti neni
situace tak jednoducha. Zaved’'me operéatory:

Mmog il p . a=/mMx_i| 1 p (6
2n 2mhae 2n 2mhw

Oba tyto operatory jsou pro kvantovou teorii velmi dulezité. Nazyvaji se anihila¢ni a kreacni
operatory (smysl tohoto ndzvu uvidime za chvili). Krea¢ni a anihila¢ni operatory, jako jedny
z méla v kvantové teorii, nejsou hermitovské a nepusobi tedy v obou castech skaldrniho
soucinu stejné. Plati pro n¢ nékteré dilezité relace, napiiklad:

P . (2:63)

a

ara-H 1
0) a2
sar-H 1
(2) aa = » o
- h At a
3 X = m(a +a),
A —— (2.65)
4 P=i T(a*—a),
(5) [I:I,é}——ha)é,
(6) [I:I,é+}:+ha)é+ s
) [&é+J=i.
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Dukaz vsech relaci je trivialni. Staci jen dosadit z definice krea¢nich a anihila¢nich operatort
a", a (2.64) a vyuzit zékladni komutaéni relace [X,P]=i71. Relace (1) a (2) jsou
zobecnénim relace a® + b’ =(a+ib)-(a—ib) pro nekomutujici objekty a piedstavuji
formalni odmocnéni hamiltonidnu. Krea¢ni a anihilaéni operatory jsou linearni kombinaci
operatoru soufadnice a operatoru hybnosti. Proto je mozné naopak operator soufadnice
a hybnosti vyjadtit jako linearni kombinaci krea¢nich a anihilaénich operatort — viz relace (3)
a (4). Zname-li krea¢ni a anihilaéni operator, muzeme z relaci (1) az (4) zpétné
zrekonstruovat hamiltonian, operator soufadnice a operator hybnosti. Komutac¢ni relace (5) az
(7) vyjadiuji zakladni vlastnosti krea¢nich a anihila¢nich operatoru: Uvidime, zZe relace (5)
znamend, ze anihilaéni operator posouva stavy systému o energetickou hladinu zZ@ dola a
relace (6) znamend, ze krea¢ni operator posouva stav o energetickou hladinu @ vzhiru.
Relace (7) je potom vzajemnou relaci mezi anihila¢nim a krea¢nim operatorem.

V nésledujici v&té dokazeme, ze operator a* je kreacnim operatorem, tj. posouva energetické
stavy o jednotku vzhuru (Kreuje, vytvaii energetické kvantum).

Véta:
Necht Hin>=E, |n>.Potom a*" |[n>~|n+1>.

Dukaz:
A A (6) N ~ A A A A
Ha"|n>=(@ H+rwa")In>=@'E, +hwa")|n>=(E, +hw)a" |n>

U
Ha*|n>=(E, +hw)a |n>
U
a'in>~|n+1>.

Zcela analogicky muzeme zrelace (5) ukazat, ze pro anihilatni operator plati
aln>~|n-1>. Zavedeme-li normovaci konstanty (pozadujeme, aby vsechny stavy byly
normovany k jedné, tj. ortonormalni bazi z vlastnich vektorti operatoru energie), muzeme
posouvani v energetickém spektru provadéné krea¢nim a anihilaénim operatorem jednoduse
zapsat jako

a'|n> = a|n+l>

. (2.66)
ajn> = a,|n-1>

Normovaci konstanty [ uréime pozd&ji. Nyni nase Usili zamé&fime na nalezeni spektra
Hamiltonova operatoru pro harmonicky oscilator.

Hamiltontiv operator je souctem kvadratd dvou Hermitovych operatorti a je proto
pozitivn¢ definitni, tj. jeho vlastni ¢isla jsou nezapornd. Krea¢ni a anihila¢ni operatory
posouvaji ve spektru energie o konstantni hodnotu (energetické kvantum). Musi tedy
existovat stav s nejniz§i moznou energii, kterd je nezaporna. Tento stav nazyvame zakladni
stav a oznacujeme ho |0>. Zapisobime-li na zakladni stav anihila¢nim operatorem, musime
dostat nulovy vektor (neni jiz co anihilovat, jsme v zékladnim stavu s nejniz§i moznou

energii). Pro zakladni stav tedy plati:
H|0>=E,|0> ; 4]|0>=0
Naleznéme kvadrat velikosti posledni relace (skalarni soucin prvku se sebou samym):
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(2.65.1) N1
<0la"al0>=0 = <O|i—_|0>:0 =
ho 2 1
1 ~ .
%<0|H|0>—;<0|1|0>=0 = rh'Eg)_iJ<0|0>:0 =
EE—E.=0 = Ef
ho 2 Ey = )

Zname-li hodnotu zakladniho energetického stavu, mizeme dalsi hodnoty energii ziskat
pusobenim krea¢niho operatoru, ten posouva v energii o konstantu zw, je tedy jasné, ze

3

El:E0+ha) =_ho ,
2
E =E +2h0 =° ho
2 0 . 2
(1)

E =E +hhiw=,n+ ho; n=012,....
n 0 L '2'J

Spektrum harmonického oscilatoru jsme ziskali jen z vlastnosti Hamiltonova operéatoru, resp.
jen z formulace ulohy (2.49). Nikde jsme nevolili konkrétni reprezentaci, konkrétni Hilberttiv
prostor. Krea¢ni a anihila¢ni operatory, se kterymi jsme se zde poprvé setkali, maji zna¢ny
vyznam Vv kvantoveé teorii pole, kde pomoci podobnych operatori kreujeme a anihilujeme
jednotlivé ¢astice pritomné v systému. Zde u harmonického oscilatoru jen kreujeme ¢i
anihilujeme energetické kvantum a tim se dostdvdme o jednu hladinu vyse nebo nize. Aby
naSe odvozeni bylo UplIné, ur¢ime na zavér normovaci konstanty ve vyrazu (2.66). Vytvoime

nejprve kvadrat normy obou relaci:
+ + + + 2
a |n>=a,|n+l> <nlaa |n>=‘ocn <n+lln+l> (2.65.1,2)

= =

?‘l >:an|n_1> <n|é+é|n>:‘ _‘2
n
a, <n-1jn-1>

A

+

H 1 2 <n+1in+1>
<n|___ +_|n>:‘ a,

1.1 (E £ 1 <n|n>= o
Zen+n+T> " ‘ n

hlilw 12 ) j?hEa) H i
<n]| —_|n>:‘an2<n_1|n_l> n —_|<n|n>—‘anz<n—1|n—l>
ho 2 \hw  2)
Z pozadavku normovanosti Vla}stnich vektoru operatoru energie k jedné mame:
E 1
Tao=, " 1 n+12)ho + ~|=n+1
%o &r o pl(0f 0o 2) *
@ )\ ﬁ
E 1
=, " 1 n+12)hw — ~|=n.
- 1= -]

Fazovy faktor pii odmocnovani komplexniho ¢isla neni podstatny (jednotkovou velikost
vektoru neovlivni). Vysledné pisobeni kreaéniho a anihilacniho operatoru (2.66)
I s normovaci konstantou tedy je:

a’'|n>=+n+1l|n+1> (2.67)
aln> = +/n|n-1>

57



Kvantova teorie Harmonicky oscilator

58

Tento vysledek si muzete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vzdy poradové Cislo
vysSiho energetického stavu z obou stran rovnice. Zajimavé vlastnosti ma jest¢ jeden
operator:

A

N=aa . (2.68)

Zapusobme S timto operatorem na n-ty energeticky stav:
(2.67)

Nin> = a*ajn> = Jna'|n-1>=Vnn|n>=n|n>

Vlastnim ¢islem tohoto operatoru je pocet kvant pfitomnych v daném energetickém stavu.
V kvantové teorii pole ma tento operator vyznam operdtoru poctu castic.

2.4.3 Reseni pomoci maticové mechaniky (Heisenberg)

Resme nyni jestd jednou dlohu (2.49) o harmonickém oscilatoru na prostoru nekoneénych
posloupnosti | % s¢itatelnych s kvadratem. Na prostoru n-tic jsou operatory matice nxn. Na
prostoru nekoneénych posloupnosti (n — ) budou operatory nekone¢né rozmérné matice.
Ukol tedy je: najit nekoneénd rozmémé matice X, P, H, které vyhovuji Gloze (2.49). Tyto
matice nemusime hledat ,,na zelené louce”. S tim co vime o kreacnich a anihilacnich
operatorech je snadno zkonstruujeme. Tyto matice najdeme v energetické reprezentaci, to
znamend, e urdime maticové elementy operatord X,P,H v bazi vytvotené z vlastnich

vektort Hamiltonova operatoru. Vsechny tii operatory umime zkonstruovat pomoci krea¢nich
a anihila¢nich operatori podle relace (2.65). A pusobeni krea¢nich a anihila¢nich operatort
na zvolenou bazi také zname — viz relace (2.67). Konstrukce elementd piislusnych matic je
tedy viceméné trivialni zalezitosti:

(265 [, (2.67)
¢ A+ A
Xi=<kIX|I> = == <ki(a’ +a)i1> =

_ /ZL(\/|+1<k|l+1>+«ﬁ<k|l—l>):
maw
h
=/m(\mlgk,nﬁﬁaky,_l), k1=01.2....

(2.65) (2.67)
- mh A ~
P =<k|P[I> = i1/Tw<k|(a+—a)|I> -

_i /mThw(\/|+1<k||+1>—\ﬁ<k||—1>)=
=i/T(‘/I+15k,l+1_\/l_5k,l—l)’ k1=012...

’ (2.65) (nin 1) (267)

---:(|+1\hw5 , k,1=0,1,2....
[rf e
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Napisme si tyto matice:

0 V1 0 0
- Voo V2 o
X=|—1] 02 0 3 :
2mw
0 0 3 0
( )
0 V1 0 0o .-
A 0 -2 o )
P_ % O \/E 0_\/§ )
0 0 3 0 \
»
(ha)
0 0
2 3%
0 22 9
H = 2 57
- (0]
0 -
0 2

Ovéite si, ze skuteéné [X,P] =il a H = P¥2m + m1*X?/2 podle pozadavka Glohy (2.49).
Ze znalosti matic X a P jsme jiz mohli Hamiltonovu matici ur¢it piimo z této relace. Posledni
co zbyva je nalézt vlastni ¢isla matice H. Tato Gloha je mimotadné jednoducha. U diagonalni
matice jsou vlastni ¢isla pravé prvky na diagondle. Pokud tento fakt nevite, vypocet je
jednoduchy:

H|n>:E|nCla) (H 1E)\| : det (H—1E) =0 =
|_—E|| —E|| —E| =0 =
RPN |h)k 2 )

n=0,1,2,...
()
"L 2)

Opét tedy mame vztah (2.60) pro spektrum harmonického oscilatoru.
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2.5 SFERICKY SYMETRICKY POTENCIAL

Sféricky symetrickym (centralnim) nazyvame potencial, ktery |y
zavisi jen na vzdalenosti od urc¢itého centrélniho bodu. Pro @)
vyhodny sféricky soufadnicovy systém. Mezi nejznaméjsi @
sférické potencialy patii sféricky harmonicky oscilator,
sféricka jdma a Coulombuav potencidl. Sféricky oscilator si
muzete piedstavit jako télisko v pocatku soufadnic, od kterého r
vedou pruziny na vsechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude
pusobit vratnd sila smérem do centra. Prabéh potencialni
energie je kvadraticky. Sférickd jama ptiblizné odpovida (3)
potencialu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém
jadie. Jaderné sily na hranici jamy (r=a) jsou zna¢né
(v idealizaci (2.69) dokonce nekone¢né) a v jinych oblastech velmi slabé. Coulombiv
potencial se uplatni naptiklad ve vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléha
pusobeni jediného protonu v atomovém jadie. Nezapominejte, ze r € (0, o). Prib&hy téchto
znamych potencialt jsou:

kr2

@ V(r)

1
2
0 r<a
(2) V(r) : (2.69)
VO r=a

@ v = !

Armey 1
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V klasické mechanice bude popsan systém Lagrangeovou funkci, zobecnénymi hybnostmi
a energii a Hamiltonovou funkci ve sférickém soutadnicovém systému takto:

L =Yme2+ Tmr2sin2o P + Tmrzg2- V(r)
2 2 2
pl’ = mra
P, = mr2sin?6¢
Py =mrée , (2.70)
£ = tmi? + LmrZsin2e P> + Tmrzg? . V(r)
2 2 2
2 2 2 2
pf  _pé Po f L
H= o+ Lt . sV =Ty , +V(r) .
2m  2mr 2mr<sin“ 64 2m  2mr

Jiz v klasické mechanice jsme si ukazali, ze zobecnéné hybnosti odpovidajici Ghlovym
proménnym jsou komponenty momentu hybnosti. Druha ¢ast Hamiltonovy funkce odpovida
rotacnim stupnum volnosti a lze ji zapsat pomoci vektoru momentu hybnosti L vzhledem
k ose z, od které je odvozen sféricky soutadnicovy systém.

Z piedchoziho jiz vime, Ze jednotlivé komponenty momentu hybnosti nejsou soucasné
mefitelné a nekomutuji spolu (2.37). Soucasné ale mizeme métit kvadrdt momentu hybnosti
(2.38) a libovolnou z jeho komponent (2.39). U sféricky symetrického problému budeme
preferovat treti osu a treti komponentu. Osa z méa preferované postaveni pti budovani
sférického soutadnicového systému, ve skutecnosti je vSak Ihostejné, kterou z komponent
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momentu hybnosti zvolime do Uplné mnoziny pozorovatelnych. Je-li v systému pfitomno
vné&jsi magnetické pole, volime zpravidla soutadnicovy systém tak, aby tfeti osa miftila ve
sméru tohoto pole, 0sa z je potom soucasné smérem vnéjsiho magnetického pole.

Je-li systém sféricky symetricky, potom s operéatory 2 a I:3 jesté komutuje Hamiltoniv

operator H. To je vidét jiz z klasického rozpisu (2.70). Vime totiz, ze zobecnéné soufadnice
nekomutuji jeding se svymi zobecnénymi hybnostmi. V komutatoru [L?,H] mohou tedy byt

jediné nenulové ¢leny s Uhlovou ¢asti hamiltonianu, tou je ale pravé nasobek L2, Operator
sdm se sebou komutuje, takze vysledek mize byt jediné nulovy. Podobné komutator [L ) JHI

mize mit jediné nenulové &asti s Ghlovou &asti hamiltonianu, tj. ~ [L ,,[*]. Tento komutator
je ale opét nulovy podle(2.39).

Nalezli jsme tak trojici nezavislych komutujicich operatoru, ktera tvofi Uplnou mnozinu
pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické Gloze
K témto proménnym jesté piibude spin):

A

[(*,C,]=[CH] =[(,, Al =0 . (2.71)

U soustavy nezavislych vzajemné komutujicich operatori je mozné hledat spole¢né
vlastni vektory ke vSem operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy fesit
soustavu tii rovnic pro vlastni vektory

|:||v,|,m> = E,|vl,m>

L2|v,m> = A,[vl,m> (2.72)
Lavlm> = g |vl,m>

Index (1 ¢isluje energetické stavy, index | stavy kvadratu momentu hybnosti a index m
stavy projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tieti). Vlastni ¢isla jsme
oznacili E, (1, [J. Tuto soustavu je tieba fesit souc¢asné. Co by se stalo, kdybychom napiiklad
fesili jen rovnici pro energii? Nalezena vlastni ¢isla E by samoziejmé byla v poradku, ale ke
kazdému vlastnimu ¢islu (kazdé hodnoté energie) by existovalo vice nezavislych vlastnich
rovnici). Tomuto typu spektra fikame degenerované spektrum. Znamena to jen to, ze
k danému vlastnimu ¢islu existuje vice vlastnich vektort. Odlisili bychom je od sebe az
pomoci dalsich operatoru, které komutuji s operatorem, jehoz spektrum pravé hledame.

V nésledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat momentem hybnosti, tedy druhou
a tieti rovnici v (2.72). ReSeni pro moment hybnosti je stejné pro vsechny pribéhy
potenciélni energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme feSeni bez pouziti konkrétni reprezentace
a v kapitole 2.5.2 naznacime, jak by se pii feSeni postupovalo v x reprezentaci. Prvni rovnici
v (2.72) se budeme zabyvat v kapitole 2.5.3. Reseni pro energii (energetické spektrum) jiz
samoziejmé zAavisi na prub¢hu potencialni energie a je jiné napiiklad pro vodik a jiné pro
sféricky oscilator. Navic feseni pro energii zavisi na cislech | a m. To je logické: moment
hybnosti souvisi s rotaénimi stavy systému a ty k energii ptispivaji. Vidime to konec konct
i v hamiltonianu (2.70), kde je pravé rota¢ni Cast energie vyjadiena pres kvadrdt momentu
hybnosti.
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2.5.1 Moment hybnosti
Zakladnimi komuta¢nimi relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy (2.37) a (2.39):

[L;,L,]=inls + cyklickézamény,
[(2,L5]=0
Zaved'me nyni tzv. posuvné operatory

i

L.=L, £ L, (2.73)
Tyto operatory budou mit podobny vyznam jako krea¢ni a anihilaéni operatory u energie
harmonického oscilatoru. Budou nés totiz posouvat ve spektru momentu hybnosti. Napisme
piehledné jejich dulezité vlastnosti (vSechny lIze snadno odvodit z definice posuvnych

operatort a Z komutacnich relaci momentu hybnosti):

® L :%( ),

A

@ L=o(1.-1),

21

@ =L,
@ [ =I:2—I:23+hI:3,

A oA 2 _ "2 _ % (274)
G L =t -L -nL.,

o l=onl
© |L.ro 72t

r ¢ =+l
Dot ;
@ |[C.L ]-0.

Zname-li posuvné operatory, mizeme z relaci (1), (2) a (6) zrekonstruovat cely moment
hybnosti. Ulohu, kterou budeme nyni fesit, 1ze zformulovat takto:

L2 (A u> = A A u>
Laldu> = pl A pu>

Dokazme nejprve, ze posuvné operatory posouvaji vlastni vektory ve treti komponenté
momentu hybnosti o Planckovu konstantu:

Lemma 1: |:i|/”t,,u> ~ | A, uxth>

Dikaz: Oznaéme |y > = I:i | A, 1 >. Aplikujme operatory I:3 a L® natento vektor:

~ A 2747) ,~ A ~ ~

Cws=C 0 1 aus 80 0 20l YA us=(uth)l |Au>=(uth)|y>,
3 3 £ + 3 + +

(2.74.8)
L2y >=L2L | Au> = LA u>=AL A u>=2y>.

Vidime, ze posuvné operatory Iii posouvaji ve spektru operatoru I:3 o konstantu + 7. Ve

spektru operatoru 2 ned¢€laji posuvné operatory nic. I:i tedy méni jen hodnotu projekce
momentu hybnosti do zvolené osy.
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Lemma?2: Pfidaném 4 je spektrum operatoru I:3 omezené, tj. existuje tmin a tmax -
Dukaz: V relacich

ClAu>=2lAu>,
(Li+L22)|Z,,u>:( L2-(%) (4, u>=(A-ud)| A u>

jsou operatory na levych stranach pozitivné definitni. Proto musi platit4A >0, A -— ,uz >0.
Ziejmé tedy musi byt z2<A A A>0,aproto ue<—/A,+/A >aexistuje DminaDmax.

Nyni jiz spektrum momentu hybnosti odvodime standardnim zptisobem. Podobné jako
u harmonického oscilatoru zaptisobime posuvnym operatorem na prvni (resp. posledni stav).
Vysledek ptisobeni musi byt nulovy, protoze dalsi stav jiz neexistuje:

Lo [ A tmax >=0 A L_ |4, ptjn >=0
vytvoime Kvadrat normy téchto vektori:
<A pmax IL_L i [ A ey > =0 A <A, ptin [LiL_ |4, ptin >=0
Souciny operatoru vyjadiime z (2.64.4) a (2.64.5).
<iuumax||-2_|-23_h|—3|ﬂnumax >=0 A <ﬂ“wumin|L2_L23+h|—3|luumin>=0

Po zapusobeni operatori mame:

(A= Hinax — Hma W1 2 timax IP =0 A (A= p2® & i) | 2o pimin |F =0

X min

vynulovanim koeficientl u obou relaci dostavame:

A= :ur%ax + Umaxt A A= /ur%]in — min
neboli
A= tmax (Hmax + 1) A A= thmin (Umin — 7). *)

Posuvné operatory posouvaji ve spektru treti komponenty momentu hybnosti o Planckovu
konstantu, proto musi také sou¢asné platit:

M= Hmins Hmin T Hmin + 27, fin + 30, ., tmax =Ty Himay -
zaved'me bezrozmémé ¢islo m =/ # . Potom
M = Mpins Mmin 715 Min +2, Mmin +35 -+ Mpax — L Mppax -
Lemma3: Oznaéime-li Mma =1, potom je Mpin =— 1.
Dikaz: Z relaci (*) snadno zjistime, ze
2
I(1+1) = Mpin (Mpmin 1) = Mpin —Mmin —1(1+1) =0 =
+ 1+(1+21) [1+]
I Vi (25 N :_(+_L:J |
min 2 min 2 L_I
Prvni feseni je ve sporu s piedpokladem, druhé dokazuje uvedené tvrzeni.

Cislo m tedy mize nabyvat celkem 2l+1  riznych  hodnot  z mnoZiny
me{-1I,—-1+1,-1+2,...,1=1,1}. Pocet hodnot 2I+1 musi byt nezaporneé celé cislo a proto
samo ¢islo | muze nabyvat jen poloc¢iselnych hodnot
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1 3 .5 .y
le{0, 7,1,7,2,7 ..} Vlastnigislo A=u (u +h)=lh(1h+h)=r>1(1+1).
max max
2 2 2
Zaveér: Vysledky celého odvozeni mizeme zformulovat takto:

~ 1 3.5
L2[l,m> = [(0+DR%[l,m> , lef0,” 1,72 " ,..} ;

65



Kvantova teorie Sféricky potencial
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2 2 2
Ly[lm> = mall,m> me{—1,—1+1,-1+2,...,1-11} ; (2.75)
L ]lm> ~ [, m+l>

Poznamky k feSeni: (velmi dulezité, ¢téte pozornéji nez samo fesenilll)

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

Cislo | &isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlej$i kvantové é&islo (hlavni kvantové
gislo &isluje energii). Cislo m &isluje projekci momentu hybnosti do libovolné osy. Vzhledem

k tomu, Ze nabita rotujici ¢astice ma nenulovy magneticky moment, a toto Cislo bylo poprvé
zavedeno pro elektron v atomarnim obalu vodiku, nazyva se magnetické kvantoveé ¢islo.

Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce do tfeti osy jsou:

ILl=J(0+D)#r , 1=0123..;
Ly=m#i m= -1, -1+1..,1

(2.76)

Polo&iselné hodnoty, které jsme odvodili pro &islo | jsou skute¢n& také mozné. Realizuji se
u spinu, jehoz operator mé& stejnou komutaéni strukturu jako moment hybnosti.
V Schrodingerovské X reprezentaci (nasledujici kapitola) tyto hodnoty nedostaneme. Volba
reprezentace zde znamena ztratu ¢asti feseni. To, ze pologiselné hodnoty | jsou jiz soudasti
komutacnich relaci (2.37) bylo objeveno az relativné pozdé (v roce 1968 Kaufmannem) postupem
podobnym nasemu odvozeni.

Z vysledku (2.76), respektive (2.75) plyne skuteCny vyznam Planckovy konstanty. Jedn& se
o elementarni kvantum momentu hybnosti. Pfi méfeni momentu hybnosti budeme vzdy méfit
projekci momentu do urcité_osy, dané méficim zafizenim. Tato
projekce je vzdy nasobkem Planckovy konstanty.

Vidime, Ze stavy s konkrétnim vedlejsim kvantovym &islem | jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektord ||, m>, které
pfislusi stejnému kvantovému &islu I. Tyto vektory se od sebe liSi
kvantovym &islem m a jejich poéet je 2l+1 (tzv. stuperi
degenerace, ktery oznaCujeme #).

Historicky byly oznagovany kvantoveé stavy velikosti momentu

hybnosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny S, p, d, f podle
nasledujici tabulky:

=0  sstav m=0 #=1
=1 p stav m=-10,1 #=3
1=2 d stav m=-2,-1,01,2 #=5

1=3 f stav m=-3-2,-1,0,1,2,3 #=7

Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti Ize dostat také jako
aritmeticky pramér véech moznych hodnot. Napfiklad pro | = 2 jsou mozné hodnoty projekei Ly,

Ly nebo L, rovny =27, -7, 0, i, 2A. Pramérna hodnota kvadréatu je proto dana vztahem

<P>=<Ll?>+<l?>+<l®>=3<L? >:3(4h2+h2+0+h2+4h2)/5:6h2.
X y z z

Velikost |L| = /6 71 presns podle vztahu (2.76).

Neni obtizné napocitat maticové elementy <I,m’|L [l,m > operatoru momentu hybnosti ve

vlastni reprezentaci pomoci posuvnych operatord podobné jako u harmonického oscilatoru
v kapitole (2.4.3). Pro | =0 miZe byt mi m’ jen 0 a proto jde o jediny prvek. Tato matice plisobi
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na skalarni veliginy, hovofime o skalarni reprezentaci. Pro | = 1/2 muize nabyvat mi m’ hodnot
—1/2 a +1/2. Jde o matice 2x2 pusobici na uspofadané dvojice, které nazyvame spinory. Jedna
se o tzv. spinorovou reprezentaci. Pro | =1 maze nabyvat m i m’ hodnot -1, 0 a +1. Jde
0 matice 3x3 pusobici na usporadané trojice, které nazyvame vektory. Jedna se o tzv. vektorovou
reprezentaci. V§imnéte si, Ze matice L; jsou diagonalni s vlastnimi €isly na diagonale.

Spinorova reprezentace (| = 1/2)

leh(o +1),  L,=h 0 —i\|; ho(+1 0).
2 41 0 2 +i 0 L :—| -1 (2.77)
\ N y \ 2) 0
Vektorova reprezentace (| = 1)
(0 10 (O =i O\| +1 0 Ow
L1=h|1 0 1|; Lzzh' i 0 —i'; L3:h‘ 00 0| (2.78)
010 0O 1 0 0 0 -
\ ) \ y \ y

Matice pro | = 1/2 se nazyvaji Pauliho matice (bez nasobicich koeficient().
Znémé tvrzeni Bohrova modelu, Zze na obvod drahy elektronu v atoméarnim obalu musi pfipadnout
celistvy nasobek vinovych délek, je mozné s pomoci vztahu (2.3) prepsat takto:
T
NA=2nr = n =27r = mur =nh

n n nn
mon

a nejde tedy o nic jiného nez o kvantovani projekce momentu hybnosti.

2.5.2 Reseni v x reprezentaci, kulové funkce

V x reprezentaci budeme problém sférického potencialu fesit ve sférickych soutradnicich (jsou
nejblizs§i symetrii potencialni energie). Je tieba fesit soustavu rovnic (2.72), kter4 bude mit
nyni tvar:

Hy(r,4,0)=E, w(r,¢,0),

Ly (r.g.0)=Ay(r.4.0), (2.79)
st(r,¢, 0)= " w(r.¢.0).

Operatory zapsané ve sférickych soufadnicich maji tvar:

. ~D o h2 2
A= Bl evin=="" A T A\ v,
21 2m 2mr
2m
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0 » 0
rr—,
r2or or
1 o ) 1 &

' sin@ + sin2 2
sind aek 649’{ sin“ @ op

Kineticka energie v Hamiltonov¢ operatoru vede v Schrodingerové rovnici na ¢len
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h2 h2 n? 1)
R |
V kartézskych soufadnicich se Laplacetuv operator $tépi na soucet druhych derivaci podle
jednotlivych os, tomu odpovida rozklad kinetické energie na slozky Ty, Ty a T,. Ve sférickych
soufadnicich se Laplacetiv operator déli na radialni a uhlovou ¢ast, tomu odpovida rozklad
Kinetické energie na radidlni a uhlovou ¢ast. Pravé Ghlova cast Kinetické energie je rotaéni
energie spojend s momentem hybnosti a proto kvadratu momentu hybnosti odpovida uhlova
¢ast Laplaceova operatoru.

Hledané feseni w(r,p,6) samoziejmé zavisi na kvantovych &islech [, I, m. Reseni budeme
hledat v separovaném tvaru

w(r.g.0)=1(r)g(e)h(6) . (2.81)
Nejdtive fesme posledni z rovnic (2.67):
G
"ha—¢f(r)g(co)h(H):umf(r)g((p)h(H) =
in%9 g = @ =cexplifmg)

do LhJ

Nalezené feseni musi byt periodické v Ghlu [J:
90)=9@27) =  Hp=mh; m=0, £1, £2, ...

V X reprezentaci jsme opét odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce
momentu hybnosti muze nabyvat jen celistvych nasobka Planckovy konstanty. Poloc¢iselna
feSeni nelze v x reprezentaci nalézt. Pfechodem ke konkrétni reprezentaci pfichazime o ¢ast
feseni. Hledané feseni ma nyni tvar:

1 .
rhe0)=1f(r)_—_eMPhe):; m=0,+1,+2,... (2.82)
w(r, ¢,0) Jﬂe 6)

Konstantu ¢ jsme zvolili tak, aby nalezené feseni bylo normovéno k jedné. Jako dalsi krok
dosadime totTfeéeni do druhé rovnice (2. 80) a bujeme Ji Fesit

— 1 0 (sm@ \] L @g@— e™ h() = LM neO) =
| \ )
21 do A
sind ksmﬁ dew rsﬂﬁ& T q
do ) L ho)

Vysledkem je obycejna diferencialni rovnice pro funkci h([1), kterd se fesi standardnimi
matematickymi postupy piesahujicimi rdmec tohoto sylabu. Vysledkem jsou polynomialni
funkce v cos [J a sin [J, které se nazyvaji ptidruzené Legendreovy polynomy Pjn(cos [J) a jsou
definovane vztahem

P ()—( m/2 gl+m 2= 1=01,2,...; |m|<I; m=0+1, ... (2.83)
2||| dX|+m

Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy. Piislusné vlastni ¢islo je

= 1(1 +1) 12 (2.84)

Cela uhlova ¢ast feseni se nazyvéa kulova funkce a oznacuje se
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Y (p0)=_1 . impp (cosd). (2.85)
Im Im
2
Celkové feseni druhych dvou rovnic soustavy (2.79) tedy je
1 .
Lo, 0)= f(1)Yim(9,0)= — f(0e'™ B (cosd) :
A= (1+D)A%; 1=0,1,2,... (2.86).
Hm=mha; ; m=0, £1, ..; |m|<I

Odvozené kvantovani momentu hybnosti je az na absenci poloc¢iselnych hodnot shodné se
vztahy odvozenymi jinou cestou v piedchozi kapitole. Pro radialni funkci f(r) lze feSeni ziskat
z prvni rovnice (2.79). Toto feSeni zAvisi na tvaru potencialni energie. Pro nékteré zakladni
tvary potencidlni energie bude feSeni diskutovano v piisti kapitole. Na zavér uved'me
ptiklady nékterych kulovych funkci:

Y = 1 v =[3cosh; Y =— [ €%sing; Y = [3 esing;
0 2Jzr 10 \arx 11 87 =1 yer

Yo =— /i (1-3cos? 0); Y, =— [ e'® cos@sing ;
167 8

2.5.3 Jednoduché systémy: oscilator, vodik, jama
Nyni zbyva ftesit prvni z rovnic (2.79) — rovnici pro energii. Tato rovnice nam poskytne
energetické spektrum a radialni ¢ast celého feseni CI(r, [J, [1). Jak energetické spektrum, tak
radidlni ¢ast mohou zaviset na kvantovych ¢islech | a m z pedchoziho feSeni a budou zavislé
na konkrétnim tvaru potencialni energie V(r).
V posledni rovnici (2.79) zname puasobeni rota¢ni ¢asti Kinetické energie Hamiltonova
operatoru na celkovou vinovou funkci. To je dano pasobenim kvadratu momentu hybnosti
podle druhé z rovnic (2.79). Zname jiz i vlastni ¢islo [J; podle vztahu (2.84). Po zapusobeni
rotacni ¢asti zkratime thlové ¢asti g([1) a h([7) na obou strandch rovnice a ziskame rovnici pro
radialni ¢ast feSeni:
2 2

L 1d od I+ +V(r)7| ( O=Ef (). (2.87)

2mr2dr dr  2mr?

Povsimnéte si, Ze v rovnici vystupuje vedlejsi kvantové ¢islo | a energetické spektrum proto
nezavisi jen na radialnim ¢isle [, které cCisluje energii, ale i na vedlejsim kvantovém ¢isle .
Reseni rovnice (2.87) se provadi standardnimi metodami (rozvoj do ftady, hledani
asymptotického chovani, ofiznuti nekone¢né ftady). Uvedeme vysledky vypoétl pro
potenciélni energii sférického harmonického oscilatoru, prostorové jdmy a Coulombuv
potencial (2.69).

Harmonicky oscilator
Pro potencialni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum
1 22

V(r)=§mw " = E, =(@v+1+3/2) ho=n+3/2)ho. (2.88)

Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/2 7w . Radiélni kvantové ¢islo [ Cisluje
poradi radialnich stavi a zpravidla také pocet prusec¢iku radialniho feseni s osou x. VétSinou
se zavadi tzv. hlavni kvantoveé ¢islo n, které skuteéné Cisluje stavy energie:
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n=2v+l: n=0,12,... , 1=0,1...n. (2.89)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie piislusi vice stavu, kazdé n
Ize slozit z vice kombinaci [J a I). Snadno uré¢ime stupen degenerace, uvédomime-li si, ze ke
kazdému vedlejsimu kvantovemu ¢islu existuje 21 + 1 hodnot magnetickych ¢isel m:

n/2 ni/2
#p=D2l+1= Y 2(n-2v) +1= 22n_4v+1:(n_+112(u1_ (2.90)
| v=0 V=0

Radu (2.90) jsme seletli jako aritmetickou fadu. Kazda energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n + 2)/2 stavi.

Coulombicky potencial

Pro Coulombickou potencialni energii vychazi energetické spektrum

2 2
Vi) aQ 1 Y ym ym
") _ = - = Ey=—- " —=-"—7 (9
Amgy 1 r 2n°(v+1+41) 2h°n
Hlavni kvantové ¢islo n ¢islujici stavy energie jsme zavedli vztahem
n=v+Il+1 ; n=,2,... , 1=0,1...n-1. (2.92)
Stupeni degenerace bude
n-1 n-1
#o=>20+1= > 2(n-v-1)+1= > 2n-2v-1=n. (2.93)
| v=0 v=0

Jde-li 0 atom vodiku, mtze mit kazdy elektron jest¢ dva spinové stupné volnosti mg = +1/2
a celkovy podet stavii v jedné energetické slupce je proto 2n®. Tyto stavy se lisi hodnotou
kvantovych ¢isel I, m, ms.

Kvantova jama

Sféricka kone¢na kvantova jdma s potencidlem
V(r) = (2.94)

nema analytické feseni. Problém lze tesit jen numericky nebo graficky.
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2.6 CASOVY VYVOJ

Prozatim jsme se v kvantoveé teorii zabyvali stacionarnimi stavy, tj. stavy systému, které se
Vv Case nevyviji. Skute¢né kvantové stavy jsou linedrnimi kombinacemi stacionarnich stava
(prvka béze) a koeficienty téchto kombinaci se méni s ¢asem. Ptechod stavu z jednoho ¢asu
do ¢asu pozdégjsiho provadi tzv. evolucni operator (operator ¢asového vyvoje).

2.6.1 Evoluéni operator
Evolu¢ni operator prevadi zndmy stav case t na stav, do kterého se vyvine v ¢ase t:

lw(t)>=0(tto) [ wity) > (2.95)
Evolu¢ni operator musi spliiovat nékteré podminky a pozadavky:
1) poéateéni podminka: VYVO0j Z pocate¢niho ¢asu do pocate¢niho ¢asu neméni stav
U(tg,tg) =1 .
2) semigrupova podminka: Vyvoj ze stavu t; do t, dopadne stejné, je-li proveden naraz nebo
pies mezicas t:
t]_ —> t2 = tl >t t2
lp(t)>=U(t h)ly(t)> < |w(t)>=U(t,t) Uty)lw(ty)>
Porovnanim obou postupt ziskame semigrupovou podminku
U(tz,t) Utt)=U(ta.ty) .
3) unitarita: ¢asovy VyV0j neméni NOrmovani stavu:
(w(to)|w(to)) = (w(t)Jvagt)> ,
= u'u :
Zol”0) =(Vol” 1Y)
ufu=1.
4) inverze: inverzni evolu¢ni operator mé obracené potadi argumentti. Odvodime ze semigru-
poveé podminky:
|

Utt)=U(tty)) U(te,) =1 =
Uy, t) = Ut,tg) .
5) spojitost: samovolny vyvoj stavu (bez aktu méfeni), ktery popisuje evolu¢ni operator, musi
byt spojity:
(9| Ut to) |w(to)) je spojité pro Vi, a V]p)eH .

Nyni odvodime zakladni rovnici pro evolu¢ni operator. Vyjdeme z definice stiedni hodnoty
dynamické proménné (viz tabulka v kapitole 2.3.2) a tuto stfedni hodnotu budeme derivovat
podle Casu: . .

da d - d e duf -~ ~.~du

= WIAW)= " (o|U AUlo) —{yp|——AU+U'A—|vs).
dt  dt dt Vol gt dt

Jinou moznosti je piimo zavést operator ¢asové derivace dynamické proménné vztahem

da A
—=(p[AlW)={wo

Porovnanim obou postupt ziskame rovnici

0rAU

'//o>-

72



Kvantova teorie Casovy vyvoj
dUTAGLOTAY A, (*)
dt dt

ve které za casovou derivaci operatoru dynamické proménné dosadime casovy Vyvoj
dynamické proménné zapsany v Poissonovych zadvorkach (1.53) pievedeny do kvantové

podoby pomoci principu korespondence (2.35): 11~ ~
A={AH} =+ “TAAI (2.96)
ink
Ziskame tak rovnici, ze které se budeme snazit ziskat rovnici pro evolu¢ni operator:
a0’ AD+O'Ad0 =0 TTAATD =
inl |
dt a0
40" G4 (1A 9 _ (U*AHO U'HAD) (%)
dt dt

Ve viech nasledujicich Gpravach vyuzivame unitaritu UU' = UTU = 1. Z rovnice (**) je tieba
vyloucit operator U' a jeho derivaci podle Gasu, kterou ziskdme derivovanim definice
unitarity podle ¢asu a ndsobenim vysledku operéatorem U' zprava:

a0 001V g L a0t Lgrdly

utu=1 = N
dt dt dt dt
duf — _y; dUw; .
dt dt
Vysledek dosadime do rovnice (**) a vynasobime ji operatorem U zleva a U' zprava:
07 40GTAG, 0A 4V i(fJ*AﬂU—UTHAO) =
at at in
du du~ 1 ~~ o~
AL A Ut = __(AH—HA) =
dt dt 17
SR Y RN
Ldto '
A—U %
| T
| J L
< U
du dt
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in —="" (2.97)

Pravé odvozena rovnice se nazyva rovnice casového Vyvoje. Zapusobime-li touto
operatorovou rovnici na pocate¢ni stav |[1o>, provede evoluéni operator vyvoj stavu do ¢asu t
a ziskana rovnice pro |J(t)> se nazyva casovad Schrddingerova rovnice:

o
dt

w(D) - (2.98)
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2.6.2 Casova Schrodingerova rovnice

Reseni ¢asového vyvoje Ize najit relativné snadno, neni-li Hamiltontiv operator explicitni
funkci casu, tj. zavisi jen na operatorech zobecnénych soufadnic a hybnosti. V takovém
ptipad¢ je vyhodné volit v Hilbertové prostoru popisovaného systému bazi generovanou
vlastnimi vektory Hamiltonova operéatoru (2.42):

Hin>=Ey[n> ; (mn)=6y, ; X|n)n|=1.
n
Do téchto vektora rozvineme hledany stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi ¢asu:
lw(t) >=2a(t)n> .
n

Reseni v tomto tvaru dosadime do asové Schrédingerovy rovnice a ziskame linearni rovnici
pro koeficienty an(t).

i dan|n>— ~

'hznw " HXZanOln>;

. dan|n>_

|hZF = Ya,()Eyln>; [/ <m]| zleva
n n

. da
in_ T =an(Epn ;
dt

i
e (t-tp)
ap(t)=cne "

Reseni ¢asového vyvoje tedy je:

- iEn (t—to)
ly(t)>=c,e " In> . (2.99)
n

Ponékud elegantnéjsi feSeni je nalézt pfimo evolu¢ni operator jako superpozici projektort
generovanych Hamiltonovym operatorem pomoci véty o spektralnim rozvoji. Reseni rovnice
pro evoluéni operator lze formalné zapsgt jako

. U A N (-t )
i 7 = = (t,t) —H o

e qt)

) =

in
n U o z € 0 In ni.
HU U "
dt 0 , "
Nyni zaptisobime nalezenym evolu¢nim operatorem na poc¢ate¢ni stav | [1p>:

LE ()
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0

| y(t)>=2e" In><nlyg >
n

a ziskdme tak okamzité feSeni Casové Schrodingerovy rovnice:
LE (-t
A n
lw(®)> = D cre In>;
n

Wo> =S¢, In>; (2.100)
n

C, = <N|ygy>.
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Pfiklad 16:

Naleznéte vyvoj pravdépodobnosti systému, jehoz pocatecni stav je zadan jako realna linearni
kombinace dvou realnych vlastnich funkci Hamiltonova operatoru. Napiiklad muze jit o dva
stavy harmonického oscilatoru nebo kvantové jdmy ¢i o dvoustavovy systém. Pozadavek
redlnosti vlastnich funkci a koeficientu je jen z dtivodu jednoduchosti vypoctu.

Reseni: Pocate¢ni stav je kombinaci dvou vlastnich stavii 1 a 2 Hamiltonova operéatoru
Wo(X) = Crypr (X) + Cowp(X)
¢asovy vyvoj je
B lE t Et
pt,x)=ce »nty(X)+ce t Wa(X)
a vysledna hustota pravdépodobnosti pro realné vlastni funkce vychazi
i i
wt,X)=p?=(Cw )?+(Cw )’+ccyy  (E-ENt +e‘ff(EZ‘El)t] .
11 2" 2 121 2 [eh

Celkovéa pravdépodobnost je souétem pravdépodobnosti, Ze se systém nachazi ve stavu 1, ve
stavu 2 a interferenéniho ¢lenu, ktery je pro kvantové procesy typicky. Vysledek lze
jednoduse zapsat takto:

w(t, X) = wy(X) + Wy (X) + f(x)cos(wt); @=AE/h.

Frekvence ¢asovych oscilaci pravdépodobnosti odpovida Planckovu kvantovani AE = 7.

2.6.3 Oscilace neutrin

Neutrina (elektronové, mionové a tauonove) jsou ve skuteénosti linearni kombinaci vlastnich
stavi hmoty

V)=V [Vk), kde a=ev,u a k=1,23.

Index « popisuje generace neutrin a index k vlastni hmotnostni stavy. Transformaéni matice
je unitarni a poprvé ji zavedli Ziro Maki, Masami Nakagawa a Shoichi Sakata v roce 1962,
aby vysvétlili oscilace neutrin piedpovézené Brunem Pontecorvem. Pro pochopeni principu
oscilaci predpokladejme jen existenci dvou generaci neutrin a mixaz ve tvaru

[Ve)=+c080 |vy)+sind |v,),
‘vu>=—sin0 [vi)+cos@|v,).

Unitarni matici jsme zapsali jako béZznou rotacni matici za pomoci Ghlu 6. Za letu neutrin se
budou hmotnostni stavy vyvijet a mixazni poméry ménit. SpiSe nez Casovy Vyvoj nas ale
bude zajimat vyvoj stavu podél letici ¢astice. Vzhledem k tomu, Ze pro rovinnou vinoplochu
plati
L(px-E1)
pilkx-0t) _op
budeme moci vyvoj hmotnostnich stava podél letu neutrina zapsat takto:
i

V(9 )
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Pi X v
k
(0
)
—eh >

Napiiklad stav elektronového neutrina se za letu bude ménit podle formule
—Pp1x lpzx
lve(x))=+e"  cos@|vy(0))+e"  sind|v,(0)).

Amplituda pravdépodobnosti, ze¢ se elektronové neutrino bude za letu jevit pozorovateli jako
¢isté mionové neutrino (dané svou pocate¢ni kombinaci), bude
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Aveosr, =(Vu@)[ve()).
Po provedeni skalarniho souc¢inu (hmotnosﬁni stayy tvoi{ ortonormalni %JI'TZi) mame
A =c0sdsind exptI psz—expLI ple.

VeV, h 7

Neutrina maji velmi malou hmotnost a relativistické energie, a proto Ize vyuzit rozvoj

2.3
py =/(E/c)"—mc” _E 1—(mkc2/E) ~E_mi
¢ c 2E

Amplitudu pravdépodobnosti nyni snadno upravime

.EX _m2C3 . 3
Ave—w _cosHsinHe'W(exp[—l 2” x|-exp _Imfc XJ

(e bl gzt ) ]

i

_ |\hc 2hEJ ]
=cos@sinde | exp| —i X|-1]=
L 2hE J
23 2 3)
| o Dhe—"HiE JX|— (" Amzcs ) Am2c3 )]
=cos@sinde expk—i x‘—exp +i X||=
| 4E ) . AME ]
( 23 23)
i E mc Am ¢
|l ic-2he—"are & (Amaca )
=—2icos@sing e / sinL I XJ

Pokud jsou vlastni hmotnosti rizné (staci jedna nenulova), dojde k oscilacim neutrin (poprvé
byla pozorovana v roce 1998 na detektoru Superkaniokande). Pravdépodobnost, Ze pivodni
elektronove neutrino nalezneme jako mionove je periodickou funkci vzdalenosti od zdroje

2 * 2 Q(Amzcs ) 5 ) )
P, _|lal =AA =sin 20sin L WE XJ; Am =m, —m, .
Z raznych experimentt je mozné ur€it Uhel mixaze a stiedni a periodicitu pfemény neutrin
L 47[?;1E3 ’
Am~c

ze které plyne pouze rozdil kvadrati hmotnosti neutrin. Skute¢na neutrina maji tii generace
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a transformacni matice je 3x3 a obsahuje tii Ghly. Princip se ale neméni. Z méfeni plyne, ze
plati. Amy,? = (7,59 + 0,21)x10 ° eV? (KamLAND, 2005) a Am 2 =(2,43+0,13)x10° eV/?
(MINOS, 2006). Pro mixazni Ghly mame pfiblizné 61, ~ 33°, 6,3 ~ 45°, 613 < 9°. Mixazni
matice se tak rozhodné¢ nepodoba diagonalni matici, jako je tomu v ptipad¢ mixazi kvarka.

2.6.4 Dvoustérbinovy experiment

Piedstavme si, Ze na dvé stérbiny dopada proud ¢astic. Po pruchodu $térbinami se na stinitku
zaznamenava, kam kterd dopadla. Vysledkem je klasicky interferen¢ni vinovy obrazec
s maximem dopadi paradoxné mezi obéma $térbinami. Podobn¢ jako v piedchozi kapitole se
s¢itaji amplitudy pravdépodobnosti obou moznosti, nikoli samotné pravdépodobnosti.

Na vysledku nic nezméni ani pocet pfitomnych c¢astic:—bude-li tok zleva velmi slaby
a v praméru se bude vyskytovat v oblasti experimentu jedind castice, nikdy nezjistime,
kterym otvorem prosla. Po dosti dlouhé dobé¢ ziskdme statisticky obraz dopadu castic na
stinitko podle obrazku. Mazeme si tiecba myslet, Ze ¢ast ¢astice prosla jednim otvorem a ¢ast
druhym, nebo Ze interferovala sama se sebou. Takové Uvahy nemaji redlny smysl. Pro
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posouzeni statistického vysledku mnoha opakovanych dopadi je dulezity jen souhlas
experimentalniho vysledku s pfedpovédi danou teorii.

b
— pocet
—_— Gastic
_> ———————— >
e ? %
_> 7 ’
P 7
7
7
7
7
7
| stinitko
—
L
—_—
—_—
—

Jiny obraz se ndm naskytne, pokusime-li se zjistit, kudy ¢astice prolétla. Zakryjeme-li jeden
z otvoru, bude maximum dopadajicich ¢astic proti otevienému otvoru. Muzeme vymyslet
rafinovanéjsi postup. Budeme sledovat napiiklad pomoci ¢astic svétla — fotont, kudy ¢astice
prolétla. Bude-li foton malo energeticky, bude mit piili§ dlouhou vinovou délku na to, aby
ur¢il, kudy castice prolétla. Bude-li ale foton mit pro detekci dosti kratkou vinovou délku,
mizeme skute¢né rozhodnout, kudy prolétla ¢astice. Ale néco za néco: kratkovinny foton méa
zna¢nou energii a siln¢ ovlivni stav prolétajici ¢astice. Dokonce natolik, Ze interferen¢ni
obrazec zcela vymizi. Obecné plati: nepokusime-li se o detekci, séitaji se amplitudy
pravdépodobnosti a statistika dopadi ma charakter interferen¢niho jevu. Pokusime-li se
o detekci, interference zanika a scitaji se klasicky samotné pravdépodobnosti. Té¢Zko se nam
tento fakt pfijima. Je to vlastnost mikrosvéta, kterd se ndm zdd velmi podivna. Nase
zkusenosti z makrosvéta jsou zalozeny na komutujicich objektech. Pravé nekomutativnost
jevli Vv mikrosvété vede ke skladani amplitud pravdépodobnosti moznosti, Kkteré jsou
k dispozici, a k interferen¢nimu jevu.

b
—_— pocet
Castic
T T - | 3
> (] ? P 7 bl
— L - |
L 7
Q
o7
. ’
| stinitko
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2.6.5 Ehrenfestovy teorémy, virialovy teorém
V této kapitole si probereme tii zakladni teorémy tykajici se casového vyvoje.
Prvni Ehrenfestiiv teorém
Prvni teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru soufadnice. Pro jednoduchost ho odvodime
% jednorozmémérii fipad¢, vyjdeme z principu Jrorespond nce a ¢asového vyvoje (1.53):
d X T 1l-pP2 () fzj VQ)
__=_X X e X = XP T+ X =
dt ih i 7 |_ om J 2mih in

L (e[xp [+[x J5)-

83



Kvantova teorie Casovy vyvoj

2mih
Prvni Ehrenfestitv teorém je tak analogii definice hybnosti z klasické mechaniky:
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axX_P (2.101)
d m

Druhy Ehrenfestiv teorém

Druhy Ehrenfestiv teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru hybnosti. Budeme postupovat

podabneja .V piedchozim piipadé:. | 1 ~ng 1T~ - 171~ n

a0 2] o] I ol
_P_pH: | " 2+V X |=—__ PP +_PVX =_P VX

dt ~in — P 2m | 2min in i7
i 7 |_
Hodnotu posledniho komutétoru uréime takto: Nejprve nalezneme komutator operatoru
hybnosti s libovolnou mocninou operatoru soufadnice (indukci) a vysledek budeme ¢len po

¢lenu aplikovat na operator poterImaIquzvaJty d%mocnlnneho Taylorova rozvoje:
—-1hl

[FS,XZ}L kHﬁ,fd + FP,)Z }x = —in2X
[P, x"1
[ﬁ),)A(nH:' = )A(’JLn,)A(njH + ||:|5, )A(})A(n = —ih(n+l)5(n )

Zé&kladnim predpokladem téchto Uvah je samoziejmé rozvinutelnost potencialni energie do
Taylorovy fady. Po dosazeni za vypoc¢teny komutétor druhy Ehrenfestiv teorém vychazi:

d P oV

o 2.102
dt aX (2102)

coz je vlastné kvantovou analogii Newtonovych pohybovych rovnic (zaporné vzaty gradient
potencialni energie je ptsobici silou).

Virialovy teorém

Viridlovy teorém je velmi uziteény nejen v kvantové teorii, ale i ve statistické fyzice. Urcuje
stfedni hodnotu kinetické energie obsazené v systému z tvaru energie potenciélni. Ureme

nejprve maticove elementy komutatoru dynamické proménné A s Hamiltonovym operatorem
v energetické reprezentaci:

<n[[AHIIm>=<n|AH-HA [m>=(Ey —Ep)<n|Alm>=(Ep — En) Ay -
Pron =m mame
<n|[AH]In>=0.
Za operator dynamické proménné A budeme nyni volit sou¢in souradnice a hybnosti:
<n|[XP,H]|n>=0,
<n|[X,H]P|n>+<n|X[P,H]|n>=0,

<n|d—XI5|n>+<n|Xﬂ||_|n>:0.
dt dt

Za Casovy VyVoj soufadnice a hybnosti dosadime z Ehrenfestovych teorému:
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52 1~
<n|P_|n>=<n|EXa\{ |n>_
oX

2m

Ve ttech dimenzich je vysledek souétem ptispévka v jednotlivych osach. Na levé strané stoji
stiedni hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operator virialu:

N in> . (2.103)
OX

k

A 1L
<n|T|n>=<n|—)<k

Pro jednorozmérny harmonicky oscilator je operator virialu ptimo roven potencialni energii:
) 1 A 1 ®
V) ="kx? L L NV =Tk
2 2 oX 2

Sttedni hodnoty kinetické a potencialni energie jsou si proto v kazdém stavu rovny.

Poznamka: Jiz v roce 1933 upozornil F. Zwicky, ze v kupé galaxii ve Vlasech Bereniky je pohyb
galaxii vétsi, nez by odpovidalo viridlovému teorému pro gravitaéni potencialni energii. ReSenim je
existence dalSi neviditelné (temné) hmoty v této kupé. Pozdéji byl podobny problém zjistén Verou
Rubinovou i pro ob&zné rychlosti hvézd v perifernich oblastech samotnych galaxii. Re$enim je opét
existence hald z temné hmoty v okoli galaxie. Viridlovy teorém muze byt proto velmi uziteCny i pro
makroskopické nekvantové systémy. Svitici (registrované) hmoty v galaxiich je jen asi 1 %. V roce
2000 se pomoci HST ukéazalo, ze az 50 procent hmoty Galaxie mUze byt soustfedéno ve velmi
starych a malo sviticich bilych trpaslicich, které doposud nebyly pozorovatelné. Patfily
pravdépodobné k prvni generaci hvézd pfed cca 12 miliardami let a vypliuji celé halé Galaxie.
Obdobné tomu bude asi i u ostatnich galaxii. K feSeni problému temné hmoty ale bili trpaslici zdaleka
nestadi. S nejvétsi pravdépodobnosti jde o nezndmou formu hmoty nebaryonové povahy.
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2.7 RELATIVISTICKA KVANTOVA TEORIE, SPIN

2.7.1 Prostorova rotace a Lorentzova transformace

Prostorova rotace
Pootoc¢ime-li soufadnicovym systémem kolem osy z o Uhel [J, Ize transformaci zapsat jako
t'=t,
X'=Xcosp —ysing,
y' =xsing + ycose,
'=1z.
Casovou soufadnici budeme déavat na nultou pozici, pfi prostorové rotaci se ¢as neméni.

Celou transformaci popiSeme pomoci rotaéni matice R;, Podobné¢ miZzeme popsat rotace
kolem ostatnich soutadnicovych 0s (sta¢i cyklicky zaménit X — y — z — X):

(10 O 0 ) (1 0 0 0\ (1 0 0 0

| | |
01 0 0 ' || 0 cosg smgo
+ Ry=|

0 0 0
LO —singp 0 cosq)J

Rotace patii mezi unitarni transformace. Ptipomenime Si, ze unitarni operatory zachovavaji
skalarni soucin, proto plati

0 cosp —sing 0
Ry=

LO 0 Cosg Sin(pJ

0 0 sing cose 0 O 1

UtU=1 = detU*detu=1 = (detu) (detu)=1 = |detuf?=

Pro redlné matice mize byt determinant vSech unitarnich transformaci roven bud’ +1 (rotace)
nebo —1 (zrcadleni). Snadno se piresvéd¢ime, ze determinant vSech tfi rotaénich matic je
roven jedné. S rota¢ni symetrii se poji zachovani veli¢iny, kterou nazyvdme moment
hybnosti. Tato veli¢ina je danou symetrii definovana (viz teorém Noetherové, kap. 1.3.1).

Lorentzova transformace

Velmi piibuznou transformaci k rotacim je Lorentzova transformace popisujici ptechod mezi
dvéma vzajemné se rovnomérné pohybujicimi inercidlnimi soufadnicovymi Ssystémy,
predpokladejme, Ze v 0se X:

t—vx/c2
t' = ,
\/1—02/02
, __X—ut
;}1—02/02’
y=y,
'=1.

Tuto zndmou transformaci Ize zapsat podstatné elegantnéji v maticové podobé. Zavedeme-li
relativistické proménné Xp =Ct, X; =X; Xp =V; X3 =z a relativistické koeficienty

p=vlc; }/51/\/1—,82,

A
i
LO sinp  cosg OJ.
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budou matice Lorentzovy transformace (v ostatnich osach matice ziskdme cyklickou
zaménou) mit tvar

(7 -yB 00 [7 0—7ﬁ0\ (7 00 -yp
B ¥y 00 0o 1 0 O 0 10 0
AX:| I Ay:‘ |, AZ:|
| o 0 10 —yf 0 y 0] 0 01 0
L 0 0 01 0 0 0 1J -y 00 ¥

Determinant transformacnich matic je roven
2 2p2 2 2
det A=y"—y“p°=y~(1-p%)=1

a jde tedy opét orotace, tentokrdt v roviné dané Casovou a jednou prostorovou 0sou.
Charakter rotaci lépe vynikne, zapiSeme-li Lorentzovy matice pomoci tzv. rapidity (je
definovéna vztahemu = arcth (v/c)):

chu —shu 0 O chu 0 =shu O) chu 0 O —Shuw
|—shu chu 0 0 0 1 0 0| | 0 10 0 |
Ay= A= . A,= .
| o 0 1 0] |-shu 0 chu 0 | o 01 o0 |

0 0 01 \ 0 0 0 1) k—shu 00 chu}

S Lorentzovou symetrii (experiment dopadne stejné ve dvou inercialnich soustavach, které se
navzajem pohybuji rovnomérmné piimocaie) se poji existence nové zachovavajici se veliciny,
ktera se nazyva spin.

2.7.2 Spin

V minulé kapitole jsme vidéli, ze podobnou ulohu, jakou ma
prostorova rotace ma i Lorentzova transformace. Jde také o rotaci, ('
ale vroviné dané c¢asovou a jednou prostorovou soufadnici

0 imaginarni Uhel nazyvany rapidita. Rota¢ni Symetrie odpovida
symetrii systéemu vzhledem Kk pootoCeni, Lorentzova symetrie
odpovidd stejnému chovani systtmu v rdznych, navzajem se
rovnomérné pohybujicich, inercialnich soutadnicovych systémech.

S ob&ma symetriemi se poji odpovidajici zakony zachovani:

rotaéni symetrie - moment hybnosti L
Lorentzova symetrie - spin S

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, Ize si ho vSak jen velmi tézko
predstavit. Znaéné neptesné, ale piesto ilustrativni, je ptedstavit si ¢astici obihajici kolem
88



Kvantova teorie Relativita a spin

centra a soucasné rotujici kolem vlastni osy. V této klasické piedstavé odpovida momentu
hybnosti orbitélni rotace a spinu vlastni rotace. Skute¢né ¢astice ani neobihaji kolem centra,
ani nerotuji kolem vlastni osy. Jejich celkovy rota¢ni stav je dan dvéma veliGinami —
momentem hybnosti (orbitdlnim momentem) a spinem (vnitinim momentem). Obé veli¢iny se
mohou skladat, potom hovoiime 0 spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé.
Operétor spinu mé stejné komutac¢ni relace jako moment hybnosti (2.37), (2.39)

[S;,S,]=i7S3 + cyklické zameny,
[S2,S3]1=0

Stejné tak jako u momentu hybnosti zavadime dvé kvantova c¢isla popisujici spin: spinove
Cislo neboli spin s uréujici velikost a magnetické spinové ¢islo ms urcujici projekci spinu do

(2.104)
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tieti osy. Pro spin Ize pomoci posuvnych operatort odvodit stejn¢ jako pro moment hybnosti
vztah (2.76)

IS|=JsG+D) A , s =012, 1 3/2,..;
S3:m3h , mS: _S,_S+1,...,S

Tentokrat se ale realizuji i poloc¢iselné hodnoty, které jsme pro komutaéni strukturu (2.104)
respektive (2.37) odvodili diive. Hodnota spinu s je pro elementarni ¢astice neménnou
charakteristikou, stejné tak jako hodnota elektrického ndboje Q nebo klidové hmotnosti m.

(2.105)

Spin nékterych ¢astic

leptony (elektron, tauon, mion, neutrina) 1/2
kvarky (d,u,s,c,b,t) 1/2
skalarni mezony (00 kaony) 0
vektorové mezony ([J,kaony) 1
hadrony (neutron, proton, [1 hyperon) 1/2
hadrony (0, 00) 3/2
intermedialni bosony (CJ, W, Z°, gluony) 1
gravitony 2

Piitomnost spinu zvySuje stupein degenerace energetickych stavi. Napiiklad elektron
v atomarnim obalu, ktery ma energeticky stav ur¢eny hlavnim kvantovym c¢islem, jiz neméa
stupeii degenerace n?, ale 2n?. Elektron ma totiz spin 1/2 a jeho stavy jsou urdeny &tvefici
¢isel n, I, m, ms. Projekce spinu ms mize nabyvat dvou hodnot +1/2 a pocet stavi se
zdvojnasobuje.

Castice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniz by mély orbitalni moment
hybnosti. Magnetické vlastnosti ¢astic proto nemusi souviset jen se skute¢nym rotaénim
pohybem c¢astic, ale i s ,,vlastnim momentem® — spinem. V pftitomnosti nehomogenniho
magnetického pole reaguji castice na toto pole. Stavy, které ptvodné odpovidaly jediné
energii, se stépi na multiplety blizkych energetickych podhladin. Stupeii degenerace se
snizuje, stavy S riznym m a ms maji rtiznou energii. Hovofime 0 tzv. sejmuti degenerace
Vv piitomnosti magnetického pole.

Pec Kolimator Magnet Stinitko
Spin byl poprvé pozorovan ve Sternové-Gerlachové experimentu (1925). Atomy stiibra
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odpafujici se z picky byly kolimovany do svazku prochazejiciho nehomogennim
magnetickym polem. Na tyto elementarni magnetické momenty v nehomogennim poli ptisobi
sila (1.123) F = —[JVB. Magneticky moment jednotlivych stavi je rtizny a proto je rizna
i vyslednd pusobici sila a energie daného stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav 1 =0
Stépit viibec (m = 0), stav | = 1 se bude stépit na tii rizné podstavy (m = 0, +1) a na stinitku se
vytvoii jedna nebo tfi stéibrné skvrny (i ve vyssich stavech | ptijde vzdy o lichy pocet skvrn).
Na stinitku vsak byly pozorovany dvé stiibrné skvrny, coz svéd¢i o elektronu s orbitalnim
stavem | = 0 a spinovym stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou uréeny dveéma projekcemi
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ms = +1/2). Sudy pocet projekci znamena polociselné feSeni komutacnich relaci (2.104)
respektive (2.37). Hypotézu o existenci vlastnino momentu elektronu, ktery ma podobné
vlastnosti jako orbitalni moment, podali jesté ptred teoretickym objasnénim spinu Uhlenbeck
a Goudsmit v roce 1925.

Na nésledujicim obrdzku je numerickd simulace (Yamanashi University) Stern Gerlachova
experimentu. Stavy s projekci mg=+1/2 jsou oznaCeny modie, stavy ms=-1/2 ervené.
V malé vzdalenosti se na stinitku objevi dvé vyrazné stiibrné skvrny, ve vétsi vzdalenosti
nejsou pravdépodobnosti dopadu atomu v jednotlivych stavech vyrazné prostorové oddélené.

2.7.3 Kleinova-Gordonova rovnice

Schrédingerova rovnice neni relativisticka, a proto nemize spravné popsat spin. Pti jejim
odvozeni jsme pouzivali nerelativisticky tvar Hamiltonovy funkce. Vysledkem byla
Schrddingerova ¢asova rovnice (2.98), kterd ma v x reprezentaci tvar

2
h

AW =(-—A+V)y=0.
i 5 (2m +V)y

V rovnici se nachazi prvni ¢asova derivace a druhé prostorove derivace, ¢as a prostor neni
rovnopravny, rovnice zjevné neni relativisticka. Relativistickou konstrukci Ize vytvotit jak ve
druhych (Kleinova-Gordonova rovnice), tak v prvnich (Diracova rovnice) derivacich. V této
kapitole se budeme zabyvat konstrukci spravné rovnice ve druhych derivacich.

m Kleinova-Gordonovarovnice
Rovnici poprvée odvodili Oskar Klein a Walter Gordon. Predpokladejme, ze hleddme linearni
rovnici, kterd limitn¢ pti malych rychlostech piejde v Schrédingerovu rovnici. U linedrnich
rovnic plati princip superpozice a obecné feseni lze vzdy slozit z rovinnych vin

v (x) =a(k) el = a(k) el *al = a( g, k) el et (2.106)

Ti{rozmérné vektory jsou oznaCeny tuéné. Slozky vinového vektoru k” musi byt nutné
zavislé, nebot’ i parciélni viny (2.106) musi spliovat hledanou rovnici. Takova zavislost se
nazyva disperzni relace a mizeme ji zapsat v implicitnim tvaru

N, K) =0. (2.107)

V nékterych piipadech je mozné nalézt explicitni zavislost w = w(k). Obecné vinova funkce
bude superpozici

w(x) = [ak) e 5(¢) d k= [a(e k) "M d k. (2.108)

Diracova distribuce zajist'uje automatické splnéni disperzni relace (2.107). Parcialni (rovinné)
viny Ize snadno derivovat:

0y (x) =ik “wy (x) (2.109)
a parcialnim derivacim odpovidaji algebraické vyrazy
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o* o ik? (2.110)
S vyuzitim duality (2.2) mame

ho* <« ip“. (2.111)
Nejptirozenéjsim piechodem od komutujiciho k nekomutujicimu popisu je tedy zavedeni
operatorti na £2 piedpisem
p* =—ino?;

¥ =x% .

(2.112)

Poznamka 1: Snadno dopocéteme, Ze takto zavedené operatory spliuji komutacni relace, které jsou
ve shodé s principem korespondence mezi Poissonovymi zavorkami a komutatory

|_pa’1 pa’—|:|_)'za’1)z(l—|20,

L J
L |
Poznamka 2: V (3+1) D formalizmu Ize prvni ze vztaht (2.112) zapsat jako
EE+-Iha/6'[, (2.114)
p=-inho/0X.

Odlisné znaménko u ¢asové proménné souvisi s relativistickymi transformacnimi vlastnostmi
Ctyfvektort. Druhou relaci jsme jiz pouzivali v X reprezentaci operatoru hybnosti, viz (2.47).
Najdéme nyni velikost étyfhybnosti

E2
e L (2.115)
p c?

tato hodnota musi byt ve vSech soufadnicovych soustavach stejnd a mtizeme ji urcit v klidové
soustavé &astice, kde je E = moc?, p = O:

p,p% =-mgc” . (2.116)
V (3+1) formalizmu jde o zndmou Pythagorovu vétu pro energii
E2= p202 +m2c?.
Tento vztah je sprdvnym relativistickym vztahem pro energii volné ¢astice, a proto se 0 n¢ho

musi opirat odvozeni relativistické varianty Schrédingerovy rovnice. PiepiSme proto (2.116)

do operéatorové podoby: ( a
a 22 a a
pp +moco)l//=0; p =—ino . (2.117)

Rovnice (2.117) je Kleinova-Gordonova rovnice pro volnou ¢astici. Po dosazeni za operatory
ziskdme jiny Casto pouzivany tvar Kleinovy-Gordonovy rovnice

(0-+*)p=0; KE";ZLC. (2.118)

Kleinova-Gordonova rovnice je relativistickou analogii Schrddingerovy rovnice pro volnou
Castici. Pfi malych rychlostech limitné pfechazi v nerelativistickou Schrédingerovu rovnici.
Jde o linearni rovnici a kazdé jeji ,,rozumné” feseni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin. Konstanta « je v normalni soustave jednotek
(c=1, 2 =1) rovna klidové hmotnosti ¢astice.

m Nerelativistickalimita
Kleinovu Gordonovu rovnici (2.117) mGzeme v operatorovém tvaru zapsat jako
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A

E2=p2%?+mc*]i. (2.119)

Obe¢ strany formalné odmocnime. Odmocninu chapeme jako funkci operatoru ve smyslu (2.8)
nebo (2.29):

. ~ < 22
E=+ [p2cc+mciI=mc? |1+ P emc?[i+ P +\| =
0 2mZc? |
0 0 m@CZ 0 .
. Y

)

Exmyc 1t—
2mg

Zaporné znaménko pied odmocninou jsme zatim vynechali jako nefyzikalni a budeme se jim
zabyvat az v kapitole vénované Diracové rovnici. Prvni ¢len muzeme chapat jako
konstantni/nulovou potencialni energii (posunutim o konstantu se potencidlni energie
nezméni) a druhy je bézna kineticka energie ¢astice. Po dosazeni za operatory z (2.114)
ziskdme casovou Schrddingerovu rovnici (2.98) s nulovou, resp. konstantni potenciélni
energii. Pro malé rychlosti (hybnosti) Kleinova-Gordonova rovnice piechazi ve Schrédin-
gerovu rovnici.

m Pravdépodobnostniinterpretace

Hustota p a tok pravdépodobnosti j vyskytu ¢astice by mély spliiovat rovnici kontinuity
(zakon zachovéani pravdépodobnosti vyskytu ¢astice) ve tvaru

0,j%=0; j* {pjlc) (2.120)

Ukazme, ze :gakovy zakon zacbovénl' je v Kleinové-Gordonoveé rovnici obsazen. Naleznéme
kombinaci y (2.118)—(2.118) :

v (D—/(Z)(// - l//(D—K‘Z)l//* =0 =
y Oy —yly =0 =
w'0,0% —yo 0% =0.
Nyni v obou vyrazech vyuzijeme identitu f 6,9 = 0,(f 9)— (0.f)g:
0. (v'oy)-(0.v")(9%w)-2u (vo"y ")+ (2uw)(8“¥")=0.
Pokud v poslednim vyrazu zvysim prvni index a snizime druhy, vyrusi se s druhym vyrazem:
0a(v'o"y)-0,(vo "y )=0 =

8aja =0; j¢ zl//*ﬁal//—l//@al//* . (2.121)

Ctyivektor j* reprezentuje nenormovanou pravdépodobnost Vyskytu &astice. Hustota

v . -0 -0 . v .. v TS .
pravdépodobnosti - (v Sl j°/c) neni bohuzel pozitivné definitni a Kleinova Gordonova
rovnice piipousti i zaporné hustoty pravdépodobnosti. ReSenim tohoto problému (vyusti
v existenci anti¢astic) se budeme zabyvat v kapitole vénované Diracové rovnici.

m Disperznirelace
Po dosazeni rovinné viny (2.106) do Kleinovy-Gordonovy rovnice ziskame disperzni relaci

@ =c?k? +c2x? = w=1vc?k? +c%x? . (2.122)

Zaporné feseni (odpovida zéporné energii iw) budeme opét povazovat za nefyzikalni.
Standardnim postupem uréime fazovou a grupovou rychlost:
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0] K 242
Uf =— =C 1+ — = C 1+Kﬂé )
k K2 A
g
ok 1+ 5% 14 K227
2 471'2

Na prvni pohled je ziejmé, ze grupova rychlost je vzdy podsvételna. Z Hamiltonovych rovnic
mechaniky
b = ow Jhw OJ0H =x
9 0k onk oap
plyne, ze grupova rychlost vinového baliku je analogem mechanické rychlosti pohybujici se
Castice. Oproti tomu fazova rychlost je vzdy nadsvételna a nema vyznam pienosu informace.

Mezi obéma rychlostmi je jednoduchy vztah vivg = c?. Obé& rychlosti zavisi na vinové délce
parcialni viny, tj. dochazi k disperzi.

m Kleinova-Gordonova rovnice pro nabitou €astici v elektromagnetickém poli

V ptitomnosti elektromagnetického pole se v Hamiltonové funkci (1.90) vyskytovala
kanonicka (zobecnénd) hybnost v kombinaci p — QA. Obdobng tomu musi byt i v Kleinové
Gordonove rovnlcd (2.117), tfra ma pro nabitou ¢astici v elektromagnetlckem poli tvar

2 2
[ p QA p oA )+m0c0]1// 0: p =—ind" . (2.123)
Po dosazeni za operator hybnostl a rozngs%benl vSech ¢lentt mame
a
—h Dz//+Q A, w+myC w+ihQo,A l//+21hQA o,w=0. (2.124)
A

Vyuzijeme-li kalibra¢ni podminku (1.188), tj. polozime-li 6,A”=0, ziskdme vyslednou
rovnici
| 2 2 a . a | maC
|-« - , ALA -2i A0, |ly=0; k=0 (2.125)
] Z e £

pro popis nabité ¢astice v elektromagnetickém poli.

m Vodikovy atom

Nazna¢me nyni, jak by se postupovalo pti hledani spektra vodikového atomu z Kleinovy-
Gordonovy rovnice. Elektron s ndbojem Q = —e je v poli jadra, které Ize vyjadfit vztahy

C  dmgyrc’ (2.126)
A=0.
Kleinova-Gordonova rovnice ziské tvar
[
|A—i (e¢5\ +2;5 L,/(treq)) 0.
| c? ot? khc} he ot |

Laplacetiv operator rozlozime na radidlni a Ghlovou cast stejné jako v nerelativistickém
ptipadé (2.80). Budeme hledat stacionarni feseni, tj. ¢asovou ¢ast vinové funkce budeme
pfedpoklédat ve tvaru exp(—ia)t) = exp(—iEt/h) prostorovou Cast zapiSeme jako soucin

vvvvv
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"2 1 02 2.2 7 o1 'm
{A - L k24 2%% i7" le 7 R(NY (6,p) =0,
ro22 cfat? 2 rocot | "
kde jsme oznacili
e
a= (2.127)
4reghc

tzv. konstantu jemné struktury. Po provedeni ¢asovych derivaci ziskame rovnici

2 E2-mZ* (Za)® ZaE
A, L LEm S R TR
r r th

L 1202 722
Nyni zaptisobime operatorem L2 na uthlovou &st vinové funkce podle vztahu (2.75)
a vyjadiime radialni ¢ast Laplaceova operatoru

{Q rpd _1041)-7%%  2Za E L E*-m’c* TR(r) 0.

|_r2 dr dr r2 r hc 72c2
Jde o obycejnou diferencialni rovnici, ktera se tesi standardnimi postupy (asymptotické
chovani, rozvoj do fady, ofiznuti). Vysledkem jsou tzv. Laguerrovy polynomy a energetické

spektrum 24t [ 3 \ 7
2 2 (94
E =m0c2—m0c2|rZ a4 In— (+1)+0 ((Za)®)|.  (2.128)
nl L 2n2
@+)n* 8 ) |

Hlavni kvantove cislo je definovano stejné jako Vv nerelativistickém piipadé, druhy clen
v hranaté zavorce reprezentuje prvni relativistickou korekci a soucasné sejmuti degenerace
spektralnich ¢ar.

m Problémy
Kleinova-Gordonova rovnice ma tii zakladni problémy:

1. Druhé ¢asové derivace znamenaji zadani pocateéni podminky nejen na vinovou funkci
(reprezentuje stav systému), ale i na prvni ¢asovou derivaci vinové funkce, coz je
fyzikaln¢ jen obtizn¢ interpretovatelne.

Hustota pravdépodobnosti neni pozitivné definitni.
3. Kleinova-Gordonova rovnice poskytuje i zaporné energetické stavy.
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2.7.4 Diracova rovnice

Spravnou relativistickou kvantovou rovnici pro nabitou castici, ve Které jsou obsazeny jen
prvni derivace, odvodil Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) v roce 1928. Ukéazalo se, Ze
jde 0 mnohem vhodnéjsi rovnici pro elektron, nez je Kleinova-Gordonova rovnice. Tim, Ze
rovnice je jen v prvnich derivacich, posta¢i zadat pocate¢ni hodnotu vinové funkce
a automaticky odpada nutnost zadavat prvni derivaci vinové funkce. U Diracovy rovnice je
hustota pravdépodobnosti pozitivn¢ definitni a tak odpada i druhy zakladni problém
Kleinovy-Gordonovy rovnice. Problém zapornych energetickych stavii nicméné pietrvava
a Dirac tyto stavy interpretoval jako stavy piislusejici anti¢astici k elektronu — pozitronu. Ten
byl objeven az v roce 1932 Carlem Andersonem.

m Diracovarovnice

Hledejme rovnici, kterd ma stejny tvar jako Schrodingerova rovnice, ale Hamiltontv operator
je linearni funkci prostorovych derivaci:
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ihfﬂatl: Hy; H=al,+a%0,+a%,;+b. (2.129)

Z rozmérovych divodi budeme namisto koeficientd a* a b hledat koeficienty o a j, které
Jsou bezrozmérné:

A

=—ihc(a181+a282+a383) + Amyc?. (2.130)

Na koeficienty mame dvé zakladni podminky
1. Kvadrat Hamiltonovy funkce musi dat pravou stranu (2.119), tj.

H2 =p%c?+mdc*l; (2.131)
tim bude kazdé feseni Diracovy rovnice fesenim Kleinovy-Gordonovy rovnice (nikoli
naopak, druhé derivace néktera feseni piidaji).

2. Nové rovnice musi byt relativisticky kovariantni (tj. jeji tvar se nesmi zménit po
provedeni Lorentzovy transformace soufadnic a poli).

Za chvili uvidime, Ze tyto podminky nespliiuji Zadné ¢iselné koeficienty a hledané &isla o a g

musi byt matice. Vyjdéme z podminky (2.131), do které dosadime hamiltonian (2.130) a za

operator hybnosti z (2.114):

H?=p%c?+mic’l;
(—ihcaka +,Bmocz) (—ihca'a +ﬂmocz):|©202+m2c4i;
k. 2 I 0

22 k | Lo k k) 2 24 2 2 2 4
~hcaape - heme afrfa o+ moe =-h C A+mge 1
Porovnanim ¢lent na levé a pravé strané mame na koeficienty :
aka|6k8| :A,
akB+ pak =0, (2.132)
p%=1.
Prvni relaci upravime snadno na tvar
l( k1 k) k1 1 k [0 prok=l,
, aa+aa)yo=A = aa+aa =3 (2.133)

2 prok=1.
Pozadavky (2.132), resp. (2.133) nespliiuji zadna redlné ani komplexni ¢isla. Budeme proto

hledat soustavu ¢tyi matic, jejichz zajimavé vlastnosti nejprve piehledné sepiseme a vzapéti
dokazeme

1. Matice ¢* a g antikomutuji (kazda s kazdou):
k'l =dok gl_p: k=l. 2.134
{a ,a} {a ,,B} 0; ( )
2. Kvadraty matic " a 8 daji jednotkovou matici:
N2 (N2 [ 3\2 2 .
(a) —(a) —(a) —(ﬂ) -1, (2.135)
3. Matice o a # jsou hermitovské:
i
(ak) o5, pt=p5. (2.136)

4. Vlastni &isla matic o a # mohou nabyvat jen hodnot +1 a —1.
Stopa matic a*a /8 je nulova.
6. Matice o a § jsou nezavislé.

=
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Dokazme nyni jednotliva tvrzeni
Ad 1)

Antikomutacni relace matic o a 8 plynou okamzité z relaci (2.132) a (2.133). Poznamenejme,
zZe antikomutator dvou objektt je definovan jako {A,B}=AB+BA.

Ad 2)

Tvrzeni opét plyne okamzité z relaci (2.132) a (2.133).

Ad 3)

Hermitovost matic ¢ a 8 plyne z pozadavku na hermitovost operatoru energie (2.130).
Ad 4)

Z podminky (2.135) plyne, Ze vlastni ¢isla matic o a S lezi na jednotkové kruznici
v komplexni roving, tj. | 4 | = 1. Hermitovskeé matice ale maji redlnd vlastni cisla, tedy
ptipadaji v Uvahu pouze hodnoty 4 = +1.

k

Ad 5
Stopgu matice nazyvame soucet diagonalnich ¢lent
Tr(A) = AX, . (2.137)
Tr je zkratkou z anglického trace. Stopa matice se nezméni pii cyklické zaméné matic:
Tr(AA, - AN) =Tr(A,--AyA,), (2.138)

tj. prvni matici miizeme odstéhovat na posledni misto v soucinu (nebo posledni na prvni).
Nyni jiz snadno dokazeme, ze stopa hledanych matic je nulova:

Tr(@*)=Tr( B2a)=Tr( pa*)=Tr( Ba" B)=—Tr (BB ) =-Tr (" ).
Nejprve jsme pridali 42, coz je ale jednotkovéa matice. Poté jsme jednu matici 4 odstshovali na
konec za pomoci cyklické zamény a vrétili ji zpét na puavodni pozici s vyuzitim
antikomutativnosti matic a a 5. Pre¢teme-li si zacatek a konec, mame

Tr(ak):—Tr(ak) = 2Tr(ak):0 = Tr(ak)=0-

Obdobné mizeme postupovat u matice S:

Tr(8)=Tr((@)2p)=Tr( " pa*)=-Tr (d " p)=-Tr(B) = Tr(p)=0.
Ad 6)
Predpokladejme zavislost matic, tj. napfiklad matici § bude mozné vyjadrit jako linearni
kombinaci ostatnich:
ﬂ = ZCka k .

Vynasobme relaci zleva matici g:
l:ZCkﬂak =
ky_ 1 k., k 1
Tr(l): ch Tr(ﬂa ):_ch Tr(ﬂa +a IB)=_ZCK Tr(O):O

2 2
Jde o spor, nebot’ stopa jednotkové matice nalevo je nenulovd. Matice tedy musi byt
nezavislé. Tim jsou vSechna tvrzeni (1 az 6) dokazana.
*

Stopa matic je invariantem, tj. ve vSech bazich/soufadnicovych soustavach je stejnd. Pokud
u hermitovské matice za bazi zvolime jeji vektory, bude matice diagonalni a na diagonale
budou jeji vlastni ¢isla. Stopa matice je proto souctem vlastnich ¢isle matice. V naSem
ptipad¢ jsou vlastni ¢isla +1 nebo —1, stopa matice je nulova, a proto musi mit hledané matice
sudou dimenzi (aby soucet ¢isel +1 a —1 mohl dat nulu).
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N=2
V kapitole vénované momentu hybnosti jsme odvodili tzv. spinorovou reprezentaci momentu
hybnosti (2.77). Matice spinu bez pﬁsluén}'/ch koeficientt se nazyvaji Pauliho matice:

+1 —-1Y.
f 9 TN O R I £ ) (2.139)
) \ y \ y
Pauliho matice maji nami hledané vlastnosti. Jsou hermitovské, antikomutuji mezi sebou,
jejich kvadréaty jsou jednotkové matice, vlastni ¢isla jsou +1 a —1, soucet ¢lenti na diagonale
je nulovy. Jejich jedinou nevyhodou je, Ze jsou jen tfi. My hleddme soustavu ¢tyt nezavislych
antikomutujicich matic. Ve dvou dimenzich takova soustava ale neexistuje. Dalsi nezavislou

matici k Pauliho maticim je jednotkova matice, ale ta s nimi komutuje, nikoli antikomutuje.
Navic u ni neni soucet diagonalnich ¢lent nulovy.

N=4

Ve ¢tyfech dimenzich existuje celkem 16 nezavislych matic a skute¢né z nich lze vybrat 4
antikomutujici matice pozadovanych vlastnosti. Jde o nejmensi poc¢et dimenzi, ve kterych lze
vytesit Diracovu Ulohu. Existuje vice zpusobu, jak vybrat hledanou soustavu antikomu-
tujicich matic. Dirac je blokové skladal z Pauliho matic a nalezl feSeni

,B=03®1=|(1 0\; ak =oteck =|( 0 o) (2.140)

\0 _1J Lak 0
Kazdy prvek matice znamena blok 2x2. VVysledné Diracovy matice tedy jsou:

(+1 0 0 0) (0 0 0 +1)
sl w10 0ol lo oo |
‘ 0 0 -1 0] 0 +1 0 0/

\0 0 O —1)| \+1 0 O 0) (2.141)

(0 0 0 -i) (0 0 +1 0) '

2 0 0 +i b To o o 1
0 -i 0 0f ‘+1 0 0 0 ‘
\+i 0 O 0) \0 -1 0 O)

Oveéite si, ze vSechny matice jsou hermitovské, maji vlastni ¢isla +1 a —1, soucet prvkl na
diagonéle je 0, v kvadratu daji jednotkovou matici a kazda matice antikomutuje s kazdou.
Diracova rovnice pro volnou ¢astici ma nyni jednoduchy tvar:

(w(t, X)\

iha_z//:(—ihcaka +m002ﬂ)1//; W= ’ 2(t.x) (2.142)
ot K ’ ‘//3(t X) \
\wa(t, X))

Koeficienty rovnice jsou matice 4x4, vinovou funkci proto tvoii ¢tvetfice funkci (nejde
0 ¢tyfvektor!). Jind volba ¢tverice Diracovych matic by vedla na tataz fyzikalni feseni.

m Operator rychlosti, zaporné energie
Uréeme operator rychlosti ¢astice jako operator casového vyvoje polohy podle principu
korespondence (2.96):

k
o :dlzi[xk,l—q irxk —inca'o +m czﬂwzirxk,—ihca'a 1=
dt dn i7 0 inl ']
:dax—ajr arx p—|:Ca{Jh|§
— i =Ca
|k Ik Ik k

10
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Matice " tak maji (az na konstantu c) vyznam operatoru rychlosti:

ok =cak . (2.143)
formalné lze zapsat vSechny tii relace naraz
v=c’. (2.144)
Za pomoci operatori rychlosti a hybnosti ziska Diracova rovnice (2.142) jednoduchy tvar:
dy B 2 :
ot (Y PHMC plv: (2.145)
= ca, p=—IihV.
Resme nyni Diracovu rovnici pro ¢astici v Klidu, tj. s nulovym operatorem rychlosti
Y1 U4
0 (V/J (+w W
5 2 2
ﬁ' Va =Mo" | ~vs
\v4) Zy

Reseni je:

w, (6X) = A (x)exp [—i ﬂczt] ,

v, t,x)=A (x)exp[ i mOc t—l,
]
v, (t,x)=A (x)exp{ﬂ mOc t],
]
v, (t,x)=A (x)exp[+| mOc t].
L]

Porovname-li feseni s Casovou c¢asti rovinné viny exp[—la)t] = exp[ I(E/h)t] je ziejmé,ze
prvni dvé feseni odpovidaji kladné energii E = moc® a druha dvé zaporné energii E = — moc?.
Problém zapornych energetickych stavii tak Diracova rovnice nevyiesila.

Ukazalo se, ze Diracova rovnice popisuje chovani ¢astic se spinem 1/2 (napiiklad elektron).
Ctvetice [J se nazyva bispinor. M4 speciélni transformacni vlastnosti. Horni dvé komponenty
bispinoru popisuji stavy cdastice s projekci spinu +1/2 a —1/2 a maji kladnou energii. Dolni
dvé komponenty maji zapornou energii a Dirac je interpretoval jako stavy anticdstice
s projekci spinu +1/2 a —1/2. Diracova rovnlce Je y jIStem smyslu ,,odmocnénim* Klelnovy-
Gordonovy rovnice postavené na vztahu E? = p’c? + my’c*. Proto stavy se zapornou energii
nejsou piekvapenim. Elegantni v§ak bylo Diracovo vysvétleni: VSechny zaporné stavy jsou
zaplnény (Diracovo mote elektron se zapornou energii). Nezaplnény stav se chova jako
,»dira®, kterou Dirac interpretoval jako antic¢astici s kladnou energii. Rozborem tvaru rovnice
a jejich feseni teoreticky Dirac v roce 1928 piedpovédél existenci pozitronu jesté pied jeho
experimentalnim objevem v roce 1932 (Carl Anderson).

m Pravdépodobnostniinterpretace

Pii odvozeni rovnice kontinuity pro pravdépodobnost budeme postupovat stejné jako
u Kleinovy-Gordonovy rovnice, jen namisto komplexniho sdruzeni budeme vyuzivat
hermitovské sdruzeni jednotlivych matic i zakladniho bispinoru, ktery tvofi vinovou funkci.
Hermitovsky sdruzeny bispinor ma tvar
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T

7 =(t//1 W2 W3 t//4)- (2.146)
Naleznéme nyni kombinaci (2.142) — y (2.142)":

.. 0 _ i , .
P o om0 .
t

. oy i
2 'hE+ihaa—l/;1//=—ith//Tak8kl//+ mOCZl//Tﬂl//—ihC(ﬁkl//T) a*y—myc?y ' By,

i .
,/,T8!//+%W=—CV/T&"8W-C(8H/T)Ofkl//,

ot
a (v'v)=-a(v'cav),

S i k
oct (CV/TW) +0k (WTC(Z l//) =0
Ziskali jsme tak rovnici kontinuity ve tvaru

g
Sul =0 (2.147)
i®=cyly,  J=yivy, V=ca.
Hustota pravdépodobnosti je dana vztahem
0 + * * * *
Pp=] Ic=y W=y 1+ W +W3W3+W s 20 (2.148)

a je tedy pozitivné definitni. Tok pravdépodobnosti je zobecnénim vztahu pro klasicky tok
(hustota x rychlost), rychlost nahrazuje operator rychlosti. Vysledny tok pravdépodobnosti je
ale obycejnym vektorem, nebot’ kazda z jeho komponent je soudinem fadkové, ¢tvercové
a sloupcové matice, tj. d& obycejné ¢islo.

m Diracovarovnice pro nabitou €astici v elektromagnetickém poli

Zobecnéni z volné castice na ¢astici v poli provedeme stejné jako u Kleinovy-Gordonovy
rovnice, tj. nahradime

p* > p*—QA“%. (2.149)
V (3+1) symbolice méme
in® > i -q?;
oct act c
.0 .0 (2.150)
—-1h_ — -1h__QA.
OX OX

Diracova rovnice (2.145) ziska nyni tvar
( ) &gy

. - 1
7 - +Q¢‘/’:Lv-(p—QA) +moc’ By

neboli
. Oy
T T pem c2gly sl "
=lv-p+mcfly+1Qp—QA-v Iy . (2.151)
a L o | [ |
Oproti volné ¢astici piibyl napravo interakéni hamiltonian podle vztahu
A0 — Ao A
,\ . 1h atz oV ) 14 X (2152)
H =V.p+mc28, H =Q4-QA-V.
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| vtomto ptipad¢ jde jen o ptimé zobecnéni interakéniho ¢lenu zndmého z Lagrangeovy
funkce v klasické mechanice.

m Kovariantni tvar Diracovy rovnice
Pienasobme Diracovu rovnici (%. 142) zleva matici £ a poté preved’'me vSechny ¢leny doleva:
v

7 p— ; k 2
inf ~ =(—incpa o +mee )l// >

( ok
Uhﬂ%-i_lhﬂa Oy —moc}/, =0

Ziskali jsme tak nejznamé¢;jsi tvar Diracovy rovnice

(ih;/”a#—moc)z//:o;

. ) I (2.153)
y =p, vy =pa
ve které jsou koeficienty derivaci tzv. gama matice
(1 0 0 O\ (0 0 0 1W
o |01 0 0} 4, 70 0 1 0
Y =10 0 -1 0‘17=}0—100.1
00 0 -1 -1 0 00
\ \ )
(2.154)
0 0 0 -i) (0 0 1 OW
2ol @0 0 s P00
‘OIOO\ ‘—1000”
\-1 00 0 (0 10 0)
Mezi pivodnimi maticemi a maticemi gama existuji jednoduché transformac¢ni vztahy:
7' =8,
y* = pat, (2.155)
ak:ﬂyk.

Dukaz tietiho vztahu je trivialni, druhy vztah sta¢i nasobit matici £ zleva. Pro prostorovou
Cast obou sad matic tak plati jednoduché pravidlo: ndsobenim matici f zleva dostaneme
odpovidajici matici z druhé sady. Matice gama opét antikomutuji, nejsou jiz ale hermitovske
a kvadraty prostorovych matic nedaji jednotkovou matici, ale minus jednotkovou matici:

(71)2 = Bt ot = —a et ot = 1.
Obdobn¢ bychom postupovali u ostatnich matic, plati tedy
(;/k)2=—1; k=12,3. (2.156)
Zaved’'me nyni dv¢ uzite¢né a ¢asto pouzivané operace. Prvni z nich je Diracovo sdruzeni:
A=ATy0 (2.157)

Jde o hermitovské sdruzeni doplnéné nasobenim matici ° zprava. Druhou operaci je
Feynmanovo ztzeni (Feynman slash):

K=y%K, - (2.158)
Za pomoci téchto operaci lze elegantné zapsat slozky ¢tyftoku pravdépodobnosti (2.147)

10
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i®=cyly=cy’y% v =cp,
=y caty=yT oy y=cmy.
Jednotn¢ tedy mizeme psat

0,j*=0; su=cyyfy . (2.159)

Diracovu rovnice (2.153) Ize ptepsat do ,,isporného* tvaru
(V”I@ﬂ+m00) w=0, neboli (2.160)
(P+mgc)y=0. (2.161)

Pro nabitou c¢astici v elektromagnetickém poli bude mit Diracova rovnice nyni velmi
jednoduchy tvar

(P-QA+myc)y =0 (2.162)

Spin se stal automatickou soucasti relativistickych rovnic kvantové teorie. Rovnice Kleinova-
Gordonova se nakonec ukazala vhodnou rovnici pro skalarni ¢astice (se spinem nula), rovnice
Diracova pro ¢astice se spinem % (elektrony, neutrina, kvarky). Pravé na ni je postavena
dnesni kvantova elektrodynamika.

Priklad 17:
f|0; a+f
{ya,yﬂ}:{ +2; a=f=0 - {y“,yﬂ}z—zg“/” (2.163)
(-2, a=4=123
Kvadrat matic « a # je roven jednotkové matici. U matic y tomu tak neni, (y°)°=1, ale
()%= —1 pro k = 1,2,3. Je to prirozené, v Minkowského metrice se prostorové &ast chova

vzdy jinak nez Casova cast. Ve vztahu (2.163) je vysledek na pravé strané vzdy nasoben
jednotkovou matici, tu ale nebyva zvykem psat.

Priklad 18: 1
KK=y“K yPK =y%/K K ="{7/"//}KK =—g?K K =K?-K2,
o B « B ; a f a f 0
Priklad 19:
a ¥ij a B 1f a B gaﬂ
OB 0071 T dg0p=yy g Palp =T Py
Priklad 20:
p=rp =% +/p _(1 0VE [0 1y [EOL po)
p = .
/ a 0 k | |_ | K | Kk | K |
0 -Lc | ol |- E/o)!
h Pko
= )\ y
Priklad 21:
Dokazme, e plati relace (uZite¢na pii vypoétu sdruzenych matic ')
T =y0r4y°. (2.164)

Relaci (2.164) zleva a zprava vynésobime 7° a dokazeme platnost vztahu »%/T° =y
Sdruzenou matici y*' rozepiseme z (2.155) za pomoci sady hermitovskych matic a a A:
10
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m Matice C

Existuje fada dalSich zajimavych matic, které Ize odvodit ze zakladni sady matic y“. Zaved’'me
nejprve C matici, kterd bude uzitetna pii nabojovém sdruzeni (piechodu od ¢astic
k anti¢asticim a také p¥i vypoétu transponovanych matic "

(0 0 0 -1)

0
C=iy?)° o_lo 0 s 0f (2.165)
’0 -1 0 o|
(+1 0O O

Matice ma prvky jen na vedlejsi diagonale, a to stiidajici se hodnoty +1 a —1. Stopa matice je
nulova. Na prvni pohled je ziejmé, ze pro C plati zajimava vlastnost:

cl=ct=ctl=—c. (2.166)
Chceme-li tedy najit inverzni matici, transponovanou ¢i hermitovsky sdruzenou, staci jen
zménit znameénko matice (vyménit pofadi +1 a —1 na vedlejsi diagonale). Pokud potiebujeme
nalézt transponovanou matici y**', Ize k tomu vyuzit matice C:

y“T=CyHC;  resp.  yHT=—ClyHC (2.167)

Tvrzeni se dokaze pouhym prevedenim matic y na sadu matic a a S, které se po transpozici
nezmgeni.

m Matice y°
Dalsi dilezitou matici, kterd ma vyuziti pii popisu levopravé symetrie, je matice
0 010
0,123_|0 00 1|_

ey tl 00 OJ Ll OJ'

0100

Tato matice je hermitovska, jeji kvadrat je roven jednotkové matici, je linearné nezavisla na
ostatnich y maticich a antikomutuje s nimi:

=y,
(}/5)221, (2.169)
{};’yﬂ}zo; ©=012,3.

(2.168)

m Matice £ a baze I

Z matic y* mizeme zkonstruovat jesté matice X, které jsou uzite¢né pii definici baze na
prostoru matic a pii hledani transformacénich vlastnosti antisymetrickych tenzort. Matice
definujeme jako komutatory

v _Flp vl (2.170)
Al
Ztejmé plati
yap | 0 a=p, 2.171)
W—Eﬂ“; azf.

Je zjevné, e existuje celkem Sest nezavislych matic %, napriklad 2°, 2%, 3%, 312 513 523,
Ostatni prvky jsou bud’ nulové nebo je Ize dopocist z antisymetrie. Zajimavou bézi na
prostoru matic 4x4 je nasledujicich 16 matic:
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Fk:{l,;/E’,;/”,;/Sy'“,Z”V}. (2.172)
Celkem snadno lze ukazat, ze matice /* jsou nezévislé. Protoze jich je 16, tvoii bézi na
prostoru matic 4x4. Jejich kvadrét je +1 nebo —1, vhodnym vynéasobenim i by bylo mozné
docilit, aby kvadrat byl vzdy roven jednotkové matici, je to vSak zbyte¢né. Stopa vsech,

s vyjimkou jednotkové matice 7%, je nulova. Nasobek libovolnych dvou riiznych matic 7 je
az na znamenko roven nékteré dal§i matici 7™

1) rk jsou linearné nezavisle,

2) (1*)2=1L

4 K1 (2.173)
3) Td[*)zl

10 k#1,
4) vkl k=l Imzkl:  rkrl=ar™,

Z rovnice kontinuity (2.159) je ziejmé, Ze veli¢ina Wy “y je ¢tyivektor. Obdobné Ize pomoci

Glenti baze I* zkonstruovat i dalsi veliGiny, které se transformuji charakteristickym
zpisobem:

vy skalar
7y pseudoskalar
wrty vektor (2.174)

@y y*y  pseudovektor

vy antisymetricky tenzor

10



Kvantova teorie

11

Relativita a spin

2.7.5 Pozitron, C symetrie

Nejprve popiseme Uvahy, které vedly Paula Diraca k ptedpovédi existence pozitronu a poté
matematickou transformaci (nabojové sdruzeni), kterd pievede Diracovu rovnici pro elektron
na rovnici pro pozitron. Dirac piedpovédél existenci pozitronu v roce 1928, objeven byl
Carlem Andersonem v kosmickém zateni v roce 1932.

m Diracovo more

Jak jsme vidéli, z Diracovy rovnice vychazeji zaporné energetické stavy. Zaporné energie se
ale v ptirodé nevyskytuji a tak Diraca napadlo, ze tyto stavy jsou vSechny zaplnény elektrony
a zadny z nich neni volny, proto je nepozorujeme. Vakuum je podle této ptedstavy tvoieno
motem elektronti v zdpornych energetickych stavech, tzv. Diracovym motem.

E E E E
A o A A ®) A o
e O ®) O
O 5 O 0 © o O o
O O i Fou O, O
e ° 5 ?O O ° 5
+MyC2 | +myc2 [ +M,C2
0
_mo(;2

T 0 0
AMTQ:\Z.AW‘-

foton vyrazi elektron
a zUstava dira

dira se vuci okoli chova
jako kladné nabita Castice
s kladnou energii

priléta foton
s dostate¢nou energii

Diracovo mofe
zapornych stavi

Piedstavme si, Ze do tohoto mote vleti foton s energii vétsi nez je dvojnasobek klidové
energie elektronu. Potom muze z Diracova mote vytrhnout elektron a ma-li dostate¢nou
energii, prevést ho do nékterého energetického stavu s kladnou energii. V zaporném Diracové
mofi zastane dira — prazdny energeticky stav, ktery se vuci okoli jevi jako kladné nabita
oblast s kladnou energii (hmotnosti). Dirac tuto diru v roce 1928 interpretoval jako kladné
nabitou castici, ktera méa jinak shodné vlastnosti s elektronem, a nazval ji pozitron. V roce
1929 tento koncept rozsitil na vSechny ¢astice a zavedl pojem anti¢astice — objektu, ktery mé
opa¢né hodnoty vSech kvantovych naboji oproti pivodni ¢astici. Navenek se tedy zda,
jakoby se pivodni foton rozpadl na elektron-pozitronovy par.

Pohyb volného elektronu by mél byt Diracovym mofem ovlivnén. Elektron interaguje
s blizkymi elektrony v z&pornych stavech, odtlacuje je od sebe a z dalky vypada, jako by mél
mensi naboj, nez skute¢né ma. Z vétsi vzdalenosti proto nevidime skute¢ny naboj elektronu,
ale ndboj odstinény Diracovym motem. Cim vice se pfiblizujeme k leticimu elektronu, tim
vice vnimame jeho skute¢ny, holy naboj.

m Nabojové sdruzeni
Diracova rovnice pro elektron ve vnéjsim poli méa tvar (2.162)

(P-QA+mec)y=0 =
(-iny*2,-Qr A, +mc)p=0 =
(ih7”6ﬂ+Qy”Aﬂ—moc)y/=O =

(ihy”aﬂ—ey”Aﬂ—moc) w=0
Rovnice pro pozitron by méla mit tvar

(2.175)
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(ihy"aﬂ+ey”Aﬂ—moc) we=0, (2.176)

kde wc je vinova funkce pozitronového feseni. Diracovu rovnici nejprve hermitovsky
sdruzime a poté ji transponujeme. Po téchto dvou operacich piejde rovnice pro elektron
VvV rovnici pro pozitron. Vzpomeite Si, ze operace hermitovského sdruzeni a transpozice
spliuji vlastnost (2.10):

(AB)'=B'AT;  (AB)'=BTAT. (2.177)
Proved’'me tedy Hermitovo sdruzeni Diracovy rovnice pro elektron (2.175):
i
)

i _
v Lmyﬂaﬁ_eyﬂAﬂ_mOCJ =0.

Derivace nyni ptsobi samoziejmé vlevo, tj. na vinovou funkci. Hermitovo sdruzeni nyni
aplikujme na jednotlivé ¢leny v zavorce

: ut
W'L—ihaﬂy’”—eAﬂy —mOcJ:O
e

a sdruzené matice gama vyjadiime ze vztahu (2.164)
T 0 4 0 0 u 0 \
% L—ihaﬂy vy —eAg vy —mOCJ=O.
(_

Rovnici vynéasobime zprava matici 5°:

AR
vy L—Ihaﬂy —eA,y —mocJ:o =
«
[ A
wL—ihaﬂyﬂ—eAﬂyﬂ—mocJ=O
<«

Po operaci hermitovského sdruzeni se zménilo znaménko prvého ¢lenu, vinova funkce je
nalevo a mé tvar diracovsky sdruzeného bispinoru. Nyni vratime vinovou funkci doprava za
pomoci operace transpozice

.
(-ino y#—eA y#-mc) (¥)" =0,
H H 0

Provedeme transpozice vSech ¢lenti v zavorce
(_ih/”aﬂ —ey“TAﬂ —moc) (‘W)T:O
a transponované matice gama vyjadiime ze vztahu (2.167)
. —\T
(-incyco,-eCy“ca, ~mg1) (¥)' =0.
Celou rovnici vynasobime matici C™ zleva
. -1 —N\T
(—I hy*Co,—ey*CA, -mgC ) (w) =0
a vyuzijeme relace (2.166) pro inverzni matici C™* = —C:
. —\T
(—Ihyﬂﬁﬂ—ey”Aﬂ +md:)C(z//) =0
Transpozice tedy zménila znaménko posledniho ¢lenu rovnice a vysledek je

11
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(ih7”6ﬂ+e7/”Ay—moC)l//C:0;

_\T
ve=C(¥) .

Ziskali jsme hledanou rovnici pro pozitron, ktery ma opa¢ny ndboj a nezménénou hmotnost.

Pokud zndme v dané situaci feSeni w pro elektron, bude ve stejné situaci odpovidajicim

feSenim pro pozitron vinové funkce wc = C(%)". Reseni pro pozitron tedy neni novym

feSenim, je obsazeno v feSeni pro elektron.

Diracova rovnice nezméni svuj tvar (tzv. kovariance), provedeme-li ndbojové sdruzeni neboli
C transformaci

(2.178)

Aﬂ—>—Ay;

y—>C(7)" .
V puvodni Diracové rovnici odpovidaji dvé feseni s kladnou energii elektronu s projekci
spinu +1/2 a —1/2 (proto je feSeni zdvojené) a feSeni Se zapornou energii pozitronu s projekci
spinu +1/2 a —1/2. Dv¢ dvojice spojené do jedné c¢tvefice vinovych funkci se nazyvaji
bispinor. Po provedeni transformace (2.179) maji pozitronova feseni naopak kladnou energii
a elektronova zapornou, takze se na situaci mizeme divat obracené a elektron interpretovat
jako diru v Diracové moii pozitront obsazujicich zaporné energetické stavy.

(2.179)

2.7.6 Elektron a jeho pole, U(1) symetrie

Nabité ¢astice v piirodé generuji elektromagneticka pole popsand Maxwellovymi rovnicemi
(resp. kvantovou teorii elektromagnetického pole) a samy se v téchto polich pohybuji ve
shodé s Lorentzovou pohybovou rovnici (resp. Diracovou rovnici). V této kapitole se nejprve
zamétime na kompletni Lagrangetiv popis soustavy pole + elektron a poté se budeme vénovat
U(1) symetrii, ze které piimo plyne nutnost existence pole v okoli elektronu.

m Lagrangetv popis
Hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabité ¢astice a elektromagnetického pole ma tvar

L = Lfieig + Lint + I—part (2.180)
Polni ¢ast zndme z teoretické mechaniky, viz vztah (1.194)
L ield :—i FuF*  puv=0"A"-0"A". (2.181)
410

Také interak¢éni Cast jsme poznali v teoretické mechanice. Pokud jsou c¢astice popsany
¢tyitokem j* a pole ¢tyfpotencialem A" je nejjednodussim skalarem kombinace j*A,:

Lint = j“Aﬂ. (2.182)
V Klasické fyzice je tok naboje ¢astic dan vyrazem j“ = (pqC, j), v kvantové teorii musi tok

Castic sledovat pravdépodobnost jejich vyskytu a tak musi byt imérny toku pravdépodobnosti
(2.159). V ptipadé ndboje bude koeficientem imérnosti samotny néboj:

“=Qurty. (2.183)
Interakéni ¢len tak ziska tvar
Ling = i“ Ay = Qi WA, (2.184)

Zbyva nam tedy najit hustotu Lagrangeovy funkce pro samotné castice (elektrony), ze které
plyne Diracova rovnice. Velmi jednoduchym skalarem sestavenym piimo za pomoci
Diracovy rovnice je vyraz
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Lpart = w(ih 740, - moc) w. (2.185)
Pokud budeme interpretovat pole 7 a y jako nezavisla, je hustota Lagrangeovy funkce
I-part = Lpart(‘//v OV W)

a prislusné Lagrangeovy rovnice daji

oL oL
5, — part _q part . (ihyﬂé,,—moc)l//=0i
o, V) oV
Lo )
oL oL _I )
aaﬁwﬂ%——@’iﬁ—rtzo = z//Llhyﬂaﬂ+m0cJ:0.
a “«—

Prvni rovnice je Diracova rovnice pro nabitou c¢astici, druha rovnice je v tuto chvili jen
pomocnou rovnici pro diracovsky sdruzené pole. PovS§imnéte si, Zze hmotovy ¢len zménil
znaménko. U Feynmanovych diagramti to bude odpovidat ptitoku hmoty (¢i odtoku hmoty)
do (z) daného vrcholu. U derivaci je v obou piipadech nazna¢en smér jejich pusobeni. Nyni
jiz miZzeme zapsat kEmpIetrrI hustotu Lagrangeovy funkce pro ¢astici a pole:

—F F* + j* +yinyto -mc y;

A
A1, uv U ( u 0
FAY =M AY — 0" AH ; (2.186)
#=Qurfy.

Poznamky:
1) Prvni ¢len odpovida volnému poli, druhy interakci pole s ¢astici a tfeti volné ¢astici.
2) Lagrangeova funkce je funkci poli Aﬂ,l//,l/_/ a jejich derivaci. Lagrangeovy rovnice pro pole A
daji Maxwellovy rovnice, Lagrangeovy rovnice pro pole 7 daji Diracovu rovnici.

3) Pokud ponechame jen prvni ¢len, ziskame z hustoty Lagrangeovy funkce Maxwellovy rovnice ve
vakuu. Pokud ponechame jen posledni ¢len, dostaneme Diracovu rovnici volné &astice. Prvni
a druhy ¢len daji Maxwellovy rovnice se zdrojovymi €leny (pole interaguje s ¢asticemi), druhy
a tfeti Clen daji Diracovu rovnici pro Castici v pfitomnosti elektromagnetického pole (Castice
interaguje s polem).

4) Interakeni Clen (druhy) spolu s ¢asticovym &lenem (tfetim) Ize sloucit do podoby, kter4 vede na
Diracovu rovnici s elektromagnetickym polem:

LDir=y/_(ih7“aﬂ+Q 7”Aﬂ—moc)l// (2.187)

m U(1) symetrie
Hustota Lagrangeovy funkce Diracovy ¢astice a Ctyitok reprezentujici tok naboje
Loir =y (170, +Q " Ay —mgc)
* =Qurty

se nezméni pti transformaci

p o> y=ye,
7 o> 7=ge?, (2.188)
AH —> A“u = A'u .

Touto transformaci neni zménén ani tenzor pole F*, a tim ani Lagrangeova funkce Liieq
elektromagnetického pole. Cela teorie reprezentovana lagranzianem (2.186) je kovariantni
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vzhledem k transformaci (2.188). Transformace piedstavuje oto¢eni vinové funkce v kazdém

11
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bodé Casoprostoru 0 stejny Ghel «. Jde o unitarni operaci (neméni skalarni soucin) s jednim
parametrem (Ghlem «), proto se tato transformace oznacuje U(1). Piedstavuje tzv. vnitini
symetrii teoretického popisu interakce pole-castice. Dusledkem této symetrie je existence
elektrického naboje, ktery se zachovava. U(1) symetrie v jinych teoriich (lagranzianech) vede
na existenci obdobnych kvantovych naboju, jako je elektricky, které se v danych procesech
zachovavaji.

m U(1),,c Symetrie

Prozkoumejme nyni, jak by se zménil lagranzian volné ¢astice, pokud bychom piipustili, aby
Uhel o potoceni vinové funkce byl v kazdém bodé ¢Easoprostoru jiny. Piedstavte Si
nekonec¢nou prostorovou mtiz, v jejimz kazdém bod¢ je maly mic¢ek. U(1) symetrie v naSem
modelu odpovida tomu, ze oto¢ime vSechny micky naraz o stejny uhel. Po této transformaci
bude miiz vypadat stejn¢ jako pied ni. Nyni si pfedstavme, Zze budeme otacet v rtiznych
¢asech rizné micky o rtizné Uhly. Vysledek? V libovolném ¢ase nase prostorova miiz vypada
stejné jako pred zacatkem otaceni. A prave takovou symetrii nazyvame U(1) . Symetrii:

v o= y0=wxe
v - y'x)=wxe
Proménna X symbolizuje celou udalost x = (t,x).Tato transformace opét nezméni Etyitok

(2.183). Jak se ale zméni Lagrangeova funkce volné ¢astice? Dosad’'me ¢arkované veli¢iny do
Lagrangeovy funkce (2.185) a proved'me derivace vinové funkce a exponenciely:

Lpart =¥/ ( iny“o, _moc) y'=ype e ( ih}/”%—moc)z//ei“(x) -

= t/_/(ih}//"aﬂ +hyfe , —moc) W # Loart

Hustota Lagrangeovy funkce po transformaci zmenila svij tvar. Piibyl clen 7y‘a,
s derivacemi Uhlu pootoceni, ktery kopiruje polni ¢len v hustoté Lagrangeovy funkce nabité
Castice Vv piitomnosti pole (2.187). Vysledek je velmi zajimavy. Pokud bychom trvali na tom,
aby hustota Lagrangeovy funkce pro volnou ¢&astici spliiovala symetrii U(1)joc, musime do
teorie pridat elektromagnetické pole. Pozadavek, aby byla Diracova rovnice kovariantni
vzhledem k U(1),,c Symetrii, vede na pozadavek existence elektromagnetického pole v okoli
Castice! Samo elektromagnetické pole se pti transformaci zméni tak, aby kompenzovalo nové
vznikly ¢len 7#y"a . Uvazujme tedy transformaci

vy — y'=ypxe

oo I =px)e Y,

AL AH = AR (X)+SAH(X)

a opét proved'me vypocet ¢arkovaného lagranzianu, tentokrat s elektromagnetickym polem:

Lpare =97 (1740, + Q" A, —moc ) y/ =
=ye e (ihy"&ﬂ +Qy*(A,+0A,) - moc) wel X =

= y_/(ihyﬂaﬂ +Qy A, +y (ha , +QOA,)~ moc) W,
hustota Lagrangeovy funkce se nezméni, pokud bpde vnittni kulata zavorka nulova, tj.

—ia(x)

(%)

_a,
5Aﬂ 9 M

Tim jsme ziskali ndvod pro spravnou transformaci elektromagnetického pole. Celkova
transformace U(1)ioc bude tedy mit tvar:
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v - y=pxee™,
7 o 7 =pxe’®, (2.189)

o A=At -"akg.

Jak jsme ukézali, nezméni se pii této transformaci soucet Liy + Lpir. Snadno ovéiime, ze
transformace U(1)1oc Nnema vliv ani na tenzor elektromagnetického pole a tim na polni ¢ast
lagranzianu Lgeq. TOK pravdépodobnosti (2.159) transformace také neovlivni. Cela teorie je
tak kovariantni vzhledem k U(1),oc transformaci. O kvantové teorii elektromagnetického pole
se proto vétsinou hovoii jako 0 U(1)oc teorii. Symetrie U(1)jc zajist'uje provazanost nabité
Castice (elektronu) a elektromagnetického pole.

Pokud budeme aplikovat Kleinovu-Gordonovu, resp. Diracovu rovnici na soustavu castic,
zjistime, ze statistické chovani vice ¢astic je u kazdé z rovnic odlisné. Kleinova-Gordonova
rovnice je vhodnou rovnici pro ¢astice se spinem 0, které nespliuji Pauliho vylucovaci
princip. Diracova rovnice je naopak vhodna pro castice se spinem %, které Pauliho
vylu€ovaci princip spliiuji. Chovanim soustavy stejnych castic v kvantove teorii se budeme
zabyvat v nasledujici kapitole.

11



Kvantova teorie Stejné castice

2.8 SOUSTAVA STEJNYCH CASTIC

Stejnymi ¢asticemi nazyvame dv¢ castice se shodnymi parametry (hmotou, nabojem,
spinem,...). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie téchto ¢astic dana Hamiltonovymi
rovnicemi a zndme-li pocate¢ni polohy a rychlosti ¢astic, Ize piesné predikovat budouci
polohy ¢astic a v kazdém okamziku fici ktera je ktera.

V kvantové teorii mizeme piedpovédét jen pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém misté
a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v misté klasické trajektorie a se vzdalenosti od ni
zpravidla exponencialné ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice velmi mala,
nikoli vsak nulova. Mame-li dv¢ stejné castice, nikdy si nemuzeme byt jisti, kterd ¢astice je
kterd. Pravdépodobnost vyskytu jedné ¢astice v misté druhé je nenulova. Hovoiime o tom, Ze
stejné Castice jsou v kvantoveé teorii nerozlisitelné. Hamiltontiv operator se pii zaméné dvou
stejnych ¢astic nezméni:

Hip =H 1. (2.190)

2.8.1 Operator vymény dvou ¢astic

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dvé castice, u kterych sledujeme dynamickou
proménnou A (nejlépe celou Uplnou mnozinu pozorovatelnych). Stav, ve kterém ma prvni
Castice hodnotu a; a druh ¢astice hodnotu a, oznac¢ime

|l//>:|a1,a2> .
Opacnou situaci, kdy prvni ¢astice ma hodnotu a; a druhd a;, oznac¢ime
|lp>=lay,a;> .

Diky nerozlisitelnosti identickych ¢astic v kvantové mechanice musi byt oba stavy zavislé
(vyjadiuji ve skute¢nosti jeden a tentyz kvantovy stav), proto

|ag, a1>=f|ag, a> . (2.191)
Zaved’'me nyni operator vzajemné vymény ¢astic vztahem

P2 |8y, 8> =|ay, ap> (2.192)
a prozkoumejme jeho vlastnosti:
® P?-=1,
) Mp==1, (2.193)
@) [P,AH]=0.

Duikaz (1): Dvojnasobna zaména Castic vede na puvodni konfiguraci.
Dukaz (2): Vlastnimi vektory jsou vektory | > a | ¢ > definované vyse:

I512|a1,a2>z|a2,a1>:,8|a1,a2> . (2.194)

Cislo O je vlastnim g&islem operatoru vymény. Proved’'me nyni dvojnasobnou vyménu
jednak pomaoci prvniho vztahu (2.193) a jednak podle (2.194):

j |ag, ap >

P2|a1,a2>:
2
[ﬂ lag, ap >
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Hodnota vlastnich ¢isel operdtoru vymény je ziejma jiz z prvniho vztahu (2.193). Jde
0 unitarni a hermitovsky operator. Vlastni ¢isla musi lezet na jednotkové kruznici
v komplexni roviné a soucasné byt realna. Jediné takové hodnoty jsou + 1.

Dukaz (3): V dikazu vyuzijeme ¢asovou Schrédingerovu rovnici (2.98):

- ~ . dlay,a;> .-
b P la,a >=H |a,a >=H |a,a >=ih 32,8 =inP dlag,a, >
12712 1 2 12 21 210 2 1 — o =
dt dt
=P .. dla,a,> ~ o~ la,a >.
12'h—1 2 =P12H12| 12
dt
2.8.2 Bosony a fermiony, Pauliho princip
Z ptedchoziho rozboru je ziejmé, ze
|ay,a >=P|ag,a, >== |a;,a, >. (2.195)

VInova funkce dvou ¢astic muze byt jen symetrickd nebo antisymetricka. Neexistuje nic
mezitim. Castice mohou byt jen dvojiho druhu: se symetrickymi vinovymi funkcemi (bosony)
nebo s antisymetrickymi vinovymi funkcemi (fermiony) vzhledem ke vzajemné zaméné. Tuto
vlastnost nelze zménit ani ¢asovym vyvojem, protoze operator vymeény castic podle tretiho
vztahu (2.193) komutuje s Hamiltonovym operatorem a jeho ¢asovy vyvoj je proto nulovy.
Vznikne-li ¢astice jako fermion ¢i boson, ziistava takovou az do svého zaniku.

m Bosony
Bosony maji symetrickou vinovou funkci

lay,aq >=|ag,ay > . (2.196)
Budou li oba stavy stejné, tj. a; = a, = a, ziskame relaci |a,a>=|a,a>, kterd je vzdy
splnéna a proto muze existovat vice bosond ve stejném kvantovém stavu. Pfi nizkych
a vytvaret tzv. bosonovy kondenzat. Ten je zndmy zejména v supratekutosti a supravodivosti.
Statistika, které podléha soustava bosonti, se nazyvd Boseho-Einsteinova statistika
a zabyvame se ji v casti TF3 (Statistickd fyzika). Z dalsiho vyvoje kvantové mechaniky se
ukézalo, Ze bosony jsou vzdy ¢astice s celo¢iselnym spinem (0, 1, 2,...) a pro tyto ¢astice lIze
zavést krea¢ni operatory spliujici jednoduché komutacni relace (viz nasledujici kapitola).

viechny intermedialni &astice (foton, W*, Z° a gluony se spinem 0 a graviton se spinem 2).

m Fermiony
Fermiony maji antisymetrickou vinovou funkci

las,a; >=—|ag,ap, > . (2.197)
Budou li oba stavy stejné, tj. a; = a, = a, ziskame relaci |a,a >=—- |a,a >, ktera neni nikdy
splnéna, a proto nemtize existovat vice fermiona ve stejném kvantovém stavu. Tomuto faktu
se fika Pauliho vylucovaci princip. Pii nizkych teplotach obsazuji fermiony postupné
jednotlivé energetické hladiny, naptiklad v atomarnim obalu muze byt na kazdé hladiné jen
tolik elektront, kolik kvantovych stava tato hladina ptedstavuje (to je dano stupném
degenerace). V atoméarnim obalu tedy nemohou existovat dva elektrony se stejnymi
kvantovymi cisly n, I, m, ms.. Statistika, které podléh& soustava fermionti, se nazyva Fermiho-
Diracova statistika a budeme se ji zabyvat v dalsim dile (TF3) tohoto sylabu. Fermiony jsou
vzdy Castice s polociselnym spinem (1/2, 3/2,...) a pro tyto castice lze zavést kreacni
operatory spliujici  jednoduché antikomuta¢ni relace (viz nasledujici kapitola).

vvvvvv
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se spinem 1/2), kvarky (d, u, s, c, b, t se spinem 1/2), ¢astice slozené ze tii kvarkt, neboli
baryony (neutron, proton, [J hyperon se spinem 1/2 a naptiklad [] baryony se spinem 3/2).

BOSONY FERMIONY
spin celoCiselny polo¢iselny
vinova funkce symetricka antisymetrick&
statistika Boseho-Einsteinova Fermiho-Diracova
Pauliho princip nespliiuji splAuji

kreaCni operatory  spliuji komutacni relace spliuji antikomutacni relace

2.8.3 Druhé kvantovani

Piedstavme si, ze mame N stejnych ¢astic, které obsazuji stavy néjaké dynamickeé proménné.
N; ¢astic je v prvnim stavu (hodnota a;), N, ¢astic je ve druhém stavu (hodnota a,), atd. Cisla
Nk nazyvame obsazovaci ¢isla stavu k. Soucet v8ech obsazovacich ¢isel je roven pocétu ¢astic:

DN =N (2.198)
k

Pro bosony je Ny =0,1,2,3,... Pro fermiony je situace jednodussi. V daném stavu mize byt
nejvyse jeden fermion, tj. Ny =0,1. Pfislusny stav soustavy N stejnych castic s danymi
obsazovacimi ¢isly oznac¢ime

|l//>=|N1,N2,...,Nk,...>. (2199)

Tomuto zapisu fikame reprezentace obsazovacich cisel a pfislusné stavy nazyvame Fockovy
stavy. Déle se situace bude lisit pro bosony a pro fermiony.

m Bosony

Zaved’'me podobné jako u harmonického oscilatoru kreacni a anihilacni operatory do stavu k
defini¢nimi vztahy (normovaci konstanty ponechame stejné jako u harmonického oscilatoru):

& [Ny, Np, ..., Ny, ooo>= (N +1[Ng, N, oo Ny +1, 0>,
ék |N1,N2,..., Nkv"->EwlNk |N1,N2,..., Nk -1,...>.

Piimo z téchto defini¢nich relaci (pouhym zaptisobenim na stavovy vektor (2.199) snadno
spo¢teme komutaéni relace kreacnich a anihilac¢nich operatorti:

(2.200)

[ax.&]1=0,
+ o+
[a, .4 1=0. (2.201)
[Ay . 4 1= 5y -
Zaved’'me dalsi operator
+
Nk =4, . (2.202)

Tento operéator se nazyva (analogicky jako u harmonického oscilatoru) operator poctu castic
ve stavu k, protoze zaptiisobenim na stavovy vektor ziskame pocet ¢astic ve stavu k:
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& & IN;,No, ..., Ny, o> = Ny & INg, Ng, o, Ny =1, > =

’,Nk ‘,Nk |N1,N2,...,Nk Y. > = Nk|N1,N2,..., Nk A
Operator celkového poctu ¢astic potom je

N =45 4. (2.203)
Je-li Uplnd mnozina pozorovatelnych spojitd mtzeme cely postup zopakovat pro spojité
proménné. Napiiklad v X reprezentaci Ize zavést
W (X) krea¢ni operator do polohy X,
v (X) anihila¢ni operator z polohy x.

Komuta¢ni relace budou obdobné, jen misto Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé
stran¢ Diracova [ distribuce (viz ptiloha):

[(x), y(y)]=0,
[v" (x), 9" (9]=0, (2.204)
[ (x), " (]=6(x-y).

Operétor hustoty poctu ¢astic se zavadi vztahem

N =y ()P (%), (2.205)
operator poctu Castic vyskytujicich se v intervalu <a, b> je
b
N(a,b) = j vt () (x) dx (2.206)
a
a operator celkového poctu ¢astic je
+00
N = j v (X)(X) dx. (2.207)

Obdobné by se postupovalo ve tiech dimenzich. Cely pfechod od fyziky jedné castice
k fyzice mnoha stejnych castic Ize formalné provézt nahrazenim vinove funkce krea¢nimi
a anihilaénimi operatory a nahrazenim hustoty pravdépodobnosti operatorem hustoty poctu
castic:

w(X) - w(x)
W) =y (Qwx) o M) =§T(X) (X

Tomuto postupu se tika druhé kvantovani, vinové funkce popisujici systém se stavaji
operatory a kvantova teorie prechazi v kvantovou teorii pole, ve které jsou pravé veli¢iny
popisujici klasicka spojita pole nahrazovany operatory. Druhy fadek pfitazeni (2.208) ma
jesté jeden dilezity vyznam: U soustavy stejnych Eastic vyjadiujeme pravdépodobnost déje
operatorem hustoty poctu ¢astic, tak jak to byva u skutecnych systému (napiiklad svazku
stejnych castic v experimentu). U jedné castice mizeme hovofit 0 hustoté pravdépodobnosti

jejiho vyskytu z//*(x)z//(x) . Celkovéa pravdépodobnost je rovna jedné, tak, jak to odpovida
normovani stavového vektoru.

(2.208)
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m Fermiony
U fermiona probih& druhé kvantovani obdobné. Opét zavadime kreacni a anihilacni operatory
I'”. by do stavii kal. Vzhledem k antisymetrii vinovych funkci musi tyto operétory spliiovat

antikomuta¢ni relace:

IkI>=—|Lk> = |kI>+|Lk>=0 = b:6r+6|+6:=0.

Antikomutatory znac¢ime slozenymi zavorkami a relace (2.201) platna pro bosony, ziska pro
fermiony tvar:

{t’;\k ) BJ}: 0 )
{bk+ , b|+}= 0, (2.209)
{o . b =5 -

Definice spojitych operatort i operatoru hustoty poctu ¢astic zastavaji shodné. U fermiont
jsou vsude nahrazeny relace komuta¢ni relacemi antikomuta¢nimi. V mnoha situacich se
chovani fermionti a bosonu 1isi pouze znaménkem (symetrie vinové funkce; komuta¢ni
a antikomutacni relace; BE a FD statistika).

2.8.4 Ukazka druhého kvantovani pro Kleinovo-Gordonovo pole

Uvazujme nejjednodussi variantu redlného Kleinova-Gordonova pole pro volnou ¢astici

s Lagrangeovou funkci 1
( )(5“‘0) 122
— +_K @ 2.210
L = 2 aa§0 2 ( )
a polni rovnici
(0-x*)p=0. (2.211)
Piejdeme-li k soustavé identickych ¢astic, zméni se pole na operator
o > ¢ (2.212)

s vlastnostmi
[ p(x), @(y)] - [qfﬂ‘(xx qfﬂxy)} 0;

]
[@(x), @*(y)} = 5(x-y).

Veli¢iny x a y reprezentuji celou udalost (¢as a prostor). Rozviime nyni polni operator do
rovinnych vln (zvlast’ oznac¢ime kladné frekvenéni a zvIast’ zdporné frekvencni Cast):

o0 =| c(k)[a*(k)e‘(k‘x—“’% é(k)e‘i(k‘x“"t)]d . (2.214)

(2.213)

V uvedeném vztahu je ¢asova Cast Gtyivektoru k provazana s prostorovou ¢asti pres disperzni
relaci w = w(K), takze integrace ve skute¢nosti probiha ptes vSechny ¢tyfi slozky. Konstanta
C(k) je normovaci konstanta, ktera zajistuje, aby koeficienty rozvoje (operatory 4, &)
spliiovali relace krea¢nich a anihilaénich operatori. Dosadime-li rozvoj polniho operéatoru
(2.214) do komutacnich relaci (2.213), ziskdme ihned (spravna volba C zajisti koeficient 1 u
delta funkce v druhé relaci)

[é(k), a(k')Hé*(k), é*(k')}:o;

[é(k), a‘f(k')] _ S(k—K). (2.215)
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Dosadime-li rozvoj polniho operatoru (2.214) do definice Hamiltonovy funkce (1.165)
a hybnosti (1.170) mame po elementarnich Gpravach

H= %jE(k)(aaHa*a) %

P= jp(k)(aa +a a)d3k

(2.216)

kde jsme oznadili
p(k) =rk;
> 5 5 5 > 55 4 (2.217)
ER) =ho®) =mc k +c x =ypc +mec .

Vztah w(K) je dan disperzni relaci (2.122). S vyuzitim komutacnich relaci (2.215) ziskame
ptimo dosazenim relace

[H.ak )]——E(k)a(k>-
5 F

[H, a7 ) =+E®AT (K);
] : (2.218)
| P.a(k) |=-p(k)a(k):
[ﬁ a*(k)} +pk)a’ (k).

Z t&chto relaci je zjevny vyznam operatorii &, 4*: Pole ¢ je kvantovano a operator 4 kreuje
kvantum pole senergii E(k) a hybnosti p(k), operator & stejné kvantum anihiluje. Toto
kvantum muzeme interpretovat jako boson s nulovym spinem (pole méa jedinou vinovou
funkci odpovidajici jediné projekci spinu). Kleinova-Gordonova rovnice ziskava po druhém
kvantovani nazornou interpretaci. Jde o pole, které mtizeme chéapat jako soustavu excitaci —

bosoni s nulovym spinem.

m Komplexnipole
Pokud by Kleinovo-Gordonovo pole bylo komplexni, tj.
T
P=Q+i; ¢ =P—ip,,
Ize ukazat, ze excitace takového pole odpovidaji dvéma druhiim skalarnich bosont (se
spinem 0), které jsou sobé navzajem antic¢asticemi.

m Normalni usporadani operatort

Ve vztazich pro energii a hybnost (2.216) se skryva jeden problém. Pokud bychom hledali
stfedni hodnotu energie a hybnosti ve vakuovém stavu, dostaneme nekone¢né hodnoty. Za to
mize prvni ¢len, ve kterém je kreacni operator napravo a na vakuovy stav da nenulovou

hodnotu:
+(0]a’a|o)} k=

dSijE(k)o dSijE(k)d 5 w.
0 3k

Tento problém je dusledkem principu korespondence, ktery nefesi spravné poradi operatord,
které jsou v souc¢inu. Mame-li dvé dynamické proménné A a B, muZzeme soucinu AB
v kvantoveé teorii ptifadit dvé mozna poradi operatori:

(0]H[0)= > £ {(d aa|o

aa'

1
==|E(k
2JE( ){0

U:b

JA
AB > (2.219)
| BA.

)>>
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Jen jedno poradi bude ovSem odpovidat déjim v ptirodé. Toto potadi neni dano principem

korespondence, ale musime ho vybrat tak, aby vysledky byly v souladu s pozorovanim.

Spravné poradi operatori se nazyva normdlni usporddani a oznacujeme ho dvojteckou, tedy
:AB:

Tento zapis znamena, ze potadi operatort mezi dvojteckami neni uréeno jednoznacéné

a musime ho volit ve shodé¢ s experimentem. Pouzit Ize naptiklad nasledujici postup:

1) operéatory vyjadiime za pomoci piislusnych kreacnich a anihila¢nich operatort
(bosonové splnuji komutacni relace a fermionové antikomutacni relace),
2) Vv soucinech budeme anihila¢ni operatory piesouvat doprava podle nasledujicich
pravidel:
a. pokud vedle sebe jsou dva bosonové operatory, piesuneme anihila¢ni doprava,

b. pokud vedle sebe je jeden bosonovy a jeden fermionovy operator, pfesuneme
anihila¢ni doprava,

c. pokud vedle sebe jsou dva fermionové operatory, pfesuneme anihila¢ni
doprava a zamenime znaménko daného ¢lenu.

Priklad 22:
Naleznéte spravné poradi operatora v hamiltonidnu Kleinova-Gordonova pole:

H = _J'E(k)(éé a)d3k 1jE(k) (aaha*a) -d% =

jE(k)( a+ T) d% =[E(k)aTad’k =[E(K) N (k) d%

Stiedni hodnota hamiltonianu ve vakuovém stavu jiz nediverguje, navic je struktura
Hamiltonova operatoru zcela ziejma, N (K) je operator hustoty po¢tu ¢astic s vinovym
vektorem K. Obdobné musime upravit i vztah (2.216) pro hybnost. Spravné relace tedy jsou:
H =.|'E(k) afad3k;
A (2.220)
P=jp(k) afad3k.

Priklad 23:
Urcete spravné poradi operatord ve vyrazu (a jsou bosonové operatory, d fermionove)

A

A= :1(:;1:;1’r ata—dd’ +d*d+ad*—a*a):

Aplikaci vyse uvedenych pravidel ziskdme snadno vysledek
_(a’fa+a a+d'd+d'd+dTa-d'a)=a’a+d'd=N +N
2 a d
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PRILOHA - ZOBECNENE FUNKCE

P1. Diracova distribuce

Ve fyzice se velmi ¢asto setkdvame s nutnosti popsat bodovy naboj nebo hmotny bod. Naboj
¢i hmotnost ¢astice si predstavujeme lokalizované v jediném misté, coz s sebou nese problém
nekoneéné hustoty naboje & hmoty v tomto misté. ReSenim je zavedeni tzv. zobecnénych
funkci, zejmena Diracovy distribuce. Ukazme si probléem na linearni hustoté¢ naboje
lokalizovaného v misté x = 0:

0; x#0
(x) = :
P L0 x-o (2.221)
Integrél z hustoty ale musi dat celkovy naboj Q:
+00
J' p(x)dx=Q. (2.222)

—00
Je jasné, Ze hustota naboje neni ,,normalni*“ funkci. Ma nenulovou hodnotu v jediném bodé
a integral z ni by pfesto mél dat kone¢né Cislo. Takové funkce ale neexistuji, mizeme je
zavadét jako limitu posloupnosti funkci a jejich vyznam je jen ve skalarnim soucinu s jinou,
tzv. testovaci funkci.

f () f(x) f (X)
1

—— X X X

Posloupnost obdélnikt
Zaved’'me si obdélnikové funkce

Jl/g, Xe<—¢&l2,el2>:
fe(x) =

(2.223)
L0, Xg<—¢&l2, /2 >.
Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce I‘Pajl' zajimavé vlastnosti:
0 } o0
Tt dx=1;  f@O="; limf =" prox=0 (2.224)
_.[O £ £, g0 ° 10 prox=0
Diracovu distribuci mtizeme formaln¢ zavést jako limitu téchto obdélnikovych funkci
o(x)=lim f_(x). (2.225)
>0

Posloupnost kopec¢ku

Obdélniky z ptedchozi ukdzky nejsou hladké funkce. To ale neni nepiekonatelny problém,
misto obdélnikti mtizeme pouzit funkce spojité se vsemi svymi derivacemi podle vztahu

&
f(x)=" : (2.226)
3 T 2 2
E +X

Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazdé ¢, protoze
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+00 o+ 1 & _ |_ —|+oo
J‘ fg(x) = J‘_ e arctan 1(g+; = 1. (2.227)
reied 2| g |
Pro mala &se ,,kopce* zuzuji a pfitom se zvjé_téuje jejich vyska:
0 . 0
Tt dx=1: f@O="; limf= prox=0 (2.228)
_J;O ¢ ¢ - g0 © 10 prox#0
Opét muzeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkci:
o(x)=lim f_(x). (2.229)
>0
Posloupnost Dirichletovych jader
Diracovu Distribuci mtizeme zavést také pomoci jednoduché funkce
£(x) = sinx e
)=—11  f(0)>1; I f(x)dx=r.
X —0
Zaved'me posloupnost
k .
f (X)=_ sinkx (2.230)
k T kx
kterd m& jednoduché vlastnosti
fo ) K [0 prox=0
d k
k —o0 0 prox=0
f (x)dx=1; f (0)=—; lim f (x) =/

Diracovu distribuci Ize zavést jako limitu funkci
S(x) = lim £, (x).
k— oo

Poznamenejme, ze funkce f,(X) jsou zname z dikazu véty o Fourierové rozvoji do fady
a nazyvaji se Dirichletovo jadro.

Fourieriv obraz jednotkové funkce
Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+k Kk Zikx
J‘elkxdk [1 | e —e _ oy Sinkx
e | ix J—k X hx-

Integrédl az na koeficient 772 dava Dirichletovo jadro. Diracovu distribuci Ize proto napsat
jako
1 17 ik
s() = lim — [ *dk=_"_ [ e"dk. (2.231)
k—o0 27Z'
Integral v nevlastnich mezich chapeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova distribuce
je tak Fourierovym obrazem jednotkové funkce.

Diracova distribuce nema vlastnosti béznych funkci. Piestoze je jeji hodnota nenulova
v jediném bodg¢, da integral z ni nenulovou hodnotu. To plyne z limitniho charakteru zavedeni
této distribuce. K jejim zékladnim vlastnostem patfi:

I d(x) f(x)dx= j5(x) f(0)dx = f(0) j sex)dx = f(0). (2.232)
12
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Duvod je snad ziejmy. Distribuce & je vSude nulova kromé jediného bodu x = 0. Proto
vysledek integrdlu mize ovlivnit jedin¢ hodnota funkce f v pocatku. Tu vSak mulzeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v poc¢atku.

Poznamka 1: Distribuci Ize také chapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které pfifadi funkci jeji
hodnotu v po¢atku (zobrazeni, které pfifadi funkci €islo se nazyvéa funkcional).

Ts
TsfT(x)=10);  resp. f(x)— (0).

Poznamka 2: Distribuci Ize chapat jako funkcional dany skalarnim souc¢inem
Taf ) =(g|f);

Skalarni sou¢in pusobi na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovacich funkci. Funkce g je pevné
dana, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovana distribuce. Cim hez&i vlastnosti budou mit
funkce z testovaciho prostoru (napfiklad budou dostatec¢né rychle konvergovat k nule na hranicich
oblasti), tim horsi vlastnosti mize mit funkce g definujici zobrazeni. Za prostor testovacich funkci
muze poslouzit napfiklad Schwarftzv (Sobolev(v) prostor.

Poznamka 3: Casto se hledaji feseni celych rovnic ,ve smyslu skalarniho souginu“. Napfiklad misto
rovnice

Ap=f
feSime rovnici

(g fy)=0,
kde @ je hledané feSeni a ¥/ je libovolna funkce z prostoru testovacich funkci. Tato feSeni se nazyvaji
slaba feSeni. Jejich tfida je mnohem bohat$i nez byla tfida feSeni pGvodni rovnice. Nachazena reseni
mohou mit ,divocéejsi“ charakter a jsou blizSi fyzikalni realité. Jejich hledanim se zabyvala vynikajici
matemati¢ka Ladyzenska.
P2. Konvoluce

Na separabilnich prostorech (se spocetnou bazi) miZeme zobrazeni A|f)=|g> psat
v konkrétni reprezentaci v maticovem tvaru

> Agfi=g. (2.233)
|

Jednotkové zobrazeni i| f)=|f) je dano jednotkovou matici, jejiz prvky tvoii Kroneckeriiv
symbol:

D Gafi=1. (2.234)
|

V ptipadé neseparabilnich prostort je zobrazeni dano funkci dvou proménnych

JLA(X’ Y F(y)dy=9(x). (2.235)
Integral (2.235) se nazyva konvoluce a oznacuje se
A*f = JZA(X, y) f(y)dy. (2.236)

Konvoluce je analogii maticového nasobeni na neseparabilnich prostorech. Roli indext
piebiraji spojité proménné X a y. Roli matice piebira tzv. jadro konvoluce A(x,Y).
Specialnim piipadem konvoluci jsou rizné integralni transformace (Laplaceova, Fourierova,
Abelova, atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova distribuce (je nenulova jen pro

X=Y):
Jox-y) f(y)dy=f(x)
Diracova distribuce tak na neseparabilnich prostorech piebira tlohu Kroneckerova symbolu.
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P3. Greenuv operator a Greenova funkce
Napisme maticové elementy jednotkového operatoru v x reprezentaci (maticové elementy
jednotkového operatory jsou pravé Diracovou distribuci): *

ASOUprayE Dirac £ (y) f

CIT) Syimgnpo=3 7709,

n n
Ve spojitych prostorech
S(x-y)= 1[ fi () i (x) dk (2.237)
Distribuci Ize tak napsat pomoci libovolnych bazovych funkci, napiiklad pomoci baze
1 ikx
ky=——— ",
=7
dostaneme
S(x-y) = 1) ik(c-y) 1 i
7 27|V = S0 = ek, (2239)
T
k

k
coz je vySe odvozeny vztah (2.231).

Greentv operator
Hledejme feseni linearni operatorové rovnice s pravou stranou

L|g)=f. (2.239)
Z véty o0 spektralnim rozvoji vime, Ze feseni je mozné zapsat pomoci vlastnich vektora (tvoii-
li ortonormalni bazi) a vlastnich ve tvaru

H=Z o1

Piepisme feseni takto

A 1
9= C1f e=2aX- (2.240)

Operétor G se nazyvd Greeniiv operator a je inverznim operatorem k operatoru L.
V piipadé operatoru se spojitym spektrem piejde sumace v integraci.

Greenova funkce

Zabyvejme se nyni specialnim pfipadem - rovnici s linedrnim operatorem a nenulovou pravou
stranou na prostoru L

Lo=1. (2.241)

Hledejme nejprve feseni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany
Diracovou distribuci):

LG(x) =5(x)

Toto feSeni se nazyva Greenova funkce. Obecné feseni rovnice (2.241) je konvoluci
Greenovy funkce a pravé strany rovnice

p)=G*f = [G(x—y)f(y)dy.

Diikaz je velmi jednoduchy. UkaZeme, Ze pusobenim operatoru L na nalezené feseni
dostaneme pravou stranu ptivodni rovnice:

Lo = [LGHx-yf(y)dy = [sx-y)f(ydy = F(x).
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