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La pre-historia
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Bézout

El teorema fundamental del algebra
x? —2 =0 no tiene soluciones en Q pero si en R:
1

x? 41 = 0 no tiene soluciones en R pero si en C
Teorema (D’Alembert 1746 - Gauss 1799)
Sea f € C[x], entonces f = 0 tiene deg(f) soluciones contadas con

multiplicidad: C es “algebraicamente cerrado”

3 2
f(x)=x>+x*—x—1
U/V\W T
s /10 Nes  of  os
:7D.5 /
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Bézout

El teorema de Bézout | (1764)

Sean f,g € C[x,y] tq f = g = 0 tiene un nimero finito
de soluciones en C2, entonces este namero de soluciones
es < deg(f) deg(g)

Ejemplos

xy+x—1=0 x—y>=0
X2 4+y?—7=0 y—1=
A _—
i o
17: |
S/
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Bézout

El espacio proyectivo

x,y € C"! son equivalentes (x ~ y)

si 3N e Ctq y = Ax KXX
N

El espacio proyectivo de dimensién n es

P":= (C™\ {0})/ ~

Se descompone como P" = ((C") Ll Hy, donde
B (C")={(l:xg:-:x,) €EP}=C"
B Hoo :={(0:x::x,) €P"} 2P hiperplano del infinito

Caso particular: P! = ((C) U {00}
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Bézout

El teorema de Bézout Il

Ntn: dados Fq,...,F, € C[xo, ..., xn] homogéneos,
Vo(P"; F,...  Fp) C P
designa los puntos aislados de
V(P F,....F) ={xeP": [(x)=---= Fa(x) =0}

Teorema

#Vo(P"; ..., Fp) < deg(F1)- - - deg(Fn)
con =sii V=V
Para fi,...,f € C[x1,...,xq]:

#W(C"; A, ..., ) =deg(f) - - deg(fn)

sii ff =--- = £, =0 no tiene soluciones en H,,
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QOutline Bézout alos demo térica curvas

Ejemplo (cont.)

(x:y:2)ePPtqxz—y>’=y—2=0

Enz=1 x—y>=0 Enx=1: z—y>=0

B e ™~ L1z
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Sistemas ralos
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Politopo de Newton

Algebra de polinomios de Laurent C[xi},. .., x+']: son las
funciones regulares de (C*)”
El politopo de Newton de f = Zjl'v:o ajx% € Clxt, ... xf] es

N(f) := Conv(ag,...,ay) CR"

Ejemplo

f=2—x+3xy —xy> +x%

Es un invariante mas fino que el grado: f es un polinomio de grado
< d sii N(f) C dS donde S = Conv(0, e1,...,€,)
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Volumen mixto

El volumen mixto de cuerpos convexos P, Q C R? es
MV (P, Q) := Volo(P + Q) — Vola(P) — Vol (Q)

donde + es la “suma de Minkowski”. Caso particular:
MV(P, P) = 2Vol(P)

Para n cualquiera:
Definicién-propiedades

N
|

@1, ..., @, cuerpos convexos de R”, el volumen mixto

MV(Qi,...,Qn) €R

anico funcional simétrico en Q1, ..., Q,, multilineal cr a la suma de
Minkowski y tq MV(Q, ..., Q) = nI VoI(Q)
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Teorema (Bernstein-Kusnirenko 1975)

Sean fi,...,f, € C[xit!, ..., xF1], entonces
BV((C)s s, £1) < MYV (R), . N (£2)

m Implica Bézout: MV(dS,...,d,S)=d; - d,
m Implica Bézout multi-homogéneo: e.g para f, g € C|x, y]

#Vo(f,g) < deg,(f)deg,(g) + deg, (f) deg,(g)

N(g)

N(f) |
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El teorema de Bernstein-Kusnirenko Il

La parte inicial de f € C[x, ..., xF]\ {0} crat € R" es
init, () € C[xith, ..., x5\ {0} tq

f(t™xa, ..., t7"x,) = t2(init-(f) 4+ o(1))
para algiin a € Z

Teorema

Sean f1,...,f, € (C[xlil, ..., xF1], entonces

#Vo(ﬂ7---,fn) = MV(N(ﬁ),...,N(fn))

sit V7 # 0 el sistema init. () = --- = init.(f,)) = 0 no tiene
soluciones
En otras palabras: f{ = --- = f, = 0 no tiene soluciones en los

infinitos de una cierta variedad (térica)
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Un ejemplo

f=(s-1)+(s-1)2x-3sx> , g=—-T(s—1)+(s—1)>x+3sx2

f = g = 0 tiene dos soluciones: (4,1) (simple) y (—%, —2) (doble)

La estimacién de BK es #V < 2!Vol(Q) = 5, pero
initqo)(f) =s—1=0 , initge)g)=-7(s—1)=0

tiene solucién en (C*)? (i.e. s = 1, x cualquiera) luego f = g = 0
no es genérico cr a BK!
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Un refinamiento de la estimacién BK

Martin Sombra
Politopos de Newton y el niimero de soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales



Ejemplo (cont.)

f=(s—1)+(s-12x-3sx> |, g=-7(s—1)+(s—1)?x+3sx>
#V(f.g)=3

Estimaciones:
m Bézout: #V < deg(f)deg(g) =3:-3=9
m B bihomogéneo:
#V < degy(f)deg,(g) + deg,(f)degs(g) =2-2+2-2=8
m BK: #V < 21Vol(Q) =5
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Politopo de Newton v-adico

Sean f = YN g aj(s)x% € C(s)[g™, ..., xF y v € P
El politopo de Newton v-ddico es
N, (f) := Conv ((ap, — ord, (ap)), . .., (an, — ordy (ap))) C R™?

para ord, () € Z el orden de anulacién de o en v
Se proyecta sobre el politopo de Newton cr a las variables x

N(f) := Conv(ag,...,ay) C R"
La parametrizacion del techo de N, (f) es

() :N(f) =R |, wuvr—max{zeR:(u,z)eN,(f)}
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Ejemplo (cont.)

f=(s—1)+(s—-12?x-3sx> |, g=-T(s—1)+(s—1)>x+3sx?

N(f) = N(g) = [0,2]
Nv(f) = Nv(g) -

v =00 v #0,1,00
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Integral mixta

Para p: @ — R o : R — R funciones céncavas sobre convexos
Q, R de R", la convolucion es

pHo : Q+R — R, u— max{p(v)+o(w):v e Q,w e R, v+w = u}

Es una funcién céncava sobre @ + R

Definicién-propiedades
Sean pp : Qo — R, ..., pp : @, — R funciones céncavas sobre
cuerpos convexos de R". La integral mixta

Ml(po,...,pn) eR

es el anico funcional simétrico en po, ..., p,, multilineal cr a B y tq
Mi(p, ..., p) = (n+1)! [ p(u)duy -- - dup
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QOutline Bézout demo térica

Teorema 1 (Philippon-S. 2007)

m f,...,f, € C[s][x*] sin factores no-triviales en C[s]

m Wo(f,...,f) C C x (C*)" soluciones aisladas
defo=--=f=0
m i, : N(f;) — R funcién techo de f; cra v € P!
entonces
#Vo(fo, .. F) <D MI(Wo,y, ..., 9ny)
veP!

Corolario

Sean Q C R” politopo tq N(;) C @y ¥y : @ — R (v € P!) funcién
tq ¥, > ¥;, para todo i, v, entonces

#VO(ﬂly-'-afn)S(n‘f‘l)! Z/ﬁv(u)dul'--dun
vep?
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Ejemplo (cont.)

f=(s—1)+(s—1)2x—3sx%> , g=—-T(s—1)+(s—1)>x+3sx?

V=00 v#0,100

#V(F,g) <2 ([ZOodu+ [F01dut [F0eodu) =2(—% —1+3)=3
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m VU o (resp. —V;o) parametriza el techo (resp. piso) de
(politopo de Newton N () C R™*! cra s,xi,...,x,. Se tiene

Ml(”&op, e 19,,70)4-'\/”(190700, ... ,19,,700) = MVn+1(N(f0), ... ,N(fn))

y ademas MI(Yo,y,...,05,) < 0 para v # 0,00

= el teorema 1 refina BK

m El teorema 1 se extiende a una curva completa S (en lugar
de P1) con fibrados de lineas L; — Spara0<i<ny

f e T(S; L) @ Clgt, -+, x!
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El método
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Grado de una variedad proyectiva

La teoria de interseccién estudia el comportamiento de las
variedades algebraicas por interseccién. Invariante central: grado

El grado de V(1) PN se define por cualquiera de las siguientes:

m deg(V) = #(V N E) para E C PN espacio lineal genérico de
codim r

m deg(V) eslaclasede Ven H,(V;Z) = Z

m deg(V) = r!Volgs(V), el volumen cr a la métrica de
Fubini-Study de PV

m deg(V) = limp_ooD~" dimc (Clxo, . . . ,xN]//(V))D: el
coeficiente dominante del polinomio de Hilbert
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Teoria de interseccién

El ppio de la demo de Bézout, BK y del teorema 1 es meter al

espacio ambiente (resp. C", (C*)" y S x (C*)") en una variedad
proyectiva compacta X C PV tq

7[1 fn:0

se traduce en un sistema lineal {1 = --- =¥, = 0 sobre X

— #V(F) < #(X N V(8)) = deg(X)

El pb es encontrar la compactificacién X adecuada y
determinar deg(X)

Inconveniente: introduce ceros “en el infinito”
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Variedades tdéricas sobre una curva
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térica

Toda la teoria en un ejemplo

f=(s—1)+(s-12x-3sx> |, g=-7(s—1)+(s—1)?x+3sx>
Sean
©:CxCX = P'xP? | (s,t)+— (1:s),(s—1: (s—1)%t: st2))

y X :=Im(p) C P! x P?: superficie térica sobre P!
El sistema f = g = 0 sobre C x C* se traduce en

Yo+y1—3y> = —Tyo+y1+3y2 =0 para ((to : t1),(yo: y1 1 y2)) € X

deg(X) = 3 luego #V(f,g) <3
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térica

Toda la teoria en un ejemplo

X en las cartas afines {s; # 0,x0 # 0} y {so # 0,x0 # 0}
=~ Al x A2 de P! x P2
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térica

Descomposicion en 6rbitas y condiciones de igualdad

B COx X=X, (t(s,x) = (s, (%0 tx : t2x0))
accién de C* sobre X

m X, := 77 1(v) fibra de la proyeccién canénica 7 : X — P! en
v € Pl

m XF CIm(p) C X puntos de X tq ¢ : C x C* — XF es finita

La descomposicién en 6rbitas de cada fibra X, esta en biyeccién
con las caras del techo del Newton v-adico N,

Las 6rbitas en XF corresponden a las caras horizontales de
dimensién n

La estimacién del teorema 1 es una igualdad sify =---=f, =0no
tiene ceros en X \ XF
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El politopo de Newton de una curva
racional
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curvas

Variedades racionales

Una variedad algebraica V(")  C" es uniracional si 3p : C" --» V
mapa racional tq Im(p) contiene un abierto denso de V
V es racional si p es inversible sobre un abierto denso

Ejemplo

C = V(?+y?—1)esracional: p: C — C?, t — (4, ii:)
tiene imagen C \ {(0,1)}

\/ t\
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curvas

El problema de la implicitacién

V C C" racional admite dos representaciones: paramétrica e

implicita (o por ecuaciones)
Pb: calcular el politopo de Newton de V C C" hipersuperficie dada
por una parametrizacién p : C"~1 —=» C”, i.e. calcular

N(V):=N(Fy) CR”
donde Fy € Clxy, ..., xp] ecuacién de definicién de V

N (V) no determina V pero guarda informacién: e.g. dadas
C1, G € C? curvas #:

#(Cl N Cz) < MV(N(Cl),N(CQ))
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curvas

Curvas racionales planas

Sea C := p(C*) C (C*)? curva racional de dada por
p:C* == (C*), t— (p1(t), pa(t))

El grado deg(p) € N es el cardinal de una fibra genérica
La multiplicidad de p en v € P! es

ord, (p) := (ord,(p1), ord,(p2)) € Z2

ord,(p) = (0,0) para casi todo v; > p ord,(p) = (0,0)
Teorema 2 (Dickenstein-Fleitchner-Sturmfels 2007,
Sturmfels-Tevelev 2007)

deg(p)N(p(C*)) se construye rotando —90° los vectores no-nulos
en ((ordy(p)),epr) y concatenandolos siguiendo sus direcciones en
sentido antihorario
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curvas

Un ejemplo

pite (8t —1), )
a ordo(p) = (1,2), ords (p) = (1, ~1), ordas(p) = (~2, 1)
El poligono deg(p)N(C) y sus normales interiores:

deg(p)N(C) es no-contractil, luego deg(p) =1
La ecuacién de C: x2 +3xy —xy2 +y =0
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curvas

Otro ejemplo: el folio de Descartes

prte (tgfl’ t334i1)

m ordg(p) = (2,1), ordss(p) = (1,2),
ordy,(p) = (-1, -1) (&* =1)

El poligono deg(p)N(C) y sus normales interiores:

Ecuacién de C: x3 + y3 —3xy =0
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curvas

Conexién con la teoria de interseccién

La funcion soporte de Q C R? es

RZoR , 70— ho(7) = max{(7,(x,y)) : (x,¥) € Q}

Proposicién (D'Andrea-S. 2007)

Dado 7 = (71, 72) € N?, deg(p)ho(7) es igual al namero de solucio-
nes (t,x,y) € C3 del sistema

x™ —p1(t) =y — pa(t) =Llo + lax + £ =0

para ¢; € C genérico

Este namero de soluciones se calcula exactamente con el teorema 1
El teorema 2 se demuestra alternativamente probando que
deg(p)N(C) y la concatenacién de las ord,(p),’s tienen la misma
funcién soporte
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curvas

Fin

Gracias: C. D'Andrea, T. Krick
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