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Capitulo 1

VARIEDADES
DIFERENCIABLES

1.1. Subvariedades del espacio Euclideo.

Recordemos de cursos anteriores el concepto de superficie:

Definicién 1.1.1 Una superficie (regular) es un subconjunto S C R? tal que para cada
p € S existen un abierto U C R?, un entorno abierto V de p en R? y una aplicacién
X : U — R3 diferenciable (en el sentido del Anilisis) verificando:

1. X:U — VNS esun homeomorfismo.
2. La diferencial dX, : R? — R3? es inyectiva para todo ¢ € U.

Recordemos que el cambio de pardmetros en una superficie es de clase C* en una superficie
de R3, como consecuencia del Teorema de la Funcién Inversa. Esta “ventaja” procede
de que las superficies viven en un ambiente euclideo; sin embargo cuando estudiemos
variedades diferenciables sin apoyarnos en espacios ambientes mayores, no contaremos con
esta ventaja y tendremos de imponer la diferenciabilidad del cambio de cartas.

Generalizamos lo anterior a cualquier dimensién y codimensiéon en un ambiente eu-
clideo:

Definicién 1.1.2 Una subvariedad de dimension n de RF es un subconjunto M C RF tal
que para cada p € M existen un abierto U C R™, un entorno abierto V de p en R* y una
aplicacién diferenciable X : U — RF verificando:

1. X:U —VNM es un homeomorfismo.

2. dX,:R" — R* es inyectiva para todo q € U.

1



2 CAPITULO 1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

A la aplicacién X anterior se la llama parametrizacion local de M alrededor de p.

Usaremos la notacién M™ para indicar que la dimensiéon de M es n. Observemos que la
condicion 2 anterior dice que n < k. Al entero no negativo k —n se le llama la codimension
de la subvariedad. Cuando n = k — 1, llamamos a M una hipersuperficie de R¥. También
conviene poner de manifiesto que todo abierto de una subvariedad M™ de R* es una
subvariedad de R¥ de la misma dimensién n.

Ejemplo 1.1.1 GRAFO DE UNA APLICACION DIFERENCIABLE.
Sea F : O — RF~" una aplicacién diferenciable definida en un abierto O de R™. Entonces,
el grafo de F' definido por

G(F) = {(, F(v)) e R" x R*" =R* |z € O}
es una subvariedad de dimensién n de RF.

Una sencilla utilizacion del teorema de la funcién inversa nos permite probar el sigu-
iente resultado (ya conocido para superficies), el cual nos proporcionard gran cantidad de
ejemplos de subvariedades.

Proposicién 1.1.1 Sea F': O — R? (k > p) una aplicacion diferenciable definida en un
abierto O de R*, y sea a € R? un valor regular de F (esto es, para todo x € F~'(a), la
diferencial dF, : R¥ — RP es sobreyectiva). Si F~(a) # @, entonces M := F~'(a) es una
subvariedad de dimensién n =k —p de RF.

Demostracién. Fijemos un punto p € F~1 (a), y vamos a encontrar una parametrizacién de
F~1(a) alrededor de p. Sean y = (y',y%) = (Y1, - -, Yk—p» Yk—p+1, - - -» k) las coordenadas
afines respecto a un sistema de referencia affn de R* centrado en p. Definimos H (y!,3?) =
(y', F(y)) € R¥P x RP en un entorno de (0,0) = p en R*. Entonces, H(0,0) = (0,a) €

RF¥P x RP y
I A
dH(o,o) _ < 5 P ‘ B(k p)Xp )7
pX(k—p)‘ PXp
A . s .
donde dF), = -5 ) Como dF), es sobreyectiva, el rango de esta dltima matriz es p luego

en dF, hay p filas linealmente independientes. Salvo una permutacién de las veriables
Y1, - - -, Yk, podemos suponer que las p tltimas filas de dF}, son linealmente independientes,
luego B es una matriz regular. Por tanto, el rango de dH ) es k, y dH ) es un iso-
morfismo. Por el teorema de la funcién inversa, existen entornos abiertos de O de p en
R¥ y H(O) de (0,a) € R¥P x RP en R* tales que H|p : O — H(O) es un difeomorfis-
mo. Geométricamente, H “rectifica” O N F~!(a) llevandolo en puntos del subespacio afin
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{y? = a} de R¥. Més concretamente, si y = (y',y?) € ONF~!(a) entonces H(y) = (y', a)
y ademads, y' € 71 (H(O)) donde m; : R¥ — R*~P la proyeccién sobre las primeras k — p
componentes. Nétese que m (H (O)) es abierto de R¥~P, ya que 71 es una aplicacién abier-
ta. Sin embargo, el reciproco no tiene porqué ser cierto, ya que si y! € 71(H(O)) entonces
no tenemos asegurado que (y',a) € H(O), como puede verse en el dibujo siguiente:

AP
H R

RE—P

Este problema técnico puede solucionarse tomando H(O) més pequeno: cambiamos
H(O) por H(O)Nwy ! [r1(H(0) N {y? = a})] (que es abierto de R¥ porque H(0)N{y? = a}
es abierto en la topologfa inducida en {y? = a}, donde ; se restringe como difeomorfismo
a R*7P) vy después cambiamos O por la imagen inversa mediante H del “nuevo” H(O).
Consideremos el abierto U := 71 (H(0)) C R*¥7P. Definiendo y' — X (y') = H~(y', a),
tendremos la parametrizacion que buscamos. O

Ejemplo 1.1.2 ESFERAS.
Sea a = (a1, ...,apt1) € R™ y r > 0. Entonces, el conjunto

n+1
= { = (1, nen) € RS (- a)? :’"2}
=1

es una hipersuperficie de R"*!, a la que se llamaremos esfera de dimension n, centro a y
radio v de R*1,
En efecto, basta aplicar la Proposicién 1.1.1 a la aplicacién F : R"*1 — R dada por
(T150 oy Tn1) = 200 (0 — @)™

Ejemplo 1.1.3 TOROS n-DIMENSIONALES.
Sean ry,...,r, > 0. Entonces, el conjunto

T" = {(21,...,20) EC" =R* | 5> =717, i=1,...,n}

7
es una subvariedad de dimensién n de R?", a la que llamamos toro n-dimensional.

En este caso aplicaremos la Proposicién 1.1.1 a la aplicacién F' : R?" — R" dada por
F(z1,.. ) = (|23 - |za]?).
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Ejemplo 1.1.4 GRUPO ORTOGONAL.

Sea M, (R) = R™ el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes
reales, y S, (R) C M, (R) el subespacio vectorial de las matrices simétricas (dimg S,,(R) =
”(”TH)) Entonces, la aplicacién F : M, (R) — S,(R) dada por F(A) = A - A? es diferen-

n(n+1)
ciable (identificamos S, (R) con R 5 ) v la matriz identidad I,, es un valor regular de F

(ejercicio 5). Por tanto, el conjunto

O(n) = {A cM,(R)| A A" = In}
es una subvariedad de dimensién ”(nT_l) de M,,(R), a la que llamamos el grupo ortogonal
de orden n. Cada matriz ortogonal se corresponde con una isometria vectorial del espacio
vectorial métrico (R", gg) en si mismo. Estas isometrias vectoriales tienen determinante
+1, y las que corresponden a rotaciones forman un subgrupo de indice 2 (el grupo especial
ortogonal):

SO(n) ={Ae€O(n) | det A=1}.

La continuidad de la aplicacién determinante nos dice que SO(n) es abierto y cerrado de
O(n). Por tanto, SO(n) es también una subvariedad de M, (R) de dimensién ”(”T_l)

Ejemplo 1.1.5 GRUPO ESPECIAL LINEAL.

Sea Gl(n,R) = {A € M,(R) | det A # 0} el grupo lineal de orden n, formado por las
matrices de automorfismos vectoriales de R™. Como Gl(n, R) = det ! (R—{0}), deducimos
que Gl(n,R) es un abierto del espacio euclideo M,,(R), y por tanto es una subvariedad
n?-dimensional. Consideremos la aplicacién diferenciable det : GI(n,R) — R — {0}, cuya
diferencial es ddet(B) = det A - Traza(BA™!) (ejercicio 10). Por tanto, 1 es un valor
regular de F' y la Proposicién 1.1.1 nos dice que el grupo especial lineal de orden n

Sl(n,R)={A e M,(R) | det A=1} C Gl(n,R)
es una subvariedad de dimensién n? — 1 de Gl(n, R).

Ejemplo 1.1.6 GRUPO UNITARIO.

2 2
Sea M, (C) = C" = R®" el espacio vectorial complejo de las matrices cuadradas de
orden n con coeficientes complejos. Entonces, el conjunto

U(n) = {A € M,(C) | AA" =1,}

es una subvariedad de dimensién n? de M,,(C) (ejercicio 11), a la que llamamos el grupo
unitario de orden n.
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Ejemplo 1.1.7 GRUPO ESPECIAL UNITARIO.
El determinante de cada matriz A € U(n) es un numero complejo unitario. Dentro de
U(n) podemos considerar las matrices con determinante 1:

SUMm)={AeU(n) | det A=1},

que forma un subgrupo de U(n). Entonces, SU(n) es una subvariedad de dimensién n? — 1
de M, (C), a la que llamamos el grupo especial unitario de orden n. Quizas valga la pena
exponer algunos detalles de la demostracién de esta propiedad. Mucho de lo que viene a
continuacién estd contenido en el ejercicio 11.

Llamamos SC,,(C) = {A € M,(C) | At = A}, AC,(C) = {4 € M,(C) | Al = —A}.
Entonces, SC,,(C), AC,,(C) son subespacios vectoriales reales de M,,(C) de dimensién n?
y M,(C) = 8C,(C) ® AC,(C) como espacios vectoriales reales. Asi, el grupo unitario
es U(n) = F~(I,) donde I, es la matriz identidad de orden n, y F es la aplicacién
diferenciable dada por

—t

F: M,(C) - SC(C), F(A)=A A"

Entonces, dada A € U(n) (grupo unitario), se tiene ker(dF4) = A -ker(dF7,), de donde se
deduce facilmente que I,, es un valor regular de F, y por tanto U(n) es una subvariedad
de M,,(C) de dimensién (real) n?.

Si queremos repetir los argumentos para dotar de estructura de subvariedad a SU(n),
consideraremos la aplicacion F : M,,(C) — SC,,(R) x R dada por

F(A) = (AA", 3(det A)), (1.1)

donde (z) denota la parte imaginaria de z € C. Es facil comprobar que ﬁ_l(In, 0) =
SU(n) U SU_(n), donde SU_(n) = {A € U(n) | det A = —1} y que SU(n),SU_(n)
son abiertos disjuntos de F~1(I,,0). Si dotamos a F~(I,,0) de estructura de subvar-
iedad (n? — 1)-dimensional de M,,(C), entonces tendremos que SU(n) también es una
subvariedad (n? — 1)-dimensional de M,,(C), que es lo que querfamos demostrar. Y para
comprobar que F~1(I,,0) es una subvariedad (n? — 1)-dimensional de M,,(C), s6lo ten-
emos que probar que (I, 0) es un valor regular de F. Tomemos A € ﬁ_l(In, 0). Entonces,
dFy : M, (C) — 8C,(C) x R viene dada por

dFA(B) = (dFa(B),S (d(det)4(B))),

donde F(A) = AA'. La diferencial de la aplicaciéon determinante anterior se obtiene pasan-
do a matrices complejas regulares la férmula del ejercicio 10:

d(det) 4(B) = det A Traza(BA™!) = +Traza(BA™!),
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donde hemos usado que ﬁ(A) = (I,,0). Asi que hay que probar que la aplicacién B €
Mu(C) — (dFa(B),£S (Traza(BA™!)) es sobreyectiva sobre SC,(C) x R. Probaremos
esta sobreyectividad cuando det A = 1 (es decir, cuando el £ anterior es +), ya que el caso
det A = —1 es similar.

Dada (C, A) € SC,(C) x R, la sobreyectividad de dF\4y de M, (C) a SC,,(C) nos pro-
porciona una martiz By € M, (C) tal que dF4(B;) = C. Ahora hay que comprobar
que se puede elegir tal matriz By de forma que & (Traza(BlA_l)) = \. Toda matriz
B € B; +ker(dFy) = By + A - AC,,(C) también cumple dF4(B) = C (y asi son todas
las soluciones B de la ecuacién dF4(B) = C), luego la cuestién se reduce a encontrar
D e AC,(C) tal que

S [Traza ((By + AD)A™!)] = A. (1.2)

Tomemos D € AC, (C) a determinar. Entonces,
S [Traza ((B1 + AD)A™1)] = S [Traza ((B1A™Y)] + S [Traza (D).

El primer sumando del miembro de la derecha anterior es un ntimero real § que no depende
de D. Por otro lado, el que D € AC,(C) implica que Traza(D) = pi para algin p € R,
luego hay que resolver la ecuaciéon A\ = § + p con A\, 0 € R dados, en la incognita u, y
con este 4 = A — 0 definiremos la matriz D € AC,(C) que haga cierta la ecuacién (1.2).
Por ejemplo, tomaremos D como la matriz diagonal compleja de orden n con diagonal
(ui, 0, ...,0). Esto prueba que SU(n) es una subvariedad de M,,(C) de dimensién n? — 1.

Proposicién 1.1.2 Sea M C RF wuna subvariedad de dimension n. Para cada i = 1,2
tomemos una parametrizacion X; : U; C R™ — R* de M tal que O = X1(U1)NXo(Usg) # O.
Entonces,

Xyt o Xy X{(0) = X51(0)

es un difeomorfismo al que se llama cambio de pardmetros.

Definicién 1.1.3 Sea M C RF una subvariedad de dimensién n, y p € M. Una funcién
f: M — R se llama diferenciable en p si existe una parametrizacién X : U C R® — RF
con p€ X(U) tal que fo X : U C R"” — R es diferenciable en X ~!(p).

La independencia de la parametrizacién en la definicién anterior es consecuencia del cambio
de pardmetros (Proposicién 1.1.2).

1.2. Concepto de variedad diferenciable.

Definiciéon 1.2.1 Sea M un espacio topolégico. Una estructura diferenciable sobre M es
una familia D = {(U;, ¢;) }ier (aqui I es cualquier conjunto de indices) verificando
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1. {Ui}ier es un recubrimiento por abiertos de M.

2. Existe un entero n > 1 tal que para todo i € I, ¢; es un homeomorfismo de U; sobre
un abierto de R"™.

3. Sii,j €I cumplen U; NU; # O, entonces la aplicacién
¢jo¢; ' di(UiNUy) — ¢;(Us N U;)
es un difeomorfismo entre abiertos de R"™.

4. La familia D es maximal, en el sentido de que D contiene a todos los pares (U, ¢)
cumpliendo:

a) U es un abierto de M y ¢ un homeomorfismo sobre un abierto de R™.
b) Paratodoie Italque UNU; # O, ¢o qﬁi_l es un difeomorfismo.

Diremos que M = (M, D) es una wvariedad diferenciable de dimensién n. A cada par
(U, ¢) € D se le llama entorno coordenado o carta de la variedad y a cada recubrimiento
(no necesariamente maximal) {(U;, ¢;)}ier de M por cartas de D, atlas de M. Si a los
cambios de coordenadas, esto es a los difeomorfismos del punto 3 anterior, sélo le exigimos
que sean difeomorfismos de clase C* (resp. analiticos), a la estructura diferenciable se le
llama de clase C* (resp. analitica). Como el cambio de cartas es un difeomorfismo entre
abiertos del euclideo, el teorema de la funcién inversa nos dice que la dimensién de una
variedad estd bien definida (no depende de la carta ni del atlas diferenciable!).

Nota 1.2.1 No hemos impuesto a nuestras variedades condiciones topoldgicas naturales,
como ser Hausdorff. La razén es que esto crea algunos problemas con cocientes (por ejem-
plo, en la Proposicién 1.3.3). De todas formas, a partir de cierto momento supondremos
que todas las variedades que consideremos seran Hausdorff y ANII (al probar la existencia
de particiones de la unidad).

Las siguientes afirmaciones son faciles de probar:
Lema 1.2.1

(i) Sea M un espacio topolégico y A = {(U;, ¢i) }ier un atlas sobre M. Entonces, existe
una unica estructura de variedad diferenciable sobre M que contiene al atlas A.
Representaremos a dicha estructura diferenciable por D(A) (estructura diferenciable
generada por A).

1 ’ . . . . s .

Aquf usamos que las variedades son de clase C”, r > 1. Si estudiamos variedades C° (topolégicas),
no podremos hacer uso del teorema de la funcién inversa, sino del teorema de invarianza del dominio de
Brouwer, para concluir que la dimensién de una variedad de clase C° est4 bien definida.
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(ii) Si Ay y Ay son dos atlas sobre el mismo espacio topoldgico, entonces D(A;) = D(Asg)
si y s6lo si para todo (U1, ¢1) € A1 y (Us, ¢2) € Az con Uy NUz # O, ¢g0 qﬁl_l es un
difeomorfismo.

(iii) Toda subvariedad n-dimensional de R¥ es una variedad diferenciable de dimension n.

(iv) Sea M wuna variedad diferenciable de dimension n con estructura diferenciable D, y
sea O un abierto de M. Entonces

Do ={(VNO,dlvrno) | (V,¢) € D}

define una estructura de variedad diferenciable de dimension n en O. En este caso,
decimos que O es una subvariedad abierta de M.

Por ejemplo, en R podemos considerar los atlas A; = {(R, 1g)}, A> = {(R,#3)}. Cada
uno de ellos genera una estructura diferenciable sobre R, pero el cambio de cartas entre
Igs y t3 no es diferenciable. Por tanto, D(A;) # D(Az) (ver ejercicio 1).

Ejemplo 1.2.1 Segtn el punto (iii) anterior, todos los ejemplos anteriormente vistos
de subvariedades del euclideo son variedades diferenciables. Esto se aplica a la esfera
S" = S*(1) ¢ R*"!. A continuacién presentamos un atlas sobre la esfera: Para cada
t=1,...,n+1, sean

Uz‘+ = {(1‘1, .. .,xn+1) es” ‘ T; > 0}, Ui_ = {(1‘1, .. .,xn+1) es” ‘ x; < 0}.

Claramente, U;", U;” son abiertos de S" y S" = U?;?(UZ* UU; ). SiD" C R” es el disco
abierto centrado en el origen y de radio 1, consideramos las aplicaciones

4,0?[ : UZAjE — D", @f(xl, cey Tpg1) = (T1, 0y Ty oo Tpg1),

donde 7; significa que omitimos esa coordenada. @f es claramente continua, con inversa

((Pi)i(ylv"'vyn): Yiy-- > Yi1, L

n
1_Zy227y277yn 7(y17"-7yn)€Dn'
i=1

Como (p;)* también es continua, deducimos que @f es un homeomorfismo. Es ficil com-
probar que el cambio de cartas es diferenciable, y por tanto A = {(UF, p!™)}™1! es un
atlas diferenciable sobre S”, que genera la estructura diferenciable estdndar sobre ésta. En
el ejercicio 17 se define otro atlas diferenciable sobre S™ que genera la misma estructura

diferenciable, esta vez basado en proyecciones estereogréficas.
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Ejemplo 1.2.2 VARIEDADES PRODUCTO.

Sean M™, N™ variedades diferenciables. Si Ay, Ay son atlas diferenciables sobre M, N,
entonces podemos construir un atlas diferenciable sobre M x N mediante las cartas pro-
ducto: Dadas (U,v) € Ay, (V, @) € Ay, consideramos el homeomorfismo (tomamos en
M x N la topologia producto)

Yxp:UxV —=ypU)xp(V)cR™™.

Los cambios de cartas son diferenciables, y A = {(UXV, ¥ xy) | (U, ¢) € A, (V, ) € An}
forman un atlas diferenciable (no maximal) sobre M x N. A la estructura diferenciable
generada por A sobre M x N se le llama estructura producto.

Ejemplo 1.2.3 EspAcio PROYECTIVO REAL (modelo de R™™! — {0}).
En R — {0} se considera la relacién de equivalencia R dada por

xRy < IX € R —{0} tal que y = Ax.

Al espacio cociente RP" = (R"*! — {0})/R se le llama espacio proyectivo real de dimen-
sién n. En RP™ consideramos la topologia cociente, que hace de la proyeccién natural
II: R"* — {0} — RP" una identificacién (es la mayor topologia en RP™ que hace continua
a II).

Para cada i € {1,...,n+ 1} sea O; el abierto de R"*! — {0} definido por

O’i = {(fI,'l, .. .,$n+1) € Rn+1 ‘ T ;é 0}

Como IT~H(I1(0;)) = O; (es decir, O; es un abierto saturado), el conjunto V; = I1(0;) es
un abierto de RP". Consideremos la aplicacién ¢; : V; — R™ dada por

X1 Ti—1 Ti41 Tn+1
@(n(xl,...,xnﬂ)):(—..., L i )

Entonces, {(Vi, ¢i)}1<i<nt1 define un atlas sobre RP" que lo convierte en una variedad
diferenciable de dimensién n.

Sid:S™ — R™! — {0} representa la inclusién y 7 : S® — RP" es la aplicacién dada
por m = Il o4, entonces m(S") = RP". En particular, RP" es una variedad compacta. Mds
adelante veremos como describir RP" a partir de S™, mediante la accién del grupo Z/27Z.

Ejemplo 1.2.4 ESPACIO PROYECTIVO COMPLEJO.
El espacio proyectivo complejo CP" se define de forma analoga al caso real, tomando en

C™ — {0} = R?"2 — {0} la relacién de equivalencia

2Rz < I\ € C—{0} tal que 2’ = Az.
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Al espacio cociente CP" = (C"™ — {0})/R se le llama espacio proyectivo complejo. Las
cartas de un atlas diferenciable sobre CP" se definen de forma similar al caso real: primero
consideramos en CP™ consideramos la topologia cociente, que convierte a la proyeccién
IT: C"* — {0} — CP" en una identificacién. Para cada i € {1,...,n+ 1} se define

Oi ={(z1,. ., 2n41) € C"* | 2 #0}.
Entonces, V; = I1(O;) es un abierto de CP", y la aplicacién ¢; : V; — C™ = R?" dada por

21 Zi—1 Zi41 Zn+1
¢’i(H(217-"7zn+1)):<_7"'7 - ) - [ . )

define un atlas {(V;, ¢;) }1<i<n+1 sobre CP", que lo convierte en una variedad diferenciable
de dimension 2n. Los cambios de carta no son sélo difeormorfismos de clase C*°, sino
difeomorfismos analiticos (holomorfos) en el sentido de la variable compleja, lo que hace que
CP" tenga una estructura de variedad compleja de dimensién n, aunque no estudiaremos
variedades complejas en este curso.

1.3. Aplicaciones diferenciables. Difeomorfismos.

Definiciéon 1.3.1 Sean M™ y N™ dos variedades diferenciables y p € M. Una aplicacién
F : M — N se dice diferenciable en p si para cualquier carta (V,¢) de N con F(p) € V,
existe una carta (U,v) de M conp € U tal que F(U) C V' y

poF oy~ :yp(U) — ¢(V),

es diferenciable en 1) (p) como aplicacién entre abiertos de R™ y R™. F' se dice diferenciable
en M si es diferenciable en todo punto de M. Al conjunto de aplicaciones diferenciables
de M en N lo representaremos por C*°(M, N) (simplificaremos C*° (M, R) por C*°(M)).

Nota 1.3.1

(i) La definicién anterior no depende de las cartas alrededor de p y F(p), porque el cambio
de cartas es diferenciable como aplicacion entre abiertos del espacio euclideo. De
hecho, podemos cambiar “V(V, ¢)...3(U,¥)” por “Y(V,¢),V(U,¢)...” o bien por
“JI(V,¢),3(U, ) ... con los cambios obvios.

(ii) No hemos impuesto que F sea, a priori, continua. Sin embargo, es facil ver que si
F : M — N es diferenciable, entonces F' es continua (ejercicio).

(iii) Si M o N son abiertos de R™ o R entonces, para cualquier punto p € M, las cartas
pueden ser tomadas asi: (U,¢) = (R", 1gn) o (V,¢) = (R™, 1gm). En particular,
cuando M y N son abiertos de R™ y R™, el nuevo concepto de diferenciablidad
coincide con el del Anélisis.
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Definiciéon 1.3.2 Un difeomorfismo entre dos variedades diferenciables M y N es una
aplicacién biyectiva F : M — N tal que F y F~! son aplicaciones diferenciables. En tal
caso, M, N se dicen variedades difeomorfas. Claramente, las dimensiones de dos variedades
difeomorfas coinciden. Un difeomorfismo local es una aplicacién diferenciable F': M — N
tal que Vp € M, existen entornos abiertos U de p en M y V de F(p) en N tales que
Fly : U — V es un difeomorfismo.

Dos ejemplos: Si (U, ¢) es una carta de una variedad diferenciable M, entonces ¢ es
un difeomorfismo de U en ¢(U), ambos con la estructura diferenciable inducida como
abiertos de M y R", respectivamente. Por otro lado, las variedades (R, D({(R,1gr)}) y
(R, D({(R,t?)}) son difeomorfas, aunque ambas estructuras diferenciables son distintas.
En Geometria Diferencial, identificamos variedades diferenciables que sean difeomorfas,
as{ que los dos ejemplos anteriores de estructuras diferenciables sobre R son consideradas
idénticas desde este punto de vista.

Otro problema, mucho més complejo, es determinar cudntas estructuras diferenciables
distintas (no difeomorfas) admite una variedad topolégica dada, si es que admite alguna.
A nivel informativo:

» Toda variedad C* admite una tnica estructura diferenciable (C*°) que es compat-
ible con la estructura C*, en el sentido de que los cambios de cartas entre ambas
estructuras son difeomorfismos de clase C¥ (Whitney).

» Existen variedades topolégicas (C?) que no admiten ninguna estructura diferenciable
(Donaldson).

= Cada variedad topolégica M™ con dim M < 3 admite una Unica estructura diferen-
ciable (salvo difeomorfismos).

» Cada variedad diferenciable compacta M™ con dim M > 5 admite una cantidad
finita de estructuras diferenciables (salvo difeomorfismos).

» Para cadan € N, n # 4, R” admite una unica estructura diferenciable (salvo difeo-
morfismos).

s R? admite una cantidad infinita no numerable de estructuras diferenciables.

= Una esfera exdtica es una variedad diferenciable M™ homemorfa a S pero no difeo-
morfa a S™. La tabla siguiente muestra la cantidad de estructuras diferenciables en
una esfera (salvo difeomorfismos) para dimensiones bajas:

10 11 12 13
6 992 1 3

dimM |1 2 3 456 7 8
11711 2

9
#estr. dif. | 1 28 2 8
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En particular, para n = 4 se desconoce si existen esferas exdticas. La conjetura de
Poincaré diferenciable dice que no existen esferas exéticas 4-dimensionales, pero ese
problema esta atn abierto (incluso podrian existir infinitas).

Proposicién 1.3.1
(i) La aplicaciones constantes entre variedades diferenciables son diferenciables.
(ii) La identidad de una variedad diferenciable en si misma es un difeomorfismo.

(iii) La composicion de aplicaciones diferenciables entre variedades diferenciables es difer-
enciable. En particular, la composicion de difeomorfismos es un difeomorfismo.

(iv) SiO es un abierto de una variedad diferenciable M, entonces la inclusion i : O — M
es diferenciable. Ademds, si F : M — N es diferenciable entonces F|o : O — N
también es diferenciable.

(v) Si (V,¢) es una carta de una variedad diferenciable M™, entonces ¢ : V. — (V)
es un difeomorfismo. Llamaremos funciones coordenadas de la carta (V,¢) a las
componentes x; =p; o ¢ : V — R, donde p; : R* — R son las proyecciones.

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 1.3.2 Sea M™ C RF una subvariedad. Entonces:
1. Lainclusion i : M — R* es diferenciable.

2. Una aplicacion F : N — M es diferenciable si y sélo siio F : N — R es diferen-
ciable.

3. 8i O es un abierto de RF con M C O y F : O — N es una aplicacion diferenciable,
entonces F|pr: M — N es diferenciable.

Demostracion.

Para probar que i es diferenciable en p € M, basta elegir una carta (U, 1) para M
alrededor de p que sea “la inversa de una parametrizacién X”. La carta elegida para R*
serd (R 1gx), luego la versién de i en coordenadas locales respecto a ambas cartas es la
parametrizacién X de M, que es diferenciable. Esto prueba el apartado 1. El apartado 3
es consecuencia de I ya que F|y; = F o siendo i la inclusién de M en O. Por tltimo,
veamos el apartado 2:

La implicacion necesaria se deduce de que la composicion de aplicaciones diferenciables
es diferenciable. Veamos la implicacién suficiente:
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Primero notemos que F' € C°(N, M), ya que M tiene la topologia inducida (es decir,
la topologia inicial para la inclusién) e i o F' es continua de N a RE.

Fijemos un punto p € N. Basta probar que F': N — M es diferenciable en p. Usando el
Lema 1.3.1 en F(p) (que probaremos después), tenemos que existen cartas (U, 1) para M y
(V. ) para R tales que F(p) € U, ¥(F(p)) = 0 € R", i(F(p)) € V, p(i(F(p))) = 0 € R¥,
UcVy (apoiow_|) (1, .y xn) = (T1,...,2,0,...,0).

Usando la continuidad de F' : N — M y el abierto U de M, encontramos una carta
(W,x) en N tal que p € Wy F(W) C U. Si vemos que ) o F' o x~! es diferenciable en
X (W) podremos concluir que F es diferenciable en p y habremos terminado. Llamando 7y
a la proyeccién de R¥ = R™ x R*¥~" sobre su primer factor, tenemos

woFoX_1 = 1w(U)O(¢ oFoX_l) = (7T1 o<poio¢_1)o(¢oFoX_1) = Wlo[apo (ioF) oX_l] ,

que es diferenciable por ser composicién de aplicaciones diferenciables. O

Lema 1.3.1 Sea M" C RF una subvariedad, y p € M. Entonces, existen cartas (U, )
para M y (V, ) para R¥ tales que p € U, (p) = 0 € R”, i(p) € V, ¢(i(p)) = 0 € RF,
UcCcVy

((poiow_|> (1, xn) = (21,...,2,0,...,0).

Demostracion. Tomemos una carta ((7 , ) para M alrededor de p, del tipo “inversa de
una parametrizacién”, i.e. existe una parametrizacién X : ¢(U) — R* de M alrededor de
p, tal que 9 es la inversa del homeomorfismo obtenido restringiendo X a su imagen. No
perdemos generalidad suponiendo 0 € ¢(U) y X (0) = p.

Por definicién de parametrizacién, la diferencial dXy : R® — R* es inyectiva. Pode-
mos suponer, tras posiblemente una permutacién de las componentes de X (que es un
difeomorfismo de R* y por tanto una carta de éste) que la matriz Jacobiana dXg es del

tipo
A
dX — XN )
0 < B(k—n)xn

con A regular. Consideremos la aplicacién diferenciable H : 1;((7 ) x RE=" — R¥ dada por
H(z,y) = X(2)+(0,y),donde 2 € ¥(U), y € R*¥™. Asi, H(0,0) = p y la matriz Jacobiana

de H en (0,0) es
An><n 0
dH(O’O) N < B Ig—n ) 7

que es una matriz regular. Por el Teorema de la Funcién Inversa, existen abiertos O C ¢(U)
y W C RF=" ambos conteniendo a los respectivos origenes, tales que

Hlz,p:OxW — HOx W)
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es un difeomorfismo, y H (6 x W) es un abierto de R* que contiene a p. Finalmente,
definimos la cartas (U, ) de M y (V, ¢) de R¥ mediante

U=yH0)cU, v=49ly, V=HOxW)CR ¢=(H|z,)"

Nétese que la inclusién U C V' se traduce en~1z_1(5) C H(Ox W), inclusién que se cumple
ya que dado ¢ € ¥~(0O), tenemos g = X (¢(q)) luego ¢ = H(¢(q),0) € H(O x W). Sélo
queda comprobar que (poio 1) (z) = (z,0), donde x = (21, ...,2,) € O. Pero

(poiou ™)) = |(Hlg) ™ oio () | @)= (g 0 X] (0)

luego la igualdad que queremos se deduce de que X (r) = (H|g5, ;) (%,0). O

A continuacién tenemos ejemplos de aplicaciones diferenciables. La demostracién de
la diferenciabilidad se deja como ejercicio.

Ejemplo 1.3.1

(i) Dado g € S™(1), la funcidn altura f, : S*(1) — R dada por fq(p) = (p,q), es diferen-
ciable.

(ii) La proyeccién canénica IT : R"*1 — {0} — RP" es diferenciable, y una aplicacién
F :RP" — M es diferenciable si y sélo si F oIl : R*** — {0} — M es diferenciable.

Una forma sencilla de producir gran cantidad de variedades diferenciables es como
cocientes de otras variedades mediante acciones de grupos con ciertas condiciones, como
veremos a continuacion.

Definicion 1.3.3 Sea M™ una variedad diferenciable y G un grupo algebraico. Una accion
es una aplicacion A : G x M — M tal que Vg, 91,92 € G, Vp € M,

1. e-p=p,
2. g1-(92-p) =(91-92) P

Dado g € G, se define \; : M — M por \;(p) = ¢ - p. Entonces, A, es una biyeccién, con
inversa Ag-1.

La accién A se dice diferenciable cuando Vg € G, A4 es un difeomorfismo de M en si mis-
ma (equivalentemente, cuando A, es diferenciable Vg € G). Ademas, A se dice propiamente
discontinua cuando VYp € M, 3U C M abierto conteniendo a p tal que U N A\ (U) = O
Vg € G — {e}.
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Toda accién A sobre M define una relacién de equivalencia sobre M:
p~aq & geGlg-p=gq

Llamemos 7w : M — M/G = M/ ~¢ a la proyeccién canénica de M en su cociente. 7 es
continua si en M/G consideramos la topologia cociente, y abierta (porque 7~ !(7(0)) =
UgeG)\g(O), VO C M)

Proposicién 1.3.3 Si A : G x M — M es una accion diferenciable y propiamente dis-
continua de un grupo algebraico G sobre una variedad diferenciable M, entonces existe
una Unica estructura diferenciable D sobre M /G que convierte a m en difeomorfismo local.
Ademds, la topologia subyacente a D es la topologia cociente.

Demostracion. EXISTENCIA.

Consideremos en M /G la topologia cociente T /G de la topologia T de M. Dado p € M,
sea U un abierto de M conteniendo a p dado por la discontinuidad de la acciéon A. Entonces,
mly : U — 7(U) es un homeomorfismo (es continua, sobreyectiva, inyectiva y abierta).
Ahora podemos definir las cartas de M/G como la composicién de 7|y con cartas de M
cuyo abierto coordenado esté contenido en U. Variando U y aplicando este procedimiento,
se obtiene un atlas diferenciable sobre M/G, que genera una estructura diferenciable D
que hace a 7 difeomorfismo local (ejercicio).

UNICIDAD.

Si M /G admite una estructura diferenciable D’ que hace de 7 un difeomorfismo local y 1la-
mamos 7’ a la topologia subyacente a D', entonces 7 : (M, T ) — (M/G,T") es continua,
sobreyectiva y abierta, luego identificacién. Por tanto, T’ = 7 /G. Ahora consideramos las

1
aplicaciones M 5 (M/G, D) 5% (M/G, D), cuya composicién es 7. Como las dos 7 son
difeomorfismos locales, concluimos que 1,7/ es diferenciable de (M/G, D) en (M/G,D').
El reciproco es igual, con lo que D = D'. O

Podriamos haber definido variedad diferenciable anadiendo a la definicién 1.2.1 la
condicién de que el espacio topolégico subyacente sea Hausdorff (todos los ejemplos pre-
sentados hasta ahora lo son, y también los que veremos en este curso). Sin embargo, anadir
Ty a la definicién de variedad exige que se anada también una condicién adicional a la
Proposiciéon 1.3.3 para que siga siendo cierta: necesitamos que dados p,q € M que no se
relacionen mediante G, existan U,, U, C M abiertos conteniendo a p, g respectivamente,
tales que U, N A\y(U,) = @ para todo g € G (de hecho, esta ultima propiedad caracteriza
cudndo M /G es Hausdorff). En esta linea, debemos recordar las siguientes observaciones
topolégicas sobre separacién del cociente (X/ ~, T/ ~) de un espacio topolégico (X, T )
por una relacién de equivalencia:

» Si la proyeccién canénica 7 : X — X/ ~ es abiertay R = {(z,y) € X x X |z ~ y}
es cerrado (en la topolgia producto), entonces X/ ~ es Hausdorff.
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= Si 7 es cerrada, entonces R es cerrado en X x X.

En el caso de una accion diferenciable y propiamente discontinua A de un grupo G sobre
una variedad M", sabemos que la proyeccién m: M — M /G es abierta, luego una forma
de tener que M /G es Hausdorff es probar que 7 es cerrada. Dado F' C M cerrado, w(F) es
cerrado en la topologia cociente si y sélo si 7~ (7 (F)) es cerrado en M. Pero 7~ (7(F)) =
UgeaAg(F), que es unién de cerrados. Esto nos dice que si G es finito, entonces 7 es
cerrada y por tanto, M/G es Hausdorff. Sin embargo, este método no puede usarse en el
Ejemplo 1.3.3, donde G es isomorfo a Z" (en ese caso es ficil probar directamente que
R = {(z,y) € R"xR" | x ~ y} es cerrado de R?", y por tanto el cociente T" es Hausdorff).

Ejemplo 1.3.2 Espacio PROYECTIVO REAL (modelo de S")

Si A es la aplicacién ant{poda sobre S™(1), entonces el grupo G' = {1gn(y), A} actia difer-
enciable, propia y discontinuamente sobre S™(1), luego existe una tnica estructura difer-
enciable sobre S"(1)/G = RP™ que convierte a m en difeomorfismo local. En particular,
una aplicacién F' : RP" — M es diferenciable si y sélo si F onm:S"™ — M es diferenciable
(siendo M cualquier variedad diferenciable).

Ejemplo 1.3.3 TOROS n-DIMENSIONALES.
Dada una base B = {v1,...,v,} de R", el grupo de traslaciones G = {T,, | v € Zv1 @ ... D
Zvy} actia diferenciable, propia y discontinuamente sobre R™, donde T, es la traslacién

de vector v. El cociente R"/G = T es un toro n-dimensional, difeomorfo a S*x ™. xS,

Ejemplo 1.3.4 BOTELLA DE KLEIN.

a

Botella
b
| e Kiein |°

a

Se considera la grupo G generado por los movimientos rigidos del plano

¢1($,y):($+1,y), ¢2((L‘,y):(1—$,y—1).

G actia de forma natural sobre R?, de forma diferenciable, propia y discontinua. La
actuacion de G sobre el cuadrado unidad [0, 1]? se representa mediante la figura de arriba.
El cociente R?/G es la botella de Klein BK. La proyeccién natural II : R? — BK es un
difeomorfismo local, y una aplicacién F : BK — M™ valuada en una variedad diferenciable
M es diferenciable si y sélo si F o7 : R? — M es diferenciable.
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A continuacién probaremos la existencia de funciones meseta y particiones de la unidad
en cualquier variedad con ciertas hipotesis topoldgicas. Las funciones meseta permiten
construir particiones de la unidad, que a su vez trasladan conceptos y cuestiones locales
a otras globales (por ejemplo, en la Seccién 1.4 podremos tratar indistintamente vectores
tangentes en un punto p a una variedad como derivaciones sobre funciones globalmente
definidas o como gérmenes de funciones alrededor de p).

Lema 1.3.2 (Existencia de funciones diferenciables no constantes)
Sea M™ una variedad diferenciable, U C M wun abierto y p un punto de U. Entonces,
existe una funcion diferenciable f: M — R wverificando:

1. f =1 sobre un entorno abierto relativamente compacto V de p con V C U.

2. soporte(f) ={pe M | f(p) # 0} es un compacto contenido en U y f >0 en M.

A una tal funcion f la llamaremos funcién meseta.

Demostracion. Empezaremos produciendo una funcién similar a la que buscamos, pero

. . e/t sit>0
definida sobre R. Definimos u : R — R mediante u(t) = 0 sit<0

0l %
u es de clase C™, estrictamente creciente, tiene limite 1 cuando ¢ — oo y un punto de

inflexién en ¢ = 1/2. Con esta u definimos ¢g : R — R dada por g(t) = #ut()l_t)

of 1
Es facil comprobar que g € C*°(R), g >0, g(0) =0, g(t) =1sit>1y g(t)=0sit <0.
Por ultimo, definimos h : R — R dada por h(t) = g(t +2) g(2 — t):
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Es fécil comprobar que h € C*°(R), h > 0, h(t) = 0si |t| > 2y h(t) = 1 si |t| < 1. Esta es
la funcién meseta que buscamos sobre R. Con la notacién del lema, tenemos V = (—1,1)
y U podemos tomarlo como cualquier abierto que contenga a [—2, 2].

En la segunda parte de la prueba, encontraremos la funcion meseta sobre la variedad
M. Es claro que no perdemos generalidad suponiendo que U es el abierto coordenado de
una carta (U,1)) centrada en p (es decir, ¥(p) = 0 € R™). Como 9 (U) es un abierto de
R™ que contiene a 0, existe p > 0 tal que B(0,2p) C ¢(U). Definimos V := 1 ~1(B(0, p)),
abierto de M que contiene a p, y f: M — R mediante

a (W(%)HQ) sigel,
flg) = p ,
0 siq ¢ U,

donde h es la funcién meseta en R que acabamos de construir. Entonces, f es C*° en M
(la diferenciabilidad de f en U se deduce de la de h, y M —1~1(B(0,2p)) es un abierto que
contiene a M —U, donde f es idénticamente cero). Ademas, V = ¢~ (B(0, p)) es compacto
por ser imagen continua de un compacto, y estd contenido en U. Es facil comprobar que
f=lenVyque{qge M| f(q) #0} Cp~1(B(0,2p)), luego tomando clausuras deducimos
que soporte(f) es un compacto contenido en U. O

Definiciéon 1.3.4 Un espacio topoldgico cumple el sequndo axioma de numerabilidad
(ANII) si admite una base numerable de topologfa.

Por ejemplo, R™ con la topologia usual es ANII. Si X es un espacio topologicoy A C X es
un subconjunto suyo, entonces A es ANII con la topologia inducida . Ser ANII también se
hereda a los productos cartesianos, y la imagen por una aplicacién continua, sobreyectiva
y abierta de un espacio topolégico ANII sigue siendo ANIIL. A partir de estas propiedades,
es facil comprobar que todos los ejemplos de variedades vistas hasta ahora son ANII. De
ahora en adelante, supondremos que todas nuestras variedades diferenciables son ANII y
Hausdorff.

Definicién 1.3.5 Sea M una variedad diferenciable y {Uy}qea un recubrimiento por
abiertos de M. Una particion de la unidad subordinada a {Uy}oen es una familia numerable
{pi}ien C C°°(M) cumpliendo las siguientes propiedades:

1. 0<¢; <1en M y soporte(y;) es compacto, Vi € N.

2. Vp € M, U entorno abierto de p en M tal que soporte(p;) N U = O para todo i
salvo para una cantidad finita de indices (la familia {y;}ien es localmente finita).

3. Y02 i =1 (la serie tiene sentido por 2).

4. Vi €N, 3a = a(i) € A tal que soporte(y;) C Uy ().
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Nuestro siguiente objetivo es probar que toda variedad diferenciable (ANII) admite una
particién de la unidad subordinada a cualquier recubrimiento por abiertos prescrito. Em-
pezaremos con un resultado topolégico.

Lema 1.3.3 Sea X un espacio topoldgico conexo, localmente compacto® , Ty y ANII. En-
tonces, existe una sucesion {G; }ien de abiertos de X cumpliendo las siguientes propiedades:

1. Ufile:M

2. G; es compacto Y G; C Gi+1 para todo i € N.

Demostracion. Primero veamos que existe una base de topologia {U;};cn tal que U; es
compacto Vi € N. En efecto, por ser X ANII admite una base numerable de topologia
B = {B;}ien. Veamos que B' := {B; € B | B; es compacto} es una base de topologfa y
tendremos este primer paso probado. Dado p € X y dado O C X abierto de X con p € O,
basta comprobar que existe B; € B tal que p € B; C O. Por ser X localmente compacto,
existe un entorno compacto V de p tal que p € V C O. Como B es base de topologia,
existe B; € B tal que p € B; C V. Tomando adherencias y usando que V = V (porque un
compacto en un espacio Th es siempre cerrado), deducimos que B; € B', como querfamos.
En segundo lugar, definimos G; = U; (no vacio®, abierto y con cierre compacto).
Como {U,}ien es un recubrimiento por abiertos del compacto G1, podemos extraer un
subrrecubrimiento finito. En particular, existe un menor nimero natural j; tal que

G_1CU1U...UUj1 = G

Entonces Gy = U{;lm, que es compacto por ser unién finita de compactos. Cambiando G4
por G5 en el razonamiento anterior, existe un menor nimero natural jo (podemos suponer
J2 > j1) tal que

G_QCUlU...UUj2 = Gis.

Reiterando el proceso definimos una sucesion de nimeros naturales ji y abiertos Gy C X
tales que ji es el menor nimero natural cumpliendo G, C Uy U ... U Uj, v Ggy1 =
Ui U...UUj,. Es claro que {G}}ren cumple al punto 2 del enunciado. Queda comprobar
que el punto 1 también se cumple. Notemos que la sucesion {ji}r C N es no decreciente, y
lo mismo le pasa a {Gy} (respecto a la inclusién). Razonando por reduccién al absurdo,
como los U; recubren a X, si suponemos UgenGjr # X entonces la sucesién {ji}r es
constante a partir de un natural k. Por tanto, Gj, C Gr+1 = G luego Gy, es abierto y
cerrado de X, pero G # X. Como G} es no vacio, contradecimos que X es conexo. [

2 . .
Es decir, cada punto de X admite una base de entornos compactos.
3No perdemos generalidad suponiendo que U; es no vacio.
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Teorema 1.3.1 (Existencia de particiones de la unidad) Sea M una variedad difer-
enciable (ANII) y {Uqy}aen un recubrimiento por abiertos de M. Entonces, existe una
particion de la unidad {p;}ien subordinada al recubrimiento {Uy}aen -

Demostracion. Supongamos que el teorema es cierto cuando M es conexa (este caso par-
ticular lo probaremos después), y veamos el caso general. Primero notemos que como M
es ANII, entonces M tiene una cantidad numerable de componentes conexas (ejercicio 12),
a las que llamamos Cj, j € A C N. Si {Us}aea es un recubrimiento por abiertos de M,
entonces para cada j € A fijo {Uy,NC}j}aeca es un recubrimiento por abiertos de la variedad
diferenciable conexa C;. Por el Teorema en el caso conexo, existe una particién de la unidad
{©i,j}ien subordinada al recubrimiento {U, N Cj}aca. Entonces, {¢;; | i €N, j € A} es
una particién de la unidad de M subordinada al recubrimiento {Uy,}aea, 1o que prueba el
Teorema en el caso general, suponiéndolo cierto en el caso conexo.

Ahora supondremos que M es conexa y probalznos el Teorema: Tomemos la familia
{Gi}iEN del Lema 1.3.3. Definimos G() = @, K() = Gl, Ki = Gi+1 — Gi, \4) Z 1. ASf, Ki es

compacto, K; C Giyo — Gi—1 Vi, y UjenK; = M.

. Git2 >
Dado p € K; existe a(p) € A tal que p € Uy (porque {Us}aecn un recubrimiento
por abiertos de M). En particular p € K; N Uyp) C (Gita — Gi—1) N Uypyy. Aplicando al

punto p y al abierto (G2 — Gi—1) N Uyp) €l Lema 1.3.2, existen f, € C°(M) y V, C M
abierto relativamente compacto tales que p € V), Vp C (Giy2 — Gi—1) N Ua(p)s fp =1 en

Vp, fp = 0 en M,y soporte(f,) es un compacto contenido en (Git2 — Gi—1) N Uypy- Por
tanto, {V,}pek, es un recubrimiento por abiertos del compacto Kj, luego podemos ex-
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traer un subrrecubrimiento finito. Haciendo esto VK; obtendremos una sucesién de puntos
{pj}jen C M, abiertos V},, C M y funciones f,, € C*°(M) tales que

= soporte(fp;) es compacto y estd contenido en algin U, (concretamente, en Uy(p.)) ¥
en algin G149 — Gj_1.

] fpjzlen@,fijOenM.

» Cada abierto G, sélo puede cortar a una cantidad finita de soportes de las f,. (como
cada f,, tiene soporte contenido en alguna “franja” G2 —Gj_1, G}, s6lo podré cortar
a aquellos soportes de f,, que estén contenidos en una “franja” que corte a Gy; pero
“franjas” de éstas solo hay una cantidad finita (k es fijo), y cada “franja” sélo corta
a una cantidad finita de soportes de las f(p;)).

Consideremos ahora la serie ZJEN Jp;- Dadox € M, existe k € N tal que z € G. Como G
sélo corta a una cantidad finita de soportes de las f,;, concluimos que (3_; fp,)(z) es finitay

que (Zj fp].) G\, € C%°(Gy). Como esto es cierto Va € M, tenemos que _; f,;, € C°(M).
Ademsds, dado z € M existe i € N tal que z € K;, y por tanto x estd en algin Vp,, de los
que recubren a K. Ast, (37, fp,)(z) > fp, (z) > 0.

Dado i € N, definimos ¢; : M — R por

PSS gy ST

Entonces, 0 < ¢; < 1 en M, soporte(yp;) =soporte(fp,) es compacto y > ;e = 1 en M.
Ademas, {¢;}; es una familia localmente finita (porque dado = € M, existe k € N tal que
x € Gy y G es un abierto que sélo corta a una cantidad finita de soportes de las ;). Por
tiltimo, soporte(y;) = soporte(fy,) C Uy(p,), con lo que hemos probado el teorema cuando
M es conexa. O

Recordemos el siguiente resultado topolégico:

Lema 1.3.4 (Urysohn) Un espacio topoldgico X es normal® si y solo si para todo par
de cerrados disjuntos Fy, Fy C X, existe f : X — [0,1] continua tal que f = 0 en Fy y
f=1en F.

Veamos la versién diferenciable del Lema de Urysohn:

Corolario 1.3.1 Sean F y O un cerrado y un abierto de una variedad diferenciable M
con F C O. Entonces, eziste f € C®°(M) tal que f =1 en F y f =0 en M — O. En
particular, M es un espacto topoldogico normal.

4Todo par de cerrados disjuntos puede separarse por abiertos disjuntos.
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Demostracion. Aplicando el Teorema 1.3.1 al recubrimiento de M por abiertos {O, M —F'},
obtenemos una particién de la unidad {¢;}ien subordinada a dicho recubrimiento. En-
tonces, la funcién f =), 4 ¢; donde A = {i € N | soporte(¢;) ¢ M — F} es una funcién
diferenciable en M (porque la suma es localmente finita) que cumple las condiciones pe-
didas. O

Corolario 1.3.2 Sea M una variedad diferenciable, U un abierto de M y K un compacto
de M con K C U. Entonces, existe f € C*°(M) tal que f|x =1 y soporte(f) C U.

Otro resultado clasico de Topologia es el siguiente.

Lema 1.3.5 (Teorema de extension de Tietze) Un espacio topoldgico es normal si
y sdlo si dado cualquier cerrado F' C X y cualquier funcion continua f : F' — R, existe
f: X — R continua tal que flp = f.

A continuacién veremos la versién diferenciable del ultimo enunciado.

Corolario 1.3.3 (Teorema de extensién de Tietze diferenciable) Sea M" C R¥ una
subvariedad cerrada de R¥. Dada f € C®(M), existe f € C°(RF) tal que flar = f.

Demostracion. En primer lugar veamos que dado p € M, existe W), abierto de RF con
p € Wy y existe f, € C®(W,) tal que fplw,nm = flw,na: En efecto, aplicando el
Lema 1.3.1 en p € M, existe una carta (W, ¢ = (y1,...,yx)) de R* tal que

MOWPZ{(ylvvyk‘)ev‘yn—f—l::ykzo}

Ahora definimos f, € C°°(Wp) por fp(Y1,- - YnsYnt1s-- - Yk) = fF@W1,- - Un,0,...,0) (0
sea, extendemos f como constante a lo largo de las direcciones vy 41, ..., Yk), ¥y tenemos
la funcién deseada.

El segundo paso en la demostracion consiste en “pegar” todas las extensiones locales
fp anteriores para conseguir una extensién global f de f. Consideremos el recubrimiento
de R¥ por abiertos {W,}pen U {R¥ — M} (aqui usamos que M es cerrada en R¥). Por el
Teorema 1.3.1, existe una particién de la unidad {¢;};en € C°°(RF) subordinada a dicho
recubrimiento. Sea

A = {i € N | soporte(p;) N M # O}.

Dado i € A existe p(i) € M tal que soporte(yp;) C Wp;. Definimos g, ;) : RF — R
mediante
foty(@)pi(x) size Wy,
99(0)(@) = { " GiaeRE Wi.
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Asf g,y € C>®(RF). Ademis, la familia {9p(i) ica es localmente finita, luego la serie
[ = 2 ica9p(i) define una funciéon en C> (R¥). Sélo queda probar que ﬂM = f. Dado
r €M,

iy (zeM
f(z) = ng(i)(x) = Z Ip(iy () = Z foiy)(@)pi() £ Z f(@)pi(z)
€A i€A i€A i€A
T€Wp(s) T€Wp(s) T€Wp(s)

=fl@) Y i) =f) | Y e+ Y @i(x)JrAZ pi(z)| = f(z).
mgﬁé(i) mgﬁé(i) J»‘%i‘%/?(i) e

1.4. Espacio Tangente. Diferencial de una aplicacién.

A diferencia de lo que ocurre en R"”, las variedades diferenciables no tienen en general
una estructura de espacio vectorial. Esto impide que el concepto de diferencial del Analisis
pueda trasladarse dirctamente a una variedad abstracta M. Necesitaremos ver los vectores
de R™ (en general, del espacio tangente a una variedad diferenciable) como un tipo de
operadores diferenciales, llamados derivaciones.

Sea M™ una variedad diferenciable. Dadas f,g € C*(M) = C*°(M,R) y a,b € R,
entonces definiendo af + bg, fg: M — R por

(af +bg)(p) =af(p) +bg(p), (fg)(p)= f(p)g(p), Vpe M,

es claro que af + bg, fg € C>*(M), y asi C>°(M) tiene estructura de &lgebra, siendo el
neutro del producto la funcién constantemente 1.

En el siguiente resultado veremos una primera aproximaciéon del concepto de espacio
tangente en un punto p a una variedad diferenciable. Empezaremos con el caso M = R",
ya que usaremos la regla de la cadena y el desarrollo en serie del Anélisis. Posteriormente
extenderemos el concepto de espacio tangente en un punto de una variedad abstracta.

Proposicién 1.4.1 Dado p € R", sea V), el espacio de derivaciones en p de funciones
globalmente definidas, es decir:

Vp={w: C*([R") = R | w es lineal y w(fg) = w(f)g(p) + f(p)w(g),Vf,g € C*(R")}.

Entonces, V), es un espacio vectorial real, y la aplicacion A : R" — V), dada por

v eR" = A(W)](f) flp+tv),  feC=RY), (1.3)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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Demostracién. Definiendo awq +bwsy : C°(R™) — R mediante (awq +bws)(f) = aw1(f)+
bwsy(f), es un ejercicio sencillo comprobar que V, se convierte en un espacio vectorial real.
Siv € R", la aplicacién A\(v) definida en (1.3) es lineal en f (por la linealidad de la derivada
respecto a ¢) y cumple [A(v)](fg) = A©)](£)g(p) + F(P)AW)]w(g) Vf,g € C(R™) (por
la regla del producto para la derivada respecto a t). Por tanto, A(v) es una derivacién, y
A es una aplicacién valuada en V,. La linealidad de A es consecuencia de la regla de la
cadena para funciones reales de una variable real. A es inyectiva, ya que si v € R™ — {0}
entonces 3i = 1,...,n tal que v; # 0. Entonces, tomando f = z; € C®(R") (i-ésima
proyeccién de R™ en R), tenemos [A(v)](f) = %!0 x;(p+tv) = v; # 0. Por ultimo, veamos
la sobreyectividad de A:

Dada w € V,, definimos v = (w(z1), ..., w(xy)) € R™. Si vemos que A(v) = w habre-
mos terminado. Para ello, tomemos f € C*(R") y probemos que [A(v)](f) = w(f).
Desarrollando f en serie alrededor de p tenemos

+Z —pi) filw

donde f; es cierta funcién diferenciable en un entorno de p. Por la linealidad de A(v) y de
w, y por la regla del producto, basta probar que se cumplen

A@)(f(p)) = w(f(p)),
{P\(v)]( —pi) = w(@i — p;). (1.4)

La primera igualdad de (1.4) estard probada si vemos que w(c) = 0 para toda funcién
constante c. Esto ultimo es consecuencia de lo siguiente: por ser w lineal, dada g € C*°(R")
tenemos cw(g) = w(cg) = w(c) g(p) +cw(g) luego w(c) g(p) = 0, Vg € C*°(R"). Tomando
ahora g tal que g(p) # 0, tendremos w(c) = 0.

En cuanto a la segunda igualdad de (1.4):

A@)I(zi = pi) = [A(0)](2i) = [A(0)](pi) = M(v)] () = 4 zi(p + tv)

= % . (pi + tv;) = v; = w(x;) = w(x;) —w(p:) = w(z; —pi).

Generalizamos lo anterior a variedades diferenciables.

Definiciéon 1.4.1 Sea p un punto en una variedad diferenciable M"™. Un vector tangente
a M en p es una funcién v : C°(M) — R satisfaciendo

1. (Linealidad) w(af+bg)=av(f)+bv(g),y
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2. (Regla del producto) v(fg) =v(f)g(p)+ f(p)v(g),
para todo f,g € C*°(M) y a,b € R.

Razonando como en la demostracién de la Proposicién 1.4.1 deducimos que si v es un
vector tangente a M en p, entonces v(c) = 0 para toda funcién constante ¢ sobre M.

Lema 1.4.1

(1) Siwv es un vector tangente a M en p y f,g € C°(M) coinciden en algin entorno de
p, entonces v(f) = v(g).

(ii) Siwv es un vector tangente a M enp y f € C°(M) es constante en algin entorno de
p, entonces v(f) = 0.

Demostracion. Las dos afirmaciones son equivalentes, y por linealidad podemos reducirnos
a probar que si f = 0 en un entorno U de p, entonces v(f) = 0. Para ello, tomemos un
compacto K € M con p € K C U. Usando el Corolario 1.3.2, encontramos una funcién
heC®(M)talque h=1en K yh=0en M —U. Entonces, fh = 0 en M (razonar
separadamente en U y en M — U) luego v(f h) = 0. Pero v(f h) = v(f)h(p) + f(p)v(h) =
v(f), luego v(f) = 0. O

Definicién 1.4.2 Si U C M es un abiertoy f € C°°(M), entonces f|y € C*°(U). Dado
un punto p € M, representaremos por C*°(p) al conjunto de funciones diferenciables
valuadas en R que estédn definidas en algin entorno abierto de p (funciones diferentes
pueden tener dominios de definicién diferentes). A los elementos de C*°(p) se les llama
gérmenes de funciones diferenciables alrededor de p). La estructura algebraica de C*°(p)
es la misma que la de C*°(M), con la salvedad de que si f,g € C*®(p) y a,b € R con f
definida en un entorno abierto U; de p y g definida en un entorno abierto Us de p, entonces
af +bgy fg estan definidas en Uy N Us.

Es claro que C*°(M) C C*°(p). De aqui deducimos que si un operador v : C*°(p) — R
satisface las condiciones 1 y 2 de la Definicién 1.4.1, entonces v es un vector tangente a
M en p. FEl siguiente resultado nos dice que el reciproco también es cierto.

Lema 1.4.2 v es un vector tangente a M en p si y solo siv es una funcién de C*°(p) en
R wverificando las propiedades 1 y 2 de la Definicion 1.4.1.

Demostracion. Supongamos que v : C*°(M) — R es un vector tangente. Se trata de definir
una derivacién lineal v : C*°(p) — R tal que 9|geo(pr) = v. Para ello, tomemos f € C*(p)
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definida en un entorno abierto U de p. Aplicando el Lema 1.3.2 de existencia de funciones
meseta, encontramos una funcién b € C°°(M) y un un entorno abierto V de p tales que

hly =1, peV CV Csoporte(h) C U, soporte(h) compacto.

Extendiendo fh por cero de U a M obtenemos una funcién f € C*°(M) que coincide con
J en un entorno abierto de p (concretamente, en V). Entonces, definimos v(f) = o(f).
Esta definicién es independiente de f por el apartado (i) del Lema 1.4.1. La independencia
de v(f) respecto de f prueba que

W(fif2) = v(fifo) = v(fif2) = v(F) Fa(p) + Fi(p)o(f2) = TS f2(p) + F1(P)T(f),

y andlogamente v es lineal. Por tanto, v es una derivacién lineal sobre C*°(p). Tenemos
entonces una aplicacién

H : {derivaciones en C*°(M)} — {derivaciones en C*(p)}, H(v) =",

Claramente, V| co (M) = v, lo que nos dice que H es inyectiva. Veamos que H es sobreyec-
tiva: Sea v : C*°(p) — R una derivacién, y v := ¥|ges(ar). Debemos probar que H(v) = v.
Para ello, tomemos f € C°°(p), definida en un abierto U de M que contiene a p. Por un
lado,

[H@)](f) = v(f) = (@Blo=n) (F) =3(F),

luego todo se reduce a probar que 5(f) = o(f). Esto se deduce de aplicar el Lema 1.4.1-(i)
a la variedad U, a la derivacién 7| c(u) ¥ & las funciones f, f |r. Asi, H es biyectiva. O

Por tanto, podemos ver los vectores tangentes a una variedad M en un punto p como
operadores lineales verificando la regla del producto, definidos sobre C°°(M) o bien sobre

C*>(p).

Definicién 1.4.3 El espacio tangente a M en p, que se representard por T,,M, se define
como el conjunto de todos los vectores tangentes a M en p. T,M tiene una estructura
natural de espacio vectorial real sin méas que definir v + w y av por

(v+w)(f) =v(f)+olg)  (av)(f) = av(f),

para v,w € T,M,ac€ Ry feC®(M)o feC0p).

Nota 1.4.1 Sea O C M un abierto de una variedad diferenciable M y p € O un punto
de M. Entonces 1,0 es isomorfo a T, M de manera natural.
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Definiciéon 1.4.4 Sea « : I — M una aplicacién diferenciable de un intervalo abierto I
de R, a la que llamaremos curva diferenciable en M. Sea tg € I y p = a(tp). Definimos la
aplicacién o (t9) : C*°(p) — R por

o)) = G| (Fea)

Entonces o/(t9) es un vector tangente a M en «(ty) = p, esto es o/(ty) € T,M, al que
llamamos el vector tangente o velocidad de o en tg.

Lema 1.4.3 T,M coincide con el conjunto de vectores tangentes a curvas diferenciables
en M pasando por p.

Demostracion. Basta probar que todo vector tangente v € T,M (es decir, v : C*(p) —
R es una derivacién) es la velocidad de una curva diferenciable o : (—¢,e) — M con
a(0) = p. Tomemos una carta (U,¢ = (x1,...,2y,)) con p € Uy ¥(p) = 0. La curva
a(t) =y~ (tv(x1),. .., tv(x,)) (definida alrededor de 0 € R) es C*°, cumple a(0) =p y

d

[/ (0)](z;) = p ) (z; 0 Y (tv(x1), ..., tv(z,)) = v(z;), Vi=1,...,n.

Sea f € C*(p). Si vemos que [/(0)](f) = v(f) habremos terminado. Viendo «/(0), v como
derivaciones sobre gérmenes de funciones en p, podemos suponer que 1 (U) convexo y usar
la Afirmacién 1.4.1 (que probaremos a continuacién). Asi, existen fi,...,f, € C®(U)

tales que flu = f(p) + Ly @i fi luego
[ (O)](f) = [( ( )+ Zm) = Z; o/ (0)](w:) filp +sz )I(f:)
= Zn;v(wz‘)fz‘(p)-
Deshaciendo los pasos anteriores cambiendo o/ (0) por v, tendremos [/ (0)](f) = v(f). O

Afirmacién 1.4.1 Seap un punto en una variedad diferenciable M y (U, = (21, ...,2y))
una carta de tal quep € U, ¥(p) =0 € R y(U) es convexo. Entonces, dada f € C*°(U)
existen f1,..., fn € C®(U) tales que

p)+ > wifi
i=1
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Demostracion. Sea q € U 'y F(t) = (f o™ Y (tx1(q), ..., tx,(q)), definida en (—¢,1 + ¢)
para cierto € > 0 por la convexidad de ¢ (U). Usando la regla de Barrow,

fla) = F) = FO)+ [ Foya=ro)+ [ 4

O(fo¢ Y(tz1(q), ..., tru(q)) dt.

Usando la regla de la cadena para f oy~ € C®(y(U)), lo anterior se escribe

+Z /fiwn (q),...,twn(q))dt:f(p)-f—Z;xz‘(q)fz‘(q)

donde f; € C*°(U) viene dada por

ﬂ(q)z/O m(ml(q),...,twn(q))dt.

8rz~
g
Definicién 1.4.5 Sea (U,9 = (z1,...,2y)) una carta de una variedad M. Definimos
() : =@ — R por
a (notacién) af a(f o w_l)
<8x~) (f) = %(p) = ,
i/ p : : ¥(p)
siendo rq,..., 7, las coordenadas en R".
Asi, (%)p es el vector tangente en t = 0 a la curva a;(t) = v 19, ....rd +¢,..., 1Y),

r'n

donde (19, ...,7%) =4 (p). En particular, (%) € T, M. Conviene notar que % am’ (p) = 0;j.
“/p

Teorema 1.4.1 Sea p un punto de una variedad diferenciable M™, y (U, = (21, ...,2y))
una carta de M conp € U. Entonces, {(%) |i=1,...,n} es una base de T,M. Ademds
“p

para cada vector v € T,M, se tiene

v = Zn:v(xi) (81)1). (1.5)

En particular, T,M es un espacio vectorial real de dimension n.
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Demostracion. Dado v € T,M, sea a € C*™((—¢,¢), M) con a(0) = p, &/(0) = v, que
existe por el Lema 1.4.3. Dada f € C*(p),

v(f) = [ (0)](f) = % (fov ™)@ oa) ().

0

d
(fea = 5

Usando la regla de la cadena para aplicaciones de R™ en R, lo anterior se escribe

~O(foyh)
2 T

=1

n

a0 =3 ) DO =) [[a%on(m ( ai)] (£

P(p) i=1 i=1

Como lo anterior es valido Vf € C*°(p), deducimos la ecuacién (1.5). Asi, (a%l)p,. - (%)
forman un sistema de generadores de T),M. De la ecuacién g—;?(p) = 0;; deducimos que

(%) Yo (%) son linealmente independientes, y por tanto forman base de T,M. O
P "/p

Ejemplo 1.4.1 Dado p € R", podemos identificar canénicamente 7,R™ con R", mediante
el isomorfismo de espacios vectoriales A : T,R"™ — R" dado por

A() = (v(z1), ..., v(zy)). (1.6)

Asi, X identifica un vector tangente a R™ en p (como derivacién) con la lista de coordenadas
de v respecto a la base de T, M asociada a la carta (R", 1gn).

Proposicién 1.4.2 (Cambio de base) Sea M una variedad, p € M y (U, v = (x1,...,zy)),
(Vyo= (y1,...,yn)) dos cartas de M con p € UNV. Entonces,

(30,). =2 500 (55

Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 1.4.6 Sea F € C*°(M,N)y p € M. Se define la diferencial de F' en p como
la aplicacion dF), = Fy, : T,M — Tp,) N dada por

[dE,(0)] (f) =v(foF), YveT,M, VfeC®(F(p).
Es claro que dFy(v) € Tp,) N y que dF}, es una aplicacion lineal.

Proposicién 1.4.3
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(i) Sea F € C*(M,N) ype M. Siv e T,M es el vector tangente a una curva diferen-
ciable o : (—€,€) — M con o(0) = p, entonces dF,(v) = (F o a)’(0).

(ii) Si F': M — N es constante, entonces dF,, =0 Vp € M.

(111) d(lM)p = 1TpM; Vp e M.

(iv) REGLA DE LA CADENA. Si '€ C*°(M,N) y G € C*°(N, P), entonces

d(G o F)p = dGp) o dFy, Vp € M.

(v) Si F: M — N es un difeomorfismo, entonces dF, es un isomorfismo y (dF,)~1 =
d(F_l)F(p), Vp e M.

(vi) Sia:(—€€) — M es una curva diferenciable, entonces day (%%) = a/(0).

(vil) SiF e C®(M,N),pe M y (U,v = (z1,...,2)), (V0= (y1,...,Ym)) Son cartas
de M y N alrededor de p y F(p) respectivamente, entonces la expresion matricial

de dF, respecto a las bases By = {(%)p . de TyM y By = {(8‘; m, de
Tpp)N es

0 " O(y; o F) 0 ,
aF <—) _y el <—) CVi=1...n.
" < Oz; p> ZZ; Oz; i) Fp)

Ast, la matriz M (dF,, By, Bs) es la matriz Jacobiana de ¢)o F o)™t en (p).

)F(p)

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 1.4.2 En el caso particular f € C*°(M) = C>*(M,R), dado p € M podemos

considerar la composiciéon

M 2 TR 2R

(A es el isomorfismo de espacios vectoriales dado en (1.6)). Entonces, si v € T,M y t
representa la funcion identidad de R en R,

dfp(v) = Adfp(v)] = [dfy(0)](t) = v(t o f) = v(f),

luego df, € (T,M)* (espacio dual). A (T,M)* := T; M se le llama el espacio cotangente de
M en p. Asi, df, € TyM Vf € C*(M) (esto puede hacerse Vf € C*°(p)). Como caso par-
ticular, tomando como f = z; la i-ésima funcién coordenada de una carta (U, 1) alrededor

de p, es facil comprobar que {(dx1)p, . .., (dz,),} es labase dual de { (%) yeens (%) }
p "/
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Proposicién 1.4.4 i M™ C R* una subvariedad e i : M — R* la correspondiente in-
clusion, entonces di,, : T, M — Tka es un monomorfismo para todo p € M. Consideremos
la composicion
g
T,M 22 T RF 2, RF

donde X es el isomorfismo de espacios vectoriales dado en (1.6). En adelante, se identi-
ficard T,M con (X o diy)(T,M) C R* para todo p € M.

Ademds, un vector v € R¥ pertenece al subespacio vectorial () o dip)(T,M) si y solo
siv = (a4(0),...,a},(0)), donde a : (—€,€) — M C R* es una curva diferenciable con

a(0) = p.

Demostracion. Para que di, sea un monomorfismo de espacios vectoriales, basta ver que
ker(dip) = {0}. Si v € T, M cumple di,(v) = 0, entonces v(f o) = 0 para toda funcién
diferenciable definida en un entorno de p en R¥. Usando el Teorema de extensién de
Tietze en su versién diferenciable (Corolario 1.3.3%), toda funcién diferenciable definida
en un entorno de p en M es restriccién de una funcién definida en un entorno de p en R¥,
con lo que v = 0 como vector de T}, M.

Sea v € R*. Si v € (Ao di,)(T,M), entonces existe w € T,M tal que

v = Adip(w)) = ([dip(w)](z1), ..., [dip(w)](zx)) = (w(z1 019),...,w(xR010)).

Por otro lado, el Lema 1.4.3 implica que existe « € C*°((—¢,¢), M) con a(0) = p, ¢/ (0) = w
y por tanto,

v = ([/(0)](z101),...,[(0)](zk o))
= ((z10i0a)(0),...,(zr0ioa)(0)) = (a](0),...,(0)).
Reciprocamente, sea v = (o} (0), ..., a}(0)) € R¥ con a € C®((—¢,¢), M), a(0) = p. As,
la derivacién o/(0) estd en T, M. Como A(a/(0)) = v, tenemos v € (X o diy,)(T,M). O

Ejemplo 1.4.3

1. Sea S" la esfera unidad en R"*!. Entonces, bajo la identificacién dada en la Proposi-
cién 1.4.4,
T,S" = {v e R | (u,p) = 0} = ()%, WpeSm.

2. Si A € O(n) (grupo ortogonal), entonces:
T4O(n) = {AX | X € M,(R) antisimétrica}.

En rigor, el Corolario 1.3.3 se enuncié para una subvariedad cerrada de R¥. En esta aplicacién del
mismo no tenemos M cerrada, pero sélo nos interesa el comportamiento local de f alrededor de p. Podemos
entonces suponer que M NB(p,d) es un cerrado de B(p, d) para cierto § > 0 y rehacer la demostracién del
Corolario 1.3.3 cambiando R¥ por B(p, §).
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3. Si A € Sl(n,R) (grupo especial unitario), entonces:

TsSl(nR) = {XA| X € M,(R), Traza(X) = 0}
= {AX | X € M,(R), Traza(X) = 0}.

Ejemplo 1.4.4 Teniamos dos modelos para el espacio proyectivo real RP":

RP; = W, donde xRy siempre que y = Az con A € R — {0},
RP; = %ﬂ), donde p ~ ¢ siempre que g = *p.

Veamos como identificar el espacio tangente a RP" en un punto, siguiendo ambos modelos.
Empezamos con RPY: Dado p € S*(1) y [p] = m2(p) € RPY (aqui 7o : S*(1) — RP es la
proyeccién canénica), la diferencial

(dma)p : TpS™ (1) — Ty RPY

es un isomorfismo de espacios vectoriales. En efecto, contando dimensiones basta com-
probar que ker(dms), = {0}; si v € ker(dms), entonces v(f omp) = 0Vf € C*([p]). Por

otro lado, como v € T,S™(1) entonces v = Y | v(x;) (%) donde (U, ¢ = (x1,...,zy))
“/p

es una carta para S"(1) alrededor de p. Si probamos que podemos elegir estas funciones
coordenadas x; de forma que
z; = fiomy

para ciertas f; € C°°([p]), habremos terminado. Y esto es facil de probar, usando cémo se
doté de estructura diferenciable a RP;. Por tanto:

Podemos identificar Ty, RPY con T,S™(1) via d(m2), (y por tanto, con (p)= C R™™ ).

Desde luego, podemos hacer la identificacién anterior de T}, RPy con T ,S" (1) via d(7r2)—p.
Asi, a cada w € T}, RPj le corresponden unicos vy € T,,S"(1), v € T-,S"(1) tales que
d(ma)p(v1) = w = d(ma)—p(v2). Pasando a diferenciales la igualdad m 0 A = w5 donde
A S"(1) — S™(1) es la aplicacién antipoda, concluiremos que vy = dAy,(vy). Si ahora
identificamos vy, v2 con vectores de (p)*, podemos ver v; = o,(0) € R"*! para i = 1,2,
donde «; € C*°((—¢,¢),S™(1)), a1(0) = p, a2(0) = —p. Entonces,

d d d
1Ay 0) = dAy (4 (0) = | (Aon)(t) = | (coalt) = = | enlt) = o
luego vo = —v; como vectores de (p)*. En resumen:

Podemos identificar cada vector tangente en T, RP3 como un par de vectores tangentes
a S™(1) en puntos antipodas, siendo estos vectores opuestos.



1.4. ESPACIO TANGENTE. DIFERENCIAL DE UNA APLICACION. 33

;Qué tiene que ver w € Ty, RP§ como derivacién sobre C*°([p]) con v = (dma),* (w) €
T,S™(1) como derivacién sobre C*°(p)? Es facil probar que w deriva a cada funcién f €
C>([p]) como v = (dms), ' (w) € T,S"(1) deriva a f “vista desde la esfera”, es decir, a
f o ma. Nétese que podemos subir a S"(1) cada funcién de C*°([p]), pero el reciproco no
es cierto. En este sentido, la aplicacién

C®(RP}) — {he C®(S"(1)) |hoA=h},  frs fom,

es biyectiva.
Ahora hacemos lo analogo con RP}. Consideremos la aplicacién diferenciable

X

PR {0} =S, @)= o

|

f induce un difeomorfismo f : RP? — RPS tal que fom =m0 f, donde my : R7H — {0} —
RP} es la proyeccién canénica. Pasando a diferenciales en un punto = € R — {0} la
ultima igualdad y usando que dfr, (2), (dma) f(«) son isomorfismos de espacios vectoriales,
deducimos que ker(dm), = ker(df,). Por otro lado, un célculo sencillo nos dice que dado
v € Tp(R" — {0}) = R,

Por tanto, ker(df,) C Span(z). Contando dimensiones, tenemos dim ker(df,) > 1, luego
ker(df,) = Span(z). En particular, concluimos:

w (dfz)](z)r (z)t — T't)S™(1) es un isomorfismo de espacios vectoriales.
» ker(dm), = Span(z).
» (dm1)al(z)r (2)F — Ty, ()RP} es un isomorfismo de espacios vectoriales.

» Podemos identificar TeRPY con (x)*, siendo x € R™™! — {0} cualquier elemento en
1/
™ (T).

También podemos preguntarnos qué tiene que ver w € TFRP} como derivacién sobre
C*>®(Z) con v € (z)*+ con (dm);(v) = w, como derivacién sobre C*(z). La respuesta es
que w deriva a cada funcién f € C*(Z) como v € (z)* deriva a fom;. Nétese que podemos
subir a R"*! — {0} cada funcién de C°°(RP}) (y obtenemos una funcién invariante por
homotecias), pero el reciproco no es cierto: la aplicacién h +— hom de C*°(RPY) en
{h € C®°(R"! —{0}) | h(Az) = h(x), YA € R — {0},Vz € R*™! — {0}}, es biyectiva.
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1.5. Difeomorfismos locales.

Teorema 1.5.1 (Teorema de la funcién inversa) Sea F' : M™ — N™ una aplicacion
diferenciable y p € M. Supongamos que dF, : T,M — Tp@) N es un isomorfismo de
espacios vectoriales. Entonces, existen abiertos U C M,V C N, conpe U y F(U) =V
tales que F|y : U — V es un difeomorfismo (y el reciproco es cierto).

Demostracion. Ejercicio. O

Definiciéon 1.5.1 Un difeomorfismo local entre dos variedades diferenciables M, N es una
aplicacion F' € C°°(M, N) tal que Vp € M, la diferencial dF), : T)M — Tpy)N es
un isomorfismo de espacios vectoriales. Equivalentemente, F' es un difeomorfismo en un
entorno de cada punto de M. Nétese que F' no tiene porqué ser sobreyectiva ni inyectiva.
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10.

EJERCICIOS.

En R se consideran los atlas A; = {(R, 1g)}, A2 = {(R, t3)}. Demostrar que el cambio
de cartas entre 1gs y 2 no es diferenciable. Deducir que A; y Ay definen estructuras
diferenciables distintas sobre R. Probar que ambas estructuras diferenciables son difeo-
morfas.

Probar que toda variedad diferenciable conexa es arco-conexa.
;Existe un atlas de S? formado por una sola carta?

Sea V un espacio vectorial real, B una base ordenadade V'y Fp : V. — R" el isomorfismo
de espacios vectoriales que lleva cada « € V' en sus coordenadas respecto a B. Probar
que la estructura diferenciable generada por el atlas {(V, F5)} no depende de la base B
(estructura diferenciable candnica en un espacio vectorial).

Probar que I,, es un valor regular de F': M, (R) — S,(R), F(A) = A- A".
Sean M, N variedades diferenciables, y 71 : M x N — M, mo : M X N — N las

proyecciones candnicas a los factores.
a) Probar que 7, w2 son diferenciables.

b) Dada una variedad P y una aplicacién f : P — M x N, demostrar que f es
diferenciable si y sélo si 7; o f es diferenciable, i =1, 2.

c) Probar que la inyecciones i, : N — M x N, j, : M — M x N dadas por
ip(q) = jq(p) = (p, q), son diferenciables.

Sean f1 € COO(Ml, Nl), f2 < COO(MQ, Ng) Probar que f1 X f2 : M7 x My — Ny X Ny
es diferenciable.

Sean a,r > 0 con a > r. Encontrar un difeomorfismo entre el toro de revolucién
T={(z,y,2) eR’ | (Va2 + 42 —a)® + 22 =%},
y la variedad producto S*(1) x S*(1).

Probar que la aplicacién f : R"*! — {0} — S"(1) dada por f(x) = T induce un
difeomorfismo entre los modelos del espacio proyectivo como cociente de R"*! — {0}
por coordenadas homogéneas y como cociente de S"(1) por la aplicacién antipoda.

DERIVADA DE UN DETERMINANTE.

a) Sea A € C*(]a,b], M,(R)) una familia de matrices tal que 3ty €]a, b con A(ty) =
I,. Probar que (det A)(tg) = Traza(A'(to)) (indicacién: usar la tensorialidad del
determinante sobre las columnas de A(t) para calcular (det A)'(t)).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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b) Sea A € C*(]a,b[,Gl(n,R)). Demostrar que
(det A) = det A - Traza(A’A™") en ]a,b].
(Indicacién: Fijado tq €]a, b[, aplicar el apartado anterior a B(t) = A(t)A(tg) ™).
Probar que
SC,(C) ={Ae M,(C) | A" = A}, AC,(C)={A e M,(C) | A" = -A}

son subespacios vectoriales reales de M.,,(C) de dimensién n?, y que M,,(C) = SC,(C)®
AC,,(C) (como espacios vectoriales reales). Se considera la aplicacién

F: M,(C) - 8C(C), F(A)=A-A.

Probar que ker(dF7y,) = AC,(C), y deducir que dF7, es sobreyectiva. Probar que dada
A € U(n) (grupo unitario), se tiene ker(dF4) = A - ker(dF7,). Deducir de aqui que I,
es un valor regular de F', y por tanto U(n) es una subvariedad de M,,(C) de dimensién
(real) n?.

Probar que toda variedad diferenciable ANII tiene una cantidad numerable de compo-
nentes conexas.

Probar las Proposiciones 1.4.2'y 1.4.3.

Sea p un punto en una variedad diferenciable M. Probar que todo elemento de 77 M es
la diferencial en p de cierta funcién f € C*°(p).

Sea O un abierto no vacio de una variedad diferenciable M. Probar que dado p € O, la
diferencial diy, : T,0 = T,M — T,M es la identidad.

Sean M™, N™ variedades diferenciables, y (p,q) € M x N.
a) Probar que la aplicacién
A T(p,q)(M X N) — TpM X Tq]\f7 V= ((d'ﬂl)(@q)(v% (dﬂg)(pvq)(’l))) y

es un isomorfismo de espacios vectoriales, donde 71,7 son las proyecciones de
M x N sobre sus factores. Demostrar que su inversa viene dada por

)\_1(’[)1, ’Ug) = (diq)p(vl) + (djp)q(’l)g), V(’Ul, ’Ug) S TpM X TqN.

De esta forma, identificaremos 7{;, ;y(M x N) con T,M x T;N.
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17.

18.

b) Demostrar que a nivel de vectores tangentes a curvas, la identificacién anterior aso-
cia (a1, a2)'(0) con (& (0), a4(0)), donde a1, g son curvas diferenciables valuadas
en M y N, respectivamente.

c) Sea P una variedad diferenciable y F' € C*°(P, M x N), con componentes F' =
(Fy1, F,) a cada uno de los factores. Probar que dado = € P, se tiene A o dF, =
((dF1)z, (dFy),). |dentificaremos

dF, = ((dF1)y, (dF3),) .

d) Sea F' € C*°(M x N, P). Probar que dados (p,q) € M X N y (vi,v2) € T,M x
T,N, se tiene dF, ) (A (v1,v2)) = (dF 0ig)p(v1) + (dF 0 jp)g(v2), donde iy, jq
son las inyecciones definidas en el ejercicio 6. ldentificaremos

dF(p,Q)(v) = (dF oig)p(v1) + (dF 0 jp)g(v2)  si v = (v1,v2).

e) Sean F; € C*(M;, N;), i = 1,2. Probar que A [d(Fl X Fg)(p’q)()\_l(’l)l,’l)g))] =
((dF1)p(v1), (dF2)q(v2)). Identificaremos

d(Fy X F2)(pq) = ((dF1)p, (dF3)q) -

En la esfera unidad S” = S*(1) € R™"!, se consideran los abiertos Uy = S™ — {pn},
Us = S™—{ps}, donde px, ps son los polos norte y sur, respectivamente. Se consideran
las proyecciones estereograficas

1
on : Uy — R", <PN($1,---7$n+1):1 (T1y. ..y xp),
— Tn+1
1
. Us — R" —— (z1,...,70).
0s:Us = R", on(z1,...,Tns1) 1+xn+1(9€1 Tp)

Interpretar geométricamente pn y @g. Probar que las inversas de estas aplicaciones son
(p]_vl :R™ — Uy, (pgl :R™ — Ug,

on (W1, Yn) = (2y1, -, 2y, Iyl = 1),

L+ lyl?

@El(ylv"'vyn) = (2y17"'72yn71_HyH2)7

1+ [lyl?
y que {(Un,¢n), (Us, ps)} es un atlas sobre la esfera.
Sea F': M — N una aplicacién diferenciable entre variedades, tal que dF), = 0 Vp € M.

Probar que F' es constante en cada componente conexa de M (suponemos que N es
Hausdorff).
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19.

20.

21.

22.

23.

24,
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Dada una variedad diferenciable M y una funcién f € C°°(M), un punto p € M se dice
un punto critico de f si df, = 0. Estudiar los puntos criticos de las siguientes funciones.

a) Funcién altura: Fijado a € S™(1), f: S"(1) — R dada por f(p) = (p, a).
b) Funcién distancia al cuadrado: Fijado py € R*!, f:S"(1) — R dada por f(p) =
lp — poll*.

Demostrar que la funcién f: S"(1) — R dada por

n+1

f(xlv .- '7xn+1) - Z’L{I’.?v
=1

induce una aplicacién diferenciable f: RP® — R. Calcular los puntos criticos de f.

Sea F : S?(1) — R* dada por F(z,y,2) = (22 — y?, xy, x2,yz). Probar que existe
F € C®°(RP? R*) tal que Fom = F, donde 7 : S*(1) — RP? es la proyeccién
canénica. Demostrar que dF, es inyectiva V[p] € RP?, y que F es un embebimiento
topoldgico de RP? en R* (esto es lo que se llama un embebimiento diferenciable, y a
su imagen se le llama una subvariedad de R*). Ver gréficos en

http://www.ugr.es/ jperez/docencia/geotop/RP2_en_R4.html

Probar que SO(2) es difeomorfo a S'(1) mediante la aplicacién F : S!(1) — SO(2)

dada por F(a,b) = ( ‘g _2 )

Probar que la aplicacién F : S3(1) — M3(R) dada por

2023 +a3) — 1 2(x124 + x2w3) 2(wox4 — T173)
F(x1, 20,23, 14) = | 2(zow3 — 2124) 2(2? + x%) —1 2(z129 + x374)
2(x1w3 + w2my) 2(7374 — T172)  2(x?+2d) -1

estd valuada en SO(3), y que induce un difeomorfismo de RP? en SO(3).

EL TORO DE CLIFFORD.
Sea F': S'(1)xS'(1) — R* la aplicacién dada por F(z1, z2, v3, 24) = %(ml, T, X3, T4).

(A) Probar que F(S*(1) x S*(1)) C S3(1) es diferenciable, con diferencial inyectiva
en cada punto, y que F : S'(1) x S}(1) — S3(1) es un embebimiento topolégico
de S'(1) x S'(1) en S3(1) (decimos que F es un embebimiento diferenciable, y
su imagen, una subvariedad de S3(1)). A F(S'(1) x S'(1)) se la llama el toro de
Clifford.
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25.

26.

27.

28.

29.

(B) Demostrar que la proyeccién estereografica del toro de Clifford en R? desde el punto
(0,0,0,1) € S3(1) es el toro de revolucién obtenido al rotar alrededor del eje z la
circunferencia de radio 1 centrada en (1/2,0,0).

EL TORO EQUILATERO. (Subvariedad de S°(1) difeomorfa al toro de revolucién).
Consideremos la aplicacién F : S*(1) x S'(1) — R dada por
1
F(x1, 29,23, 24) = %(xl, X9, T3, Ty, T1T4 — To2T3, TaLy + T1T3).
Probar que F' produce un embebimiento diferenciable de S'(1) x S(1) en S5(1). A su
imagen (subvariedad de S°(1)) se le llama el toro equildtero.

EMBEBIMIENTO DE VERONESE.
Consideremos la aplicacién F : S?(1) — R® dada por

1

V3
F((I,',y,Z) = <§(x2—y2),xz,yz,xy,?(x2+y2—222) .

Probar que F' induce un embebimiento diferenciable F' : RP* — S*(1/4/3) (llamado
embebimiento de Veronese).

Probar que si B = {vy,...,v,}, B' = {v},...,v],} son dos bases de R", entonces los
toros T%, T, asociados a B, B’ son difeomorfos.

Probar que la aplicacién F : R® — S'(1)x V. xS!(1) dada por

F(z1,...,2n) = (627”“”1, .. .,e%m") , V(z1,...,z,) € R",

induce un difeomorfismo del toro n-dimensional Tp, en S!(1)x ™. xS!(1), donde B,
es la base canénica de R".

Consideremos R? con su estructura diferenciable usual. Fijado un vector no nulo a € R?,
sea I'y = {ka / k € Z} el grupo ciclico generado por a. Definimos una accién de T,

sobre R? por
A:Ty xR? — R? / A(ka,p) = p + ka.

(A) Probar que la accién ) es diferenciable y propiamente discontinua. Asi, R?/T, tiene
estructura de variedad diferenciable, a la que llamaremos C,,. Demostrar que dados
a,b € R? no nulos, C, es siempre difeomorfa a C,.

(B) Dado a € R? no nulo, demostrar que existe un embebimiento diferenciable de C,
en R? cuya imagen es el cilindro circular recto {(x1, z2,23) € R? / 2% + 2% =1},
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30.

31.

32.
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Probar que RP! es difeomorfo a S!, y que CP*! es difeomorfo a S2.

GRUPOS DE LIE.

Un grupo de Lie es un grupo algebraico (G, ) junto con una estructura de variedad
diferenciable que hace diferenciables a las aplicaciones

GxG — G G — G

(91.92) — g1-g2’ g — g

a) Probar que dado cualquier g € G, la traslacion a izquierdaly : G — G [ l4(x) =
g -z vy la traslacion a derechary : G — G [ r4(x) = x - g son difeomorfismos de
G en si mismo.

b) Demostrar que el producto de dos grupos de Lie, con la estructura algebraica
producto y la estructura diferenciable producto, vuelve a ser un grupo de Lie.

c) Probar que si G es un grupo de Liey H C G es un subgrupo algebraico de G que
ademas es subvariedad de GG, entonces H también es un grupo de Lie.

d) Demostrar que Gl(n,R),O(n,R),S!(1) y S'(1) x S!(1) son grupos de Lie.

EL ESPACIO CUATERNIONICO Y EL PROYECTIVO CUATERNIONICO.

A mediados del siglo XIX, Hamilton buscaba formas de generalizar el cuerpo de los
nimeros complejos a dimensiones superiores, y encontré una generalizacién natural de
C = R? en dimensién 4, es decir, una estructura de cuerpo no conmutativo en R*
que extiende de forma natural a C. En honor a Hamilton, suele denotarse al cuerpo de
cuaternios por H. Nosotros usamos en este curso esta misma notacién para el espacio
hiperbdlico, pero no produciremos confusién ya que sélo dedicaremos este ejercicio a
estudiar algunos aspectos curiosos del espacio de cuaternios H y su proyectivizacidn,
HP"™; dejaremos la notacién H fuera de este ejercicio para el espacio hiperbdlico.

Sea H el espacio de los cuaternios,
H={a+bi+cj+dk | a,bc,deR},

dotado de la suma y el producto habituales: la suma se efectia componente a compo-
nente, y el producto extiende por multilinealidad a partir de la tabla

il ]k
il -1 k| =5
il =k] =111
k|3 | =1]-1
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Probar que H es isomorfo a R* como espacio vectorial real (basta identificar a+bi+cj+
dk € H con (a,b,c,d) € R*). Probar que el producto de cuaternios no es conmutativo,
aunque admite un elemento neutro (1 = 1 + 0i 4 0j + 0k) y cada elemento tiene un
tnico inverso (el mismo por ambos lados).

El conjugado de ¢ = a + bi + ¢j + dk € H se define como ¢ = a — bi — ¢j — dk, y la

norma como
lg] = \/qi: \/6—: VaZ + b2+ e+ d2.

Probar que dados ¢, ¢’ € H, se tiene:

= Si g # 0, entonces el inverso de g es ¢! = %.
" |q-¢| =gl |d'].

» Si g =a+bi+cj+ dk, entonces ¢2 = (a2 — b? — ¢ — d2) + 2abi + 2acj + 2adk.
El conjunto de cuaternios de norma 1 se identifica de forma natural con la esfera S3(1),
lo que dota a esta Gltima de estructura de grupo multiplicativo®.

Existe una curiosa relacién entre C, S%(1), S3(1) y H: Consideremos la aplicacién
p:S*(1) =S cH,  ¢b,e,d)=0+bi+cj+dk.

Probar que ¢(S?(1)) = {q € S? | ¢> = —1}. Fijado ¢ € ¢(S?(1)), llamemos C(q) =
{\+ ug | \, p € R}. Demostrar que la aplicacién

h:C—C(q),  h(A+pui)=\+puq.

es un isomorfismo de cuerpos, y por tanto C(q) puede verse como una copia de C (y ¢
hace el papel de una nueva unidad imaginaria). De esta forma, H puede verse como una
unién de infinitas copias de C, todas compartiendo el eje real, pero cada una con un eje
imaginario, parametrizados éstos en los puntos de ¢(S?(1)).

Si consideramos es producto cartesiano de n copias del espacio de cuaternios, tendremos
H" = R*" (no confundir con el espacio hiperbélico n-dimensional).

A continuacién construiremos el espacio proyectivo cuaterniénico: sobre H"*! — {0} se
considera la relacién de equivalencia que identifica puntos dentro de la misma recta
cuaternidnica pasando por el origen de H (ndtese que una recta cuaternidnica es un
plano 4-dimensional real):

qRq < 3N € H— {0} tal que ¢’ = A\ g,

Lo mismo pasa con S® = {—1,1} y con S'. De hecho, éstas son las tnicas esferas S™ con estructura
de grupo de Lie. S” admite una visién “similar” a S® cambiando los cuaternios por otro tipo de niimeros,
llamados octonios, pero el producto de octonios no es asociativo).
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donde el producto A ¢ se entiende componente a componente, es decir

Ag= (a1, s NGnt1) siq=(q1,.-.,qns1) € H"™ — {0}

Al espacio cociente HP™ = (H"™! —{0})/R se le llama espacio proyectivo cuaterndnico.
Las cartas de un atlas diferenciable sobre HIP" se definen de forma similar al caso real
(RP") o al complejo (CP"). Construir un atlas diferenciable sobre HP" siguiendo los
esquemas de RP" y CP".

Probar que cada recta cuaterniénica pasando por el origen de H"*! corta a la esfera
unitaria S¥+3 ¢ R t4 = H"*! en una esfera 3-dimensional S* ¢ $*"*3. Concluir que
la restriccién de la relacién de equivalencia anterior de H"*1 — {0} a S*"*3 es

Dados ¢,¢' € S™*3,  ¢Rq' < 3\ € S? (cuaternios unitarios) tal que ¢’ = A g,

Y por tanto, HP" = §*3 /R = S**+3 /S3 es un espacio compacto. Probar que HP' es
difeomorfo a S*.



Capitulo 2

CAMPOS Y FORMAS
DIFERENCIABLES

2.1. Campos de Vectores. Algebra de Lie de los campos de
vectores.

A lo largo de esta secciéon, M denotard una variedad diferenciable de dimension n.

Definiciéon 2.1.1 El fibrado tangente a M es el conjunto

T™ = | T,M.
peM

A los elementos de T'M los representaremos indistintamente por v € T,M o (p,v). Rep-
resentaremos por 7w : TM — M a la proyeccién natural, esto es 7(v) = p si v € T,M. Es
posible dotar a TM de estructura de variedad diferenciable 2n-dimensional (ejercicio 1).

Un campo de vectores en M es una aplicaciéon X : M — TM tal que m o X = 137 (en
principio, no exigimos ninguna regularidad a X ). A la imagen de un punto p € M por X
se le representard por X,.

Si X,Y son campos de vectores en M, f : M — R una funcién (no necesariamente
diferenciable) y A € R, entonces X +Y, AX y fX son los campos de vectores dados por

(X+Y)p=Xp+Yy, (AX)p=2AXp, (fX)p=[f(p)Xp, VpeM.
Nota 2.1.1 Sea (U,v = (x1,...,z,)) una carta en M.

= La aplicacién 8%7: :U — TU C TM dada por

0 0
= Vpe U

43
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es un campo de vectores en U para cadai=1,...,n.

= Dado un campo X en M, existen funciones a; : U — R para ¢ =1,...,n tales que

~ 9
Xy = a;—. 2.1
lv=2aiz (2.1)

=1

Definiciéon 2.1.2 Un campo de vectores X sobre M se dice diferenciable si existe un
atlas {(Un, Yo = (2, ...,2%)) }aca en M tal que las funciones af : U, — R dadas por
(2.1) para (U, = (z1,...,2p)) = (Ua, Yo = (27, ...,22)) son diferenciables para todo
i=1,...,ny todo o € A (la definicién es correcta, ya que no depende del atlas escogido

en M). Al conjunto de campos diferenciables sobre M lo denotaremos por X(M).

Nota 2.1.2

e La definicién anterior de diferenciabilidad de un campo X sobre M es equivalente a que
X € C*°(M,TM), con la estructura diferenciable en T'M dada por el ejercicio 1. Sin
embargo, evitaremos este punto de vista para prescindir de la estructura diferenciable
sobre T'M .

e Si (U,¢ = (z1,...,2,)) es una carta en M, entonces B%i eX(U),Vi=1,...,n.

e SiX.YeX(M),\eRy feC®(M), entonces X +Y, X, fX € X(M). Es claro que
X (M) tiene estructura de espacio vectorial real y de médulo sobre el anillo C*°(M).

Habiamos definido los vectores tangentes en un punto p € M como derivaciones sobre
funciones definidas alrededor de p. Ahora estudiamos los campos como derivaciones sobre
funciones globalmente definidas. Recordemos que una derivacion sobre C*°(M) es una
aplicacion F' : C*°(M) — C°(M) que es lineal y cumple la regla del producto.

Proposicién 2.1.1
1. Sea X € X(M) . Definimos Fx : C°(M) — C*(M) mediante [Fx(f)](p) = Xp(f).

Entonces, Fx es una derivacion sobre C>(M).

2. Reciprocamente: si F' : C*°(M) — C*(M) es una derivacion, entonces definiendo
X : M —TM por X,(f) = [F(f)|(p) para todo p € M, tenemos que X es un campo
diferenciable de vectores (a partir de ahora identificaremos X y Fx ).

Demostracion. El apartado 1 es consecuencia de las propiedades de derivacion de X, €
T, M sobre C*(p) y de la diferenciabilidad de la funcién X (f) Vf € C*°(M); esta ultima
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se deduce de su expresién en cualquier carta (U, v = (x1,...,zy,)) de M, ya que si X|y =
> aia%i con a; € C*°(U), entonces

X(f)owt =3 (asouw 2LV

or
i=1 t

que es una funcién diferenciable en ¥ (U).

Veamos el apartado 2: Que X, € T,M es porque X, es una derivacién sobre C*°(p) (no
olvidemos que toda funcién diferenciable alrededor de p puede extenderse a una funcién
globalmente definida en M, gracias al Lema 1.3.2). Queda ver la diferenciabilidad de X.

Sea X|y=>1", aia%i la expresion local de X |y en combinacién de los campos bésicos
asociados a una carta (U, = (z1,...,2,)) en M. Como a%i(xj) = d;j (delta de Kroneck-
er), entonces (X|y)(x;) = a;j. Por tanto, si vemos que (X|y)(z;) € C°°(U) Vj habremos
terminado.

La diferenciabilidad de (X|y)(z;) en un punto arbitrario ¢ € U se deduce de que x;
coincide en un entorno abierto V' de ¢ con cierta funcién globalmente definida z; € C*° (M)
(de nuevo por el Lema 1.3.2), ahora sélo hay que aplicar que X (z;) = F(z;) € C*°(M) y
que [ X (z5)]|v = [(X|v)(z;)]|v. Veamos que esta tltima igualdad es cierta:

Sea ¢ € V. Como X, € T, M, existe o : (—¢,e) — M diferenciable con a(0) = qi,

o/(0) = X,,. Bntonces, [X(&))](a1) = X, (55) = (75 00)(0) & (2 0 0)/(0) = X, (1) =

(X|v)q (xj) = [(X|v)](x;)](q1), donde en (%) hemos usado que o puede suponerse valuada
en V. O

Usando la identificacién anterior se puede dotar a X(M) de una estructura de algebra
de Lie! mediante el corchete de Lie:

X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — [X,Y],
donde
(X, Y](f) = X(Y(f)) =Y (X(f)), V[feC=(M).
Este producto tiene las siguientes propiedades (probarlas como ejercicio).
1. [X+Y,Z)=[X,Z]+]Y,Z]
2. [X,Y] = —[v, X],
3. [fX,gY] = fglX, Y]+ [X(9)Y — gV (f)X,
1Un dlgebra de Lie es un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K (en nuestro caso, K = R) junto con una

operacién binaria [-,-] que cumple las propiedades 1,2,3 de arriba para f, g constantes y también cumple
la identidad de Jacobi.
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4. [[X,Y],Z]+[[Z, X],Y]+][Y, Z], X] = 0 (IDENTIDAD DE JACOBI),

VXY, ZeX(M),a,beR, f,g e C®(M).
La regla de Schwarz para funciones en C°°(R™) nos dice que dada una carta (U, =

(z1,...,2,)) en M y una funcién f € C*(U), se tiene B%i (%(f)) = Bm] (8901 (f) )7 y
por tanto

[or 5051 =0, Vi,j=1,....n

Sin embargo, en general no es cierto que X (Y (f)) = Y(X(f)). Por ejemplo, consideremos
los campos X, Y € X(S?(1)) dados por X, = e1 xp, Y, = (p, e3)p—es (es claro que X, Y, €
T,5%(1) Vpy que X, Y € C*®(S%(1), R3); como veremos més abajo, esto serd suficiente para
que X,Y sean campos diferenciables sobre S*(1)). Dado p € S?(1),

[X (22)](p) = (da2)p(e1 x p) = wa(er x p) = —w3(p),

[Y (22)](p) = (dza)p(x3p — e3) = x3(p)(dz2)p(p) = w3(p)22(p)

luego

Y(X(22)](p) = Yp(—z3) = (23(p)p — e3)(—73) = 23(p)d(—23)p(p) — d(—3)p(e3)
= —z3(p) + 1,

[(X(Y(22)l(p) = Xp(w2w3) = 22(p) Xp(z3) + 23(p) Xp(22)

2(p)(dzs)p(er x p) + x3(p)(dr2)p(er X p)
(p)xz3(er x p) + x3(p)z2(er X p)

(p) — 23(p).-

Il
8

Z2
2
2

8

Proposicién 2.1.2 Sea F' : M{' — M3 un difeomorfismo. Consideremos la aplicacion
F, : X(My) — X(M3) dada por

(F*X)F(p) = de(Xp), VX e %(Ml), Vpe M.
Entonces:
1. (F.X)(h)=X(hoF)o F~', Vh € C®(M,).

2. F.(aX+bY)=aFR,X+bEY, F.(fX)=(foF Y)FX, Va,beR, X,Y € X(M),
f e c=(My).

3. [F.X,FY]=F[X,Y], VX,Y € X(M)).
4. Si M I My 22 My son difeomorfismos, entonces (Fy 0 F1)x = (F2)x 0 (F1)x.

5 (F Y= (F)™Y (ly)e = Ly
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Demostracion. Ejercicio. O

Por ejemplo, consideremos el difeomorfismo de S™ = S™(1) dado por la aplicacién antipoda,
A(p) = —p, p € S". Como Ao A = 1gn, entonces el automorfismo A, de X(S") cumple
A, 0A, = lf(gn). Por tanto,

X(8") = X4 (S8") @ X_(8"),

siendo X4+ (S") = {X € X(S") | A, X = £X}.
En estas condiciones, es posible probar que si 7 : S” — RIP" es la proyeccién candnica,
entonces existe un isomorfismo de algebras

et X4 (S") — X(RP"),

definido por (m.X) () = dmp(Xy), Vp € S™. Nétese que la definicién de 7, es formalmente
la misma que hemos hecho para un difeomorfismo, aunque 7 : S* — RP" no es un difeo-
morfismo. El concepto que extiende esta situacion es el de campos relacionados por una
aplicacién diferenciable.

Definicién 2.1.3 Sea ¢ € C*°(M, N), siendo M, N variedades diferenciables. Decimos
que dos campos X € X(M), Y € X(N) estéan ¢-relacionados si

dp(Xp) = Yy, Vp € M.

Asf cuando ¢ : M — N es un difeomorfismo, entonces cada X € X (M) sélo estd relaciona-
do con ¢, X € X(N). En el caso anterior de S", cada campo X € X (S") esta m-relacionado
con el campo 1, X € X(RP") (y viceversa).

Veamos como identificar los campos de algunas variedades sencillas.
Ejemplo 2.1.1

1. Usando la identificacién A : T,R™ — R" dada en el Ejemplo 1.4.1, podemos definir
una biyeccién A : X(O) — C*(O,R"™) donde O C R" es cualquier abierto, dada por

ACOIP) = (Xplan).-... X)), Vp € 09X € X(0).

Nétese que A lleva los campos bésicos para la carta (O, 1p) en los vectores de la base
candnica, vistos como aplicaciones constantes de O en R™.

2. Sea M™ C R* una subvariedad. Usando la identificacién entre T, »M y el subespacio
(Ao diy)(T,M) de R* dado en la Proposicién 1.4.4, podemos definir una biyeccién

X(M) — {FeC®(M,R") | F(p) € (\odiy)(T,M), ¥pc M}

Fx: M — RF,
X = ( - FX(p):(Xp(xloi),...,Xp(xkoi)))
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Sea a € S™ un vector fijo. Definimos un campo X, € X(S") como el que se identifica
mediante el punto 2 con la aplicacién F(p) = a — (p,a)p, siendo (-, -) el producto
escalar usual en R""!. Si n = 2, podemos definir otro campo Y, € X(S?) como el que
se identifica con la funcién G(p) = p x a. Ahora los dos campos del ejemplo dadeo
antes de la Proposicién 2.1.2 tienen sentido.

Siguiendo los argumentos dados antes de la Definicion 2.1.3, tenemos que los campos
sobre RP™ pueden identificarse de la siguiente forma:

X(RP") = {F € C®(S",R"™") | (F(p),p) =0 y F(—p)=—F(p),¥p e S"}.

Sea X € M,,(R) una matriz antisimétrica. Entonces, las aplicaciones F, G : O(n) —
M,,(R) dadas por

F(A) = AX, G(A)=XA, VYAeO(n),

definen campos diferenciables de vectores sobre O(n). Estos campos tienen la par-
ticularidad de no tener ceros en ningin punto de O(n).

Sea X € M,,(R) una matriz con traza cero. Entonces las funciones F, G : Si(n,R) —
M,,(R) dadas por

F(A) = AX, G(A)=XA, VAeSi(nR),

definen campos diferenciables de vectores in SI(n, R), que vuelven a tener la propiedad
de no tener ningun cero.

Sea A : Gx M — M una accién diferenciable y propiamente discontinua de un grupo
algebraico G sobre una variedad diferenciable M. Recordemos que M /G admite una
unica estructura diferenciable que hace a la proyeccién canénica 7 : M — M /G un
difeomorfismo local (Proposicién 1.3.3). Dado p € M, podemos identificar T,M y
Tr(p)(M/G) via dm,, que es un isomorfismo de espacios vectoriales. Es fécil ver que

cada campo X € X(M/G) define un campo X € X(M) mediante

dmp(Xp) = Xap)y, YDEM,
es decir, X esta m-relacionado con X. Ademss, si Ay : M — M es cualquiera de los
difeomorfismos de M dados por la accién, puede probarse que X estd \g-relacionado

con si mismo,

(dAg)p(Xp) = Xgp, VP E M,
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y esto Vg € G. Pues bien, esta construccién determina todos los campos diferencia-
bles sobre M/G. En otras palabras, la aplicacién

X(M/G) — {XeX(M)]| ()X =X, VgeG}

~ X: M— TM
X o= < pr— X(p) = (dﬂp)_l()?w(p)) )

es una biyeccién. Esto generaliza la descripcién de los campos en RP™ dada en el
punto 4, y también permite identificar los campos diferenciables en un toro T" co-
ciente de R"™ por las n traslaciones de vectores linealmente independientes v1, ..., v,
como las aplicaciones F' € C*°(R™, R™) que son periédicas por el reticulo de R™ dado
por Zvy & ... B Zv,.

Proposicién 2.1.3 (Extensién de campos) Sean U un abierto de M, X € X(U) y
p € M. Entonces, existen V. C U abierto conteniendo a p y X € X(M) tales que X|y =
Xlv.

Demostracién. Tomemos un cerrado F' y un abierto U’ de M que cumplan
pelnt(F), FcUcCU cU.

Como F C U’, el Corolario 1.3.2 asegura que existe f € C*®°(M) tal que f = 1len Fy
F =0en M —U'. Definimos V := Int(F), abierto de M conteniendo a p y contenido en
U. Definimos X : M — T'M mediante

f(9)X, siqgel,

QEMHXC!:{ 0 siggl.

X \U,)Z' |/ —soporte(f) SON claramente diferenciables. Como soporte(f) C U’ C U, tenemos

M = UU(M —soporte(f)), y por tanto deducimos que X € X(M). Por ultimo, X|p = X|p
porque f|p = 1. Por tanto, X|y = X|v. O

Corolario 2.1.1 Seap € M yv € T,M. Entonces, existe X € X(M) tal que X, = v.

Demostracion. Tomemos una carta local (U, = (x1,...,x,)) alrededor de p. Asi, v =
Yo ai (%)p para ciertos a; € R, i = 1,...,n. Definimos X = """ | aia%i € X(U) (con
coeficientes constantes). Por la Proposicién 2.1.3, existe un abierto V' conteniendo a p y

contenido en U, y existe X € X(M) tal que X|y = X|y. Este X es el campo global que
buscdbamos. O
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2.2. 1-formas diferenciables.

En esta seccion estudiaremos el concepto dual del de campo de vectores. De nuevo M
denotard una variedad diferenciable de dimensién n.

Definicién 2.2.1 El fibrado contangente a M se define como

M= | ;M = | (T,M)".
peM peEM

Representamos por 7 : T*M — M a la proyeccién natural, esto es m(w) =p siw € T, M.
De forma andloga a lo que ocurre con T'M, es posible dotar a T*M de estructura de
variedad diferenciable 2n-dimensional, que convierte a 7 : T*M — M en una submersién.
Pero no usaremos esa estructura diferenciable en lo que sigue.

Una 1-forma en M es una aplicacién w : M — T*M tal que w ow = 1)y, sin exigir
regularidad alguna a w. A la imagen de un punto p por w se le representard por w, € Ty M.

Si «, § son 1-formas en M, f: M — R una funcién (no necesariamente diferenciable)
v A € R, entonces o + (3, Aa 'y fa son las 1-formas dadas por

(a+B)p=0p+Bp, (A)p=2Ary, (fa)p=f(p)oy, VpeEM.

Nota 2.2.1

= En el Ejemplo 1.4.2 vefamos la diferencial df, de cada f € C°°(M) como elemento
en Ty M. Por tanto, p € M +~— df, € Ty M define una 1-forma a la que llamamos la
diferencial de fy representamos por df.

» Sea (U,¢ = (x1,...,x,)) una carta en M. Entonces, dz; es una 1-forma sobre U
Vi, y {(dz1)p, - -, (dzn)p} es la base dual en Ty M de la base {(%)p ye ey (%)p}.
Dada una 1-forma w sobre M, existen funciones a; : U — R para i =1,...,n tales
que

w\U = Zai dxi. (2.2)
=1

Definicién 2.2.2 Una 1-forma w en M se dice diferenciable si existe un atlas {(Uy, 1o =
(¢, ..., 2%)) }aca en M tal que las funciones a$ : U, — R dadas por (2.2) son diferencia-
bles para todo i = 1,...,ny todo a € A (la definicién es correcta, ya que no depende del

atlas elegido en M). Al conjunto de 1-formas diferenciables sobre M lo denotaremos por
QL(M).

Nota 2.2.2
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» Si f € C®(M) es diferenciable, entonces df € Q(M). De hecho, la diferencial de

funciones define un operador d : C*°(M) — Q! (M) cumpliendo

d(f+g)=df +dg, d(fg)= fdg+gdf, Vf,geC®(M).

» Si (U,¢ = (21,...,7,)) es una carta en M, entonces dz; € QY (U),i=1,...,n.

" Sia, € QY M), e Ry f € C®(M),entonces a+f, Ao, fa € QL(M). Ast, QL(M)

tiene estructura de espacio vectorial real y de médulo sobre el anillo C*°(M).

Proposicién 2.2.1

1.

Sea o € QY (M). Definimos F,, : X(M) — C™(M) mediante [Fo(X)](p) = ap(Xp).
Entonces, se tienen:

Fo(X+Y)=F(X)+ F,(Y), F.(fX)=[fF.(X), VfeC>®M).

Reciprocamente: si F': X(M) — C*(M) es una aplicacion que cumple las propiedades
anteriores, entonces definiendo o : M — T*M por op(v) = [F(X)](p) donde
X € X(M) cumple X, = v (este campo X existe por el Corolario 2.1.1), tenemos
que « estd bien definida (es independiente del campo X elegido) y es una 1-forma
diferenciable sobre M.

Demostracion. El apartado 1 es trivial. En cuanto al apartado 2, primero veremos que la
definicién de « no depende de X . Esto sera consecuencia de varias observaciones.

w Sea U C M abierto y X € X(M) tal que X|y = 0. Entonces, [F(X)]|y = 0.

En efecto, fijemos p € U y veamos que [F(X)](p) = 0. Como {p}, M — U son
cerrados disjuntos de M, el Corolario 1.3.2 asegura que existe f, € C*°(M) tal que
folv—v =1y fp(p) = 0. Como X|y = 0, tenemos X = f,X en M (razonar por
separado en U y en M — U), luego F(X) = F(f,X) = fp,F(X). Evaluando en p y
usando que f,(p) = 0, tenemos [F(X)](p) = 0. Como p es arbitrario en U, concluimos
que [F(X)]|y =0.

Ahora podemos definir la restriccién F|y : X(U) — C*°(U) de F a cualquier abierto
U C M, de la siguiente forma: Dado X € X(U) y p € U, se define [(F|y)(X)](p) =
[F(X)](p), donde X € X(M) es cualquier campo tal que X’\Vp = Xly,, siendo V,,
un abierto de U con p € V), (la existencia de X , V}, son consecuencia de la Proposi-
ci6n 2.1.3). Para que esta definicién sea correcta, debemos probar queF’ | no depende
de la extensién X de X € ¥(U); en efecto, si tomamos otra extensién X € X(M)
de X, entonces X — X estd en las condiciones del punto anterior sobre el abierto
V, donde ambas extensiones coinciden con X. Por tanto, [F/(X — X )|V = 0. Como
F(X — X) = F(X) — F(X), conclufmos que [F(X)](p) = [F(X)](p).
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» Sean X € X(M) yp € M tales que X, = 0. Entonces, [F(X)](p) = 0.
En efecto, tomemos una carta local (U, = (z1,...,2,)) de M alrededor de p. Asi,
Xlo=>1", aia%i con a; € C*(U) Vi. Como F|y estéd bien definida,

FOO)w) = [(Flo) X)) = [(Flo) (Sia )| (0) = i) [(Flo) (32)] @)
Lo anterior se anula porque al ser X,, = 0, tenemos a;(p) =0Vi=1,...,n.

» Por ultimo, que la expresiéon [F(X)](p) es independente de X € X(M) tal que
X, = v, es consecuencia de un razonamiento analogo al que haciamos para probar
que F|y estd bien definida.

Ahora podemos afirmar que a,(v) = [F(X)](p) define una 1-forma sobre M. Que « es
diferenciable se deduce de su expresién en coordenadas locales: Si (U, = (z1,...,2,)) €s
una carta en M, entonces o|y = ), a; dz; donde

ai = (alv) (5% ) = (Flv) (5% ) € c=(U).

a

Proposicién 2.2.2 Cada aplicacién diferenciable ® : M — N induce un homomorfismo
de espacios vectoriales ®* : Q1 (N) — QY (M) mediante

(@ ()]p(v) = ag(p) (dPp(v)), Va € QYN), veT,M, pe M.
Ademds, se tienen las siguientes propiedades:
1. ®*(fa)=(fo®)®*a, VaecQYN), feC>®(N).
2. SiV:N — P es otra aplicacion diferenciable, entonces (Vo ®)* = ®* o U*,

3. (Im)* = lgiar) (por tanto, ® — @* define un funtor contravariante).

Demostracion. Ejercicio. O

2.3. Algebra exterior. Formas diferenciables.

Necesitamos algunos preliminares de algebra multilineal. Sea V' un espacio vectorial
real, y > 1 un entero no negativo. Un tensor r-covariante’ sobre V es una aplicacién
r-lineal

T:Vx .. xV =R,

2 . . .
Como no usaremos tensores contravariantes, llamaremos a un tensor covariante simplemente un tensor.
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Al conjunto de todos los tensores r-covariantes sobre V' lo denotaremos por T,.(V'), conjunto
que tiene estructura de espacio vectorial real con la suma y el producto por escalares
natural a partir de la estructura de espacio vectorial de R:

(Tl + Tg)(ul, R ’U,k) = Tl(ul, R ’U,k) + Tg(ul, R ’U,k),
(aT)(ut,...,ug) = aT(ug,..., ug).
Como casos particulares, tenemos To(V) = R (por convenio) y T1(V) = V*.
Dados dos tensores T1 € T,.(V), Ty € T,.(V), el producto tensorial de Ty y T5 es el
tensor 11 ® Ty € T4,/ (V') dado por

(Tl ® T2)(u17 sy Upy Upty ey ur—l—r/) = Tl(uh SRR ur) : T2(ur+17 SRR ur—i—r/)v

para cualesquiera uy, . .., u,4,» € V. Este producto tensorial cumple las siguientes propiedades

(probarlas como ejercicio):
. (MM+T)RT=T1T+ToxT, (aT1)@Ts=a(T1®Ts).
2. T(M+T)=TTh+TT,, T (als)=a(Th®Ts).
3. Tie(hols) =(T10T)®T;.
4. (T(V) = @07, (V),+,®) es un algebra graduada.

Debido a la asociatividad del producto tensorial, se puede definir sin ambiguedad el produc-
to tensorial 71 ®. . .®T,, de un nimero finito de tensores. Esto nos valdri, entre otras cosas,
para encontrar una base de T,.(V): Sea {vi,...,v,} una base de V y {a!,...,a"} C V*
su base dual. Entonces, el conjunto

{ai1®...®a” | 1§i1,...,ir§n}.

es una base de T,.(V) (ejercicio). En particular, la dimensién de T,.(V) es n". Ademds
cualquier tensor T' € T,.(V') se escribe en combinacién lineal de esta base como

n

T = Z T(vi17---7vir)ai1®"'®air-

Toda aplicacién lineal ¢ : V' — W entre dos espacios vectoriales reales induce una apli-
cacién lineal (pullback) entre los espacios de tensores covariantes ¢* : T,.(W) — T,.(V)
mediante

(P T) (w1, - ur) = T(p(w), - p(ur)),
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para cualesquiera T' € T,.(W), uq,...,u, € V. El comportamiento del pullback frente al
producto tensorial viene dado por la siguiente férmula:

P (T @ Ta) = (¢™T1) @ (¢™T2),

donde Ty € T,,(W), Ty € T(W).
Dentro de 7,.(V') tenemos dos subespacios vectoriales destacados, segiin se comporten
los tensores frente al cambios de orden en las variables. Asi, tenemos el subespacio vectorial

de los tensores simétricos (resp. antisimétricos, o también r-formas), que denotaremos por
S-(V) (resp. A"(V)), que son aquellos T' € T,.(V) tales que

T(ut,..uk) = T(ug), - Uo(r))s
(resp. T(u1,...,ux) = sig(o)T(us(1),. .. Up(ry) ),

para toda lista uq,...,ur € V y toda permutacién o de r elementos, donde sig(c) = £1
representa la signatura de o. Como toda permutacién se escribe como producto de trans-
posiciones, para ver la antisimetria de un tensor 7' € 7,.(V') basta probar que la segunda
ecuacion anterior se cumple para transposiciones de las variables (en tal caso sig(o) = —1),
y més concretamente, para transposiciones que permutan variables contiguas. Un sencilla
consecuencia de la multilinealidad es que un tensor 7' € T,(V) es antisimétrico si y sélo
si T(uq,...,ux) = 0 sobre cualquier lista (uq, ..., ux) que tenga dos argumentos repetidos
(esto se lee T es alternado). Por convenio, pondremos

AV =T(V) =V, AY(V) =To(V) =R.

Es claro que S, (V) N A"(V) = {0} para todo r. Si T € To(V), hay una forma sencilla de
asignar a 7' su partes simétrica y antisimétrica:

1 1
La férmula anterior prueba que To(V) = So(V) @ A%2(V). Aunque esta suma directa no se
conserva para T,(V) con r > 3, podemos generalizar la férmula anterior de la siguiente
forma. Dado E € T,(V), definimos

1 .
[AI(T)] () = = > sig(0) T(tg), - - - o(ry)-
€Sy

Es claro que Alt(T") € T,(V) y que la aplicacion T' +— Alt(T') es lineal. De hecho, Alt(T') es
antisimétrico, con lo que tenemos una aplicacién lineal Alt: T,.(V) — A"(V) que ademés
cumple que si € A" (V), entonces Alt(a)) = « (aqui se usa el factor r ! en el denominador).
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En consecuencia, Alt o Alt = Alt, visto como endomorfismo de T,.(V'), y por tanto T,.(V)
se descompone como suma directa

T, (V) = ker(Alt) @ Im(Alt) = ker(Alt) & A"(V).

Para r = 2, es S3(V') = ker(Alt), pero esto no se cumple para r > 3. Veamos algunas de
esta aplicacién Alt.

Lema 2.3.1

1. SeaT € T,.(V) tal que Alt (T) = 0. Entonces, AW(T @ T') = AlW(T" @ T) = 0, para
todo T € T4(V).

2. Siac AF(V), Be AY(V), v € A3(V), entonces

Alt(a ® Alt(3® 7)) = Alt(Alt(a ® B) @) = Alt(a @ & 7).

Demostracion. De la definiciéon de producto tensorial se tiene que dados uy, ..., ur4+s € V,

(r+ ) AT RT ) (ur, .. tpgs) = D Si8(O)T(tp(1)s - - Uo(r) T (U r1s - - > Uer(rs))-

OESr+s
(2.3)
Fijemos un subconjunto ordenado A = (a1, ...,as) de s elementos en {1,...,7 + s}. Sea
Py ={0 € Spys|o(r+i)=a;, i=1,...,s}. Es claro que la aplicacién o € Py — ol .y

establece una biyeccién entre P4 y S, (permutaciones de r elementos), y que si o € Py
entonces

sig(o) = +sig(al(1,..,)-

Ademds, el signo + en la ultima expresién no depende de o € P4. Por tanto, podemos
reagrupar el miembro de la derecha de (2.3) de la forma siguiente:

Z + Z sig(T)T (tr(1y, - - s Ur(r) | T (Uays - - - Uay),
A=(a1,...,as) TES,

y ahora lo anterior se anula ya que Alt(7T) = 0. Esto prueba que Alt(T ® T') = 0. La
prueba de que Alt(7"®T') = 0 es andloga, con lo que tenemos demostrada la propiedad 1.
En cuanto a la propiedad 2, primero notemos que

Alt(Alt(B @) — B®7) = Alt(AlL(B® 7)) — Alt(B ® )

=Alt(f@v) —Alt(B®~v) =0.
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Usando la propiedad 1 para T1 = a, Th = Alt(8 ® v) — 5 ® 7, tenemos
0=Alt (@@ [At(B®~7) - B®7]) = Alt(a @ A(BR ) —a® R 7)

=Alt (@ A(B® 7)) — Alt (a ® B®@7),
que es una de las igualdades del apartado 2. La otra igualdad se prueba andlogamente. O

La utilidad principal de la aplicacién Alt es definir el siguiente producto natural entre
tensores alternados.

Definicion 2.3.1 El producto exterior de tensores alternados sobre V' es la aplicacién
AN (V) x AS(V) — A"T5(V)

(Oé,ﬁ) — aAf= (r+8)

rls!

' Alt(a @ 9).

Usando la definiciéon de Alt se tiene que

1 .
@ AB) sty = S sig(0) (@8 B)(togry - )
O'ESr+s
1 .
= Z sig(o) a(ua(l), .. .,u(,(r)) ﬁ(u(,(rﬂ), .. .,u(,(r+s)).

0ESrys
Ahora recopilamos las propiedades algebraicas del producto exterior.
Teorema 2.3.1 Sean a, a1, a0 € A7(V), 3,51, B2 € A3(V), v € A¥(V) ya € R. Entonces:
1. (ar+ax)) AB=a1 ANB+asAp.
2. aN(Bi+P2) =aABi+alfPs.
3. (ax) NB=aA (af) =alaAp).
4. BAha=(-1)"aAp.

5 (anB)Ay=an(BAry) =T A (008 0q).

6. Sig:V — W es una aplicacion lineal, « € A"(W) y 5 € A5(W), entonces

¢ (anp) = (¢'a) A (™).
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Demostracion. 1,2,3 son consecuencias de las correspondientes propiedades para ®. Veamos
la propiedad 4: Por definicién,

1 .
(ﬁ A a)(ul, sy ur-i—s) - ﬁ Z Slg(d) a(ua(s—i—l)v SRR ua(s—l—r)) ﬁ(ua(l)v s ua(s))

' Uesr+s
1 .
= sl Z Slg(U) (Oé ® ﬁ)(ua(s—i—l)v <o Ug(s4r) Uo(1)s -+ o) ua(s))'
Uesr+s
Consideremos la permutacion p € S,1s que lleva (1,...,s,s+1,...,s+r)en (s+1,...,s+
r,1,...,8), en ese orden. Asi, p mueve cada uno de los ultimos r indices hacia atrés,

saltando s indices, luego p es producto de rs transposiciones y sig(p) = (—1)"*. Por tanto,
podemos escribir la tltima férmula como

1 .
7 D 880) (@@ B)(to(p)s - - - Uo(p(r))s Uolp(r1))s -+ Uo(p(r+))
' ' Uesr+s
1 TSsS43
=3 2 (1)™sig(000) (0 ® B) (Uoep)1)s -+ Uoop)(r): Uoop)r+1)s -+ Uoop)(r-ts)

Uesr+s

(_1)7’8 .
= s T Z Slg(T) (Oé ® ﬁ)(ufr(l)v ce Ur(r)y Ur(r1)y - - o5 uT(8+T))
' ' Tesr+s

- (_1)rs(a A ﬁ)(ulv ) uT+8)7

lo que prueba 4. Veamos la propiedad 5: Sustituyendo la definicién de a A3 en (a A 3) Ay
obtenemos

(r+s)
rls!

(r+s)
rls!

! !
(a/\ﬁ)/\’yz( Alt(a@ﬁ))/w: Alt(a® ) A ~.
Como Alt(a® f3) es de orden r + s, la definicién de producto exterior nos permite escribir
lo anterior como

(r+$)'(r+$+k)' Lema 2.3.1 (r+3+k)'
rls! (7“—|—$)'k' ( ((X@ﬂ)@’y) rlslkl ((X@ﬁ@’y),

y tenemos probada una de las dos férmulas en la propiedad 5. La otra se hace analoga-
mente. Por ultimo, la propiedad 6 se deja como ejercicio. O

Debido a la asociatividad del producto exterior, se puede definir sin ambiguedad el pro-
ducto exterior aq A ... A a,, de un nimero finito de tensores alternados.

Como consecuencia del Teorema 2.3.1, conviene observar que dadas @ € A"(V) y
B € A*(V) se tiene que
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m oA =0ANasir s son pares.
= aAB=—-FBAasiry ssonimpares.
= aAa=0siresimpar.

Notemos que la férmula del apartado 5 en el teorema anterior dice que si «aq, g, ag €
AL(V), entonces

a1 ANag A ag =31 Alt(ag @ as ® az) = Z Sig(0) Ap(1) @ Qg(2) @ A (3)-

oc€S3
Es facil probar por induccién que si a1, .. ., a,, € AL(V), entonces
ap Ao Aoy =m!Alt(og ® ... Q@ o) = Z sig(0) Ap(1) ® - .- @ Qg(m)- (2.4)
oc€Sm
Proposicién 2.3.1 Sea {v1,...,v,} una base del espacio vectorial V. y {aq,...,an} su

base dual. Dado k =1,...,n, el conjunto
{foi, Ao ANy, | 1 <0 << <},

es una base de A*(V). En consecuencia, diim A*(V)) = (}). Toda k-forma a € A*(V) se
escribe

o= E )‘lek oj NN Qg s

11 <...<ig

donde X, i, = a(vy,...,v;,) € R.
Demostracion. Viendo cada o € AF(V) como tensor en T;(V), tenemos

o = E a(uil,...,uik)ail®...®aik.

Ulyeesll

Como « es alternado, a(u;,,...,u;) = 0 si alguno de los indices iy,...,%; se repite.
Para aquellos sumandos en la tltima sumatoria donde 44, ..., % son todos distintos, los
agruparemos por conjuntos de k indices distintos {j1,...,Jx} C {1,...,n} con j;1 < ... <
Jjr de forma que (i1, ...,ix) = (0(j1),-..,0(jr)) para alguna permutacién o de k elementos
(0jo: o no mueve necesariamente los indices 1,...,k, sino k indices distintos elegidos en
1,...,n). Asi,

a= Y D alugy o) Qo) @ - ® Ay

J1<<jr \TESk
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— Z Z Sig(J)Oé(uj‘l,...,’U,jk)()ég(jl) X "'®a0(jk)

J1<..<jr \oESk

= Z O‘(uju"'vujk) Z sig(o) X () & - - & Qg (jy)

J1<<Jk €Sk

Por la férmula (2.4), el paréntesis anterior coincide con «j, A ... A aj,, lo que prueba
que {aj, A Aay, | 1 <ip <...<ir<n} es un sistema de generadores de A*(V). La
independencia lineal es consecuencia de la férmula

(Oéz‘l VANRRAN Oéz‘k)(’l)jl, .. '7vjk) = 5i1,j1 .. '5ikajk7
(producto de deltas de Kronecker) siempre que 1 < j; < ... < jr < n. O
Notemos que si k > n = dimV y a € A¥(V), entonces a(vj,...,v;,) = 0 para toda
eleccion de indices con 1 < i1 < ... < i, < n, ya que en la lista v;,,...,v;, siempre hay

dos vectores repetidos. Esto nos dice que
AF(V)={0} sik>n.

Como dim A™(V) = () = 1, cualquier elemento no cero en A™(V) serd una base de A™(V').
A continuacién estudiaremos qué n-formas pueden generar esta espacio.

Lema 2.3.2 Sean ai,...,ap € AY(V) (no necesariamente parte de la base dual de una
base de V). Entonces, {1, ...,ax} son linealmente independientes en AY (V') si y sélo si
a1 A Aag # 0 in AF(V).

Demostracion. Siayq, ..., ax son linealmente independientes, entonces pueden completarse
a una base {a1,...,a,} de V* = AY(V), que serd base dual de una cierta base u1, .. ., u,
de V. Entonces, la Proposicién 2.3.1 asegura que aj A ...A ag es un elemento de una base
de A¥(V), luego ay A ... Aoy # 0.

Reciprocamente, si aq, ..., ax son linealmente dependientes, entonces una de las «o; se
escribe como combinacién lineal del resto. Por la multilinealidad del producto exterior,
basta probar que o, A...A«;, = 0 siempre que en {ji,...,jr} C {1,...,n} hay al menos
dos indices repetidos. Esto es consecuencia de que a A a = 0 para toda a € AI(V). O

En el caso del espacio vectorial R™, podemos definir un elemento no nulo de A™(R")
muy especial. Definimos
det : R"x .7. xR" — R
det(uy, ..., u,) = det A,
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donde A = (a;5)ij € Mu(R) es la matriz dada por u; = Y I a;je;, siendo {e1,...,en}
la base candnica de R™. Las propiedades estandar de los determinantes prueban que det
es una n-forma sobre R", y es no nula porque det(ey,...,e,) = det [,, = 1. En realidad,
esta n-forma det tiene sentido en cualquier espacio vectorial n dimensional V', sin mas que
prefijar una base B = {vy,...,v,} de V y considerar el isomorfismo canénico de V' en R”
que lleva B en la base candnica. Asi, tenemos

detp : Vx M xV — R
detp(u1,...,u,) = det A,

donde A = (a;5)i; € Mn(R) es la matriz dada por uj = Y"1 | a;;v;.

Si V' es un espacio vectorial n-dimensional y ¢: V' — V un endomorfismo, entonces ¢*
es un endomorfismo del espacio vectorial 1-dimensional A™(V'), luego ¢* es un multiplo de
la identidad. Este multiplo tiene la siguiente interpretacién:

Proposicién 2.3.2 Dado un endomorfismo p: V. — V se tiene

o a = (det p)a, Yae A™(V). (2.5)

Demostracion. Fijemos o € A™(V). Si o« = 0 entonces no tenemos nada que demostrar.
Supongamos entonces que « # 0, y por tanto « es una base de A™ (V). Como ¢* € A™(V),
entonces ¢*a = Aa para algin A € R. Veamos que A = det ¢ y habremos terminado:
Como « es base de A™(V'), existe una base B = {vy,...,v,} de V tal que @ = vi A... A0},
donde {vj,...,v:} es la base dual de {vy,...,v,}. Entonces,

A= (g a)(vr, o vn) = alp(vr), - p(vn) = (0T A A )(p(01), -5 p(vn)) = det(p).

O

En particular, si {vi,...,v,}, {wi,...,w,} son dos bases de V' y w; = >/, aijv; V7,
entonces

alwy, ..., w,) = (det A) a(v1,...,vp), Va e A"(V). (2.6)

A continuacién trasladaremos lo aprendido arriba sobre algebra multilineal a una va-
riedad diferenciable M de dimensién n. Dado k£ un entero positivo, llamaremos

AF(M) = ] AMT,M),

y representamos por 7 : A¥(M) — M a la proyeccién natural: w(a) = p si o € AF(T,M).

Definicién 2.3.2 Una k-forma en M es una aplicacién a : M — A¥(M) (en principio,
sin ninguna regularidad) tal que m o @ = 157. A la imagen de un punto p por « se le
representard por a,.
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Nota 2.3.1

1. Sean «, 3 dos k-formas en M, f: M — R funcién (no necesariamente diferenciable)
y A € R. Entonces, a4+ 3, Aa y fa definidos por

(a+B)p=ap+0Bp, Aa)p=Aa ,(fa),=[f(p)ap,
son también k-formas en M.
2. Si « es una r-forma en M y (8 una s-forma en M, entonces o A 8 definida por
(@nB)p=ap By, peEM,
es una (r + s)-forma en M.
3. Si(U,¢=(x1,...,2,)) es una carta en M, entonces
{dxiy N Ndzy, |1 <4y < ... <ip<n}

es una base local de k-formas en U (esto es, al evaluarlas en cualquier punto p € U
dan una base de A¥(T,M)).

4. Si « es una k-forma en M y (U,v = (21,...,%,)) una carta en M, entonces la
restricciéon de « a U se escribe
OC‘U = Z lezk dxil VANPAN dxik, (2.7)
1<i1<..<ip<n
ol o) . . .
donde f;, i, = (Q‘U)(amil s 89%) U —-Rparal <i; <...<ig <n.

Definicién 2.3.3 Una k-forma « en M se dice diferenciable si existe un atlas {(Uy, ¥ =
(zf5. .., 20)) faca en M tal que las funciones ff , : U, — R dadas por (2.7) para
(U,v) = (Uq, o) son diferenciables para todo 1 <i; < ... <i; <ny todo a € A. Esta
definicién es correcta, ya que no depende del atlas escogido en M. Representaremos al

conjunto de k-formas diferenciables sobre M por QF(M).

Nota 2.3.2 Si o, € Q¥(M), A € Ry f € C®(M), entonces o + 3, Ao, foo € QF(M).
Ademds, si 3 € Q"(M), entonces a A 3 € QFF7(M).

Usando el Teorema 2.3.1, es claro que QF(M) tiene estructura de espacio vectorial
real y de médulo sobre el anillo C*°(M). De las correspondientes igualdades para espacios
vectoriales se tiene QF (M) = {0} si k > n, y QO(M) = C°>°(M). Por tanto, llamando

QF (M) := é QF (M),
k=0
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deducimos de nuevo a partir del Teorema 2.3.1 que el producto exterior de formas dota a
Q* (M) de estructura de algebra graduada.

Las Proposiciones 2.1.1 y 2.2.1 tienen su andlogo para k-formas. La demostracién del
siguiente resultado es muy parecida a la de la Proposiciéon 2.2.1, por lo que la dejamos
como ejercicio.

Proposicién 2.3.3
1. Sea a € QF(M). Definimos Fy, : X(M)x F). xX(M) — C(M) mediante
[Fa (X, Xp)I(P) = ap(X1)ps - - (Xk)p),

para cada X1, ..., Xy € X(M). Entonces, F,, es multilineal y alternado con respecto
a la estructura de C°°(M)-mddulo de X(M).

2. Reciprocamente: si F : X(M)x F. xX(M) — C®(M) es una aplicacién multilin-
eal y alternada con respecto a la estructura de C°°(M)-mddulo de X(M), entonces
definiendo o : M — A*(M) por

ap(ur,...,ux) = [F(X1,..., Xp)](p)

donde X; € X(M) cumple (X;), = v; para todo i =1, ..., k, tenemos que o estd bien
definida y es una k-forma diferenciable sobre M.

Como consecuencia, podemos interpretar las k-formas diferenciables como operadores o :
X(M)x B xX(M) — C®°(M) multilineales y alternados respecto a la estructura de
modulo que posee X(M).

Ahora enunciamos la generalizacién de la Proposicién 2.2.2 para k-formas. La tUnica
novedad es el apartado 4, que es consecuencia del punto 6 del Teorema 2.3.1.

Lema 2.3.3 Cada aplicacion ® € C®(M, N) induce una aplicacion lineal ®* : QF(N) —
QF (M) mediante

(@ ()]p(v1, - -+, vE) = Q) (APp(v1), ..., dPy(vk)), Vo € QF(N), v1,..., 0 € T,M, p€ M.
Ademds, se cumplen las siguientes propiedades:

1. ®*(fa) = (fo®)®*a, Va e QF(N), fe€ C®(N).

2. SiV:N — P es otra aplicacion diferenciable, entonces (Vo ®)* = ®* o U*.

3. (1n)* = lgr (-

4o (anB) = *(a) A D).
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2.4. Orientacion en variedades.

Como hicimos en la secciéon anterior, primero desarrollaremos los conceptos en un es-
pacio vectorial, para luego trasladarlos a una variedad via sus distintos espacios tangentes.
Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n. Representemos por B al conjunto de
bases ordenadas de V. En dicho conjunto se define una relacion de equivalencia R mediante

(v1,...,0n) R(wy,...,w,) < detA >0,

donde A = (a;j)i; es la matriz de cambio de base entre ambas bases, es decir w; =
Yoy aivi, i =1,...,n (da igual expresar los vectores w; en combinacién lineal de los v;
que al revés, ya que el cambio de base inverso produce la matriz A1, que tiene el mismo
signo del determinante que det A). Como hay dos posibilidades para el signo de una matriz
de cambio de base, el conjunto cociente B/R tiene dos elementos.

Definicién 2.4.1 Una orientacion en V es un elemento de B/R. Asi en cada espacio
vectorial real hay dos orientaciones. Si fijamos una orientacién [B] € B/R, a cada base
ordenada B’ € [B] se la llama positivamente orientada respecto a [B]; al resto las llamamos
negativamente orientadas.

Tenemos otra forma de introducir las orientaciones en un espacio vectorial: en A™(V)—{0}
definimos una relacién de equivalencia R’ mediante

aR' 3 < B=aa, cona>0.

Como dim A"(V) = 1, el conjunto cociente (A"(V)—{0})/R’ tiene también dos elementos.
A continuacién definimos una biyeccién entre B/R y (A™(V) — {0})/R’. Si {v1,...,v,}
es una base de V, entonces la Proposicién 2.3.1 implica que v] A ... A v} es una base de
A™(V) (aqui {v}}; es la base dual de {v;};), y por tanto vi A...Av); € A"(V) —{0}. Esto
permite definir una aplicacién

F:B—A"(V)—{0}, F(vi,...,05) =0 A...Av.
El comportamiento de F' frente a las relaciones de equivalencia R, R’ es el siguiente: Dadas
(v1,...,0p), (w1,...,wy,) € B, tenemos

x Proposicién 2.3.2

VIA AU =0T A A (W, wp) WA LA W),

n
= (det A) (V] A ... AV (V1. o) WAL AW = (det A)wl AL AWy
siendo A = (a;j);; la matriz dada por w; =" | a;jv;. Esto nos dice que

F(vi,...,v5) R F(wy,...,w,) <= (v1,...,0,) R(w,...,wy).
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Por tanto, F' induce una biyecciéon

F:B/R — (A"(V) = {0})/R, F([(vr,...,00)]) = [} A+ A2,

De esta forma, dar una orientaciéon en V' equivale a dar una clase de equivalencia en
(A™(V) — {0})/R'. Observemos que dada (v1,...,v,) € B, se tiene F([(v1,...,v,)]) = [¢]
siy sélo si a(vy,...,v,) > 0.

Ahora pasamos lo anterior a variedades diferenciables.

Definicion 2.4.2 Una variedad diferenciable M de dimension n se dice orientable si existe
a € Q"(M) tal que oy # 0 en todo punto p de M.

Si M es orientable y v € Q"(M) es una n-forma sin ceros, entonces «;, define un elemento
de A™(T,M)—{0}, y en consecuencia una orientacién en T,,M, Vp € M. La diferenciablidad
de « puede interpretarse como que esta orientacién varia “suavemente” al cambiar el punto
peM.

Sea M"™ una variedad orientabley A = {a € Q"(M) / oy, # 0, Vp € M} # . Definimos
una relacion de equivalencia R en A mediante

aRpB < 3f € C°(M,R") tal que 8 = fa.

Nétese que dadas «a, § € A, siempre existe f € C*°(M) sin ceros tal que § = fa, luego f
s6lo puede tener signo constante en M (suponiendo M conexa). Por tanto, hay dos clases
de equivalencia en A/R.

Definicion 2.4.3 Una orientacion en una variedad orientable M es una clase de equiva-
lencia en A/R.

A partir de ahora se identificard cada orientaciéon en una variedad orientable con una
n-forma sin ceros que la represente. Cada variedad orientable da lugar a dos variedades
orientadas.

Ejemplo 2.4.1

1. R"™ es orientable, pues la n-forma dxi A --- A dx, no tiene ceros. Haciendo uso de
la tipica identificacion entre vectores tangentes a R™ con los propios vectores de R"
(ver el Ejemplo 1.4.1), se tiene que la anterior n-forma viene dada en cada punto
por la aplicacién multilineal y alternada det:

det : C°(R", R")x .7. xC™(R", R") — C*°(R")
det(X1,. .., Xp) = det A,

donde A : R" — M, (R) viene dada por X;(p) = >, a;j(p)ei, siendo {e1,..., e}
la base candnica de R".
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2. Todo abierto de una variedad orientable es orientable.

3. Si una variedad tiene un atlas con dos cartas cuya interseccién es conexa, entonces
es orientable.

4. S" es orientable, por el punto anterior. Pero también podemos dar explicitamente
una n-forma global sin ceros sobre la esfera:

ap(v,...,vp) =det (p,vi,...,v,), Yoi,...,0, € T,S" = (p)t, ¥pe s
A la orientacién definida por « le llamaremos la orientacién canonica en S™.

5. Sea S C R? una superficie. Entonces, S es orientable si y sélo si existe un campo
diferenciable unitario y normal a S (una aplicacién de Gauss globalmente definida).

Estudiemos ahora la orientabilidad de RP". Como la aplicacién antipoda A : S — S” es
un difeomorfismo de S™, para cada k con 0 < k < n la aplicacion lineal

A QF(S™) — QF(S™)
es un isomorfismo. Como A? = 1gn, entonces (A*)% = Lok (gny- Definiendo
QL(S") = {a € QX(S") | A*(a) = *a},

deducimos que QF(S") = QF (S") @ QF (SM).

Sea w : S — RP" la proyeccién canénica sobre el espacio proyectivo real. De la
igualdad 7 0 A = 7 deducimos que 7*(3) € QF (S") para cada 8 € Q¥(RP"). Esto permite
considerar la aplicacién lineal

™ QF(RP™) — QF (S™).

Veamos que 7* es un isomorfismo: si a € Q’i (S™) entonces « es invariante por la aplicacién
antipoda, luego « induce una k-forma sobre RP". La diferenciabilidad de la k forma
inducida por « sobre RP™ es consecuencia directa de la diferenciabilidad de « y de que 7
es un difeomorfismo local. Por tanto, 7 es sobreyectiva (valuada en QF (S")). Por otro lado,
si B € ker(n*) entonces 73 = 0 en S”. Como 7 es un difeomorfismo local, concluimos
que B = 0 sobre RP". Asi, #* es inyectiva y por tanto, es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Proposicién 2.4.1 El espacio proyectivo real RP" es orientable si y sélo sin es impar.
En este caso, una orientacion sobre RP™ viene definida por la unica n-forma 8 en RP"
tal que ™0 = «, siendo w: S" — RP" la proyeccion y « la orientacion candnica sobre S™.
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Demostracion. Un célculo directo nos dice que A*a = (—1)"*!a siendo A la aplicacién

antipoda y « la orientacién candnica sobre S™. Por otro lado, del desarrollo anterior de-
ducimos que RP" es orientable si y sélo si existe a; € 2} (S") sin ceros. Asf, si n es impar
entonces podemos tomar a; = « y concluimos que RP" es orientable. Reciprocamente,
si RP™ es orientable entonces existe a; € 7 (S") sin ceros. Asi, a; = Aa para cierta
funcién A € C*°(S™) sin ceros, luego con signo constante. Como a; = A*«, entonces
Aa=A*(Aa)= (Ao A)A*a = (Ao A)(—1)""!a. Pasando a orientaciones y usando que A
tiene signo constante, obtenemos [a] = (—1)"*1[a], luego n ha de ser impar. O

Definicion 2.4.4 Una métrica Riemanniana sobre una variedad M"™ es una correspon-
dencia p € M —— g, € To(T, M) tal que:

1. gp es simétrica y definida positiva para todo p € M.

2. g: M — U, Tp(TpM) es diferenciable en el sentido siguiente: para toda car-
ta (U,¢ = (21,...,2,)) de M, las funciones g;; = (Q‘U)(a%iv%) : U — R son
diferenciables, i, = 1,...,n. Nétese que

n
g\U = Z gij dxi & dxj
i,7=1

Al par (M", g) se le llamara variedad Riemanniana.
Claramente, es suficiente comprobar la propiedad 2 anterior para las cartas de un atlas.

Proposicién 2.4.2 En una variedad Riemanniana orientada (M™,g) existe una unica
n-forma dvg definiendo la orientacion dada, tal que (dvg)p(vi,...,v,) =1 para toda base
ordenada, ortonormal y positivamente orientada (v1,...,v,) de T,M y todo p € M. Lla-
maremos a dvy la forma de volumen métrico de la variedad Riemanniana orientada M.

Demostracion. Definimos (dvg), para un punto p € M dado, como (dvg), = vi A...Av},
siendo {v],...,v:} la base dual de una base ordenada, ortonormal positiva (v1,...,v,) de
T, M. Como el determinante de una matriz ortogonal es £1, la férmula (2.6) nos dice que
esta definicién no depende de (v1, ..., v,). La misma férmula da la unicidad de (dvg), y
por tanto la de dv,. La diferenciabilidad de dv, se deduce de tomar como (vy, ..., v,) la
evaluacién en cada punto p € U del resultado de aplicar el proceso de ortonormalizacion
de Gram-Schmidt a una base local de campos para una carta (U, 1) de M positivamente
orientada. O

Es claro que si cambiamos la orientacién fijando la métrica, entonces la forma de volumen
cambia de signo. Si fijamos la orientacién pero cambiamos la métrica, por ejemplo tomando
g="hgcon h e C®(M,R"), entonces la forma de volumen cambia segiin la expresién

dvg = h"? dv,.
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Ejemplo 2.4.2 Para cada matriz ortogonal A € O(n) sea [4-1 : O(n) — O(n) el difeo-
morfismo dado por “traslacién” (en este caso, multiplicacién) a izquierda segtin A~!,
la-1(B) = A™'B. Como l4-1(A) = I,,, la diferencial Ty := (dlg-1)4 : TAO(n) — T1, O(n)
es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ty induce un isomorfismo a nivel de espacios
de k-formas sobre 17, O(n),

(Ta)* = A*(T7,0(n)) — AM(TAO(n)).
Dada una k-forma w € A¥(T;, O(n)), la correspondencia
A€ O(n) — (Ta)*(w) € A¥(T40(n))

define una k-forma diferenciable en O(n). Como consecuencia, O(n) es una variedad ori-
entable (en realidad, todo grupo de Lie es orientable, ver el ejercicio 5).

2.5. Integracion de formas sobre variedades orientadas.

Sea M™ una variedad diferenciable orientada y w € Q"(M) una n-forma diferenciable

sin ceros representando a la orientacién. Una carta (U, ¢ = (z1,...,2,)) con U conexo se

dice compatible con la orientacion® si

dri A ...ANdxy, = fw, conf > 0.

Observemos que esta definicién no depende de la n-forma w que represente a la orientacién

pero sf del orden de las funciones coordenadas 1, ..., Tp.
» Cambiando una carta negativamente orientada (U,¢ = (z1,...,2zy)) por (U, ¢ =
(=x1,...,2y,)), podemos siempre construir un atlas numerable de M™ constituido

por cartas compatibles con la orientacién.

» Si (U= (21,...,20)) y (V,6 = (y1,...,yn)) son cartas positivamente orientadas,
entonces la ecuacion (2.6) implica que la funcién det (gTy;) - :UNV — Res positiva.
Z7j
El siguiente objetivo es definir la integral de una n-forma sobre una variedad difer-
enciable orientada. Antes necesitamos algunos preliminares de integracion, entre ellos el
concepto de medida nula. Recordemos que un subconjunto A C R” se dice de medida nula
n-dimensional si para cualquier € > 0, existe un recubrimiento numerable {C;};en de A
por cubos n-dimensionales* con Y ienVol(C;) < €. Una propiedad se dice cierta casi por
doquier (abreviadamente c.p.d.) en R™ si la propiedad se verifica en todo punto de R”

salvo, a lo més, en un conjunto de medida nula.

30 también, positivamente orientada.

“Dados a;,b; € R con a; < by, i = 1,...,n, llamaremos cubo n-dimensional al conjunto C' = {z €
R™ / a; < z; < b;, Vi=1,...,n} (aunque sus aristas no tienen porqué ser todas iguales). El volumen (de
Lebesgue) de C es Vol(C) =[]}, (bi — a:) > 0.
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Definiciéon 2.5.1 Un subconjunto A de una variedad diferenciable M" se dice de medida
nula en M si para cualquier® entorno coordenado (U, ¢) de M, el conjunto ¢(U N A) es de
medida nula en R™. Una propiedad se dice cierta casi por doquier (abreviadamente c.p.d.)
en M si la propiedad se verifica en todo punto de M salvo, a lo més, en un conjunto de
medida nula.

Usando atlas diferenciables con una cantidad numerable de cartas, las propiedades clédsicas
de conjuntos de medida nula de R™ pueden trasladarse a una variedad diferenciable:

= Si AC M esde medidanulaen M y BC A = B es de medida nula en M.

= Si A; C M es de medida nulaen M Vi e N = U;enA; es de medida nula en M.

Si AC M es de medida nula en M = ;1: .

(Criterio de Fubini) Si A C M™ x N™, entonces son equivalentes:

e A es de medida nula en M x N.
e Vp € M c.p.d., el conjunto jp_l(A) es de medida nula en N.
e Vg € N c.p.d., el conjunto i;l(A) es de medida nula en M.
(recordemos que j,(q) = (p, q) = iq(p), V(p,q) € M X N).
Sea f € C'(M™, N™). Entonces,

e Sin=my AC M es de medida nula en M = f(A) es de medida nula en N.
e Sin<m = f(M) es de medida nula en N.

Aunque no lo demostraremos, conviene comentar un resultado, fundamental en Geometria
Diferencial, que dice que para una aplicacién diferenciable entre variedades, los puntos
criticos® pueden ser muchos (incluso pueden rellenar la variedad de partida, piénsese en
una aplicacién constante), pero sus imdgenes siempre han de formar un conjunto pequeno
en la segunda variedad:

Teorema 2.5.1 (Sard) Sea f € C®°(M",N™) y ¥y C M el conjunto de sus puntos
criticos. Entonces, f(Xf) es de medida nula en N. En particular, el conjunto de valores
requlares’” de f es denso en N.

5Como siempre, para que un subconjunto A C M sea de medida nula en M basta comprobar esta
condicién local sélo para entornos coordenados de un atlas diferenciable de M: esto se deduce de que el
cambio de cartas es un difeomorfismo entre abiertos de R"™, y por tanto lleva conjuntos de medida nula en
conjuntos de medida nula.

SDada f € C®°(M™,N™), un punto p € M se dice critico para f si dfp : T,M — TipyN no es
sobreyectiva.

"Un punto ¢ € N es valor reqularde f € C°(M™,N™) si Vp € f~(q), df, es sobreyectiva.
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Definiciéon 2.5.2 Sea M™ una variedad diferenciable, con topologia asociada T . Llamem-
os F={AC M | Aes de medida nula en M}. Se define la o-algebra® de Lebesgue sobre
M, denotada por Ay, como la o-dlgebra generada’ por T U F. Un conjunto A C M se
dice medible (en el sentido de Lebesgue) cuando A € Ayy.

Si U es un abierto de M, entonces U es también una variedad diferenciable luego tiene
su propio concepto de conjunto medible. Por otro lado, los subconjuntos de U también
lo son de M, luego en este caso tenemos que un mismo conjunto A C U puede ser U-
medible y/o M-medible. Inmediatamente surge la pregunta de si estos dos conceptos son
compatibles.

Lema 2.5.1 Sea M"™ una variedad diferenciable y U un abierto de M. Llamemos Ty
a la topologia inducida de T sobre U, Fy := {A C U | A es de medida nula en U} y
Ay = A(Ty UFy) la o-dlgebra de Lebesgue sobre U. Entonces, Ay = {ANU | A€ Ay}

Demostracion. Primeramente veamos que Fy = {ANU | A € F}: En efecto, si A C U
tiene medida nula en U, entonces su imagen por cualquier carta de U es de medida nula
en R™. Si tomamos cualquier carta (W, ¢) de M, entonces (W NU, ¢|y) es una carta de U,
luego (¢|y)(WNU)N A) es de medida nula en R™. Pero (¢|y)(WNU)NA) =p(WNA)
porque A C U. Como (W, ¢) es una carta arbitraria de M, deducimos que A es de medida
nula en M. Reciprocamente, sean A € F y (W, ¢) una carta de U. Como U es abierto de
M, (W, ¢) también es carta de M, luego ¢(W N(ANU)) es de medida nula en R™. Como
ahora (W, ¢) es cualquier carta para U, se tiene que A NU es de medida nula en U y la
igualdad esta probada.
Ya podemos probar la igualdad del enunciado, por doble inclusién:

Llamemos Ay NU = {ANU / A € Apr}. Es facil probar que Ay NU es una o-dlgebra
en U. Asi, para tener la inclusién deseada basta probar que Ty UFy C Ay NU. Para ello,
sea O € Ty. Como U es abierto en M, se tiene que O € T C Ay luego por definicién es
O=0nNnUe€ Ay NU. Para conjuntos de medida nula es analogo: Tomemos un conjunto
de medida nula en U, que por la descripcién que acabamos de probar se podra escribir
ANUcon Ae F. Como F C Ay, otra vez por definiciéon es ANU € Ay NU.

8Sea X un conjunto arbitrario y P(X) = {A / A C X}. Una familia A C P(X) se dice una o-dlgebra
sobre X si cumple
i) X € A
it) Si {Aitien C A = Ujen4; € A
iii) A/ BEA = A—B€ A
En tal caso, al par (X,.A) se le llama un espacio medible. Nétese que si B € A, entonces X — B € A, y por
tanto @ € Ay A es cerrada por intersecciones numerables.

°Dado un conjunto X y una familia de partes £ C P(X), se define la o-dlgebra A(E) generada por £

como la interseccién de todas las o-dlgebras en X que contienen a &£ (esta interseccién vuelve a ser una
o-dlgebra sobre X). Equivalentemente, A(E) es la menor o-dlgebra en X que contiene a &.
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Sea B={A € Ay | ANU € Ay }. Si probamos que Ays C B, entonces serd ANU € Ay,
VA € Ay, que es la inclusion que buscamos. Y para ver que Ay, C B basta comprobar que
B es una o-algebra en M y que T UJF C B. Lo primero es facil. En cuanto a lo segundo,
sea O € T . Por definicién de topologia inducida, es ONU € Ty C Ay, luego O € B.
Para conjuntos de medida nula en M es andlogo, usando otra vez la descripcién de Fi; del
principio de esta demostracion. O

Ahora ya podemos resolver la cuestién planteada sobre compatibilidad del concepto
de conjunto medible frente a abiertos:

Lema 2.5.2 Sea M una variedad diferenciable y U un abierto de M. Entonces, un con-
junto A C U es U-medible siy sélo si A es M-medible.

Demostracion. Usaremos la notacién de la demostracion deg Lema antgrior.
AesU-medible & Ac Ay & AcAynU & A=ANU con A € Ay,. Pero esto
equivale a que A € Ajys porque U es abierto de M, luego M-medible. O

La definicion de conjunto medible que hemos hecho es puramente intrinseca. El sigu-
iente paso consiste en caracterizar la medibilidad de conjuntos de M en términos de cartas,
porque eso nos permitird trasladar resultados del espacio euclideo a M. Necesitamos para
ello un resultado previo.

Lema 2.5.3 Sea F : M{* — M3 un difeomorfismo. Entonces, F(Ap,) = A, -

Demostracion. Ejercicio. O

Lema 2.5.4 Sea M wuna variedad diferenciable y A C M. Entonces, A es medible si y
sélo si ¥ (U, ) carta para M, el conjunto (ANU) es medible en R™.

Demostracion. Supongamos que A es medible y sea (U, ) carta para M. Como U es
abierto, entonces A NU es medible en M, y por el Lema 2.5.2 también es medible en U.
Aplicando el Lema 2.5.3 al difeomorfismo ¢ : U — 9(U), concluimos que ¢(ANU) es
medible en ¥ (U), y como éste es un abierto de R™, otra vez el Lema 2.5.2 asegura que
Y(ANU) es medible en R™.

Reciprocamente, tomemos un recubrimiento numerable de M por cartas {(U;, ¥;) }ien.
Por hip6tesis 1;(ANU;) es medible en R™, Vi € N. Por el Lema 2.5.2, 1);( ANU;) es medible
en 1;(U;), luego aplicando el Lema 2.5.3 deducimos que ANU; es medible en U; y otra vez
por el Lema 2.5.2, también es medible en M. Ahora basta escribir A = AN (UjenU;) =
Ui(ANU;), que es unién numerable de conjuntos medible, luego medible. O

Definicién 2.5.3 Sea f : M — R = [—o0, +00] cualquier aplicacién sobre una variedad
diferenciable. f se dice medible si para todo abierto O C R (respecto de la topologia usual),
el conjunto f~1(O) es medible en M.
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En particular, toda funcién continua (valuada finita) es medible.
De la misma forma que ocurria con los conjuntos medibles, podemos caracterizar las
funciones medibles de una variedad diferenciable en R por medio de cartas:

Lema 2.5.5 En la situacion anterior, f M — R es medible si y solo si ¥ (U,) carta
para M, la aplicacion f o=t :(U) — R es medible.

Demostracion. Primero notemos que dado cualquier subconjunto O C R, se tiene (f o
™) 7HO0) = ¥ (f~1(O) NU). Ahora la equivalencia del lema se prueba de forma similar
a la demostracion del Lema 2.5.4, y se deja como ejercicio. O

El siguiente resultado permite trabajar con comodidad en el futuro, cuando tengamos que
restringir a un abierto o extender por cero.

Lema 2.5.6 Sea M una variedad diferenciable y U un abierto de M.

i) SiAC M es M-medible = ANU es U-medible.

i) Si f: M — R es una funcion medible (en M) = fly : U — R es medible (en U).

i) Si f : M — R es la extensidn por cero de una funcién f : U — R, entonces f es
medible (en U) siy sdlo si f es medible (en M ).

Supongamos adicionalmente que el complemento del abierto U es de medida nula en M.

iv) AC M es M-medible si y sélo si ANU es U-medible.

v) f: M — R es medible (en M) si y sdlo si f|y : U — R es medible (en U).

Demostracion. i)y ii) se dejan como ejercicios. Para iii), primero nétese que dado O C R,

-1, [ f10) si0¢ 0,
/ (O)_{f—l(O)u(M—U) §0€0.

A partir de esta observacién la propiedad i) es facil y se deja como ejercicio.

Una implicacién de iv) es el apartado i), mientras que la implicacién contraria se debe
esencialmente a que todo conjunto de medida nula es medible. Algo parecido prueba el
apartado v). O

En cuanto a las propiedades algebraicas de las funciones medibles, enunciaremos las
mas bésicas:

» Si f,h : M — R son funciones medibles, entonces también son medibles af + bh
Va,b € R (siempre que esta combinacién lineal tenga sentido), fh (también cuando
tenga sentido), max(f, h), min(f, h), f* := méx(f,0), f~ = —min(f,0) (nétese que
f=r=Mylfl=fr+r.



72 CAPITULO 2. CAMPOS Y FORMAS DIFERENCIABLES

» Si{fm: M — R}en es una sucesion de funciones medibles, entonces son medibles el
supremo, infimo, limite superior y el inferior (recordemos que éstos iltimos se definen

como (Iimfpn) (p) = mgrgoo(lfgg Fi (@), Umfm) (p) = M (inf fi(p)), p € M.

Definiciéon 2.5.4 Una n-forma w sobre una variedad diferenciable M" se dice medible si
se escribe localmente w|y = hdzy A+ -+ Adx, con h: U — R medible, respecto a cualquier
carta (U, = (z1,...,2,)) en M. Nétese que h = (w\U)(a%l, A

) Oxnp

La definicién anterior no depende de la carta, ya que si (U,¢ = (x1,...,zy)), (V,¢ =
(Y1, --.,Ym)) son cartas con U NV # @, entonces

0y;
(wlwrvy) (a%lv e %) = det [(8;) ] (@lwrvy) (3%7 e %)- (2.8)
Z7j

En particular, se tiene el siguiente resultado.

Lema 2.5.7 Sea w una n-forma sobre una variedad diferenciable M™. Entonces, son
equivalentes:

1. w es medible.

2. Euxiste un atlas numerable en M {(Upy o = (277, ..., 2]")) bmen tal que las funcidnes
B = (w\Um)(%Lm, ce aq;im) son medibles, Ym € N.
1 n

3. w(Xiy,...,X,): M — R es una funcion medible, VX1, ..., X, € X(M).

El dltimo ingrediente para definir la integral de una n-forma sobre una n-variedad
diferenciable orientada es el concepto de integral de Lebesgue de una funcién en R™, o en
un abierto de éste. Recordemos que una funcién medible f : R® — R se dice integrable
cuando existe la integral

fdxl...dxn::/ frdey ... .dx, — fdxy.. .dxy,
Rn

R"™ R"™

y ésta es finita. Notese que cada una de las integrales en el miembro de la derecha existe
en [0, +0o], como limite de integrales de funciones simples no negativas (una funcién en
R™ se dice simple si es combinacién lineal finita de funciones caracteristicas de conjuntos
medibles de medida finita), pero la diferencia de ndmeros en [0, +00] podria no tener
sentido de general: el que f = fT — f~ sea integrable es exactamente que las integrales
de fT, f~ sean ambas finitas, y por tanto, también equivale a que |f| = f* + f~ tenga
integral finita. La definicién de funcién integrable se extiende a funciones definidas en un
abierto de R", tras extender por cero. Conviene mencionar que f podria tomar valores
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infinitos siendo integrable, aunque eso no ocurrird en nuestro caso por proceder de una
n-forma sobre M.

Ya estamos en condiciones de definir la integral de una n-forma sobre una n-variedad
diferenciable orientada. Lo haremos en tres etapas.

Definicién 2.5.5 (Integral de una n-forma, I) Sea w una n-forma medible y de so-
porte!? compacto en una variedad orientada M™, tal que soporte(w) C U, siendo (U, ) =
(z1,...,2,)) una carta de M compatible con la orientacién. Diremos que w es integrable
sobre U (y también sobre M) si hot~!:9(U) C R® — R es integrable en el sentido de
Lebesgue, siendo h : U — R la funcién definida por

w\U:hdxl/\.../\dxn.

En tal caso, se define la integral de w por

/ w:/w::/ ho¢—1dx1...dxn:/ hoy tda ... dz,
M U n Y(U)

:/ (@) i) 0w | dan . dan € R
Y(U)

n

La definicion anterior no depende del sistema de coordenadas compatible con la orientacién
que contenga al soporte de w: en efecto, sean (U, ¢ = (z1,...,24,)), (Vo = (y1,...,Yn))
cartas de M compatible con la orientacién, tales que soporte(w) C U N'V. Entonces,

/ [l) (o g2) o0 .. d,
P(U)

:/ [(w‘(UﬁV))(Bile"v%)ow_l} d(I,'ld(I,'n
Y(UNV)

Usando la férmula (2.8), lo anterior es igual a

82/1‘) 9 8 .
det w 2o | day .. day,
/w(Umv) [ [<8xj ”] ( ‘(Um/)) (8y1 Byn) 1

y ahora sélo hay que usar que det [(ggl

) ] es el valor absoluto del Jaochiano del cambio
J Z,j
de variables ¢ o 1)~ ! (porque ambas cartas estdn positivamente orientadas), junto con la
férmula de cambio de variable en integracién de Lebesgue.

Las siguientes propiedades son una traslacién directa de las correspondientes para

funciones e integral de Lebesgue en R™.

19F] soporte de una n-forma w sobre una variedad M™ es soporte(w) = {p € M | wp # 0}.
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Proposicién 2.5.1 Siw; y we son n-formas integrables para la Definicion 2.5.5 y a,b €
R, entonces

1. awi + bwy también es integrable segun la Definicion 2.5.5 y

/(aw1+bw2):a/ wl—i—b/ wa.
M M M

2. Siwi =wy c.p.d. en M, entonces/ w1 :/ w9.
M M

Definicién 2.5.6 (Integral de una n-forma, IT) Sea w una n-forma medible sobre una
variedad orientada M". Sea {(Uy, o = (2§, ..., 2%)) }ac.a un recubrimiento de M por car-
tas compatibles con la orientacién y {¢;}icny una particién de la unidad subordinada al
recubrimiento {Uy }aea. Notemos que Vi € N, g,w es integrable segin la Definicién 2.5.5.
Diremos que w es integrable si la serie

S

converge absolutamente. En tal caso, definimos

o
w = piw € R.
foe=2

Hacemos algunas observaciones.

= Aunque w no tenga soporte compacto, la suma ZieN p;w es localmente finita y
w=7 7 piwen M.

= Si M es compacta o w tiene soporte compacto, entonces la serie ZieN f A Piw es una
suma finita, luego la condicion sobre convergencia absoluta se tiene automaticamente.

= Si w tiene soporte compacto contenido en un entorno coordenado, entonces la Defini-
cién 2.5.6 coincide con la 2.5.5.

= La Definicién 2.5.6 es independiente del recubrimiento de M compatible con la ori-
entacion y de la particiéon de la unidad subordinada a dicho recubrimiento:
Supongamos que {ap;} jen es una particion de la unidad subordinada a un recubrim-

iento {(V, ¢35 = oo, y)) 3 de M por cartas positivamente orientadas. Entonces,
w =372 piwen M. Cada una de las n formas jw, p;pjw estd en las condiciones
de la Definicién 2.5.5, luego por linealidad (Proposicién 2.5.1) tenemos

o0
/ /
piw = /«p«pw-
[ o= o
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Cambiando los papeles de los recubrimientos y las particiones de la unidad obtenemos

o
/
piw = /«pww-

Sumando en j la primera expresion y en ¢ la segunda obtenemos

DY RCEED ) BY T REED B D ) BY AR
j=1 i=1

j=1 =1 i=1 j=1

Ahora, la convergencia absoluta de )%, | u wiw implica que la serie doble

o o
S50 e

i=1 j=1
es convergente y que podemos intercambiar el orden de los sumandos en las series
dobles de (2.9), concluyendo que

x x
Yiw = /ap’w.
BY LD By

Definicién 2.5.7 (Integral de una n-forma, IIT) Sea w una n-forma medible en una
variedad orientada M™ y A C M un subconjunto medible. Diremos que w es integrable
sobre A si y qw es integrable, siendo x 4 la funcién caracteristica de A. En tal caso, definimos

/w:/ XAW.
A M

Las siguientes propiedades algebraicas de la integral de n-formas son faciles de probar
y se dejan como ejercicio.

Proposicién 2.5.2 Sea M"™ una variedad orientada.

1. Siwy y wy son n-formas integrables sobre M y a,b € R, entonces aw; + bwy es
integrable sobre M y / (awi +bwsy) = a/ wy + b/ woy.
M M M

2. Siw; esintegrable en M y wy = wy c.p.d. en M, entonces wy es integrable sobre M

y/wlz/wg.
M M
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3. Siw es integrable sobre un subconjunto medible A y A" C M coincide con A salvo en

un subconjunto de medida nula'', entonces w es integrable sobre A’ y / w = / w.
A /

4. Siw es integrable sobre un subconjunto medible A = Ay U Ay, donde Ay y Ay son
medibles y A1 N Ay es de medida nula, entonces w es integrable sobre Ay y As y

/w:/ w—i—/ w.
A Aq Ao

A menudo, uno calcula integrales transformandolas en otras mas sencillas. La base de
estas transformaciones es la férmula de cambio de variable, que tiene su formulacién en
nuestro ambiente.

Definicién 2.5.8 Sea F': M™ — N™ un difeomorfismo local entre dos variedades orien-
tadas conexas M y N.Siw € Q"(M) y 8 € Q*(N) representan las orientaciones respecti-
vas, entonces F*3 = fw para cierta f € C°°(M) sin ceros, y por tanto de signo constante.
Se dice que F' conserva la orientacion si f > 0y que F invierte la orientacion si f < 0.
Esta definicién es correcta, es decir es independiente de las n-formas que representan a las
orientaciones.

Si M (y por tanto N) no es conexa, entonces diremos que un difeomorfismo F' : M — N
conserva (resp. invierte) la orientacidn si su restriccién a cada componente conexa conserva
(resp. invierte) la orientacién inducida.

Teorema 2.5.2 (Férmula del cambio de variable) Sean M™ y N™ variedades orien-
tadas y F' : M — N un difeomorfismo que conserva la orientacion. St w es una n-forma
integrable sobre N, entonces F*w es integrable sobre M y

/F*w:/w.
M N

Si F invierte la orientacion, entonces F*w también es integrable sobre M, pero

/F*w:—/w.
M N

Demostracion. La segunda parte del teorema, cuando F' invierte la orientacién, es con-
secuencia directa de la primera. Asi que en lo que sigue supondremos que F' conserva la
orientacién. Sea {;}ien una particién de la unidad subordinada a un atlas {(Uy,, s =
yY, .., Y%)) aca de N por cartas positivamente orientadas. Entonces,

o
W= Piw.
=X e

"En particular, A’ también es medible.
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y la convergencia de la serie anterior es absoluta. Claramente, {¢; o F'};en es una particién
de la unidad subordinada al atlas {(F~'(U,), %00 F = (2,...,2%))}aca de M, y estas
cartas estdn positivamente orientadas (porque F' conserva la orientacién). Luego todo se

reduce a probar que
o0 o0
> [ wonFu=3 [ oo
i=17M i=1 7N

v que la convergencia de la serie de la izquierda es absoluta. Y ambas cosas son conse-
cuencias de la férmula

/ (p;0 F)F*w :/ piw, Vi€ N. (2.10)
M N

Asi que probemos (2.10). Fijado i € N, tenemos (¢; o F)F*w = F*(p,w). Ahora sélo
tenemos que usar que ;w tiene soporte compacto contenido en un abierto coordenado
(U, ) = (Uag)s Ya()), escribir (pw)ly = hdyr A ... A dy, donde ¢ = (y1,...,yn) ¥

entonces,
[onro= [ Few@ [ Few
M M F-1(U)

@/ (hoF)o(woF)_ldxl...dxn:/ (hoyp N dxy. .. /%w
(o F)((F-1(U)) »(U) N

donde en (A) hemos usado que F*(p;w) tiene soporte compacto contenido en F~1(U),
en (B) que F*(piw) = F* (hdy1 A...ANdyp) = (ho F)dzy A ... ANdxy, en FY(U) y la
Definicion 2.5.5 de integral.

Terminaremos este tema con una aplicacion practica de lo anterior, para calcular el
volumen de S?(1). El volumen de una variedad Riemanniana compacta y orientada (M™, g)
se define como

VOI(Mv g) = / dvgv
M

donde dv, es el elemento de volumen asociado a la métrica y a la orientacién. A contin-
uacién calcularemos el volumen (drea) de S? = S?(1) con su métrica estandar.

Sea ¢ : S? — { N} — R? la proyeccién estereografica desde el polo norte N = (0,0,1) €
S?, que es un difeomorfismo. Como {N} tiene medida nula en S?,

Vol(§?) = / {N}dv @ (o~ 1) *duy,

R2

donde en (%) hemos usado la férmula de cambio de variables. Por otro lado, (¢~1)*dv, =
Adzx A dy, donde

Mz, y) = [(071) dvg] (55 55) = (dvg)g-1(0,) (A7) 2 (55): (A7) (00 (7))
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= det (67 (09), (007 0 (), (06 o)

-1 _ 2z 2y 2 +y? -1 ‘ .
Usando que ¢~ *(z,y) = (1 T IR Thatg? ) U célculo directo nos lleva a

4

)\(x,y) - _(1 T+ 22 +y2)2

En particular, el signo anterior nos dice que ¢ invierte la orientacién. Por tanto,

4 o Ay
Vol(s) /Rg(¢ Vdvo = T2 s W= ), Tt

2 /OO A e B
=27 ——dr =27 | ——— = 4.
0 (1+r2)2 1—1—7“2 0
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1.

EJERCICIOS.

ESTRUCTURA DIFERENCIABLE SOBRE T'M.
Sea M™ una variedad diferenciable, T'M su fibrado tangente y w: TM — M la proyec-
cién candnica, 7(v) = p Yv € T, M.

a) Sea A un atlas sobre M y (U,%) = (x1,...,2,)) € A. Definimos la biyec-
cién ¢ : 7 HU) — U x R™ mediante ¥(v) = (w(v), (a1, ...,a,)), donde v =

Yo ai <£> o Probar que el conjunto
v/ (v

B— {J—l(o1 x 03) | 01 & U, 0, "E R, (U, 0) € A}

es base de una topologia Hausdorff sobre T'M.
b) Demostrar que V(U, ) € A, la biyeccién 1 se convierte en un homeomorfismo del
abierto 7~ (U) en UxR". Probar que la familia { <7r_1(U), (1) X 1gn) 0 J) }
(Uy)eA

define un atlas sobre T'M, y por tanto una estructura de variedad diferenciable 2n-
dimensional.

c) Probar que con la estructura diferenciable anterior sobre T'M, la proyeccién canénica
m: T M — M se convierte en una aplicacidn sobreyectiva, diferenciable y con difer-
encial sobreyectiva en todo punto (esto es lo que se llama una submersion).

Sean M, N variedades diferenciables y ¢ € C*°(M, N). Supongamos que X; € X(M)
estd ¢-relacionado con Y; € X(N), i = 1,2. Probar que aX; + bXs, [X1, Xa], (fo¢)X
estan ¢-relacionados con aY; + bYs, [Y1, Ya], fY respectivamente, siendo a,b € R, f €
C>®(N).

CAMPOS EN VARIEDADES PRODUCTO.
Sean M™, N™ variedades diferenciables. Dados X € X(M), Y € X(N), se define
(X,Y): M x N — T(M x N) mediante

(X, Y) () = (Xps Yg) € TyM x TyN = T(, (M x N).

(p,q

Probar que (X,Y) € X(M xN). Sin embargo, no todos los campos de M x N son de esta
forma, de igual forma que no toda funcidn diferenciable F'(x,y) = (fi(z,y), fo(z,y)) en
R? es de “variables separadas’ (f1(z), fo(y)). Probar que los campos basicos asociados
a una carta producto (U x V1) X ¢) son campos de “variables separadas’, es decir, son
de la forma (X,Y) para ciertos X € X(M), Y € X(N).

Una variedad diferenciable n-dimensional M se dice paralelizable si existen X1, ..., X,, €
X (M) que son linealmente independientes en cada punto p € M. Demostrar que toda
variedad paralelizable es orientable.
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5. Sea (G,-) un grupo de Lie. Dado g € G, denotaremos por l4, 7y : G — G a las
traslaciones a izquierda y derecha segtin g, es decir ly(z) =g -z, r4(x) =z -9, Vo € G.

a) Sedefine g={X € X(G) | ({y).X = X,Vg € G}.
Los campos X € g se dicen invariantes a izquierda. Demostrar que g es una
subdlgebra de X(G):
VX, Yeg, [X,Y]eg.

A g se le llama el dlgebra de Lie de G. Sea e el elemento neutro de G. Probar
que la aplicacién H : g — T.G dada por H(X) = X, es un isomorfismo de
espacios vectoriales y que su inversa es v € T.G — H'(v) = XV, donde (XV), =
(dlg)e(v), Vg € G.

b) Se define g* = {X € X(G) | (r4)+X = X,Vg € G}.

Los campos X € g* se dicen invariantes a derecha. Probar que g* es una
subdlgebra de X(G) y que como espacio vectorial es isomorfo a T.G mediante
H*:g* — T.G dada por H(X) = X,.

c) Demostrar que ¥ = (H*)™' o H cumple (¥(X))y = ((rgol,-1).X)g Vg € G.
Deducir que ¥ es un isomorfismo de dlgebras entre g y g*. Esto justifica que no se
estudie g*, sino sélo g.

d) Probar que si un campo invariante a izquierda tiene un cero, entonces ha de ser
idénticamente nulo.

e) Sea {vy,...,v,} una base de T.G. Para cada i = 1,...,n, se considera el campo
Xvi = H=1(v;) € g. Demostrar que para cada g € G, {Xg, ..., X} es base de
TG (todo grupo de Lie es paralelizable).

f) Deducir de lo anterior que todo grupo de Lie es orientable.

6. Probar la férmula (2.4).

7. Probar que si f : (Mj,[w1]) — (Ma,|ws]) es un difeomorfismo local que conserva la
orientacidn, entonces f : (M, [—wi]|) — (Ma, [—ws]) también conserva la orientacién
(por ello, podemos hablar de cudndo un difeomorfismo local de una variedad orientable
en si misma conserva o invierte la orientacién, sin prefijar ésta). Demostrar que si f :
M, — M es un difeomorfismo local y M, es orientable, entonces M; es orientable,
definiendo orientaciones en M, M, respecto de las que f conserva la orientacién (para
pasar la orientabilidad de dominio a codominio, ver el problema siguiente).

8. Seaw:M — M un recubridor regular. Supongamos que M es orientable y que todos
los automorfismos del recubridor conservan la orientacién en M. Demostrar que M es
orientable (un ejemplo de esta situacién lo encontramos en la esfera S™ recubriendo al
espacio proyectivo real RP": el grupo de automorfismos de este recubridor estd generado
por la aplicacién antipoda, que conserva la orientacién de S™ si y sélo si n es impar).
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0.

10.

11.

A veces es necesario pasar de una variedad no orientable a otra que si lo sea mediante
un recubridor. Esto puede hacerse considerando el recubridor de dos hojas orientable
de una variedad no orientable: Sea M™ una variedad no orientable. Definimos

M = {(p.[w)]) | p € M, w, € N(T,M) — {0}},

donde [wp] denota la orientacién en T,M asociada a w,. Dada una carta (U,7) =
(z1,...,2,)) en M, llamamos

U={(. L) €M |peU, wy (%) (%)) >0},

¢:U — ¢(U) CR", ¥(p, [w,)) = ¢(p).

Probar que el conjunto {(U, %) | (U, ) es carta local para M} define un atlas sobre
M que dota a ésta de estructura de variedad diferenciable n-dimensional, y que M es
orientable. Demostrar que la aplicacién 7 : M — M dada por 7(p, [wp]) = p es una
proyeccién recubridora con dos hojas.

Sea M una variedad diferenciable, A C M y x, su funcién caracteristica. Probar que A
es medible si y sélo si x, es medible.

Probar que el volumen (longitud) de S'(1) con su métrica estdndar es 27, y que el
volumen de S3(1) con su métrica estdndar es 272 (indicacién: usar el difeomorfismo
d(&,0,0) = (sensen¢cosb,sensen¢senb,sen cosp,cos) de (0,m) x (0,7) X
(—m, ) sobre su imagen en S3(1)).
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CAPITULO 2. CAMPOS Y FORMAS DIFERENCIABLES



Capitulo 3

DIFERENCIACION EXTERIOR.
TEOREMA DE STOKES

Sea M" una variedad diferenciable. En el Capitulo 2 vimos que la diferencial df de
una funcién f € C°°(M) es una 1-forma sobre M. Esto define una aplicacién lineal

d:C®(M)=QM) - QY (M), f— df.

Recordemos también que la 1-forma df viene dada por df (X) = X(f), VX € X(M), o en
una carta (U, ¢ = (z1,...,2,)), por df =Y ;" g_aff dx;.

El objetivo principal de este capitulo es extender la construccién anterior a formas
de grado mayor, que serd el ingrediente principal en la construccién en el Capitulo 4 de
la cohomologia de de Rham de una variedad. También estudiaremos en este capitulo la
relacién entre diferencial exterior e integracién, cuyo mayor exponente es el Teorema de
Stokes.

3.1. La diferencial exterior.

Teorema 3.1.1 (Existencia y unicidad de la diferencial exterior) Sea M"™ una va-
riedad diferenciable. Entonces para cada k =0,...,n — 1 existe una unica aplicacion

d: QF (M) — QF (M)
cumpliendo las siguientes propiedades:
1. d eslineal: d(aa+bpB)=ada+bdB3, Va,B € Q*(M) a,bc R.

2. Para k=0, d:Q%M)— QM) es la diferencial ordinaria de funciones.

83
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3. dlaAB)=danB+(—1)*andB, Ya € QF(M).
4. d?>=0:QFM)— QF2(M).

Ezxplicitamente, la diferencial exterior actia asi:

k
(da)(Xo, X1, Xi) = > (~1)'X; (a(XO,...,)/(\'i,...,XkD

0
+ ) (-)"Ma((X, Xj) Xo, - Xi e X KR,
0<i<j<k

VX, € X(M), i = 0,...,k, donde X indica la supresion del campo X. Por 4ltimo, la
diferencial exterior se escribe en una carta (U,¢ = (x1,...,xy)) de la siguiente forma:

(d()é)‘U = Z dlezk A\ dxil VANRIRAN dxik, (3.2)

1< <. <ip<n

donde o € QF(M) viene dada localmente por

— - - .
OC‘U Z fz ix dxil A\ A\ dxik

1< <. <ip<n

Demostracion. La prueba constara de cuatro pasos:

I. Definimos dyy : QF(U) — Q¥1(U) en cada carta (U, 1) de M, y comprobamos las
propiedades 1,2,3,4 para M = U.

I1. Definimos d : QF(M) — Q¥ (M) por (do)|y := dy(aly), para toda carta (U, ) de
M, y probamos que d estd bien definida y que cumple las propiedades 1,2,3.4.

ITI. Probamos que d es tinica cumpliendo 1,2,3,4 en M.
IV. “Probamos” las férmulas (3.1) y (3.2).

Ahora pasamos a desarrollar cada uno de los puntos anteriores.
I. Sea (U,v = (21, ...,%y)) una carta de M. Recordemos que {dz;, A...Adz;, |1 <i1 <
... < i < n} es base de Q¥(U). Dada f € C®(U), definimos

dy(fdzy A...Ndzy) =df Ndzy, A ... Adxg, € QFHU),

y ahora extendemos linealmente la definicién anterior a dy : QF(U) — QFFL(U). Las
propiedades 1,2 se cumplen por definicién de dy. Por linealidad, la propiedad 3 basta
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probarla para a = fdx; A...ANdx;,, 8= hdx; N...ANdzj;,. Entonces, a A 3 = fhdx;; N
oo Ndxg, Ndxg NN dxj, luego

dy(a A pB) = (hdf + fdh) Ndziy A ... Ndx, Ndxj, A... A\ dxj,.

Por otro lado,

dypa A B =df ANdxi, N ... /\dxik /\hdle VAR /\dle, (3.3)
aNdyfB = fdwz‘1 VAN ./\dxik /\dh/\dle VAN ./\dle. (3.4)
En (3.3) podemos llevar h al primer lugar sin modificar nada, mientras que en (3.4)

llevaremos dh al primer lugar dando k saltos, cada uno de los cuales produce un —1. Asi,
du(anpB) =dya B+ (=1)FaAdyp.

En cuanto a la propiedad 4, por linealidad basta ver que dQU( fdxiy Ao Ndxy, ) =0
Vf e C>®(U). Pero

) (propiedad 3)

df(fdey A .. ANdxy) = dy(df Adzy, A .. Ada;,

= dU(df) ANdxi, N A dxik —df A dU(dxil VANRAN dxzk)

Reiterando el argumento anterior sobre el segundo sumando, concluimos que basta probar
que dy(df) =0Vf € C°(U). Pero

dy(df) = dy ﬁdw‘ (proviedad 1) ZdU <%d1’j> (det) Zd <ﬁ> A dx;j
=1 ! =1

R, .
= Ox; Ox;

n n 82 n 82
B Z Z dez Ndzj = Z dez Ndxj = 0.
Jj=1 \i=1 J Iy J

=
II. Definimos d : Q¥(M) — QF1(M) por (da)|y := dy(a|y), para toda carta (U, 1)) de
M. Para que esta definicién sea correcta, hay que probar que si (U, ), (V, ¢) son cartas
con UNV # O, entonces dy(a|y) = dy(aly) en U N V. Pero de la definicién de dy se
deduce directamente que si U’ C U, entonces

[dy (alv)] |y = dy: (aly),

y aplicando esto dos veces, tenemos

[du(a|v)]luvnv = dunv(alvav) = [dv(alv)]luav,

luego do estd bien definida, Vo € QF(M). Que do estd en QFF1(M) es evidente. Y d
cumple las propiedades 1,2, 3,4 porque se pueden probar punto a punto, y por tanto son
consecuencia de las propiedades 1,2,3.4 de dy.

1. d : QF(M) — QFFL(M) otro operador cumpliendo las propiedades 1,2,3,4.
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Afirmacién 3.1.1 Sea U C M abierto y o € QF(M) tales que a|y = 0. Entonces,
(da)ly = 0.

Demostracion de la afirmacion. La prueba es andloga a la del primer punto de la de-
mostracién de la Proposicién 2.2.1: Fijemos p € U y veamos que (c/l\a)p = 0. Como
{p}, M — U son cerrados disjuntos de M, el Corolario 1.3.2 asegura que existe f € C*(M)
tal que fly—v =1y f(p) = 0. Como a|y = 0, tenemos o = fa en M (razonar por
separado en U y en M — U), luego da = d(fa) =df Aa+ fdoa =df Aa+ fda donde
hemos usado las propiedades 3 y 2 para d. Evaluando en p y usando que f(p) = 0, ten-
emos (da) = 0. Como p es arbitrario en U, concluimos que (da)|y = 0 y la afirmacién
esta probada.
Veamos ya que do = do Vo € QF(M): Fijemos p € M. i(da), = (c/l\a)p?
Sea (U,¢ = (x1,...,x,)) una carta alrededor de p, en la que « se escribe

1< <. <ip<n

Sea h una funcién meseta que vale 1 en un entorno abierto V de p con V. C U y con el
soporte de h compacto contenido en U (el Lema 1.3.2 o el Corolario 1.3.2 dan la existencia
de h). Definimos una k forma global 3 € QF(M) mediante

1<i1<...<ip<n

donde para g = fi, i, Ziy, - - -, Tiy, la funcién g € C°°(M) denota la extension por cero a
M de (h|v)g. Entonces, gly = g|v luego B|v = afy. Aplicando la Afirmacién anterior a
a — f3, tenemos (d(a — )|y = 0. Como d cumple 1,2,3,4, tenemos

(do), = (dB), = S dfii A da A Aday, | = (da)y,.

1<i1<...<ip<n p

IV. La férmula (3.2) se tiene por construccién de d. En cuanto a (3.1), s6lo la probare-
mos para k = 0,1 (esto explica las comillas cuando enuncidbamos este punto IV). La
demostracién para k general es por induccién, y necesita el lenguaje de derivaciones y an-
tiderivaciones sobre espacios de tensores en una variedad, que no desarrolleramos aqui (ver
algunas indicaciones en el ejercicio 1).

Para k = 0, la férmula se reduce a df (Xg) = (—1)°Xg(f). Para k = 1, por linealidad
podemos suponer que o € Q1(M) se escribe localmente |y = fdx;, con f € C®(U) y
(U,p = (x1,...,x,)) carta de M. Entonces,

da(Xo, X1) = (df N dxj)(Xo, X1) = Xo(f)Xi1(z;) — X1(f) Xo(z;)-
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Por otro lado, el miembro de la derecha de (3.1) es
Xo(a(X1)) = X1((X0)) —a([Xo, X1]) = Xo(f du;(X1)) = X1 (f dz;j(Xo)) — f da;([Xo, X1])

= Xo(f)X1(;)+ Xo(X1(w;)) = X1(f) Xo(a) = X1 (Xo(a) = F Xo( X1 (@) + £ X1 (Xo(x;))
= Xo(f)X1(z;) — X1(f)Xo(z;),

y se tiene la férmula para k = 1. O

Sea ® € C*®°(M™,N™). Dada f € C®°(N) = Q°(N), tenemos d(®*f) = d(fo®) = ®*(df).
Si ahora tomamos una carta (V,% = (y1,...,ym)) de Ny f € C®(V), entonces en ®~1(V)
se tiene

d[@(fdyi, N... Ndyy)] = d[(fo®) @ (dyi,) A... AP (dys,)]
=d[(fo®)(dyi, o P)A...A(dyi, o P)] =d(fo®)A(dy;; o P) A...A(dy;, o P)
= (df Ndyi, N ... Ndy;,) o ® = [(d(fdy, N...Ndy;)] oD,

con lo que la igualdad d o ®* = ®* o d se ha probado para formas del tipo fdy;, A... A
dyi,, f € C®(V). Extendiendo por linealidad, la igualdad es cierta en Q¥(V) y eso para
cualquier carta (V1) de N. Por tanto, también es cierta en Q¥(N), con lo que obtenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 3.1.1 Sea ® : M™ — N™ una aplicacion diferenciable. Entonces para cada
k el sigutente diagrama es conmutativo:
QF(N) 2 k(M)
dl] d]

Qk""l(N) i Qk'H(M)

3.2. Dominios con borde en una variedad orientada.

Sea M™ una variedad orientada. Un subconjunto D C M se dice un dominio con borde
diferenciable si, para cada p € M, una de las siguientes propiedades se cumple:

1. Existe un entorno abierto de p en M que estd contenido en M — D (tales puntos son
llamados exteriores a D).

2. Existe un entorno abierto de p en M que estd contenido en D (tales puntos son
llamados interiores a D).

3. Existe una carta (U,v = (z1,...,2,)) de M con p € U y ¢¥(p) = 0 € R™ tal que
Y(UND)=yU)NH", donde H" = {(z1,...,2,) € R" | 2, > 0} (son llamados
puntos del borde de D).
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Al conjunto de puntos cumpliendo 3 se le representa por dD y se le llama el borde de D.
Algunos comentarios:

= 0D C D.

» El conjunto de puntos que cumplen 1 (resp. 2) es el exterior (resp. interior) topoldgico
de D, en particular ambos conjuntos son abiertos.

» Las tres condiciones anteriores son mutuamente excluyentes.

» D es un subconjunto cerrado de M. Ademds D = Int(D) U 9D, por lo que 0D
coincide con la frontera topoldgica de D, que es un cerrado en M. En particular, si
M es compacta, 0D también serd compacto.

= Cabe la posibilidad de que 9D = @, por ejemplo cuando D = M.

» La definicién anterior tiene sentido incluso cuando n = 1, aunque en este caso 9D
es un conjunto de puntos aislados.

» Si (U,¢ = (x1,...,2y,)) es una de las cartas en 3, entonces (U N 9ID) = ¢(U) N
{(z1,...,2,) € R | 2, = 0}. Como {(z1,...,2,) € R" | 2, = 0} = R}, tenemos
que la restriccién a 9D de los sistemas de coordenadas descritos en 3 proporciona
un atlas en D que lo convierte en una variedad diferenciable de dimensiéon n — 1.

A continuacion veremos que dD es también orientable y fijaremos una orientacion
en dD a partir de la orientacién en M. Sea p € 9D y (U,¢ = (x1,...,x,)) una carta
en las condiciones del punto 3 anterior, esto es ¥(p) = 0, w(UN D) = »(U)N H" y

YU NaD) = YU)N{(x1,...,z,) | , = 0}. Por tanto, {(%)p,..., (%)p} es una

a_ml 83711—1

espacios tangentes implica que

base de T,M y {( 0 ) Yy ( 0 ) } es una base de T,0D. Esta descripcién de los
P P

n
u = Zai<%> cTL,M—-T,0D < a,#0.
i=1 P
En estas condiciones, diremos que u apunta hacia fuera de D si a, < 0y que apunta hacia
dentro de D si a, > 0. La propiedad de que un vector en T, M —T,0D apunte hacia fuera
o hacia dentro es independiente del sistema de coordenadas en p como el anterior.

No olvidemos que en M hemos fijado una orientacién. Una base {v1,...,v,—1} de
T,0D se diréd positivamente orientada si {u, v1,...,v,—1} es una base orientada de T,,M,
siendo v un vector que apunta hacia fuera (esta orientacién de T,0D es independiente de
u, ver el Ejercicio 2). Esto orienta todos los espacios tangentes 1,0D con p € 0D.

A continuacién orientaremos globalmente 0D, construyendo una (n — 1)-forma difer-
enciable sin ceros sobre D que induzca en cada T,0D la orientacién anterior.
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Proposicién 3.2.1 Sea D un dominio con borde diferenciable de una variedad orientada
M™. Entonces, existe un entorno abierto W de 0D y un campo de vectores X € X (W)
tales que X|op apunta hacia fuera en todos los puntos de 0D. Ademds, si w € Q" (M)
representa la orientacion de M, entonces la (n — 1)-forma sobre W dada por

a}(le---vXn—l) :w(X,Xl,...,Xn_l), X1, Xp1 E%(W) (35)

define, al restringirla a 0D, una (n—1)-forma diferenciable sin ceros sobre 0D que induce
en cada punto p € 0D la orientacion definida anteriormente.

Demostracion. Para cada p € 0D tomemos una carta (Up, ¢p = (21, ..., xy)) en las condi-
ciones del punto 3 anterior. Entonces, el campo Xy, := —% € X(Up) apunta hacia
fuera de D en cada ¢ € U N OD. Ademss, {Up}pcop es un recubrimiento por abiertos
del abierto W := [J,cop Up- Sea {p;}ien una particién de la unidad de W, subordina-
da a dicho recubrimiento. Cada funcién ¢; tiene asociado un abierto U; = Uy, tal que
soporte(y;) C U;, y claramente {U; }ien es también un recubrimiento por abiertos de W.

Para cada i € N, consideremos el campo Xy, € X(U;) definido arriba, y sea

o0
X = Z 0iXU;-
=1

Como la suma anterior es localmente finita, define un campo diferenciable de vectores
sobre W. Ademas, X apunta hacia fuera en cada p € 0D porque las ; son no negativas
y suman 1. Por tdltimo, la (n — 1)-forma @& sobre W definida por (3.5) es diferenciable por
serlo X y w. Dados p € 0D y una base {v1,...,v,—1} de T,0D, se tiene:

Op(v1, ..y 0p—1) >0 & wp(Xp,v1,...,0p-1) >0
& {Xp,v1,...,vp_1} es base positivamente orientada de T, M
< {vi,...,vn—1} es base positivamente orientada de T,0D,
luego la proposicién esta probada. O

3.3. El teorema de Stokes.

Teorema 3.3.1 (Stokes, I) Sea M" una variedad diferenciable, orientada yw € Q"1 (M)
con soporte compacto. Entonces,
/ dw = 0.
M

Demostracion. Como dw € Q"(M) tiene soporte compacto (por la Afirmacién 3.1.1 apli-
cada a d = d), dw es integrable en M. Sea {(U;, ¢;)}ien un recubrimiento por entornos
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coordenados de M y {¢;}; una particién de la unidad subordinada a dicho recubrimiento.
Como {p;}; es una familia localmente finita, el soporte de w (que es compacto) sélo cor-
tard a una cantidad finita de soportes de las y;, a las que denotamos por 1, ..., pr. Asi,
w= Zle pwen My

/M o= /M d(zk; o) = Zk;/M dlw)

Por tanto, podemos suponer que w tiene soporte compacto contenido en un entorno coorde-
nado U, donde tenemos definida una carta ¢ = (z1, ..., x,) compatible con la orientacién
de M. Escribiendo w localmente como w|y = >0, fjdzi A ... A EE A ...N\dzxy, con
fj € C>=(U), tenemos

(do)ly =S dfy Adwy Ao Adaj A A da, :Z(—l)j—l%
J

j=1 j=1

dri N ... Ndzx,

Por tanto,

N~ gyt [ O Nt [ OUiew
/de—;(—l)J I/U%j,dxl/\”'/\dx”_z(_l)j 1/ jafjdﬁ---drm

sy w(U)

donde r1,...,r, denotan las coordenadas en el euclideo. Teniendo en cuenta que cada
funcién f; 01! tiene soporte compacto contenido en ¥(U), basta extender por cero dicha
funcién a un n-cubo [A, B]" C R™ que contenga a ¢ (U) y aplicar el Teorema de Fubini
para concluir que la dltima integral se anula. O

Teorema 3.3.2 (Stokes, II) Sea M™ una variedad diferenciable, orientada, D C M un
dominio con borde diferenciable y w € Q”_l(M) con soporte compacto. Entonces,

/D d = /8 i, (3.6)

donde en 0D se considera la orientacion inducida e i : 0D — M es la inclusion.

Demostracion. Primero notemos que como w tiene soporte compacto, también lo tienen
dw,i*w, y por tanto ambas son integrables. Sea {(U;, ¥;) }ien un recubrimiento por entornos
coordenados de M, todos compatibles con la orientacién de ésta, y {;}; una particién de
la unidad subordinada a dicho recubrimiento. No perdemos generalidad suponiendo que

» ¢;(U;) es un subconjunto acotado de R™, Vi € N.
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» Cada carta (Uj, 1);) estd en una de los dos siguientes casos:

1. U;NndD =@, o bien

2. U;NID # @, y en tal caso (Uj, ;) es una carta de tipo 3 para la definicién de
dominio con borde diferenciable.

Como el soporte de w es compacto y la familia {¢;}; es localmente finita, soporte(w) sélo

corta a una cantidad finita de soportes de las ¢;, a las que denotamos por 1, . .., Q. Asi,
k

w=Y", pwen My

Por tanto, podemos suponer que w tiene soporte compacto contenido en un entorno coorde-
nado U, donde tenemos definida una carta ¢ = (z1, ..., x,) compatible con la orientacién
de M y cumpliendo 1 6 2, y queremos probar (3.6). Discutimos segun esos dos casos para
la carta.

SUPONGAMOS QUE UNAD = @. Entonces, i*w = 0 en 9D y debemos ver que fD dw = 0.
Esto es evidente si U N D = () porque soporte(dw) C soporte(w) C U. En otro caso,

U C Int(D) luego
/dw:/dw:/ dw,
D U M

que se anula por la version I del teorema de Stokes.

SUPONGAMOS QUE U N 9D # . Entonces, (U,¢ = (z1,...,2,)) es una carta del tipo 3
para la definicién de dominio con borde diferenciable. Escribiendo w en esta carta, tenemos
wlu = Z?Zl(—l)j_lfj dziA...NdxjA...Ndxy con fj € C°(U) (hemos incluido el factor
(—1)?~! por conveniencia para lo que sigue). Asf,

(dw)ly = E %dwl/\.../\dxn,
j=1 7t

n
(i*w)|urop = Z(—l)j_l(fj od)i'dxy A.. . ANi*dz; AL ANitdy,
j=1

—

=Y (WMo d(@io ) Ao Ad(ay0i) A Ad( o))

= (=) Yfood)d(xroi)A... Ad(zp_101i),
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donde en la dltima igualdad hemos usado que =, oi: U N OD — R es constante (cero),
luego d(x, 01) =0en U NOD.

Ahora notemos que (UNJD, ¢ = Y|lynap = (x1014,...,2,-1 017)) es una carta de 9D
(estamos identificando {(z1,...,7,) € R" | z,, = 0} con R"!), pero no siempre es com-
patible con la orientacién de 0D como borde de D: como X = —% apunta hacia fuera de
Dy (U,%) es compatible con la orientacién de M, por definicién de orientacién inducida
al borde se tiene que (U N 8D ¢) es compatible con la orientacién de 9D si y sélo si

(davl/\.../\davn)(X,a‘z,1 . 789[; -) > 0. Pero
(dor A A dey) (X, 52, o) = —(des A A den) (32, 52, 522—)
= (=D)™(dar A Adan) (5, 52) = (1),

Luego (U N 9D, ¢) es compatible con la orientacion de 9D siy sélo si n es par. Como i*w
tiene soporte compacto contenido en U N dD, por de integral se tiene

/ ifw = (—1)”/ (=1)" N (fpoiop ™) dr...dr,
oD $(UNAD)

:_/ (fnociod V) dry...drn_y
H(UNAD)

= —/ 1(fn ow_l)(rl, ey Tn—1,0)dry .. drp—q,
Rn—

donde hemos extendido por cero a todo R"! el integrando en la tltima integral.
Por otro lado, como dw tiene soporte compacto contenido en U, de su expresién local
en la carta orientada positivamente (U, 1)) obtenemos

n ) -1
/dw:Z/ ijow )drl...drn,
D = Jupy O

donde rq,...,r, denotan las coordenadas en el euclideo. Teniendo en cuenta que cada

Lj) tiene soporte compacto contenido en 1 (U) y que estamos integrando en

(f]
75

funcién

(D) C HT, extenderemos por cero ) 4 un n-cubo [A, B]" C R™ que contenga a

(f] )

¥ (U) e integraremos x g sobre [A B]™ (aqui x g+ denota la funcién caracteristica

de HT). Aplicando el Teorema de Fubini concluimos que

-1
/ Mdm...drn:/ XH+MCZT1 Ldrp =0 sij#mn,
w(D) or; [A,B]" ar;
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/dw—/ WnoVD) 00 ar,
AB]" rn
B _
:/ </ XH+Mdrn> dri...drp—1
[A,B]"‘l A a’l“n

— / [(fn (e} 'Lﬂ_l)(rl, ey Tp—1, B) — (fn ¢} 'Lﬂ_l)(rl, ey Tp—1, 0)] d?“l .. .d?“n_l
[A4,B]n—1

luego

:—/ (fnop™(re,. .., 1,0)dry. . .dr, 1,
[A’B]n—l
lo que termina de probar el teorema. O

Terminaremos el capitulo con algunas consecuencias del Teorema de Stokes.

Teorema 3.3.3 (Férmula de Green) Sea D C R? un dominio compacto y conexo,
cuyo borde OD es diferenciable y consiste en una union finita de curvas de Jordan,
parametrizadas con la orientacion inducida mediante ; : [a;, b — 0D, i = 1,... k.
Si P,Q € C*®(A) son funciones diferenciables en un abierto A C R? que contenga a D,

entonces
A(%—a@—g)dd—Z/ )+ Quu(0)] d,

siendo v;(t) = (zi(t), yi(t)), Pi(t) = P(vi(t)) y Qi(t) = Q(i(t)).

Demostracion. Basa aplicar el Teorema de Stokes a la 1-forma w = Pdx + Q dy € Q'(A)
y al dominio D. O

Corolario 3.3.1 Sea Q el dominio interior a una curva de Jordan v : [a,b] — R?, dotada
de la orientacion inducida como borde de Q). Entonces,

1 b
Area () = 3 / det{~,~'} dt.

Demostracion. Aplicar la férmula de Green con P(z,y) = —y, Q(z,y) = z. O

Corolario 3.3.2 (Férmula integral de Cauchy) Sea F' una funcidn holomorfa en un
abierto simplemente conexo U C C. Dado un punto zg € U y una curva de Jordan v C U
que rodee a zg en el sentido contrario a las agujas del reloj, se tiene

/ Mdz = 2miF(2p).

Z— 20
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Demostracion. Primero veamos que si f es una funcién holomorfa en un abierto 2 C C
y D C Q es un dominio con frontera diferenciable, entonces [, f(2) dz = 0: en efecto, si
f = u—+1iv es la descomposicién en parte real e imaginaria para f, tenemos

- (z)dz:/aD(u—i—iv)d(x—i—iy):/BD(udx—vdy)—i—i/aD(vdx—i—udy).

Por el Teorema de Stokes, lo anterior es igual a

, ou Ov , ou Ov
/Dd(udx—v dy)—l—z/Dd(v dz+udy) = —/D (8_y + %) dx/\dy—i—z/D <% — 8_y) dxNdy.

Como f es holomorfa, u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, luego los inte-
grandos anteriores se anulan en ).
Probamos ya la férmula integral de Cauchy, aplicando lo anterior: Sea @ = U — {2}

y f(z) = F_(Z), holomorfa en . Tomamos el dominio con frontera diferenciable D, =
z—20

Qy, — D(zp,e) C Q, donde Q es el dominio interior a v y D(zp,¢) es el disco abierto
centrado en zg de radio . Entonces,

0:/8 F(z) dz:/WMdz—i—/{ P& . (3.7)

D. # — 20 Z— 20 |z—20|=¢} Z— 20
donde la orientacién a lo largo de {|z — 29| = €} es la de las agujas del reloj (porque
es la orientacién sobre v es contraria a las agujas del reloj, y {|z — 20| = €} U~ tiene

la orientacién inducida como borde de D.). Calculamos esta tltima integral, usando la
parametrizacién a(f) = zo 4+ e, 0 € [0, 27]:

F 2 F —i6 ) 27 )
/ (2) dz = —i/ Lﬁ:)ee—w do = —i/ F(zo + e ) do.
{lz—z0|=¢} Z — 20 0 ee" 0

De (3.7) deducimos que f{|z_20|:6} % dz no depende de €. Tomando ¢ — 0, la ultima

igualdad implica que |, (2= 20 |=¢} % dz = —2miF(zp), y la férmula integral de Cauchy
esta probada. O

Recordemos de la Proposicién 2.4.2 que habiamos definido la forma de volumen métrico
de una variedad Riemanniana orientada (M",g) como la tnica n-forma dv, € Q" (M)
definiendo la orientacién dada y tal que (dvg),(v1,...,v,) = 1 para toda base ordenada,
ortonormal y positivamente orientada (v1,...,v,) de T,M y todo p € M. Si (U,¢ =
(z1,...,2,)) es una carta compatible con la orientacién de M, veamos que

dvg =VGdry A...Ndx, en U, (3.8)
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donde G = det (g (%, %)) . En efecto, como dxi A ... A dx, es una base local de
7 Z y

)

n-formas en U, tenemos

dvg = fdxi N... Ndxy, (3.9)

con f € C®(U). Ademas f > 0 en U ya que dvg,dxi A ... A dx, representan la ori-
entaciéon de M. Tomemos una base ordenada g-ortonormal de campos (E1,..., E,) so-
bre U (obtenidos, por ejemplo, mediante el proceso de Gram-Schmidt aplicado sobre
(8%1, . %)). Tras un posible cambio de signo en Eq, podemos suponer que (E1, ..., E,)
produce una base positivamente orientada en cada punto de U. Sean % = " a;E;las
ecuaciones del cambio de base, j =1,...,n. Asi,

f = d’l)g(i ceey %) (;) det(az‘j)z‘de’l)g(El, ceey En) = det(azj)i,j,

ox1’

donde en (%) hemos usado la Proposicién 2.3.2. Por otro lado,

2 o
g (ax, %) =9 <Z aki B, Zahth> = akianin =Y ariar,
k h kh k

donde §;; es el Delta de Kronecker. Llamando A = (a;;); ; a la matriz de cambio de base, lo

anterior se escribe matricialmente (g (%, %) - = A" A, luego tomando determinantes
0.

y extrayendo la rafz cuadrada positiva obtenemos vG = |det A| = det A, siendo esta

dltima igualdad cierta porque (8%1, e %) y (E1,..., Ey,) inducen la misma orientacién

sobre U. Ahora sélo tenemos que sustituir en (3.9) para obtener (3.8).

Definicién 3.3.1 Dada una variedad Riemanniana (M",g) y un campo X € X(M), se
define la divergencia de X como la funcién div(X) € C*°(M) que cumple la igualdad

d (i(X)dvg) = div(X) du,. (3.10)
donde i(X) es el producto interior definido en el ejercicio 1.

Notese que en la definicién anterior no hemos supuesto M orientable, pero aparece el ele-
mento de volumen métrico orientado dvg. Sin embargo, el que aparezca a ambos lados de
la igualdad hace que, si M es orientable, entonces div(X) no dependa de la orientacién. Y
si M no es orientable, podemos definir div(X) localmente y por lo anterior, estara global-
mente definida.

Necesitaremos la expresion de la divergencia en coordenadas locales. De nuevo supon-
dremos que la variedad esté orientada, aunque lo que sigue es puramente local y la expre-
sién final no dependerd de la orientacién elegida. Tomemos una carta (U, ¥ = (21, ..., 2y))
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compatible con la orientacién de M. Como i(X)dv, es una (n — 1)-forma, se escribira

(((X)dvg)ly =Y fjdwr A~ Aday A Aday,

para ciertas funciones f,..., f, € C°°(U) que pueden calcularse mediante

_ P iEN 8\ _ 9 IER P
fh—(l(X)d'Ug) (%7"'7%7"'7%) —d’l)g <X78_m17"'7m7"'7m>'

Si ahora escribimos X |y = Y1 ; a;3% con a; € C%°(U), lo anterior nos dice que
7

n
_ ) 6 9 9 0\ _ 0 0 0 0
fh—Zazdvg (ami,aml,...,amh,...,amJ = ap, dvg <8mh’8m1""’8mh""’an>

— o) o) h—
:(—1)h lahd'l)g (TM’""%’”"%> :(—1) lah\/a,

donde en la tltima igualdad hemos usado la férmula (3.8), valida ya que (U, 1) es com-
patible con la orientacién. Por tanto,

div(X) dvy = d (i(X)dv,) = Z(Zafjdxh/\dxl/\ Ad/gFjA...Adxn>

of — 1 0f;
—Zajdxj/\dxl/\ /\dxj/\...Adxn:Zj:(—l)J 1%dex1/\---Adxj/\.../\dxn

-9 ey 1 5 0
— Zj: o (a;VG)dxy A--- Ndzy, = Ve Zj: oz, (a;VG) dvy,

de donde deducimos la férmula deseada:

(div(X))|y = %;%(aﬂ/@) siX\U:Zaiaixi. (3.11)

Como caso particular de (3.11), conviene destacar que en R™ con el producto escalar
usual, la dlvergen(:la de un campo adopta la forma cldsica de la Fisica y el Anélisis:

div(X) = Z?lam si X = (a1,...,a,).

Teorema 3.3.4 (Teorema de la divergencia) Sea (M", g) una variedad Riemanniana
orientada, D C M un dominio con borde diferenciable y N : 0D — T M un campo normal
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unitario exterior' a D a lo largo de OD. Dado un abierto O C M conteniendo a D y un
campo X € X(O) con soporte compacto, se tiene

[ av(x)du, = [ g0 N) duig

D oD

donde dvg, dvg), ) son los elementos de volumen métrico orientado para (M, g) y (0D, glap),
donde en 0D se considera la orientacion inducida como borde de D.

Demostracion.
/ div(X) dv, 2 / d (i(X)dv,) & / i(X)dv,,
D D oD

donde en (%) hemos aplicado el Teorema de Stokes a la (n—1)-forma w = i(X)dvg, (que tiene
soporte compacto por tenerlo X). Falta entonces probar que i(X)dv, = g(X, N)dv(g, )
en 0D (en la primera (n — 1)-forma se sobreentiende el pullback via la inclusién de 9D en
Sea (Va,...,V,) una base local ortonormal del espacio tangente a D, positivamente
orientada. Como N es el campo normal unitario exterior a D a lo largo de 0D, la base
ordenada (N, Va,...,V,) es g-ortonormal y compatible con la orientacién de M. Tras
descomponer X = g(X, N)N + >0, g(X, V;)Vj, tenemos

(i(X)dvg) (Va, ..., Vi) = dvg(X, Va, ..., Vi) = dvy (9(X, N)N, Va, ..., Vi)

= g(X,N)dvg(N, Va, ..., Vo) = g(X,N) = [g(X, N)dvg, )] (Var ..., Vo),

y el Teorema estéd demostrado. O

3.4. Campos y formas en abiertos de R?.

En esta seccién particularizaremos mucho de lo aprendido sobre el dlgebra de campos
y formas sobre una variedad M, al ambiente en que surgieron estos conceptos: cuando M
sea un abierto U C R3. Denotaremos por x,y, z a las coordenadas habietuales en R3.

Sea X € X(U) = C*(U,R3). Asf, X = (X', X? X3) con X! : U — R diferenciable.

Podemos asociar canénicamente una 1-forma al campo X:
wx:U — AYD)
p (wX)p:TpUER3—>R
v = (wx)p(v) = (Xp,v).

'Esto es, N, € T, M es un vector ortogonal a T,0D y de norma uno respecto de g, que apunta hacia
fuera, Vp € 0D.
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Escribiendo wx en coordenadas respecto a la base natural {dz, dy, dz} de Q*(U) obtenemos
wx = X'de + X2dy + X3 dz,

de donde deducimos que wx es diferenciable. Claramente, la asociacién X — wx es biyec-
tiva. Por ejemplo, la diferencial y el gradiente de una funcién estan relacionados mediante

df = Wvf-
También podemos asociar de forma canénica una 2-forma? a X:

ax:U — A*U)
p — (ax)y:T,UxT,U=R>xR3—R
(v, )  (ax)pl0 w) = det(X,, v, w).

Si escribimos ax en combinacién lineal de la base {dz A dy, dz Adz,dy A dz} obtendremos
ax = X3de ANdy — X% dz ANdz + X' dy A dz,
luego también ax es diferenciable y la asociacién X — ax es biyectiva. Nétese que
ax =i(X) (dzAdy Ndz), (3.12)

donde i(X) denota producto interior.
Dado X € X(U), tenemos dwyx € Q?*(U), luego existe un tinico Y € X(U) tal que
dwx = ay. A este campo Y lo llamamos el rotacional de X, denotado por rot(X):

de = O‘I‘Ot(X)'
Si calculamos explicitamente el rotacional de X = (X!, X2 X3) obtendremos

0X3 9X? oX' o9X3 9Xx' 0Xx?
X) = . . . .
rot(X) < oy 0z Oz ox ’ Oy Ox ) € X(U)

El hecho de que exista una 3-forma global sin ceros en U hace que tengamos una corre-
spondencia biunivoca entre funciones diferenciables y 3-formas diferenciales en U: Dada
feC®U)=Q%U), sea

ny = fdx Ady Adz € Q¥(U). (3.13)

De nuevo f — n; es una biyeccién.

2La asociacion X € X(U) — w € QY(U) puede generalizarse a cualquier abierto de R", incluso a
cualquier variedad Riemanniana; pero al asociar a X la 2-forma ax estamos usando que la dimensién del
euclideo donde trabajamos es 3; si U C R", entonces podemos asociar a X € X(U) una (n — 1)-forma
ax € Q"1 (U) mediante un procedimiento anilogo.
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Recordemos que la divergencia de un campo X € X(M) respecto a una métrica Rie-
manniana g se definié como la funcién div(X) € C*° (M) dada por la igualdad div(X) dv, =
d(i(X) dvg), donde dv, es el elemento de volumen métrico asociado a ¢ y a una orientacién
(local). En nuestro contexto actual M = U C R® y g = (,-) (producto escalar usual)
tenemos dv, = dx A dy A dz luego la ecuacién (3.12) implica

day =d (i(X)(dz A dy A dz)) = d(i(X)dvy) = div(X) dvg = Ndiv(x)-
En coordenadas, se tiene la férmula clédsica

= X! N 0X? N X3
- Ox oy 0z

div(X si X = (X1 X2 X3).
Por otro lado, la igualdad d o d = 0 aplicada a O-formas y a 1-formas (para 2-formas no
dice nada) se escribe:

Vf e C™(U), 0=d(df) = dlwvs) = ayot(ys = rot(Vf) =0. (3.14)

VX € X(U), 0= d(dwx) = d(ayot(x)) = Ndiv(rot(x)) = div(rot(X)) = 0. (3.15)

Ahora bien, dado X € X(U), jcuando existe f € C*°(U) tal que X = Vf (equiva-
lentemente, tal que wx = df)? segin (3.14), una condicién necesaria para esto es que
rot(X) = 0. Esta condicién es localmente suficiente (como podré deducirse del Coro-
lario 4.2.4), pero no es en general globalmente suficiente (para un contraejemplo, véase el
ejercicio 4). De igual forma, dado X € X(U) jcudndo existe Y € X(U) tal que X = rot(Y)?
Segiin (3.15), una condicién necesaria es que div(X) = 0, y de nuevo esta condicién es
localmente suficiente por el Corolario 4.2.4, pero no es en general globalmente suficiente
(ejercicio 5). En ambos casos, el que existan soluciones globales a estos problemas no de-
pende de la estructura diferenciable de U, sino de su topologia, y la herramienta adecuada
para estudiar la solubilidad de ambos problemas sera la cohomologia de de Rham, que
estudiaremos en el proximo capitulo.
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EJERCICIOS.

1. Sea M™ una variedad diferenciable. Una derivacion de grado 0 es una aplicacién lineal
D : @} QF(M) — @1 QF(M) que deja invariante® cada (M) y cumple la regla
del producto:

D(aANB)=DaAB+aNDB, Va,pBe EBZ:OQk(M),
donde si a = f € O (M) = Q(M), entendemos f A 3 como f 3. Demostrar que

» D estd determinada por su actuacién sobre formas del tipo fdx; A ... A dx;,,
siendo (U, = (z1,...,x,)) una carta en M.

» ] estd determinada por su actuacion sobre funciones y diferenciales de funciones.

Un ejemplo de derivacién de grado cero es la derivada de Lie de un campo X € X(M),
a la que denotaremos por Lx, determinada por

Lx(f) = X(f), Lx(df) =dLx(f), VfeC*(M).

En particular, se tiene Lx od = d o Lx (cierto por construccién sobre funciones, y por
linealidad y la regla del producto sobre cualquier k-forma). Aunque no lo haremos aqui,
puede probarse? que

k
(Lxw)(X1, - Xp) = X (@(Xro o Xp) = D w(Xn o [X X X (3.06)

Dado un campo X € X(M), el producto interior es la antiderivacion® de grado —1
dada por
(X)) (X Xe) = (X, X -, X5,

donde w € Q¥(M), X, ..., X\, € X(M) (por convenio, [i(X)](f) =0 Vf € Q°(M)).

3Una derivacién de grado d € Z se define de igual forma, pero lleva k-formas en k + d formas.
4Al menos, daremos una justificacién de (3.16): Tras pasar la sumatoria al miembro de la izquierda,
(3.16) se escribe como una regla del producto usual:

k
Lx(w(X1,..., X8)) = (Lxw)(X1,..., Xe) + Y w(X1,...,LxXi,..., X),

i=1

donde hemos definido LxY = [X,Y], VY € X(M). Esto nos dice que extendiendo la nocién de derivada de
Lie a campos mediante el corchete de Lie, y de ahi a tensores r-covariantes y s-contravariantes cualesquiera
mediante la regla del producto usual, la férmula anterior es trivial por construccién.

®Una antiderivacién de grado d € 7 es una aplicacién lineal A : @7_ QF (M) — @7r_ Q" (M) que lleva
k formas en k + d formas, y cumple A(aA ) = AaAB+ (—=1)*aAAB, Va € Q¥ (M), B € ®F_Q"(M). La
diferencial exterior es una antiderivacién de grado 1 (propiedad 3 del Teorema 3.1.1).
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= Probar que d o i(X) + i(X) od es una derivacién de grado 0.
» Demostrar que dada f € C°°(M), se tienen
[doi(X)+i(X)od|(f) = Lx(f), [doi(X)+i(X)od](df) = Lx(df)

y concluir que doi(X) +i(X)od = Lx (formula de Cartan).

» Utilizando la férmula de Cartan y (3.16), demostrar por induccién sobre k la
ecuacién (3.1) que aparece en el Teorema 3.1.1.

2. Probar que dado un dominio D con borde diferenciable en una variedad orientada y dado
p € 0D, la orientacién inducida en T},0D por la de T, M no depende de la eleccién del
vector u € T, M apuntando hacia fuera de D en p.

3. Deducir el teorema fundamental del cilculo a partir del teorema de Stokes.

4. SeaU =R3-{(0,0,2)| z€ R} y X € X(U) el campo dado por

X(x,y,z)z( Y a 0).

_x2+y2’x2+y2’

Probar que rot(X) = 0, pero que no existe f € C*(U) tal que Vf = X (indicacién:
si f existiera, entonces f7 wx = 0 para toda curva cerrada v C U; sin embargo, esta
integral no se anula para v = {(z,y,0) | 2% + y* = 1}).

5. En U =R3 — {0} se considera el campo X € X(U) dado por X,, = W.

a) Probar que div(X) = 0 pero que no existe Y € X(U) tal que X = rot(Y).
b) Demostrar que S%(1) no es el borde de ningtin dominio D C R? — {0}.

6. Sea U un abierto no vacio de R?. Definimos
QYU,C) = C®°(U,C) = {f: U — C | f es diferenciable} = {u+ iv | u,v € C®(U)},
QU C)={a+if|a,feQ(U)}, QU,C)={w+in|wnecQU)}
Asi, Q1 (U, C) es el espacio vectorial complejo obtenido al complexificar Q/(U), i = 0,1, 2.
a) Dada f € Q(U,C), se definen

af 1 _ of 1 _ 0
—=f=5(/z— —=fr=C Q

92 f= Q(fa: ny)v 0z fz Q(fm‘f‘lfy) € (U7 C)v

donde cada subindice f,, f, denota derivada parcial. Concluir que f es holomorfa
(resp. antiholomorfa) si y sélo si fz = 0 (resp. f, = 0).



102

b)

CAPITULO 3. DIFERENCIACION EXTERIOR. TEOREMA DE STOKES

Se definen dz = dx + idy, dz = dx —idy € Q*(U,C), y en general, extendemos
la diferencial por C-linealidad a funciones diferenciables valuadas complejas. De-
mostrar que {dz, dz} es una base local de Q!(U, C), es decir, toda w € Q(U, C)
se escribe de forma tnica como w = fdz + hdz, para ciertas f,h € C*(U,C).
También extendemos por C-linealidad el producto exterior de 1-formas a

A: QYU,C) x QY(U,C) — Q*(U, C).

Demostrar que dz A dz = —2idx A dy. En particular, dz A dz es una base local de
02(U,C).
Definimos los operadores diferenciales
0: QYU,C) — QYU,0), 0: Q(U,C) — QYU 0),
0: QYU,C) — Q*(U,0), a9: QY(U,C) — Q*(U,C)
fdz+hdz — h,dzANdz fdz+hdz — —fzdzNdz

Demostrar que d = 0 + 0 (d es la diferencial exterior extendida C-linealmente a
Q(U,C),i=0,1),0°=8 =0,000=—do0.

GENERERALIZACION DE LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY PARA FUNCIONES
NO HOLOMORFAS.

Sea F' € C*°(U,C), donde U es un abierto no vacio de C, D C U un dominio
con frontera diferenciable y zp € Int(D). En este apartado probaremos la siguiente
férmula (comparar con el Corolario 3.3.2):

2miF (29) = / P g 4 /D P2 0 n e (3.17)

D % — 20 Z— 20

1) Tomemos ¢ > 0 tal que D(zp,e) = {z € C | |z — 20| < €} tiene su cierre

contenido en Int(D). Probar que si llamamos w = %dz c QYU — {2}, 0C),
entonces dw = —?_—(:O)dz Ndz.

2) Aplicar el Teorema de Stokes a w en D. = D — D(z, ) para concluir que

2m : F Fz
z/ F(zo+ee ) do = / ﬂdz + / (2) dz N\ dZz.
0 8 D

D~ — 20 . 2 TR0

3) Deducir del apartado anterior que existe el limite lim__, o+ st LG PN dz,y

z—20
que (3.17) se cumple.

7. PROPIEDAD DE LA MEDIA PARA FUNCIONES ARMONICAS.
Sea u € C*®(U) donde U es un abierto no vacio de R?. Sea zp € U y R > 0 tal que
D(zp, R) tiene su cierre contenido en D.
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a) Probar que dado r € (0, R], se tienen las férmulas

/ Audzdy =
D(20,r) 0

donde z = zg + pe'?, p > 0, 6 € [0, 2] son coordenadas polares centradas en z,
y ds es el elemento de longitud en 9D(z, ).

27 ) 2m .
—u(zo—i—re“g)r de, / uds = r/ u(zo+r€’) df,
or OD(zo,r) 0

b)  Concluir de lo anterior que si u es armédnica en U, entonces

1

— uds (resp. <,>).
27 R Jop(z0,R)

u(zg) =

c) Demostrar que si u es subarménica (Au > 0) o superarménica (Au < 0) en U,
entonces la igualdad anterior cambia a una desigualdad:

1
u(zg) < (resp. >) R /8]]])( o uds si u subarménica (resp. si u superarménica).
20,
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Capitulo 4

COHOMOLOGIA DE deRHAM

El objetivo final de toda teoria matematica es clasificar, si es posible, todos los objetos
que en ese momento sean motivo de estudio. Hacer esto de forma exhaustiva es muchas
veces imposible, y entonces se buscan herramientas para distinguir objetos y asf situar-
los como distintos elementos en la lista de posibilidades. Por ejemplo, R? y R? — {0}
no son difeomorfos, ni siguiera homemomorfos, y uno tiene distintas herramientas para
distinguirlos. A menudo estas herramientas se basan en asociar a los espacios unos obje-
tos algebraicos que los distinguen, en el sentido de que si dos espacios son equivalentes
(difeomorfos o homeomorfos), entonces sus objetos algebraicos asociados son isomorfos.
Por ejemplo, podemos acudir al grupo fundamental, que mide los lazos en los espacios y
sus deformaciones. Pero el grupo fundamental, y sus generalizacions a dimensiones superi-
ores, los llamados grupos de homotopia superiores, son notablemente dificiles de calcular;
en este capitulo estudiaremos otra herramienta para distinguir espacios asocidandoles un
objeto algebraico, en este caso un espacio vectorial, que en cierto modo también detecta
los “agujeros” del espacio, como hacen los grupos de homotopia. La idea es sencilla: toda
1-forma cerrada en R? es la diferencial de una funcién (diremos que la 1-forma es exacta,
pero eso no es cierto en R — {0}. Por otro lado, el conjunto de 1-formas cerradas en una
variedad puede ser enorme: basta tomar una 1-forma cerrada w y sumarle cualquier df
con f € C*(M), pero w + df serd exacta si y sélo si w lo es, luego es natural identificar
w con w + df, Vf. Cuando hagamos esta identificacién nos aparecerd un espacio vectorial
real, que en el caso de R? tiene timensién 0 y en el caso de R? — {0} es de dimensién 1. La
construccién precisa de este espacio vectorial y sus andlogos para dimensiones més altas
sera el objetivo de la siguiente seccién.

105
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4.1. Espacios de cohomologia de de Rham. Lema de Poincaré.

Recordemos del &lgebra que un complejo de cocadenas es una sucesién de grupos
abelianos o médulos ..., Ao, A1, Ag, A1, As, ... conectados por homomorfismos d,, : A,, —
Apy1 tales que dyqq 0d, = 0 Vn. Tomando d : QF(M) — QF1(M) como la difer-
encial exterior en una variedad diferenciable M"™, tenemos un complejo de cocadenas
(QM) = Bf_, Q*(M),d) (para aquellos indices k¥ < 0 6 k > n, convenimos en que
QF(M) = {0} y d = 0) , al que llamaremos el complejo de de Rham de M.

Para cada k € {0,...,n} definimos

BF(M) =Tm(d : Q" Y(M) — QF(M)),  ZF(M) = ker(d : QF(M) — Q¥ 1(M)}.

Entonces B¥(M) y Z¥(M) son subespacios vectoriales de Q¥(M) y a sus elementos le
llamaremos k-formas ezactas y cerradas respectivamente. El que d? = 0 significa que toda,
k-forma exacta es cerrada, luego B¥ (M) es un subespacio de Z*(M) y podemos considerar
el espacio vectorial cociente:

_ ZMM)
- BF(M)’

Hk(M) para k=0,...,n,

al que se llama el k-ésimo espacio de cohomologia de de Rham de M. A los elementos de
H¥(K) se les llama clases de cohomologia de de Rham de M y se les representa por [a
con a € QF(M) cerrada. Llamaremos

B(M) = éBk(M), Z(M) = é zZ8(M), H(M)= éH’“(M).
k=0 k=0 k=0

Nota 4.1.1

1. Sia,feZ(M) =aNpBeZ(M) (Z(M) es un subdlgebra unitaria de Q(M), con
unidad 1 € Z°(M)):
Es consecuencia directa del apartado 3 del Teorema 3.1.1.

2. SiweBM),aeZ(M) = wAa, aAw e B(M) (B(M) es un ideal bildtero de
w € B(M) = 3n € Q(M) tal que w = dn. Asi, wAa = dnAa = d(nAa) porque a €
Z(M). Andlogamente, a Aw = aAdn = (—1)&24(d (a A n) = d ((—1)z(Da A7) .

3. El producto [w] A [a] = [wA«] estd bien definido en H(M), y dota a este conjunto de
estructura de dlgebra graduada asociativa,anticonmutativa® y con elemento unidad.

1Siw e Q¥(M), a € Q'(M), entonces w A o = (—1)* o A w. En este sentido, Q(M) se dice un algebra
anticonmutativa. Esto mismo puede decirse de H (M), al pasar a cocientes.
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En efecto, Si [w] = [w'] € H¥(M) y [a] = [o/] € H(M), entonces w —w' € B¥(M) y
a—ao € B(M)luegowAha—w ANd! = (w—w)Aa+w A(a—a'). Ahora sélo hay
que aplicar el punto 2 anterior.

Al par (H(M), A) se le llama el dlgebra de cohomologia de de Rham de M.

Nota 4.1.2
1. Como dim(M) = n, toda n-forma es cerrada luego H"(M) = %ZE%%, HO(M) =
Z0(M).

2. Z%M)={f € C®(M)| f constante en cada componente conexa de M}y B°(M) =
d(Q71(M)) = {0}, luego

HO(M) = R?, siendo d = #(componentes conexas® de M ).

4.2. Invarianza homotépica de la cohomologia de de Rham.

Ses ® € C®°(M™, N™) y a € Z¥(N). Por Proposicién 3.1.1, d(®*a) = ®*(da) =
®*(0) = 0 luego ®*a € Z¥(M). El mismo razonamiento nos dice que si a € B¥(N)
entonces ®*a € B¥(M). Esto permite definir aplicaciones lineales

®* : H*(N) — H*(M) . .
Ademas:

» d* respeta el producto exterior (propiedad 4 del Lema 2.3.3), luego es un morfismo
de algebras.

s & — ®* define un funtor contravariante. (propiedades 2 y 3 del Lema 2.3.3).
» Si M = N (difeomorfas) = H(M)= H(N) (isomorfas).
» Si®: M — N es constante = &*=0: H(N) — H(M).

Definicién 4.2.1 Dos aplicaciones &, ¥ € C*°(M", N™) se dicen diferenciablemente ho-
motopicas si existe una aplicacién diferenciable H : M x R — N tal que

H(p,t) = ®(p) Vpe M, t <0,
H(p,t)=¥(p) Vpe M, t>1.

d
A H se le llama homotopia diferenciable de ® a ¥ (notacién: H : & ~ V).

2M puede tener, a lo més, una cantidad numerable de componentes conexas (porque satisface ANII);
en tal caso, H°(M) == R".
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La razon por la que la homotopia H estd definida en M x R y no en M X [0, 1] como
serfa usual, es que M podria ser una variedad con borde (no estudiaremos este caso), y
el producto de dos variedades con borde no tiene porqué ser una variedad con borde (un
cuadrado no tiene borde regular). Sin embargo, el producto de una variedad con borde
por otra sin borde sigue siendo una variedad con borde.

Nuestro siguiente objetivo es probar que si dos aplicaciones diferenciablemente ho-
motopicas inducen los mismos morfismos a nivel de cohomologia. Para ello necesitamos
un concepto previo.

Definiciéon 4.2.2 Un grupo uniparamétrico de difeomorfismos de una variedad difer-
enciable M es una familia {¢s}ser C Diff(M) tal que ¢5 0 ¢ = dst Vs, t € R, y
(p,s) € M x R — M s ¢4(p) € M es diferenciable.

Nétese que para un grupo uniparamétrico de difeomorfismos {¢;}scr, se tienen ¢, o ¢y =
¢t 0 ¢, y $o = 1y Fijado p € M, la aplicacién v, : R — M, v,(s) = ¢s(p), es una
curva diferenciable en M. Por tanto, v,(0) € T,M y podemos definir el campo X € X(M)
asociado al grupo uniparmétrico como

d
X:M—TM, X,=7(0)=—
S

¢s(p).-
0

La diferenciabilidad de X se deduce de su expresién en coordenadas locales: si (U, =

(z1,...,2,)) es una carta en M, entonces dado p € U
X(@))0) = | (#09)(s) = | (50 6,)(p)
Zp_dso i % Vp _dSO 7 s)\D)-

Lema 4.2.1 (Lema de Poincaré) Sea {¢s}scr un grupo uniparamétrico de difeomor-
fismos® de una variedad diferenciable M. Entonces, ¢% : H(M) — H(M) es la identidad,
Vs € R.

Demostracion. Fijemos w € QF(M).

1. Veamos que Lxw = %! 0 Psw (aqui Lx es la derivada de Lie del campo X, definida
en el ejercicio 1 del Capitulo 3):
Como Ly, d%! o @5 son derivaciones de grado 0, basta comprobar que coinciden al
aplicarlas sobre funciones y diferencales de funciones (esto es suficiente, por el ejer-
cicio 1 del Capitulo 3). Dada f € C>*(M) y p € M,

a
ds|,

3Es decir, s € (R, +) — ¢ € (Diff(M), 0) es un morfismo de grupos.

or) =5

d
(oo - | &

0 ¢s<p>] () = X,(1) = [X(1)]().
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d d
o= %) @oam = | woan=a (g ar) —axu
2. Dado a € R, veamos que Lx¢;w = %’a Prw:
a d d| .
LX¢Q : ds (¢a )_ ds 0(¢s ¢a ' ¢s+a = d_ a¢sw'

3. Dados a,b € R con a < b, veamos que

b — bl = d ( / " i(X) (61) ds) -/ " i(0) [g1d] d:

Lo que sigue hay que entenderlo tras evaluar en un punto p € M y en una lista
(vi,...,v,) € (TyM )%, que no escribiremos por simplicidad. El resultado es, por
tanto, un nimero real.

b
d
o —diw= [ 2/

Usando la férmula de Cartan (ejercicio 1 del Capitulo 3), lo anterior se escribe

b
@) ds @ [ (L) ds

b b b
/(doi(X)—i—i(X)od)qﬁzwds:/ (doi(X))qﬁzwds—i—/ i(X) [d(67w)] ds

En el primer sumando anterior, podemos intercambiar la diferencial exterior con la
integral de a a b; en el segundo sumando intercambiaremos la diferencial exterior
con ¢}, obteniendo la férmula que buscdbamos.

Finalmente reescribimos la férmula del punto 3 para w € Z*(M):

$rw — gow =d (/;MX) (¢7w) ds) .

Tomando clases en H¥(M), tenemos [¢jw] = [¢iw]. Como esto es Yw € Z¥(M), hemos
demostrado el lema. O

Teorema 4.2.1 Si &, ¥ € C°(M"™, N™) son diferenciablemente homotdpicas, entonces
¢* =U*: H(N)— H(M).

Demostracion. Por hipétesis, existe una homotopia diferenciable H : M x R — N de ®
a ¥, es decir H(p,t) = ®(p) Vt < 0, H(p,t) = ¥U(p) ¥t > 1, ¥p € M. Consideremos la
inyeccién natural i : M — M x R, i(p) = (p,0). Entonces, las aplicaciones

¢s: M XR—MxR, ¢s(p,t)=(p,t+s), Vs eR



110 CAPITULO 4. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

definen un grupo uniparamétrico de difeomorfismos de M x R. Por el Lema 4.2.1, tenemos
¢5 = Lg(mxr) Vs € R. Por otro lado, ® = Hoiy ¥ = Ho¢;0i, luego ¥* = (Ho¢py0i)* =
i*opioH*=i*o H* = (H 0i)* = ¥*. O

Definicion 4.2.3 Dos variedades diferenciables M™, N™ tienen el mismo tipo de homo-
d
topia diferenciable si existen ® € C*(M,N), ¥ € C°(N, M) tales que Vo ® ~ 1/ y

d
® o U ~ 1y. En tal caso, &, ¥ se dicen equivalencias homotdpicas.

Dos variedades difeomorfas tienen el mismo tipo de homotopia diferenciable, pero
el reciproco no es cierto: si M, N tienen el mismo tipo de homotopia diferenciable, ni
siquiera tienen porqué tener la misma dimensién (por ejemplo, R™ tiene el mismo tipo de
homotopia diferenciable que un punto). Una consecuencia trivial de la definicién anterior
y de la funtorialidad de la aplicacién inducida en cohomologia es la siguiente.

Corolario 4.2.1 Si M, N son variedades diferenciables con el mismo tipo de homotopia
diferenciable, entonces H(M) = H(N).

A menudo tendremos que calcular la cohomologia de de Rham de variedades que son
difeomorfas a un cilindro sobre otra variedad base. El siguiente resultado dice que nos
podremos reducir a calcular la cohomologia de la variedad base.

Corolario 4.2.2 Sea U C R"™ un abierto estrellado respecto de un punto x € U, es decir,
para todo y € U el segmento de recta que une x con y estda contenido en U. Entonces,
H(M xU) > H(M).

Demostracion. Como variedades difeomorfas tienen algebras de cohomologia isomorfas,
no perdemos generalidad suponiendo que 0 € U y U es estrellado respecto al origen.
Por el Corolario 4.2.1, basta probar que M x U, M tienen el mismo tipo de homotopia
diferenciable. Consideremos las aplicaciones
i M — MxU m:-MxU — M
p — (p0) (pt) — p

. d . d . .
Si vemos que w1 04 ~ 1p7, 0w =~ 1y wy habremos terminado. Lo primero se cumple
porque m o4 = 1p7. En cuanto a lo segundo, tomemos una funcién ¢ € C*(R) tal que
o(t)=0sit<0yp(t)=1sit>1.Sea

H:(MxU)xR—MxU, H((p,y)t)=(p,(1—e(t)y).

. d
Entonces, H es diferenciable y H : iom ~ 1yxu. O

Ya sabemos la cohomologia de de Rham de R™ o de cualquier abierto estrellado suyo:
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Corolario 4.2.3 Sea U C R” un abierto estrellado respecto de un punto. Entonces,

R sik=0
k(1 ao ;
" (U)—{ (0} sik£0.
Demostracion. Aplicar el Corolario 4.2.2 a M = {p} y U. 0

Corolario 4.2.4 En un abierto estrellado de R™, toda k-forma cerrada es exacta, Vk > 0.

La cohomologia de de Rham de una variedad diferenciable no depende de su estruc-
tura diferenciable, sino s6lo de su topologia. No demostraremos esto detalladamente, pero
daremos un esquema del razonamiento:

1. Cada aplicacién continua f : M — N entre dos variedades diferenciables es ho-
motépica? a una aplicacién diferenciable de M en N.

2. SiV¥,®e C®(M,N) son (continuamente) homotépicas, entonces son diferenciable-
mente homotdpicas.

3. A cada aplicacién continua f : M — N entre variedades diferenciables le asociamos
un morfismo f* : H(N) — H(M) mediante f* = ¥* donde ¥ € C*°(M, N) es
(continuamente) homotdpica a f. Este morfismo ¥* no depende de ¥ por el punto
anterior. Ademas, la correspondencia f — f* es funtorial.

4. La funtorialidad de f — f* implica la invarianza topoldgica de la cohomologia
de de Rham, es decir: dos variedades diferenciables homormorfas tienen dlgebras de
cohomologia de de Rham isomorfas.

5. Si dos aplicaciones continuas f,g : M — N entre variedades diferenciables son
(continuamente) homotépicas, entonces sus morfismos inducidos f*, g* coinciden (es
consecuencia directa de 1,2). Por tanto, dos variedades diferenciables con el mismo
tipo de homotopia continuo®tienen dlgebras de cohomologia de de Rham isomorfas.

4.3. La sucesion de Mayer-Vietoris.

A partir de esta seccién exploraremos més propiedades de la cohomologia de de Rham
en una variedad diferenciables, pero desde el punto de vista y con técnicas de la topologia

“En el sentido usual, es decir, existe H : M x [0,1] — N continua tal que H(p,0) = f, H(p,1) €
C*(M,N).

5Es decir, existen f : M — N, g : N — M continuas tales que go f es continuamente homotépica a 1as
y f o g es continuamente homotdpica a 1.
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algebraica. De hecho, muchos de los resultados que obtendremos son validos para situa-
ciones mas generales que una variedad diferenciable, aunque en nuestra situacién las de-
mostraciones son mas faciles.

Sea M™ una variedad diferenciable y U,V abiertos de M tal que U UV = M. Rep-
resentemos por iy : U — M, iy : V- M, jy : UNV - Uyjy:UNV — V las
correspondientes inclusiones (diferenciables). Para todo k& > 0, definimos las aplicaciones
lineales

k(M) L kU @ (V) S Qb0 V) (4.1)
mediante F(w) = (ijw,ipw), Gwi,ws) = jHwi — jpwa.

Es claro que G o F' = 0, es decir, Im(F') C ker(G). De hecho, la reciproco es cierto: si
G(w1,w9) = 0, entonces w1 |pny = w2|uny y podemos definir w € Q¥(M) como wy en U y
wy en V. La igualdad Im(F) = ker(G) nos dice que la sucesién (4.1) es exacta en el centro.

Lema 4.3.1 La sucesion
0— QFM) 5 o) e R (V) - kU nv) — 0,

es exacta.

Demostracion. Ya hemos visto la exactitud en QF(U) @ QF(V).

ker(F) = {0}: Sea w € QF(M) tal que F(w) = (0,0). Asf, w|y, w|y = 0. Como M = UUV,
deducimos que w =0 en M.
Im(G) = Q¥(UNV): Sea w € QF(U N V). Usaremos un resultado previo de particiones

de la unidad, que probaremos abajo: tomemos funciones ¢r,py € C®(M) tales que
soporte(yr) C U, soporte(py) C V, oy +¢y =1en M (ver Afirmacion 4.3.1). Llamamos

I enUNV oy — 4 TPUW enUNV
e 0 en U — soporte(py) 2 0  en V — soporte(py)

Como U N V,U — soporte(py) son abiertos de U que recubren a U (aqui se usa que
soporte(py) C V, nétese que podria haber problemas con la diferenciabilidad de w; en
puntos de U N AV si sélo tuviéramos soporte(py) C V), deducimos que w; € QF(U).
Anglogamente wy € QF (V). Finalmente, G(w1,w2) = jiwi —jiwe = (w1)|vav—(w1)|lvny =
(pvw)lunv + (puw)luny = w. O

Afirmaciéon 4.3.1 Sean U,V abiertos de una variedad diferenciable con M = U U V.
Entonces, ezisten funciones ¢y, py € C°(M) tales que soporte(pr) C U, soporte(py) C
V,ouv+ey=1en M.
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Demostracion. Tomemos una particién de la unidad {¢; };cn subordinada al recubrimiento
abierto {U, V'} de M. Sean

@U:Z@iv Yy = Z i =1—=vuv,

i€A iEN—-A

donde A = {i € N | soporte(p;) C U}. Como las sumas anteriores son localmente finitas,
U, ¢y son funciones diferenciables sobre M. S6lo queda probar que soporte(py) C V' y,
soporte(¢y) C U. El razonamiento que sigue es simétrico en U y en V, y sélo lo hacemos
para V.

soporte(py) C V: Dado 2 € M tal que oy (x) # 0, existe i € N — A tal que ;(x) # 0. Por
definicién de A, soporte(y;) ¢ U luego soporte(y;) C V. En particular, x € V' y hemos
probado que {x € M | py(x) # 0} C V. Tomando adherencias tenemos lo deseado.
soporte(py) no corta a dV: Por reduccién al absurdo, supongamos que existe un punto
x € soporte(py) N AV. Por ser la particién de la unidad {¢;}ien localmente fiinta, exi-
stird un entorno abierto U, de x en M que sélo corta a una cantidad finita de soportes
de las ;, funciones a las que llamamos ¢j,, ..., ¢;,. Como x € soporte(py ), existe una
sucesion {xy}r C M convergiendo a x (por tanto, podemos suponer zj € U, Vk € N) tal
que gy (zr) # 0 Vk. Por definicién de ¢y, existe una sucesion {i(k)}r C N — A tal que
Piky (k) # 0 Vk. Como xy, € Uy, tenemos {i(k)}r C {j1,..,jn}, y asi

T € soporte(pi)) C U soporte(p;()) = K.
keN

Noétese que el conjunto K es compacto, por ser unién finita de compactos (ya que cada
soporte(y;(x)) es compacto y sélo hay una cantidad finita de i(k)). Como lo anterior es
cierto Vk € N y K es compacto, tomando limites obtenemos x € K. Pero K C V (porque
cada soporte(api(k)) estd contenido en V), luego x € V. Esto contradice que z € 0V y V
es abierto. 0

Lema 4.3.2 En la situacion anterior, el diagrama siguiente es conmutativo para cada k:

QF (M) QFU) @ QF (V) QFUNnV)
d d®d d
QFHL (M) Q) @ QF (V) QLU N V)
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Demostracion. Comprobacién directa. O

La situacién anterior es bien conocida en algebra homolégica, se conoce como una
sucesion exacta corta de complejos de cocadenas. En estas condiciones, existe un resu-
tado puramente algebraico sobre la cohomologia asociada a los complejos de cocadenas,
produciendo lo que se llama una sucesion exacta larga en cohomologia. Pero no vamos
a introducir este lenguaje en abstracto, sino que llegaremos al resultado adaptando los
argumentos a nuestra situacién particular.

Primero el que el diagrama del Lema 4.3.2 sea conmutativo implica que las aplicaciones
F, G se inducen en cohomologfa:

g S ghuye HA V) S HRY U NY) (4.2)

mediante  F*w] = (fi5w], [ijw]). G (L], [wal) = [Glwr.wa)] = [en — jjwsl.

Sin embargo, no es cierto en general que (4.2) pueda ampliarse a una sucesién exacta
corta poniendo cero a izquierda y derecha. Por ejemplo, si tomamos los abiertos U,V de
S? dados por el dibujo de abajo,

Una descomposicién de S™ cumpliendo las condiciones de Mayer-Vietoris.

entonces tenemos la correspondiente sucesién exacta corta como la del Lema 4.3.1, pero
la sucesién

0— HYS?) -5 HY (U)o HY(V) -5 HY(UNV) — 0,
| | I
(*) {0} R

no es exacta (en realidad (x) = {0} pero atin no lo hemos probado), sino que podremos
conectar cada linea como (4.2) con su siguiente subiendo uno el grado, mediante un mor-
fismo de conexion:
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Teorema 4.3.1 (Sucesiéon de Mayer-Vietoris) Dada una variedad diferenciable M™
descompuesta en union de abiertos M = U UV, existe para todo k > 0 una aplicacion
lineal A : HX(U N V) — H*Y(M) tal que la siguiente sucesion es exacta

0— H'M S HWU)e BV S HOWnV) 2 HY (M) 5 L
S HYOO S BN e HY) S HRUNV) S B A S
S HYYUNV) S Y M) S By e HYV) S HY U N V) — 0,

siendo F*w] = ([w|v], [wlv]), G*([wi], [we]) = [wilunv — w2lunv]-

Demostracion. Como dijimos antes, el resultado es puramente algebraico. Aunque haremos
la demostracién en nuestra situaciéon geométrica, los argumentos sélo usaran propiedades
de complejos de cocadenas, y dejaremos la intepretacion puramente geométrica para de-
spués de la demostracién.

Queremos definir A : H¥(U N V) — H*1(M). Para ello, tomemos [w] € H¥(U NV),
generada por w € Z¥(U NV). Como Gy, : QF(U) @ QF(V) — Q¥(U NV) es sobreyectival,
existen w; € QF(U), wo € QF(V) tales que G (wy,ws) = w. Como w es cerrada,

0=dw= (d ©) Gk)(wl, (.UQ) = Gk+1(dw1, d(.UQ) (4.3)

luego (dwy,dws) € ker(Gry1) = Im(Fpy1) y por tanto existe n € QFFL(M) tal que
Fi41(n) = (dw1, dwsy). Ahora bien, n es cerrada porque Fyyo es inyectiva y

(Fryz 0d)(n) = (d @ d)(Fiy1(n)) = (d @ d)(dwy, dwg) = 0. (4.4)

Asi, 1 general una clase de cohomologia [n] € H*'(M), que es la que fbamos buscando:
definimos
A([w]) = [n]-

Debemos comprobar que la definicién anterior es correcta; si tomamos w’ = w-+do con a €
QF1(U NV), entonces por sobreyectividad de G existen oy € QF1(U), ap € QF1(V)
tales que a = G—1 (a1, ag). Sigamos con el proceso explicado arriba para definir A, pero
aplicado a ' en vez de a w: Como Gy, : Q¥(U) @ QF(V) — QF(U N V) es sobreyectiva,
existen w} € QF(U), wh € QF(V) tales que Gy (w},wh) = w'. Como w' es cerrada, la misma
cuenta que en (4.3) nos dice que (dw], dwj) € ker(Gi41) = Im(Fj41) y por tanto existe
n' € QM) tal que Fiy1(n) = (dw, dw}), e igual que en (4.4), 0’ es cerrada. Sélo resta
ver que [n] = [1']: Primero notemos que

Gr(w] —wi,wh —wy) =W —w=da=(doGr_1)(a1,a2) = Gr(day, das)

5Nétese que hemos afiadido un subindice a G, y haremos lo mismo con F, para destacar el grado de las
formas sobre las que actua.
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luego (W' — w1 — day, wh — wy — day) € ker(Gy) = Im(Fy), de donde (W — wy — day, wh —
wy — dag) = Fy(0) para cierta § € QF(M). Por tltimo,

Feri(n'=n) = Fra(0)) — Fra1(n) = (dwy — dwy, dwh — dws)
= (dwi — dw1 — (d o} d)(()q), dwé — d(.UQ — (d o} d)(ag)) = (d o} Fk)(é?) = F/H_l(d@)
y otra vez por inyectividad de F' concluimos que ' —n = d#f, lo que implica que [1'] = 7]

y A esta bien definida.
Queda comprobar la exactitud de la sucesién del Teorema.

Exactitud en HO(M).

Basta ver que F* : HO(M) — H°(U) @ H°(V) es inyectiva. Sea [f] € H°(M) cumpliendo
F*([f]) =0 ysea f € [f] ¢ Z°(M). Como 0 = F*([f]), tenemos que Fo(f) € Q°(U) @
Q°(V) tiene sus dos componentes exactas, Fy(f) = (dwy,dws) para w; € Q71 (U), wy €
Q (V). Como Q~1(U) = Q~Y(V) = {0}, tenemos Fy(f) = (d0,d0) = (0,0) y como Fj es
inyectiva, concluimos que f =0 y por tanto [f] = 0.

Exactitud en H*(U) @ H*(V), 0< k < n.

Como G}, o Fy = 0 a nivel de QF(-), las aplicaciones inducidas en cohomologia cumplen
G* o F* =0, de donde Im(F™) C ker(G™).

Reciprocamente, sea ([w1], [wo]) € ker(G*). Tomemos representantes wy € Z*(U), wy €
ZE(V). Como 0 = G*([w1], [wa]) = [Gr(w1,wa)] € HHUNV), existird a € QF-1({UNV) tal
que G (w1, ws) = da. Como Gj_1 es sobreyectiva, existen (a1, az) € QF1(U) @ QF-1(V)
tales que G—1 (a1, az) = a. Por tanto,

Gr(day, dag) = d(G-1(a1, a2)) = da = G (w1, w2),

de donde (w; — dag,ws — dag) € ker(Gy) = Im(F)). Asi, existe n € QF(M) tal que
Fi(n) = (w1 — dag,ws — dag). Ahora bien, dn = 0 porque Fyi1(dn) = (d ® d)(Fi(n)) =
(dwy, dws) = (0,0) y porque Fj, 1 es inyectiva. Esto implica que n € Z¥ (M), luego n genera
una clase de cohomologia [] € H*(M), y

F*([n]) = [Fe(n)] = (w1 — dou], w2 — das]) = ([wr], [wa]),
luego ([wi], [we]) € Im(F™).

Exactitud en H*¥(U N V). Supongamos que ([w1], [ws]) € H¥(U) @ H*(V) con represen-
tantes (w1, ws) € Z8(U) @ Z*(V). Recordemos de la definicién de A que llamando [w] :=
G*([w1], [wa]), entonces A([w]) = [n] donde € Z*+1(M) cumple Fyy1(n) = (dwi, dws). En
nuestro caso, (dwi, dws) = (0,0) luego Fi41(n) = (0,0). Como Fj41 es inyectiva, deduci-
mos que 1 = 0. Asi, (Ao G*)(Jw1], [wa]) = [n] = 0 y hemos probado que Im(G*) C ker(A).

Reciprocamente, sea [w] € H*(UNV) tal que A([w]) = 0 € H**!(M). Tomemos un rep-
resentante w € Z¥(UNV). Por definicién de A, tenemos A([w]) = [n] donde n € ZF+1 (M)
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cumple Fyy1(n) = (dwy, dws), siendo (wy,ws) € QF(U) @ QF(V) tales que G(wi,ws) = w.
Ademis, 0 = A([w]) = [n] luego 7 es exacta. Por tanto, existe § € QF(M) tal que df = 7.
Aplicando Fy obtenemos F () = QF(U) @ Q¥(V). Llamemos Fi(6) = (w},w}). Entonces,

(d @ d)(wy, wy) = [(d & d) 0 Fy](0) = Fiy1(d0) = Frr1(n) = (dwy, dws),

luego dw} = dwy, dwh = dws y por tanto, (w1 — w},ws — wh) € Z¥(U) @ Z*¥(V). Tomando
clases de cohomologfa, ([wy — w}], [w2 — wh]) € H¥(U) @ H*(V), y por tanto tiene sentido

G ([wr — W], [wa — wh]) = [Gr(wi — W), wo —wh)] = [Grlwr,w2) — Grlwy,wh)]

= [Gr(w1, wa) = (G © Fi)(0)] = [Gr(wi, w2)] = [w].
Asi, [w] € Im(G*) y hemos probado que Im(G*) 2 ker(A).

Exactitud en H¥1(M).

Primero comprobamos que F* o A = 0. En efecto, si [w] € H*(U N V) entonces A([w]) =
[n] € H*Y(M) donde n € Z*'(M) cumple Fjy1(n) = (dwi,dws), siendo (wi,ws) €
QF(U) @ QF(V) tales que Gi(wr,w2) = w y w € Z¥(UNV) un representante de [w]. Ahora,

(F" 0 A)([w]) = F*([n]) = ([dwr], [dw2]) = (0,0)

luego F* o A = 0 y por tanto, Im(A) C ker(F*).

Reciprocamente, sea [n] € H*'(M) y n € Z*'(M) un representante, tales que
F*([n)) = (0,0) € H*(U) @ H* (V). Veamos que existe [w] € H*(U N V) tal que
A([w]) = [n]. En efecto, como F*([n]) = (0,0), tenemos que Fjii(n) es de la forma
Fiyp1(n) = (W), wh) con w),wh exactas; mas concretamente, existe (w1, ws) € QF(U)@QF (V)
tal es que dw; = W, dwy = wh. Tomemos w := G (w1, ws) € QF(U N V). Entonces, w es
cerrada porque

dw = (d o Gi) (w1, w2) = Grg1(dwr, dws) = Gppr (W), wy) = Grp1(Frp1(n)) = 0.

Asi, w induce una clase de cohomologia [w] € H*(UNV). Sélo queda ver que A([w]) = [n],
y eso se deduce de que Fii1(n) = (w],wh) = (dwi,dws) y de la definicién de A. Asi,
tenemos Im(A) D ker(F™).

Exactitud en H"(U NV). Se trata de probar que G* es sobreyectiva: si [w] € H"(UNV),
tomamos un representante w € Z"(UNV) = Q"(UNV). Como G,, es sobreyectiva, existe
(wi,we) € Q"U)d QY(V) = Z™(U) ® Z™(V) tal que Gp(w1,ws) = w, y tomando clases
tendremos G*([wi1], [wa]) = [w] y hemos terminado. O

Nota 4.3.1 La demostracion anterior es valida paso a paso para probar la existencia
de una sucesiéon exacta en cohomologia siempre que tengamos una sucesiéon exacta corta
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de complejos de cocadenas, construyendo el morfismo de conexién correspondiente. La
interpretacion explicita del morfismo de conexién dependerd de la sucesién exacta corta
de complejos de cocadenas que tengamos. Por ejemplo, en el caso que nos ocupa de la
cohomologia de de Rham de una variedad diferenciable M™, si partimos de una clase de
cohomologia [w] € H¥(U N V) y de un represntante w € [w] C Z¥(U NV), entonces las
k-formas

e = 4 VW en UNYV, oy — 4 TPUW en UNYV,
e 0  en U — soporte(ypy) 2 0  en U — soporte(py)

(con la notacién de la demostracién del Lema 4.3.1) cumplen Gi(wi,w2) = wi|lyny —
wa|uny = w. Ademds, por ser w cerrada, tenemos dw;|yny = d(pvw) = d((1 — py)w) =
—d(pyw) = dwa|uny luego la (k + 1)-forma

| dwi enU
"] dwy enV

estd globalmente definida en M, es cerrada y [] = A([w]). En resumen:

W e HYUNV) — A([w]) = [n] = [{ d(pyw) en U, e HMI(A).

—d(pyw) enV

Si M se descompone como M = U UV con U, V abiertos disjuntos (en particular M no
es conexa), entonces la sucesién de Mayer-Vietoris nos dice que H*(M) = H*(U) o H*(V)
para todo k = 0,1...,n. Iterando esto, tenemos:

Proposicién 4.3.1 Si M = Uy U...UU, es la descomposicion en componentes conexas
de una variedad M, entonces para todo k € {1,...,n} se tiene

H*(M) = é}Hk(Ui).

Como veremos més adelante, la utilidad de la sucesién exacta larga de Mayer-Vietoris
consiste en encontrar la descomposicién M = U UV de forma que aparezcan muchos
ceros en los espacios de cohomologia de la sucesién exacta larga; cortando por esos ceros
conseguirmos “fragmentos” que son sucesiones exactas, y a menudo es posible deducir
informacién sobre los espacios que aparecen sin més que contar dimensiones (veremos
un ejemplo en la ecuacién (4.5)). Relacionado con esto, tenemos dos observaciones: en la
primera enunciamos una férmula algebraica para relacionar las dimensiones de los espacios
en cada “fragmento”, y en la segunda estudiamos variedades que descomponen de forma
especialmente adecuada en esta direccion.
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Lema 4.3.3 Consideremos una sucesion exacta de espacios vectoriales
0L Ly -V — Vi—0.

Entonces, la suma alternada de las dimensiones de los espacios V; es cero.

Demostracion. Hacerla como ejercicio por inducciéon sobre k; para caer en la hipétesis
. Ly . L/ . f g
de induccion, se cambia en la sucesién anterior el fragmento 0 — V3 = Vo = V3 por el

fragmento 0 — V/ ker(g) 2 V3 manteniendo el resto de la sucesién, donde §(z+ker(g)) =
g(z) para cada x € V,. O

Definiciéon 4.3.1 Una variedad diferenciableM™ se dice de tipo finito si admite un re-
cubrimiento abierto finito {U;}1<i<m tal que cada interseccion U;, N...NU;, es vacia o
difeomorfa a R".

Puede probarse que toda variedad compacta es de tipo finito’, aunque hay muchas var-
iedades no compactas que son de tipo finito, como el espacio euclideo R™.

Proposicién 4.3.2 En una variedad diferenciable M™ de tipo finito, los espacios de co-
homologia de de Rham HF(M) tienen dimension finita, Yk = 0,1,...,n.

Demostracion. Por induccién sobre el nimero m de abiertos de un recubrimiento {U; }1<i<m
de M tal que cada interseccién U;, N...NU;, es vacia o difeomorfa a R™: para m = 1,
M es difeomorfa a R‘n y la proposicién es trivial. Suponiendo cierto el enunciado para m,
vedmoslo para m + 1: supongamos que M tiene un recubrimiento abierto {U;}1<ij<m+1 tal
que cada interseccién U;, N...NU;, es vacia o difeomorfa a R"™. Sean U = Uy U...UUp,
V = Up41- Usando la sucesiéon de Mayer-Vietoris para M, U, V, tenemos una sucesién
exacta
s HRYY NV S HOD E B oy RV S L

Como H¥(M)/ker(F*) = Im(F*), basta probar que ker(F*), Im(F*) tienen dimensién
finita para que H*(M) sea de dimensién finita. Como Im(F*) es un subespacio de H*(U) @
HE(V) y dimker(F*) = dimIm(A) < dim H*1(U N V), es suficiente demostrar que
HU), H¥(V), H¥=1(U N V) tienen dimensién finita. H*(U) tiene dimensién finita por

"La idea se basa en el generalizar el concepto de conjunto convexo de R™ a una variedad; para ello
hace falta generalizar la nocién de segmento a geodésica minimizante, para lo que es necesario dotar a M
de una métrica Riemanniana (toda variedad diferenciable admite una métrica Riemanniana, simplemente
pegando métricas localmente definidas en entornos coordenados por medio de una particién de la unidad).
La existencia de entornos coordenados convexos en una variedad Riemanniana es siempre posible, y la
interseccién de convexos es convexa. La compacidad se usa para encontrar un recubrimiento finito por
entornos coordenados convexos.
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hipétesis de induccién; V es difeomorfo a R” luego también H* (U) tiene dimensién finita;
finalmente, UNV tiene como recubrimiento a {U; NUpy41, . - ., Uy NUpy41 }, luego también
por hipétesis de induccién H*~1(U N V) tiene dimensién finita. O

Cuando una variedad M tiene todos sus espacios de cohomologia finito-dimensionales, se
define el k-esimo nidmero de Betti de M mediante

Br(M) = dim H*(M),

v la caracteristica de Euler-Poincaré de M por

n

X(M) = (=1)"Bu(M).

k=0

Comentaremos (aunque no lo probaremos) que en una variedad compacta M™ (luego de
tipo finito) y orientable, los nimeros de Betti cumplen S (M) = B,—(M) (dualidad de
Poincaré), Vk = 0,...,n.

4.4. Cohomologia de la esfera y el espacio proyectivo real.

La sucesién de Mayer-Vietoris es un método muy potente para el célculo de coho-
mologia de de Rham, ya que muchas variedades admiten descomposiciones M = U UV
donde U,V,U NV tienen cohomologias méas simples que la propia M. Un ejemplo de esto
ocurre al calcular la cohomologia de de Rham de S™.

Teorema 4.4.1 La cohomologia de de Rham de la esfera S™ viene dada por

R si k=0,n

0/Q0Y _ T2 : k(qny o
H(8) =R, ysznZl,H(S)_{{O} st 0 <k <n.

Demostracion. Consideremos abiertos U,V C S™ como en el grafico antes del Teore-
ma 4.3.1, es decir, U, V son difeomorfos a R™, U NV admite como retracto de deformacion
aS'lyS"=UUV. Asi, U,V tienen el tipo de homotopia de R y U NV tiene el tipo
de homotopia de S"~!. Por los Corolarios 4.2.1 y 4.2.3,

R si k=0

0 sio<k<n HUNV)ZHET,

H{U)=H(V)2 HR") = {
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luego la sucesién de Mayer-Vietoris asociada a esta descomposicién es

0— H S E HOW)y e HOV) S HOWU N V) & HY(SY S HY(U)® HY(V) — ...
I I | |
R R? HO(S™ 1) {0}
(k>1)
= BN U e HELV) S B O NV) S NS D EN O e HFV) S

I I I
{0} HEH(sm ) {0}

De la linea de abajo deducimos que H*(S") = H¥=1(S"1) si k > 1. De la linea de arriba
deducimos que si n > 1 entonces la sucesién siguiente es exacta en todos sus puntos:

0-RER2E HOS™H & HYSY) -0 (4.5)
Y tenemos dos opciones:

» Si n > 1 entonces S"! es conexa, luego H°(S"!) = R. Usando la férmula de la
nulidad y el rango para cada aplicacién de (4.5) (equivalentemente, por el Lema 4.3.3)
llegaremos a que H'(S") = {0}.

» Sin =1 entonces S* ! = {—1,1}, luego H°(S"!) = R2. Razonando como arriba
llegaremos a que H'(S') = R.

En resumen, H'(S') = R, H'(S?) = {0} Vn > 1, H¥(S") = H*1(S"1), de donde el
Teorema de deduce por induccién sobre n. O

Una consecuencia directa del Teorema 4.4.1 es la siguiente:

Corolario 4.4.1 Sin # m, entonces S™ no tiene el mismo tipo de homotopia® que S™

(en particular, no son homeomorfas).

El siguiente corolario es trivial si cambiamos “homeomorfos” por “isomorfos” (como espa-
cios vectoriales) o “difeomorfos”; la gracia estd en que usamos argumentos diferenciables
para obtener resultados topolégicos.

Corolario 4.4.2 Sin # m, entonces R™ y R™ no son homeomorfos.

8En rigor, deberfamos decir aqui “tipo de homotopfa diferenciable”. Para, eliminar el adjetivo diferen-
ciable, necesitamos que si dos variedades tienen el mismo tipo de homotopia continua, entonces tienen el
mismo tipo de homotopia diferenciable. Esto es consecuencia de la discusién final de la Seccién 4.2.



122 CAPITULO 4. COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Demostracion. Supongamos que existiera un homemomorfismo h : R™ — R™. Restringien-
do deduciriamos que R™ — {0} es homeomorfo a R™ —{h(0)}. Pero R™ — {0} tiene el mismo
tipo de homotopia que S*~1, y R™ — {h(0)} tiene el mismo tipo de homotopia que S™ 1,
luego tendriamos que S™! tiene el mismo tipo de homotopia que ™!, contradiccién. O

Como el anterior, hay otros muchos resultados clésicos de la topologia (teorema del
punto fijo de Brouwer, teorema de la invarianza del dominio, teorema de separacién de
Jordan-Brouwer, etc.) que pueden demostrarse usando cohomologia de de Rham, con técni-
cas parecidas a las anteriores. Como antes, enunciaremos los resultados en toda generalidad
pero solo los los probaremos rigurosamente en la categoria diferenciable.

Teorema 4.4.2 (Teorema del punto fijo de Brouwer)
Toda aplicacion continua f : D" — D" tiene un punto fijo, siendo D" = {x € R™ | |z| < 1}.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que f no tiene puntos fijos en D".
Dado z € D", consideremos la recta R que une x con f(z) (es tnica porque x # f(x)):

R={z(\) =2+ Az —f(z))| A >0}.

Como R es no acotada, R cortard a 9D = S*~! en dos puntos distintos z(A1), z(\2), siendo
A1 = A1(x) >0, A2 = \a(z) < 0. Ademds, A1, A2 son las soluciones de la siguiente ecuacién
de segundo grado en A:

Iz + A — f(2))]* =1,

luego A1, A2 son funciones continuas de x € D" (de hecho, el que A\; # Ay implica que
A1, A2 dependen diferenciablemente de A si f es diferenciable). Consideremos la aplicacién
h:D" — S* ! dada por

x— h(x) =xz(\).

h es continua (de hecho, h es C* si f lo es) y define una retraccién de D" sobre S 1,
es decir, h o i = lgn-1 donde i : S*1 < D" es la inclusion. Pasando a cohomologia
(aqui necesitamos asociar una aplicacién inducida a nivel de cohomologia a cada apli-
cacién continua), tenemos que h* : H* 1(S»~1) 2 R — H»~1(Dn) = g 1(D") = {0} es
inyectiva, contradiccion. O

El Teorema del punto fijo de Brouwer tiene muchas aplicaciones a la “vida real”;
comentaremos algunas.

» Tomemos una hojas de papel con un sistema de coordenadas (una cuadricula). Pense-
mos en dos copias de la hoja, de las cuales una la situamos perfectamente estirada
sobre una mesa y la otra la arrugamos (sin romperla), formando con ella una bola
de papel arrugado. Ahora situamos la copia arrugada donde queramos, encima de



4.4. COHOMOLOGIA DE LA ESFERA Y EL ESPACIO PROYECTIVO REAL. 123

la hoja lisa. Entonces, existe al menos un punto en la hoja arrugada que cae ex-
actamente encima del punto correspondiente de la hoja lisa (es decir, encima del
punto de la segunda hoja con las mismas coordenadas que el primer punto). Para
entender porqué es esto, identifiquemos D° con la ho ja de papel lisa, y dado z € D
llamemos ¢(x) € R? al punto de la bola arrugada con las mismas coordenadas (bidi-
mensionales) que z, y sea f = m o0 ¢ : D — D la composicién de f con la proyeccion
vertical (asumimos que la bola de papel arrugada, al descansar sobre la hoja lisa,
estd contenida en el cilindro vertical D x R, para que f esté valuada en D). Por el
Teorema del punto fijo de Brouwer, existe z € D tal que f (z) = z, lo que quiere
decir que f(z) estd situado directamente encima de x.

= Imaginemos que estamos en la terminal de un aeropuerto, y nos encontramos entrente
a un mapa de la misma terminal. La aplicacién que envia cada punto de la terminal en
su imagen sobre el mapa es continua y puede verse como de la terminal en si misma;
por tanto, debe tener un punto fijo, que normalmente se denota por una indicacién
“usted estd aqui”. Sin embargo, si encontramos un mapa similar pero fuera de la
terminal, dejaria de cumplir la condicién de tener igual dominio que codominio, y
careceria de puntos fijos.

Corolario 4.4.3 Una n-forma diferenciable w sobre S™ es exacta si y sélo si / w = 0.

n

Demostracion. Consideremos la aplicacién lineal I : Q*(S") — R dada por I(a) = [q, o
Si B = a+ dn paran € Q"1(S"), entonces el teorema de Stokes nos da I(3) = I(«). Por
tanto, podemos inducir I a una aplicacion lineal

[:H'S) =R >R, I([a])= / a.

El corolario estard probado si vemos que I es un isomorfismo, o equivalentemente, si
Im(I) # {0}. Para esto tultimo, tomemos una carta (U,¢ = (x1,...,2,)) de S* y una
funcién f € C*°(S") cumpliendo f > 0 en S™, f(p) > 0 en al menos un punto p € S y
cuyo soporte es compacto contenido en U. Entonces, extendiendo fdxy A ... A dx, por
cero a S" obtenemos una n-forma a € Q"(S™) (cerrada por ser de grado méximo), y

I([a]):/ a:/ (foy™Ydxy...dx, > 0.
" Y(U)
Por tanto, I es un isomorfismo. O

Nota 4.4.1 Més adelante generalizaremos el Corolario 4.4.3 a cualquier variedad difer-
enciable, compacta, conexa y orientable.
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A continuacién determinamos la cohomologia de de Rham de RP". En la Seccién 2.4
vimos que la igualdad A o A = 1gn (aqui A es la aplicacién antipoda) produce una de-
scomposicién QF(S") = QF (S") @ QF (S"), donde

Ok (S") = {w e QF([S) | A*w = +w}.
Esta descomposicion se traslada a la cohomologia:
HNE") = HE(S") @ HE (57,

donde HE(S") = {[w] € H*(S") | w € Q4 (S™)}. Por otro lado, si llamamos 7 : S* — RP"
a la proyeccién canénica, el que 7* : QF(RP™) — QF (S") sea un isomorfismo hace que

™ HF(RP") — H¥(S™)

también sea un isomorfismo. Por tanto, H*(RP") = Hk(S") < H*(S") = {0}si0 < k < n,
luego para tales k es H*(RP") = {0}. Para k = n tenemos H"(S") = R, generada por una
forma de volumen w en S". Pero w € Q7 (S") si y s6lo si RP" es orientable, es decir, si y
sélo si n es impar. De aqui que H7(S") = {0} si n es par, y H?(S") = R si n es impar.
Con esto hemos probado:

Proposicién 4.4.1 La cohomologia de de Rham de RP" viene dada por
R si k=0 R sin par
k n\ ~v n n\ A par,
H(RP)_{{O} st 0<k<n, H(RP)_{{O} si n impar.

Teorema 4.4.3 S™ admite un campo de vectores sin ceros si y solo sin es impar.

Demostracién. En S?*~1 podemos considerar el campo tangente X(z1, o, ..., Tok—1, Tok) =
(—x9,x1, ..., —Tok, T2k—1), que 1O tiene ceros.

Reciprocamente, supongamos que existe X € X(S") sin ceros y veamos que n es impar.
Consideremos la aplicacién diferenciable f : S* — S™ dada por f(p) = %, que tiene
sentido porque X no tiene ceros. Claramente, no puede existir p € S” tal que f(p) = p
(porque entonces serfa X, = || X,|/p, que no es tangente a S™) o tal que f(p) = —p
(por la misma razon). Por la Afirmacién 4.4.1 que probaremos abajo, tenemos que f es
diferenciablemente homotdpica a A (aplicacién antipoda) y a 1gn. Por transitividad, A es
diferenciablemente homotépica a 1gn, luego a nivel de H"(S") inducen la misma aplicacién
lineal. Esto dice que A*w = w donde w es una forma de volumen de S", lo cual sabemos

que ocurre si y solo si n es impar. O
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Afirmacién 4.4.1 Sean f,g : S™ — S" diferenciables. Si f(p) # g(p) Vp € S", entonces
f es diferenciablemente® homotdpica a —g.

Demostracion. Sea 1 : R — [0, 1] una funcién diferenciable auxiliar cumpliendo: ¢ (t) =0
sit <0,¢(t)=1sit > 1,1 es estrictamente creciente en (0,1) y ¢(1/2) = 1/2. Definimos
H :S" x R — S" mediante

07 () + @) — V(o)
He-D = 15070 + @0 — Ve
)

H seré diferenciable si vemos que 1 (t) f(p) + (¢ (t) —1)g(p) no tiene ceros. Si (p,t) € S" xR
cumplen ¢ (t) f(p) + (4(t) — 1)g(p) = 0, entonces ¢ (t)f(p) = (1 — ¢(t))g(p). Tomando
normas y usando que f, g estdn valuadas en S” tenemos 2¢(t) = 1 luego t = 1/2, de donde
deducimos que f(p) = g(p). Asi, H es diferenciable. Es facil ver que H es una homotopia
entre fy —g. O

Imaginemos que situamos un vector normal y no cero en cada punto de S?7, y llamemos
“pelos” a cada uno de estos vectores. El teorema 4.4.3 no dice que es imposible peinar
estos pelos, es decir situarlos de forma tangente a S?* en todo punto, si al menos uno de
ellos no es cero. Por ello, este resultado suele llamarse “teorema de la bola peluda”.

El teorema 4.4.3 tiene una curiosa apllicacién meteorolégica: consideremos un planeta
con atmosfera. El viento puede considerarse como un campo de vectores que actia sobre
cada punto de la superficie del planeta. Supondremos que la componente no tangencial a la
superficie es despreciable en comparacién con el tamano del planeta. Un posible escenario,
bastante poco realista, es imaginar que el aire no se mueve en absoluto, lo que corresponde
a viento cero en cada punto. Pero es mas interesante suponer que hay viento: en tal caso,
el teorema anterior nos dice que en cada instante siempre hay un punto de la superficie
planetaria donde no hay nada de viento. Debido a que no es posible que el viento fluya
desde ni hacia este cero del campo, el comportamiento del campo alrededor de un cero
siempre serd de forma espiral (en un sentido de giro u otro), con centro en ese cero, tal
y como ocurre en un ciclén. En ese sentido, el teorema de la bola peluda nos dice que en
todo instante debe existir algun ciclén en algin punto de la Tierra (aunque no informa
sobre el tamano del ojo del ciclén, o sobre la magnitud del viento que rodea al 0jo).

Proposicién 4.4.2 Sea M™ C R" una subvariedad cerrada. Entonces

HPR - My = PR M), para p> 1,
HO(RTH—I _ M) ~ Hl(Rn+2 _ M) D R, HO(RTH—Z _ M) ~R.

9Este enunciado es cierto para funciones continuas f,g: X — S™ siendo X cualquier espacio topolégi-
co, cambiando “diferenciablemente homotdépicas” por simplemente “homotépicas”. La demostracién es la
misma, pero la homotopfa H : S" X R — S™ cambia a H : X x [0,1] — S", tomando 9(t) = t.
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Proposicién 4.4.3 Sean M™ y N™ dos subvariedades cerradas de R"! y ¢ : M — N un
difeomorfismo. Entonces ¢ se extiende a un difeomorfismo ® : R2(+1) — R2(+D)  donde
R™ estd incluido en R por 2 — (z,0).

Corolario 4.4.4 Si M"™ y N" son dos subvariedades cerradas de R"T' difeomorfas, en-
tonces

HP(R™ — M) = HP(R™™ — N), Vp > 0.
En particular R" — M y R — N tienen el mismo nimero de componentes conezas.

Corolario 4.4.5 (Teorema de separaciéon de Jordan-Brouwer) El compleneto de
una subvariedad de R" ! difeomorma a §" tiene dos componentes conexas.

4.5. Cohomologia de grado maximo. Clase fundamental.

En esta secciéon generalizaremos algunos de los resultados obtenidos para la coho-
mologia de la esfera. Sea M™ una variedad compacta y orientada de dimensién n. Si
o, € Q*(M) cohomélogas, esto es 3 = a + dy para cierta v € Q" (M), entonces el
teorema de Stokes implica que

[ o= a+[a=]a

Por tanto, tiene sentido la aplicacién lineal I : H"(M"™) — R dada por

I(a]) = /Ma, vla] € H(M). (4.6)

Para probar que I es un epimorfismo de espacios vectoriales, bastard comprobar que I no
es idénticamente nula. Podemos probar esto repitiendo el argumento de la demostracién
del Corolario 4.4.3, o también usar que si wy es una n-forma sin ceros sobre M (que existe
en nuestras condiciones), entonces f v wo # 0.

Tal y como ocurria para S”, I es un isomorfismo; pero ahora no conocemos a priori
H"(M) para deducir esto de la sobreyectividad de I, sino que serd al revés.

Teorema 4.5.1 Sea M™ una variedad compacta, conexa y orientada. Entonces, la apli-
cacion lineal I : H*(M) — R dada por (4.6) es un isomorfismo de espacios vectoriales.
En particular, H"(M"™) =2 R. A la clase de cohomologia que se aplica por I en 1 € R se le
llama la clase fundamental de M™.

Para demostrar el Teorema necesitamos algunos resultados previos. Primero observe-
mos que toda w € Q"(R) es exacta (porque H"(R™) = {0}). Pero si w tiene soporte com-
pacto, jtenemos asegurada la existencia de una (n — 1)-forma n de soporte compacto tal
que dn = w? Desde luego si n existe, el teorema de Stokes asegura que fR" w = fR" dn = 0.
Lo interesante es que el reciproco es cierto.
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Lema 4.5.1 Sea QF(R") = {w € QF(R™) | soporte(w) es compacto}, y sea w € Q7 (R").
Entonces:

e QIR |dp=w & w=0.
R

Demostracion. Sélo tenemos que probar la condicién suficiente. Sea B(r) una bola abierta
centrada en el origen y de radio r tal que soporte(w) C B(r). Como H"(R") = {0} y w
es cerrada, existe 77 € Q" 1(R"™) tal que dij = w. Pero 7 no tiene necesariamente soporte
compacto. Vamos a rectificarla con un término para que lo tenga, sin perder su relacién
con w.

Como d (ﬁ\Rn_B(r)) = (di)|rn—B(r) = W|rn—pB() = 0, tenemos que 7)|gn_p(,) genera una
clase de cohomologia [fgn_p(y] € H* 1 (R" —B(r)) = H"1(S""1) = R.

Por otro lado, la inclusién i : 0B(r) — R™ — B(r) es una equivalencia homotdpica,
luego induce un isomorfismo a nivel de la cohomologia (n — 1)-dimensional,

" H'H(R™ = B(r)) — H" ' (0B(r)) =R, ¢ ([0]) = [i*0] = [0lon()-

Recordemos que la integracién produce un isomorfismo de H"~1(S"~!) en R. Ademas, el
Teorema de Stokes nos dice que

| sy = [ di=[ w=[ w=o,
OB(r) B(r) B(r) n

Luego i*([lgn—_n(]) = 0 en H"1(dB(r)). Como i* es un isomorfismo, deducimos que
[Mlrn_B(r)] = 0 en H" (R — B(r)), y por tanto existe a € Q" 2(R" — B(r)) tal que
do = 7|gn_p(r). Ahora extendemos a a todo R™: tomemos una funcién f € C*°(R") tal
que f = 0 en un entorno de B(r), f = 1 en B(2r). Definimos & € Q" 2(R"), n € Q" 1(R")
mediante

~ | fa enR"—B(r), P
a—{ 0 en B(r), =1 - da.

Fuera de B(2r) tenemos da = d(f a) = d(a) = 7 luego n|gn_p(2,) = 0. Por tanto, 7 tiene
soporte compacto, y dn = dij = w en R™, lo que termina de probar el lema. O

Una consecuencia directa del Lema 4.5.1 es que dadas wy,ws € Q7 (R™), se tiene:
I e QIRY) |dp=w) —wy & wy = / wo. (4.7)
Rn n

Lema 4.5.2 Sea U C R™ un abierto no vacio yw € Q7 (R™). Entonces, existe w; € Q7 (R™)
con soporte(w;) C U tal que w—w1 es la diferencial exterior de una (n—1)-forma de soporte
compacto en R™.
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Demostracion. Usando una funcién meseta con soporte compacto contenido en U, pode-
mos encontrar w; € QF(R™) tal que soporte(w) C Uy [powi = [p.w. Usando (4.7)

concluiremos la demostracién del lema. O
Ahora pasaremos el Lema 4.5.2 a una variedad diferenciable M™. Dado k = 0,...,n,
llamaremos

QF (M) = {w € QF(M) | soporte(w) es compacto}.

Lema 4.5.3 Sea U C M™ un abierto no vacio de una variedad diferenciable y conexa.
Dada w € QF (M), existe wy € Q7 (M) con soporte(w;) C U tal que w—w1 es la diferencial
exterior de una (n — 1)-forma de soporte compacto en M.

Demostracion. PRIMERO PROBAREMOS EL LEMA SUPONIENDO QUE SOPORTE(w) C V,
DONDE V C M ES UN ABIERTO DE M DIFEOMORFO A R”.

Tomemos un abierto W C U que sea difeomorfo a R™. Tomemos una cadena finita
de abiertos O1,...0, de M tales que Oy =V, O, = W, cada O; es difeomorfo a R" y
0;N0i41 #DVi=1,...,7r—1 (esto puede conseguirse uniendo un punto de V' con otro
de W mediante una curva continua, tomando un recubrimiento de la curva por abiertos
de M difeomorfos a R" y usando la compactidad de la curva).

Aplicando el Lema 4.5.2 a O1 N O3 (que podemos ver como abierto de R™) y a w|o, €
Qr(01) (nétese que O; es difeomorfo a R™), deducimos que existe w; € Q(0;) con
soporte(w;) C O1 N Oy tal que w|p, — w es la diferencial exterior de una (n — 1)-forma
a1 € 92_1(01). Extendiendo por cero wi, a1 a M podemos considerar ambas formas en
QK (M), k=n—1,n.

Aplicando el Lema 4.5.2 a O3 N O3 (que podemos ver como abierto de R™) y a w1|o, €
Q2(02) (nétese que Oy es difeomorfo a R™), deducimos que existe wy € Q7 (O2) con
soporte(ws) C Oy N O3 tal que w|p, — @1 es la diferencial exterior de una (n — 1)-forma
a9 € 92_1(01). Extendiendo por cero ws, as a M podemos considerar ambas formas en
Q¥ (M), k=n—1,n.

Reiterando el proceso, probaremos el lema en este primer caso.

AHORA DEMOSTRAREMOS EL LEMA EN EL CASO GENERAL.

Sea {V;}ien un recubrimiento localmente finito de M por abiertos difeomorfos a R”,
y {®i}ien una particién de la unidad subordinada al recubrimiento. Por ser compacto el
soporte de w, sélo cortard a una cantidad finita de V; a los que llamamos V;,,...,V;,.
En particular, ¢;; + ...+ ¢;, = 1 en el soporte de w. Asi, w = Zle pi;w, y cada @;w
estd en las hipétesis del caso anterior. Entonces, el Lema aplicado a ¢;,w produce una
n-forma w; € QF (M) con soporte(w;) C U tal que p;;w —w; es la diferencial de una forma
nj € QPTY M), V) = 1. k. Ast, w o= S0 @ € QU(M), n = Y8 m; € QpY(M),
soporte(w) C U y dn = w. O

Demostracion del Teorema 4.5.1. Por la discusion previa al enunciado del teorema, la
aplicacion I : H"(M) — R estd bien definida y es un epimosfirmo de espacios vectoriales.
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Queda ver que ker() = {0}, es decir que si w € Q"(M) cumple [,,w = 0, entonces w es
exacta.

Tomemos un abierto U C M difeomorfo a R™. Por el Lema 4.5.3, existe wy € QU (M) =
Q" (M) con soporte(w;) C U, tal que w — w; = dn para cierta n € Q2 1(M) = Q"~L(M).
Por el Teorema de Stokes,

OZ/MWZ/MWI+/Mdn:/MWI:/UWL (48)

Como U es difeomorfo a R", podemos aplicar el Lema 4.5.1 a U y a wi|y € Q2 (U). Asi,
(4.8) implica que existe n € Q2 1(U) tal que wi|y = dn en U. Extendiendo 7 por cero a
M, tenemos 1 € Q" 1(M) y w = dn en M. As{, en H"(M) se tiene [w] = [w;] = 0. O

4.6. Grado de aplicaciones diferenciables.

En esta seccién, M™ y N™ denotaran dos variedades conexas, compactas, orientadas y
de la misma dimensién. Toda aplicacién ¥ € C*°(M, N) induce una aplicacién lineal ¥* :
H"(N) — H™(M), y el Teorema 4.5.1 produce un diagrama conmutativo de aplicaciones
lineales (las flechas verticales son isomorfismos)

H"(N) H™(M)

donde ¢ : R — R es de la forma ¢(z) = ax, Vz € R, para cierto a € R fijo. La conmuta-
tividad del diagrama nos dice que [,, ¥*w = a [ w, Yw € Q*(N).

Definiciéon 4.6.1 En la situacién anterior, al niimero real a se le llama el grado de ¥ y
se le representa por deg(¥). Asi pues,

/ Uw = deg(\I/)/ w, Ywe Q"(N).
M N

Veamos algunas propiedades sencillas del grado.
Proposicién 4.6.1

1. FEl grado depende de las orientaciones fijadas en M, N, pero si M = N ya no depende
de la orientacion prescrita en M.
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3. Si¥: M — N es un difeomorfismo, entonces deg(V) = 1 si U conserva la ori-
entacion y deg(¥) = —1 si la invierte.

4. SiW:M"™— N™ es constante, entonces deg(¥) = 0.

5 Siv:M"— N" yd: N* — P" son aplicaciones diferenciables entre variedades
conexas, compactas y orientadas, entonces deg(¥ o ®) = deg (V) deg(®P).

6. SiW, & c C®(M",N") son diferenciablemente'® homotdpicas, entonces deg(¥) =
deg(®).

Demostracion. 1,2,4,5 son triviales. & es consecuencia de la férmula del cambio de variable
(Teorema 2.5.2) y 6 se deduce del Teorema 4.2.1. O

Ejemplo 4.6.1 La aplicacion antipoda A : S® — S™ tiene grado deg(A) = (—1)"*L.

A continuacién veremos un método para calcular el grado de una aplicacién diferenciable
W M™ — N™ entre variedades conexas, compactas y orientadas. Consideremos un valor
regular ¢ € N de ¥, esto es dV,, es sobreyectiva Vp € ¥~1(g) (como M y N tienen la misma
dimensién, d¥, es un isomorfismo para tales p). El teorema de Sard (Teorema 2.5.1) nos
asegura que los valores regulares de ¥ son densos en N. Por el teorema de la funcién inversa,
los puntos de U~!(q) son aislados y por ser M compacta, ¥~1(q) es finito, pongamos
U=q) = {p1,...,pm} C M. Como M, N estan orientadas y d¥,, : T, M — T,N es un
isomorfismo, se puede definir el signo de ¥ en p; por

sig(¥, p;) = £1,
segun que d¥,, conserve o invierta la orientacion.

Teorema 4.6.1 En las condiciones anteriores,
m
deg(¥) = 3 sig(¥, p,). (4.9)
i=1

(En particular, el miembro de la derecha no depende del valor regular q elegido).

10 s . e ., .. s . .
9Sigue siendo valido si sélo exigimos que ¥, ® sean homotdpicas (continuamente).
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Demostracion. Tenfamos un valor regular ¢ € N y ¥=!(q) = {p1,...,pm}. Como d¥,, :
T,,M — TN es un isomorfismo de espacios vectoriales, el Teorema de la Funcién inversa
nos da entornos abiertos U; de p; y Vi de ¢ tales que ¥|y, : U; — V; es un difeomorfis-
mo. Podemos suponer que los U; son todos disjuntos. Cambiando V; por V := N, V; y
redefiniendo U; como (¥|U;)~1(V), tenemos ¥~ (V) = Uy U...UU,,. Tampoco perdemos
generalidad tomando V' conexo (y por tanto todos los U; también lo son).

Por el Lema 4.5.3, podemos tomar una n-forma w € Q"(N) con soporte(w) C V' y

wa = 1. Asi,
/ U*w = deg(V) / w = deg ().
M N

Ahora calcularemos la integral de la izquierda. Como soporte(w) C V, tenemos que
soporte(U*w) C Uy U...U Uy, y como los U; son disjuntos,

/ Uw = Z v Y ZEZ/ w (4.10)
M i=1 =1 7V

donde en (%) hemos usado la férmula de cambio de variable (Teorema 2.5.2), y ¢ = 1
(resp. —1) si ¥y, : U; — V conserva la orientacion (resp. invierte la orientacién). Como
Ui es conexo y p; € U;, tenemos que ¥|y, : U; — V conserva la orientacién si y sélo si
d¥y, : Tp,M — TN conserva la orientacién. Ahora la férmula (4.9) se deduce directamente
de (4.10). O

Corolario 4.6.1 Sea V¥ : M — N wuna aplicacion diferenciable entre variedades conexas,
compactas, orientadas y de la misma dimension. Entonces:

1. deg(¥) € Z.

2. Si VU no es sobreyectiva = deg(¥) = 0.

Nota 4.6.1 El punto 2 anterior es 1til para probrar que ciertas ecuaciones ¥(p) = ¢
tienen solucién: basta probar que ¥ : M — N tiene grado distinto de cero. Por otro lado y
como ocurre con otros resultados anteriores, el hecho de que toda aplicaciéon continua sea
homotépica a una diferenciable hace que pueda extenderse la definicion de grado a apli-
caciones continuas f : M" — N" siendo M, N compactas, conexas y orientadas. Incluso
puede evitarse la hipétesis de compacidad sobre M, imponiendo que f sea propia (es decir,
la imagen inversa de cada compacto de N es compacta en M). En estas condiciones mucho
mas generales, el grado es independiente de la clase de homotopia de la aplicacion f, y el
Corolario 4.6.1 sigue siendo valido.
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EJERCICIOS.

1. Probar que la cohomologia de de Rham del toro T = S! x S! viene dada por
H¥(T)=R sik=02, HY(T)=R.
Demostrar que si [w] € H(S!) es un generador (esto es una clase no nula), entonces
{m}[w], 75[w]} es una base de H'(T), siendo 7; : T — S!, i = 1,2 las proyecciones

(indicacién: probar que mjw A Tjw es un elemento de volumen en T).

2. Dados p1,...,pm con m € N, demostrar que la cohomologia de R" — {p1,...,pn} es
HO(RTL - {p17 .. 7pm}) = Rv Hn_l(Rn - {plv .. 7pm}) = Rmv

Hk(R”—{pl,...,pm}):{O} Vk=1,...,n—2,n.

(Indicacién usar induccién sobre m; caer en la hipétesis de induccién usando la sucesién
de Mayer-Vietoris).

3. COHOMOLOGIA DE DE RHAM DE LAS SUPERFICIES COMPACTAS Y ORIENTABLES.
Admitiendo que cada superficie compacta y orientable 3 es difeomorfa a la superficie
¥, siguiente para algin g € NU {0}, calcularemos en este ejercicio sus espacios de
cohomologia de de Rham:

a) Sea Dy un abierto de R? producido quitando ¢ discos cerrados disjuntos a un disco
abierto. Probar que la cohomologia de de Rham de D, viene dada por

R si k=0
H*Dy)={ RY si k=1
{0} si k=2.

(Indicacién: probarlo por induccién sobre g, usando la sucesién de Mayer-Vietoris).
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b) Probar que la cohomologia de de Rham de ¥, viene dada por

R si k=0
H*D,)={ R¥ si k=1
R si k=2

(Indicacién: Dividir ¥4 en dos mitades cortandola por su plano de simetria horizon-
tal, y usar la sucesién de Mayer-Vietoris).

4. Sea M™ una variedad diferenciable, orientaday D C M un dominio compacto con borde
diferenciable y conexo (por tanto, 9D es una (n—1)-variedad compacta y orientada segtin
la orientacién inducida). Sea ¥ : 9D — N™"! una aplicacién diferenciable valuada en
una variedad conexa, compacta y orientada con la misma dimensién que dD. Probar
que si ¥ admite una extensién diferenciable ¥ : D — N, entonces deg(¥) = 0.

5. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA.
Sea P(z) = 2" +a12" ' +...+a,_12+a, un polinomio con coeficientes complejos. El
objetivo de este ejercicio es demostrar que P tiene al menos un cero en C. El argumento
es por reduccién al absurdo, luego supongamos en adelante que P(z) # 0 Vz € C.

a) Sea R >0yS!YR)={z¢eC||z] =R} Consideremos las aplicaciones ¥, ® :
SY(R) — S'(1) dadas por ¥(z) = %)LI' ®(z) = Z;. Probar que deg(¥) =0y
deg(®) = n.

b) Demostrar que existe R > 0 tal que 2" + Aa12" ' + ... +an_12 +a,) # 0
V(z,A) € SY(R) x [0,1].

c) Para el radio R del apartado anterior, construir una homotopia diferenciable entre
Uy &, lo que implica que deg(¥) = deg(®), contradiccidn.

6. COHOMOLOGIA CON SOPORTES COMPACTOS.
Sea M™ una variedad diferenciable y k = 0, ..., n. Recordemos que QF (M) es el sub-
conjunto de QF(M) formado por las k-formas de soporte compacto. Probar que:

a) QF(M) es un subespacio vectorial de QF(M), Q.(M) = @j_, (M) es un
subélgebra de (M) y la diferencial exterior cumple d (QF(M)) C Q1 (M).

b) Los siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de QF(M):
ZE(M) = {w € QE(M) | dw =0}, BE(M) =d (257 (M),
Se define el k-ésimo espacio de cohomologia con soportes compactos como

k
HE(M) =
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Noétese que las funciones constantes no estan en QF(M), a menos que M sea
compacta (y en tal caso, la cohomologia con soportes compactos coincide con la
cohomologia de de Rham usual). La aplicacién

i HE(M) — HY (M), i([w]) = [w],

es lineal, pero no es necesariamente un monomorfismo.
. 0 _
Si M es conexa y no compacta, entonces H_ (M) = {0}.

Si f € C*°(M,N) es una aplicacién propia (es decir, la imagen inversa de cada
compacto de N es compacta en M) entre variedades diferenciables, entonces f
induce una aplicacién lineal f* : H¥(N) — HF(M) mediante f*([w]) = [f*w],
Yw € HF(N). Ademss, las propiedades habituales (1,7)* = Lykary, (g0 f)F =
f* o g* son ciertas. En particular, dos variedades difeomorfas tienen algebras de
cohomologia con soportes compactos isomorfas.

Modificar la demostracién del Lema 4.5.1 para obtener que

A o 0} si 0<k<n,
Héﬂ(R ):{ {R} si k=mn,

y que la integracién I : H?'(R™) — R dada por I([a]) :/ «, proporciona un
M
isomorfismo de espacios vectoriales.



