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Jednoduchy urcity integral

/ab f(x)dx

jsme uvazovali na kone¢ném intervalu (a, b) a pro nezapornou
funkci f vyjadfoval obsah podgrafu, tedy dvourozmérné oblasti
vymezené piimkou y = 0, kfivkou y = f(x) a pfimkami x = aa
X =b.
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Zavedeni dvojného integralu a jeho vlastnosti
Priklady
Aplikace

Intuitivné

Nyni chceme totéz uvaZzovat o dimenzi vySe. V co prejde
interval (a, b)? Nejjednodussi by byl obdélnik. Ale budeme
potfebovat i jiné oblasti nez obdélnik: trojuahelnik, kruh a dalsi.
Predstavme si treba néjaky souvisly pozemek. Takova oblast je
v poradku. Ale napfiklad podmnozina roviny, jejiz hranici je
fraktalni kfivka, uz v pofadku neni a uvazovat ji nebudeme.
Oblast oznacme M a jeji hranici 6 M.
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Intuitivné

Dvojny urcity integral

//Mf(x,y)dxdy

uvazujeme na vhodné dvourozmérné oblasti M a pro
nezapornou funkci f vyjadfuje objem podgrafu, tedy
tfirozmérného télesa vymezeného rovinou z = 0, plochou

z = f(x, y) a valcovou plochou, jejiz fidici kfivkou je hranice
M.

o = = = = 9Dac
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Definice

Presna definice spocCiva v rozdéleni oblasti M, kterou napred
uvazujeme pouze poskladanou z obdélniku, na podoblasti, na
kterych pocitame dolni a horni integralni soucty. Horni hranice
dolnich se v pfipadé integrovatelnosti potka s dolni hranici
hornich. Do podrobnosti nepljdeme.
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Oblasti M budeme uvazovat tzv. elementarni, a to
o I typu, kde a< x < b, d(x) <y < h(x)
o ll.typu,kdec <y <d,I(y) <y < p(y).

typ 1I.
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o | typ:

J[ rnaxay= [ ( [

(x,¥) dy) dx
()

// f(x,y)dxdy = / </p(y)f(x,y)dx> dy

o Il typ:
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Zavedeni dvojného integralu a jeho vlastnosti
Priklady
Aplikace

Oblasti

Uvédomme si, Ze cela fada oblasti je soucasné I. typu i ll. typu:
muzeme si vybrat.

Dale: Mnozinu M nazveme regularni, je-li sjednocenim
konecné mnoha elementarnich oblasti, které maji spolecné
nejvyse svoje hranice.

Je-li regularni mnozina M = Uj’-‘:1 M; slozena z elementarnich
oblasti M;, pak plati

//Mf(x,y)dxdy:é//mf(x,y)dxdy

Tato vlastnost se nazyva aditivita vzhledem k integracni oblasti.
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Vlastnosti dvojn

Odpovidaji vlastnostem ur€itého integralu, zejména:
o aditivita vzhledem k funkcim

J[ e+ gepaxay = [[ txpyaxay+ [ axy)axay
@ homogenita vzhledem k funkcim

//M(cf(x,y))dxdy: c//M f(x,y)dxdy

@ monotonie vzhledem k funkcim f < g na M

J[ txpaxay < [[ gx.p)axay
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Zavedeni dvojného integralu a jeho vlastnosti
Priklady
Aplikace

Zjednodus$eni oblasti transformaci souradnic

Oblast M muze v jinych (kfivoCarych) soufadnicich vypadat
jako pro integraci jednodussi oblast M. Provadime proto
transformaci souradnic, pfi které musime také prepocitavat jeji
obsah vyjadreny determinantem Jacobiho matice, tzv.

jacobianem.

Y A M\\ . n

> > ¢
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Transformac

Uvedeme nejcastéjsi typ transformace do tzv. polarnich

souradnic p a . Provadime ji, kdyz M ma tvar kruhu, kruhové
vysecCe, mezikruzi, apod. Pak

x = T7i(p,p) =pcosyp
y = mn(p,p)=psing
//_ f(pcos g, psinp)J dpdep,
M
kde

i !
Tp My

_ cosp —psing \ __
T2}, Tg;) - det( sing pcosgp ) =p

J:det<
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Polarni soufadnice p > 0 vyjadfuje vzdalenost bodu od pocatku
(p = v/X2 + y?) a polarni soufadnice ¢ € (0, 27) vyjadiuje Uhel
od osy x v kladném sméru (tan ¢ = %).
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@ Spoctéte

//M (x2 +8y) dxdy,

kde M je oblast ohrani¢ena pfimkou y = 2x a parabolou
y = —15x% + 12x.




@ Je vhodné si nakreslit alespon hruby nacrtek oblasti M,

abyste si ujasnili sklon pfimky a polohu paraboly.
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@ Je vhodné si nakreslit alespon hruby nacrtek oblasti M,
abyste si ujasnili sklon pfimky a polohu paraboly.

o Obrazkem si ujasnite, Ze Ize oCekavat dva priseciky:
spoctete je jako feSeni rovnice

2x = —15x2 + 12x.
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@ Je vhodné si nakreslit alespon hruby nacrtek oblasti M,
abyste si ujasnili sklon pfimky a polohu paraboly.

o Obrazkem si ujasnite, Ze Ize oCekavat dva priseciky:
spoctete je jako feSeni rovnice

2x = —15x% 4+ 12x.
o Zjistite, Ze praseCiky jsou x =0a x =

wino
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funkci je pfimka.

o Také si ujasnite, ze ,horni“ funkci je parabola a ,doIni"
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o Také si ujasnite, ze ,horni” funkci je parabola a ,dolni®
funkci je pfimka.

o Oblast M je I. typu a popiSete ji takto:
2

< =

-3

y < —15x% +12x

0
2x

IN

X

IN




o Také si ujasnite, ze ,horni“ funkci je parabola a ,doIni"
funkci je pfimka.

o Oblast M je I. typu a popiSete ji takto:

0
2x

IN

X

IN
IN
wIN

y < —15x% +12x

@ Nyni zapiste integral.
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//M (x+8y) dxdy:/f (/2X (x +8y) dy> dx —

—15x2+12x
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//M (x2 +8y) dxdy = /og (/2;15X2+12X (x2 +8y) dy) dx =

@ (spoctéte vnitini integral: integrace vzhledem k y)




//M (x2 +8y) dxdy = /og (/2;15X2+12X (x2 +8y) dy> dx =

@ (spoctéte vnitini integral: integrace vzhledem k y)

2

_ /5 [Xzy N 4y2] —15x24+12x
0

dx =
2x
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//M (x2 +8y) dxdy = /og (/2;15X2+12X (x2 +8y) dy> dx =

@ (spoctéte vnitini integral: integrace vzhledem k y)
°

2
3 —15x24+12x
=/3 [x2y+4y2] dx =
0 2x

o (dosadte za y a upravte)




2
- / ’ (885x4 — 1430x% + 560x2) dx =
0




2

- / ’ (885x4 — 1430x% + 560x2) dx =
0

@ (integrujte vzhledem K x)




2

- / ’ (885x4 — 1430x% + 560x2) dx =
0

@ (integrujte vzhledem K x)
°

715x  560x° s
2 3 |,

= [1 77x° —

0




2

- / ’ (885x4 — 1430x% + 560x2) dx =
0

@ (integrujte vzhledem K x)
°

715xt  560x°)F _
2 3 |,

= [1 77x° —
0

o (a dosadte za x meze)




2

- / ’ (885x4 — 1430x% + 560x2) dx =
0

@ (integrujte vzhledem K x)
°

715xt  560x°)F _
2 3 |,

= [1 77x° —
0

o (a dosadte za x meze)
°




Zaveér:
//M <x2 + 8y) dxdy = 8.

(M je oblast ohrani¢ena pfimkou a parabolou dle zadani.)




Spoctéte

// +8y dxdy,

kde M je oblast v I. kvadrantu ohraniCena soufadnicovymi
osami a kruznicemi x2 + y? = 36 a x> + y? = 144. (Pov§imnéte
si, ze funkce je stejna jako v Prikladu 1.)
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@ Oblast M je sjednocenim dvou oblasti I. typu, My a Mo,
které popiSete takto:

0< x <6
36-x2< y <144 —x2
a
6< x <12
0< y <V144—x2




@ Oblast M je sjednocenim dvou oblasti I. typu, My a Mo,
které popiSete takto:

0< x <6
36-x2< y <144 —x2
a
6< x <12
0< y <144 — X2

o Protoze ale jde o vyse¢ mezikruzi, provedte transformaci
do polarnich souradnic. Nejdfive popiste oblast M.
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o Oblast M je tvaru:

o o
IN A
€
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o Oblast M je tvaru:

—_
N

6
0

INIA
INIA

NS

p
¥
@ V polarnich sourfadnicich tedy jde o obdélnik! Nyni

dosadte do funkce x = pcosp, y = psin p a pridejte
jacobian. Dostanete:
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o Oblast M je tvaru:

—_
N

6
0

INIA
INIA

NS

p
14
@ V polarnich souradnicich tedy jde o obdélnik! Nyni

dosadte do funkce x = pcosp, y = psin p a pridejte
jacobian. Dostanete:
°

//_ <p3 cos? o + 8p2 sin go) dpdp =
M
12 z
/ (/ (p3 cos® o + 8p? sin go)) dp
6 0
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o Postupuijte nyni standardné. Zacnete vnitinim integralem a
provedete integraci vzhledem k ¢. Je vhodné zde
pfipomenout, ze [ cos? pdp = £ + 1 sin (2¢) + c. Po
dosazeni mezi provedete integraci vzhledem k p a opét
dosadite meze.
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o Postupuijte nyni standardné. Zacnete vnitinim integralem a
provedete integraci vzhledem k ¢. Je vhodné zde
pfipomenout, ze [ cos? pdp = £ + 1 sin (2¢) + c. Po
dosazeni mezi provedete integraci vzhledem k p a opét
dosadite meze.

o Pokud jste dobre pocitali, dostanete vysledek

4032 + 12157.
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Zaver:
// <x2 + 8y) dxdy = 4032 + 12157
M

M je vyseC mezikruzi dle zadani.




Vyjadrete oblast M na obrazku v polarnich soufradnicich.
Kruznice maji rovnice

X2+y?=4, x4+ (y-22=4.
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@ Zatimco v Pfikladu 2 byla oblast v polarnim vyjadreni
zfejma, zde postupujte Upravou rovnic kruznic. Protoze
oblast lezi vné prvni kruznice a uvnitf druhé, mate

X2+ y? >4,

X2+ (y—-22<4
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@ Zatimco v Prikladu 2 byla oblast v polarnim vyjadreni

zfejma, zde postupujte Upravou rovnic kruznic. Protoze
oblast lezi vné prvni kruznice a uvnitf druhé, mate

X2+ y? >4,

X2+ (y—-22<4
o Dosadte x = pcosy a y = psinp a upravte.
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@ Zatimco v Prikladu 2 byla oblast v polarnim vyjadreni

zfejma, zde postupujte Upravou rovnic kruznic. Protoze
oblast lezi vné prvni kruznice a uvnitf druhé, mate

X2+y2>4 X4 (y-22<4
o Dosadte x = pcosy a y = psinp a upravte.
°

p>2, p < 4sinp.
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@ Zatimco v Prikladu 2 byla oblast v polarnim vyjadreni

zfejma, zde postupujte Upravou rovnic kruznic. Protoze
oblast lezi vné prvni kruznice a uvnitf druhé, mate

X2+y2>4 X4 (y-22<4
o Dosadte x = pcosy a y = psinp a upravte.
°

p=>2, p < 4sinp.
@ Nyni je p ohrani¢eno dvéma krivkami. Spoctéte, pro jaké ¢
se protnou, tzn. feste rovnici

2 =4sinp.
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5= Singo.

(o

a

o



o Dostanete

o Odtud

p=

[ 1]

2 = sinp.
57
nebo _om
7 6

(O AT <=




Zaveér: Oblast M vyjadfena v polarnich souradnicich pomoci
nerovnosti je

s 57
— < < —
6= Y =6
2< p <dsing;

jde proto vzhledem k p a ¢ 0 elementarni oblast Il. typu.

«O0>» «F» «E)r» «

it
v

RN Ge




' //M f(x,y)dxdy
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Obsah M je

Pz// dxdy
M




Rovinna

Z&kladni aplikace
Rovinna desticka
Priklad 4: tézisté

ploSnou hustotu. Pak hmotnost destiCky je

m= //Ma(x,y)dxdy

Je-li hustota konstantni, fikame, Ze destiCka je homogenni.
Prakticky muzZzeme pak uvazovat o(x, y) = 1.

U rovinnych destiCek zanedbavame vysku. Oznacme o(x, y)

[m]
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Statické momenty vzhledem k osam x a y jsou

SX:// yo(x,y)dxdy Sy:// xo(x,y)dxdy
M M

gt

Tézisté desticky

m’'m




Z&kladni aplikace
Rovinna desticka
Priklad 4: tézisté

Moment setrva¢nosti — vyjadfuje ochotu télesa setrvavat v
otacivém pohybu (klasicky: kulicka (hmotny bod) hmotnosti m,
kterou to€ime na provazku délky /, ma moment setrvacnosti
J = mP).

JX:// y2o(x,y)dxdy Jy:// x2o(x,y)dxdy
M M

o = = = = 9Dac



@ Spoctéte tézisté vyseCe mezikruzi o polomérech Ry, R, a
stfedu mezikruzi.

stfedovém Uhlu a a s hustotou Umérnou vzdalenosti od
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@ Spoctéte tézisté vyseCe mezikruzi o polomérech Ry, R, a
stfedovém Uhlu a a s hustotou Umérnou vzdalenosti od
stfedu mezikruzi.

@ Hustota je tedy o(x, y) = ky/x2 + y2, kde pro
zjednodus$eni zvolime k = 1. Pro feSeni priklad
transformujeme do polarnich souradic x = pcos ¢,
y=psing,J=p,meze A <p<Rra-3<¢p<3.
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@
2

3 R
m //o(x,y)dxdy=/ (/ Pzdp)dSOZ
M — Ry
37 A2
p
Elode=
|:3:|F1'1

: (RS R} (R R\ [z
/_%<?‘? w=l3"3)/),%"
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—
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a =%
sxz// ya(x,y)dxdy=/2 (/ pssiwdp> dp =
M —s \ /R,




Sy://ng(x,y)dXdy:/_i <

RE-RE s
T[sm<,0]_%—

% (3)

2

J

R

R

2
0> cos<,0dp> dp =
1




Y R,
Syz// Xor(X,y)dXdyz/2 </ p3cos<pdp> dp =
M —2 \JR,

R; — R{ . 2
T[smgo]_%—

B (2)

2 2

@ Zavér: Hledané tézisté je

r_[S 8 _
m’' m

3(Rg — R})sin & ]

207~ Al




Spoctéte
/ (x + y?)dxdy
M

na oblasti M ohrani¢ené pfimkami x =0,y =0, y = 5,
y = —4x+ 6 aparabolou y = —4x2 + 3.

15853 72v'3
Vysledek: e




Zakladni aplikace
Rovinna desticka
Priklad 4: tézisté

O vybudovani teorie integralu se zaslouzil Bernhard Riemann
(1826-1866). Vetu o vypoctu dvojného integralu pomoci

jednoduchych zformuloval Guido Fubini (1879-1943).
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