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Přı́klad 4: těžiště
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Intuitivně

Jednoduchý určitý integrál∫ b

a
f (x) dx

jsme uvažovali na konečném intervalu 〈a,b〉 a pro nezápornou
funkci f vyjadřoval obsah podgrafu, tedy dvourozměrné oblasti
vymezené přı́mkou y = 0, křivkou y = f (x) a přı́mkami x = a a
x = b.
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Intuitivně

Nynı́ chceme totéž uvažovat o dimenzi výše. V co přejde
interval 〈a,b〉? Nejjednoduššı́ by byl obdélnı́k. Ale budeme
potřebovat i jiné oblasti než obdélnı́k: trojúhelnı́k, kruh a dalšı́.
Představme si třeba nějaký souvislý pozemek. Taková oblast je
v pořádku. Ale napřı́klad podmnožina roviny, jejı́ž hranicı́ je
fraktálnı́ křivka, už v pořádku nenı́ a uvažovat ji nebudeme.
Oblast označme M a jejı́ hranici δM.
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Intuitivně

Dvojný určitý integrál ∫∫
M

f (x , y) dx dy

uvažujeme na vhodné dvourozměrné oblasti M a pro
nezápornou funkci f vyjadřuje objem podgrafu, tedy
třı́rozměrného tělesa vymezeného rovinou z = 0, plochou
z = f (x , y) a válcovou plochou, jejı́ž řı́dı́cı́ křivkou je hranice
δM.
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Definice

Přesná definice spočı́vá v rozdělenı́ oblasti M, kterou napřed
uvažujeme pouze poskládanou z obdélnı́ků, na podoblasti, na
kterých počı́táme dolnı́ a hornı́ integrálnı́ součty. Hornı́ hranice
dolnı́ch se v přı́padě integrovatelnosti potká s dolnı́ hranicı́
hornı́ch. Do podrobnostı́ nepůjdeme.
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Oblasti

Oblasti M budeme uvažovat tzv. elementárnı́, a to
I. typu, kde a ≤ x ≤ b, d(x) ≤ y ≤ h(x)
II. typu, kde c ≤ y ≤ d , l(y) ≤ y ≤ p(y).
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Výpočet

I. typ: ∫∫
M

f (x , y) dx dy =

∫ b

a

(∫ h(x)

d(x)
f (x , y) dy

)
dx

II. typ: ∫∫
M

f (x , y) dx dy =

∫ d

c

(∫ p(y)

l(y)
f (x , y) dx

)
dy
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Přı́klady
Aplikace

Oblasti

Uvědomme si, že celá řada oblastı́ je současně I. typu i II. typu:
můžeme si vybrat.
Dále: Množinu M nazveme regulárnı́, je-li sjednocenı́m
konečně mnoha elementárnı́ch oblastı́, které majı́ společné
nejvýše svoje hranice.
Je-li regulárnı́ množina M =

⋃k
j=1 Mj složená z elementárnı́ch

oblastı́ Mj , pak platı́

∫∫
M

f (x , y) dx dy =
k∑

j=1

∫∫
Mj

f (x , y) dx dy

Tato vlastnost se nazývá aditivita vzhledem k integračnı́ oblasti.
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Vlastnosti dvojného integrálu

Odpovı́dajı́ vlastnostem určitého integrálu, zejména:
aditivita vzhledem k funkcı́m∫∫

M
(f (x , y) + g(x , y)) dx dy =

∫∫
M

f (x , y) dx dy +

∫∫
M

g(x , y) dx dy

homogenita vzhledem k funkcı́m∫∫
M
(cf (x , y)) dx dy = c

∫∫
M

f (x , y) dx dy

monotonie vzhledem k funkcı́m f ≤ g na M∫∫
M

f (x , y) dx dy ≤
∫∫

M
g(x , y) dx dy
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Zjednodušenı́ oblasti transformacı́ souřadnic

Oblast M může v jiných (křivočarých) souřadnicı́ch vypadat
jako pro integraci jednoduššı́ oblast M. Provádı́me proto
transformaci souřadnic, při které musı́me také přepočı́távat jejı́
obsah vyjádřený determinantem Jacobiho matice, tzv.
jacobiánem.
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Transformace do polárnı́ch souřadnic

Uvedeme nejčastějšı́ typ transformace do tzv. polárnı́ch
souřadnic ρ a ϕ. Provádı́me ji, když M má tvar kruhu, kruhové
výseče, mezikružı́, apod. Pak

x = τ1(ρ, ϕ) = ρ cosϕ

y = τ2(ρ, ϕ) = ρ sinϕ∫∫
M

f (ρ cosϕ, ρ sinϕ)J dρ dϕ,

kde
J = det

(
τ1

′
ρ τ1

′
ϕ

τ2
′
ρ τ2

′
ϕ

)
= det

(
cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

)
= ρ.

Miroslav Kureš Dvojný integrál Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Transformace do polárnı́ch souřadnic

Polárnı́ souřadnice ρ ≥ 0 vyjadřuje vzdálenost bodu od počátku
(ρ =

√
x2 + y2) a polárnı́ souřadnice ϕ ∈ 〈0,2π) vyjadřuje úhel

od osy x v kladném směru (tanϕ = y
x ).

Miroslav Kureš Dvojný integrál Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Přı́klad 1: v kartézských souřadnicı́ch
Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 1

Spočtěte ∫∫
M

(
x2 + 8y

)
dx dy ,

kde M je oblast ohraničená přı́mkou y = 2x a parabolou
y = −15x2 + 12x .
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Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 1

Je vhodné si nakreslit alespoň hrubý náčrtek oblasti M,
abyste si ujasnili sklon přı́mky a polohu paraboly.
Obrázkem si ujasnı́te, že lze očekávat dva průsečı́ky:
spočtete je jako řešenı́ rovnice

2x = −15x2 + 12x .

Zjistı́te, že průsečı́ky jsou x = 0 a x = 2
3 .
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Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m
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Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
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Přı́klad 1

Také si ujasnı́te, že ”hornı́“ funkcı́ je parabola a ”dolnı́“
funkcı́ je přı́mka.
Oblast M je I. typu a popı́šete ji takto:

0 ≤ x ≤ 2
3

2x ≤ y ≤ −15x2 + 12x

Nynı́ zapište integrál.
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0 ≤ x ≤ 2
3

2x ≤ y ≤ −15x2 + 12x
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∫∫
M

(
x2 + 8y

)
dx dy =

∫ 2
3

0

(∫ −15x2+12x

2x

(
x2 + 8y

)
dy

)
dx =

(spočtěte vnitřnı́ integrál: integrace vzhledem k y )

=

∫ 2
3

0

[
x2y + 4y2

]−15x2+12x

2x
dx =

(dosad’te za y a upravte)
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Přı́klad 1

∫∫
M

(
x2 + 8y

)
dx dy =

∫ 2
3

0

(∫ −15x2+12x

2x

(
x2 + 8y

)
dy

)
dx =
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Přı́klad 1

=

∫ 2
3

0

(
885x4 − 1430x3 + 560x2

)
dx =

(integrujte vzhledem k x)

=

[
177x5 − 715x4

2
+

560x3

3

] 2
3

0
=

(a dosad’te za x meze)

= 8.
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Přı́klady
Aplikace
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Miroslav Kureš Dvojný integrál Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Přı́klad 1: v kartézských souřadnicı́ch
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Přı́klad 1

Závěr: ∫∫
M

(
x2 + 8y

)
dx dy = 8.

(M je oblast ohraničená přı́mkou a parabolou dle zadánı́.)
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Přı́klad 2

Spočtěte ∫∫
M

(
x2 + 8y

)
dx dy ,

kde M je oblast v I. kvadrantu ohraničená souřadnicovými
osami a kružnicemi x2 + y2 = 36 a x2 + y2 = 144. (Povšimněte
si, že funkce je stejná jako v Přı́kladu 1.)
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Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 2

Oblast M je sjednocenı́m dvou oblastı́ I. typu, M1 a M2,
které popı́šete takto:

0 ≤ x ≤ 6√
36− x2 ≤ y ≤

√
144− x2

a

6 ≤ x ≤ 12
0 ≤ y ≤

√
144− x2

Protože ale jde o výseč mezikružı́, proved’te transformaci
do polárnı́ch souřadnic. Nejdřı́ve popište oblast M.
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Přı́klad 1: v kartézských souřadnicı́ch
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Přı́klad 2

Oblast M je sjednocenı́m dvou oblastı́ I. typu, M1 a M2,
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Přı́klad 2

Oblast M je tvaru:

6 ≤ ρ ≤ 12

0 ≤ ϕ ≤ π

2

V polárnı́ch souřadnicı́ch tedy jde o obdélnı́k! Nynı́
dosad’te do funkce x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ a přidejte
jacobián. Dostanete:

∫∫
M

(
ρ3 cos2 ϕ+ 8ρ2 sinϕ

)
dρ dϕ =∫ 12

6

(∫ π
2

0

(
ρ3 cos2 ϕ+ 8ρ2 sinϕ

))
dρ
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Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 2

Postupujte nynı́ standardně. Začnete vnitřnı́m integrálem a
provedete integraci vzhledem k ϕ. Je vhodné zde
připomenout, že

∫
cos2 ϕ dϕ = ϕ

2 + 1
4 sin (2ϕ) + c. Po

dosazenı́ mezı́ provedete integraci vzhledem k ρ a opět
dosadı́te meze.
Pokud jste dobře počı́tali, dostanete výsledek

4032 + 1215π.
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Přı́klad 2

Závěr: ∫∫
M

(
x2 + 8y

)
dx dy = 4032 + 1215π.

M je výseč mezikružı́ dle zadánı́.
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Přı́klady
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Přı́klad 1: v kartézských souřadnicı́ch
Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 3

Vyjádřete oblast M na obrázku v polárnı́ch souřadnicı́ch.
Kružnice majı́ rovnice

x2 + y2 = 4, x2 + (y − 2)2 = 4.

Miroslav Kureš Dvojný integrál Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 3

Zatı́mco v Přı́kladu 2 byla oblast v polárnı́m vyjádřenı́
zřejmá, zde postupujte úpravou rovnic kružnic. Protože
oblast ležı́ vně prvnı́ kružnice a uvnitř druhé, máte

x2 + y2 ≥ 4, x2 + (y − 2)2 ≤ 4.

Dosad’te x = ρ cosϕ a y = ρ sinϕ a upravte.

ρ ≥ 2, ρ ≤ 4 sinϕ.

Nynı́ je ρ ohraničeno dvěma křivkami. Spočtěte, pro jaké ϕ
se protnou, tzn. řešte rovnici

2 = 4 sinϕ.
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Přı́klad 3
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se protnou, tzn. řešte rovnici

2 = 4 sinϕ.
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2 = 4 sinϕ.

Miroslav Kureš Dvojný integrál Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Přı́klady
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Přı́klad 1: v kartézských souřadnicı́ch
Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 3

Dostanete
1
2
= sinϕ.

Odtud
ϕ =

π

6
nebo ϕ =

5π
6
.
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Přı́klady
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Přı́klad 1: v kartézských souřadnicı́ch
Přı́klad 2: v polárnı́ch souřadnicı́ch
Přı́klad 3: ještě k polárnı́m souřadnicı́m

Přı́klad 3

Závěr: Oblast M vyjádřená v polárnı́ch souřadnicı́ch pomocı́
nerovnostı́ je

π

6
≤ ϕ ≤ 5π

6
2 ≤ ρ ≤ 4 sinϕ;

jde proto vzhledem k ρ a ϕ o elementárnı́ oblast II. typu.
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Zavedenı́ dvojného integrálu a jeho vlastnosti
Přı́klady
Aplikace

Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Objem podgrafu

Objem podgrafu

V =

∫∫
M

f (x , y) dx dy

Miroslav Kureš Dvojný integrál Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Obsah rovinné oblasti

Obsah M je

P =

∫∫
M
dx dy
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Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Rovinná destička – hmotnost

U rovinných destiček zanedbáváme výšku. Označme σ(x , y)
plošnou hustotu. Pak hmotnost destičky je

m =

∫∫
M
σ(x , y) dx dy

Je-li hustota konstantnı́, řı́káme, že destička je homogennı́.
Prakticky můžeme pak uvažovat σ(x , y) = 1.
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Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Rovinná destička – statické momenty a těžiště

Statické momenty vzhledem k osám x a y jsou

Sx =

∫∫
M

yσ(x , y) dx dy Sy =

∫∫
M

xσ(x , y) dx dy

Těžiště destičky

T =

[
Sy

m
,
Sx

m

]
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Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Rovinná destička – momenty setrvačnosti *

Moment setrvačnosti – vyjadřuje ochotu tělesa setrvávat v
otáčivém pohybu (klasicky: kulička (hmotný bod) hmotnosti m,
kterou točı́me na provázku délky l , má moment setrvačnosti
J = ml2).

Jx =

∫∫
M

y2 σ(x , y) dx dy Jy =

∫∫
M

x2 σ(x , y) dx dy
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Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Přı́klad 4

Spočtěte těžiště výseče mezikružı́ o poloměrech R1, R2 a
středovém úhlu α a s hustotou úměrnou vzdálenosti od
středu mezikružı́.

Hustota je tedy σ(x , y) = k
√

x2 + y2, kde pro
zjednodušenı́ zvolı́me k = 1. Pro řešenı́ přı́klad
transformujeme do polárnı́ch souřadic x = ρ cosϕ,
y = ρ sinϕ, J = ρ, meze R1 ≤ ρ ≤ R2 a −α

2 ≤ ϕ ≤
α
2 .

Miroslav Kureš Dvojný integrál Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Přı́klad 4

m =

∫∫
M
σ(x , y) dx dy =

∫ α
2

−α2

(∫ R2

R1

ρ2 dρ

)
dϕ =

∫ α
2

−α2

[
ρ3

3

]R2

R1

dϕ =

∫ α
2

−α2

(
R3

2
3
−

R3
1

3

)
dϕ =

(
R3

2
3
−

R3
1

3

)∫ α
2

−α2
dϕ =(

R3
2

3
−

R3
1

3

)
α
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Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Přı́klad 4

Sx =

∫∫
M

y σ(x , y) dx dy =

∫ α
2

−α2

(∫ R2

R1

ρ3 sinϕ dρ

)
dϕ =

R4
2 − R4

1
4

∫ α
2

−α2
sinϕ dϕ =

R4
2 − R4

1
4

[− cosϕ]
α
2
−α2

=

R4
2 − R4

1
4

(
− cos

(α
2

)
+ cos

(
−α

2

))
= 0
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Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Přı́klad 4

Sy =

∫∫
M

x σ(x , y) dx dy =

∫ α
2

−α2

(∫ R2

R1

ρ3 cosϕ dρ

)
dϕ =

R4
2 − R4

1
4

[sinϕ]
α
2
−α2

=

R4
2 − R4

1
2

sin
(α

2

)
Závěr: Hledané těžiště je

T =

[
Sy

m
,
Sx

m

]
=

[
3(R4

2 − R4
1) sin

α
2

2(R4
2 − R4

1)α
,0

]
.
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α
2
−α2
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2
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2
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m
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m
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=
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2 − R4
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α
2
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]
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Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

Dalšı́ přı́klad

Spočtěte ∫∫
M
(x + y2) dx dy

na oblasti M ohraničené přı́mkami x = 0, y = 0, y = 5,
y = −1

2x + 6 a parabolou y = −4x2 + 3.

Výsledek: 15853
48 − 72

√
3

35 .
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Základnı́ aplikace
Rovinná destička
Přı́klad 4: těžiště

O vybudovánı́ teorie integrálu se zasloužil Bernhard Riemann
(1826-1866). Větu o výpočtu dvojného integrálu pomocı́
jednoduchých zformuloval Guido Fubini (1879-1943).
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