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1. Introduccion

En la mecédnica cuantica, el punto de partida es el operador de evolucién, que esta determinado
por el Hamiltoniano. Como el Hamiltoniano es una funcién que también aparece en el contexto
de la mecanica clasica, se abren varios caminos hacia la cuantizacién de un sistema fisico
una vez conocida esta funcién en la versién clasica, entre los que destacan la Cuantizacion
Canonica y la Integral de Caminos de Feynman.

Una de las principales guias para modelizar un sistema fisico es la estructura de simetrias
que posee. Por ello, es mas sencillo modelizar un sistema desde la formulacién Lagrangia-
na que desde la Hamiltoniana, ya que se puede hacer uso del Teorema de Emmy Noether,
que relaciona cantidades conservadas con simetrias del sistema. Tras haber encontrado un
Lagrangiano que sirva para describir el sistema fisico, el paso siguiente es obtener el Hamil-
toniano, tarea sencilla en caso de que el Lagrangiano no sea singular, ya que este proceso
consiste en realizar una transformada de Legendre.

Cuando el Lagrangiano es singular, cosa que ocurre para los de primer orden en particular,
se dice que da lugar a un sistema dinamico ligado. Tradicionalmente, el método que se usa
para tratar estos sistemas ligados es el método que propuso Dirac. Sin embargo, existen otras
propuestas mas novedosas que han tratado de simplificar el anélisis de Dirac, y una de esas
propuestas es el cada vez mas extendido formalismo de Faddeev y Jackiw.

El presente trabajo tiene como objetivo comprender la cuantizacién de sistemas cléasicos
singulares de una manera simple, sin considerar la cuantizaciéon geométrica y sin introducir
los fantasmas de Faddeev-Popov necesarios para una formulacion de integral de caminos
consistente. De esta manera, se adquiriran conocimientos técnicos sobre métodos aplicables
a sistemas de tecnologias cuanticas.

Para ello, en primer lugar se presenta un breve repaso de la Mecanica Lagrangiana y Ha-
miltoniana [1] con el fin de dejar todos los ingredientes preparados para hacer la traduccién
“Teoria Clasica — Teorfa Cuantica”. La seccion 1.2. es un pequeno paréntesis matematico
que sirve para establecer algunas cuestiones referentes a la derivada funcional que seran ne-
cesarias en la seccion 1.3., que trata sobre teoria clasica de campos. En la seccién 1.4. se
presenta brevemente en qué consiste la Cuantizacion Candnica [2] cuando previamente se ha
obtenido una descripcién Hamiltoniana del sistema clasico. Antes de presentar los métodos
para tratar Lagrangianos singulares, en la seccion 1.5 se dan algunas nociones sobre sistemas
gauge, ya que estos estan intimamente relacionados con algunas teorias singulares. Tras esto,
en la seccién 1.6. se describe el método que desarrollé Dirac [3, 4] para tratar Lagrangianos
singulares, con el objetivo de poder compararlo posteriormente con el formalismo de Faddeev
y Jackiw [5, 6, 7], explicado con detalle en la seccién 2., tanto para mecanica como para teoria
de campos. A continuacién, en la seccién 3. se aplica este formalismo a varios ejemplos, entre
los que se incluye uno de campos, que dan cuenta de todas las circunstancias que se pueden
dar al tratar con un Lagrangiano de primer orden. Finalmente, en la seccion 4. se compararan
ambos métodos, con el fin de poner de manifiesto las diferencias entre ellos.



1.1. Mecanica Lagrangiana y Hamiltoniana

La mecanica Lagrangiana es una formulacion alternativa de la mecénica de Newton. Parte
del principio de D’Alembert, y llega a las ecuaciones de Euler-Lagrange que, para un sistema
mecanico, tienen la siguiente forma

doL 0L
dtdg  dg (1)

donde L(q, ¢;t) es el Lagrangiano del sistema (diferencia entre la energia cinética y la energia
potencial para sistemas conservativos), ¢' son las n coordenadas generalizadas del espacio
de configuraciones, y ¢ las velocidades generalizadas, es decir, la derivada temporal de las
coordenadas generalizadas. Es importante notar que estas dos variables, a pesar de ser una
la derivada temporal de la otra, son argumentos independientes del Lagrangiano. Otra ca-
racteristica notable es que anadir una derivada temporal total al Lagrangiano no modifica
las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Desde un punto de vista geométrico [1], el espacio de configuraciones Q tiene estructura
de variedad diferenciable, y ¢* son las coordenadas de un punto ¢ de esa variedad. Si ¢'(t)
define una trayectoria en Q, las velocidades generalizadas ¢* serdn las componentes del vector
tangente a la trayectoria en el punto ¢. De esta manera, en cada punto ¢ € Q de la variedad
de configuraciones se puede construir un espacio vectorial tangente T,Q, donde “viviran”
todas las velocidades generalizadas ¢* posibles en ¢g. Uniendo todos los espacios tangentes
en cada punto de la variedad, se obtiene el fibrado tangente (o variedad tangente) TQ. En
esta nueva variedad, cada punto estd especificado por las coordenadas (¢', ¢"), de modo que
el Lagrangiano es una funcién en TQ sobre los reales!.

La formulacién Lagrangiana se sobrepone a la mecanica Newtoniana en varias cuestiones.
Por una parte, la segunda Ley de Newton es una relacién vectorial, por lo que la forma de
las ecuaciones de cada componente dependerd de las coordenadas elegidas para describir el
sistema. Esto no ocurre en la formulacion Lagrangiana, ya que la forma de las ecuaciones
(1.1) es la misma para cualquier eleccién de coordenadas. Por otro lado, para poder hacer
una descripcién Newtoniana de un sistema mecénico necesitamos conocer todas las fuerzas
involucradas, incluidas las fuerzas de ligadura (en caso de que existan), tarea ardua en oca-
siones. Sin embargo, en la formulaciéon Lagrangiana no es necesario conocer las fuerzas de
ligadura, sino cudles son las ligaduras en si. Ademas, una vez resueltas las ecuaciones dinami-
cas, podemos obtener también informacién acerca de las fuerzas que causan esas ligaduras,
por lo que las ventajas son considerables.

Otra caracteristica importante de las ecuaciones de Euler-Lagrange es que surgen de un
problema variacional. Es decir, si tuviéramos un funcional S de unas ciertas funciones ¢'(t)

Stato) = | "t L{g(0). d(0): ) 12)

1

I M4s concretamente, se trata de una funcién en TQ X R sobre los reales, ya que ¢t € R también puede ser un
argumento del Lagrangiano.



y quisiéramos encontrar cuales son las funciones que hacen que S sea extremal respecto a
pequenas variaciones? de ¢'(t), las ecuaciones que tendrian que satisfacerse son precisamente
las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.1). Este hecho permite formular la fisica desde un punto
de vista diferente, mas fundamental, que resulta mas adecuado y ventajoso para describir
sistemas en los que es mas complicado conocer cuales son las fuerzas que actian. En vez de
partir del principio de D’Alembert, lo que se hace es postular una accién S que sea invariante
bajo las transformaciones de simetria que caracterizan al sistema fisico que queremos estudiar.
Después, partiendo del principio de accién estacionaria o principio de Hamilton, se encuentran
las ecuaciones dinamicas. El principio de Hamilton establece que la evolucién de un sistema
fisico estd dada por las trayectorias ¢'(f) que hacen que la accién (1.2) sea extremal.

Otra funcion que resulta muy 1til a la hora de tratar un sistema fisico es el Hamiltoniano.
Partiendo de un Lagrangiano, la manera de obtenerlo es realizando una transformada de
Legendre. Esta transformacion hace que la nueva funciéon H esté definida sobre el fibrado
cotangente T*Q, que da estructura matematica al espacio de fases, donde cada punto es-
tara especificado por las coordenadas (¢', p;), siendo p; el momento canénico conjugado a la
coordenada generalizada ¢, definido como

pi = (1-3)

ot
Si expresamos ahora el Lagrangiano en funcién de (¢, p) en lugar de (¢, ¢), el Hamiltoniano
del sistema es

H(q.p) = pid'(q,p) — L(q. 4(q,p))- (1.4)

Como puede verse en esta definicion, para poder construir el Hamiltoniano es necesario poder
escribir las velocidades generalizadas en funcion de los momentos. Es decir, es necesario que
la funcién (1.3) sea invertible®. En caso de que esto no se pueda hacer, estaremos tratando
con un Lagrangiano singular.

Cuando si se puede construir limpiamente el Hamiltoniano, las ecuaciones dinamicas que
surgen son las llamadas ecuaciones canonicas de Hamilton

5 _on
T _8(]’
. oH (1.5)
q - ap,L?

2 Variaciones que se anulen en t =t y t = ts.
3 La condicién para que esto suceda es que el rango de la matriz Hessiana [0?L/(0¢0¢)] sea méximo, lo que
es equivalente a que su determinante sea distinto de cero.
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de modo que las n ecuaciones de segundo orden de Euler-Lagrange (1.1) se convierten en 2n
ecuaciones de primer orden.

La evolucién temporal de cualquier variable dindmica f(q, p) definida en el espacio de fases,
siempre y cuando se cumplan las ecuaciones de Hamilton (1.5), estd dada por 4

df(q,p) ﬁ.i+ of . Of0H Of0H
dt 8qiq 8p¢pl - 9¢' Op; Op; O¢

= {fa H}P7 (16)

donde {A, B} p es el corchete de Poisson® candnico, definido de la siguiente manera para dos
funciones cualesquiera en el espacio de fases

_9AOB  0A0B
B dq* Op; Op; 3qi.

{Al(a.p), B(¢;p)}p (1.7)

Resulta ttil agrupar todas las coordenadas del espacio de fases £ = (¢',p;) , a = 1,...,2n,
de manera que el corchete de Poisson de dos funciones cualesquiera se puede escribir como

_0A_,0B
~ o o

{A). B(O}r (1.8)

0 17’L><’I’L

donde [w'] = ( 1 0
—4+nXxn

) es la matriz simpléctica canodnica.

Si se particulariza la expresion (1.6) para estas nuevas coordenadas, las ecuaciones (1.5) se
pueden condensar en

oH  ,0H

éa = {ga) H}P = {ga,fb}Pa_gb =w 8_517’ (19>

donde la segunda igualdad se sigue de (1.8).

Como caso particular, el corchete de Poisson de las coordenadas del espacio de fases estd
dado por

{d',pj}r =10 (1.10)

4'Si f también depende explicitamente del tiempo, se afiade el término 0f /0t en la ecuacién (1.6).
5 Tres caracteristicas fundamentales del corchete de Poisson es que es bilineal, antisimétrico y satisface la
identidad de Jacobi; propiedades que definen una estructura de dlgebra de Lie.



1.2. Derivada funcional

Antes de empezar la seccién de teoria clasica de campos, conviene hacer un breve paréntesis
para establecer ciertas herramientas matematicas que se van a necesitar en el resto del trabajo.
Sea F'[(x), x(x), ...] un funcional de varios campos. La derivada funcional de F' con respecto
a uno de ellos esta dada por

Un tipo de funcional muy frecuente, y por lo tanto de especial interés, es el que tiene la forma
FY(z),x(x),...] = [ deF(¢(x), x(x),...). Para este tipo de funcionales, (1.11) se convierte
en

oF Wéﬁj&;gm)’ -] = llg(lé dx (F(@/}(x) +ed(x,2'), x(x), ) — f(@/}(m),x(m), )) =

- /dx 5(x,x’)awéz$) <]—"(¢(x),x(m), )) = aw?:v’) (]-_(@D(x’)’x(x/)’ ))

(1.12)

Una funciéon de uno o varios campos también se puede interpretar como un funcional que
devuelve el valor de dicha funcién en cierto punto. Por ejemplo,

F((), xW),...) = ®[(x), x(x),..] = /dfc 8(z, y)F (¥(x), x(x), ..), (1.13)

y su derivada funcional, segin (1.12), es

OF ((y)x(), ) o, D o
S () =0y, ) (f(w(x),x(x),.--)) (1.14)

1.3. Teoria clasica de campos

En teoria de campos, la accion deja de ser un funcional de las trayectorias y pasa a serlo de
los propios campos. Al igual que en los sistemas mecanicos, se construye como la integral
temporal del Lagrangiano

Slo(z,1)] = / dt Lg(x, ), d(z, 1)), (1.15)

que ahora dejara de ser una funcion para convertirse en un funcional de 2n campos indepen-



dientes ¢’ y ¢5i, y se construye de la siguiente manera

Lio(z, 1), d(x, )] = / de£(¢(:c, 1), Vé(z, 1), o, t)), (1.16)

donde L es la densidad Lagrangiana, funcion de los argumentos aqui explicitos. V hace
referencia a derivadas espaciales de los campos, y N es el niimero de dimensiones espaciales
en las que “viven” los campos.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para el caso de teoria de campos, al igual que en el caso
mecanico, se derivan de imponer que la accién (1.15) sea estacionaria bajo pequenas varia-
ciones de los campos ¢'(x,t). Hay que tener en cuenta que, aunque ¢ y qb sean argumentos
independientes del Lagrangiano, cuando se haga una variaciéon de los campos ¢ a la accion,
¢ también cambiard, al ser gb%(x, t) = 0¢'(x,t)/0t. Con estas consideraciones, se obtiene que
las ecuaciones que tienen que cumplirse son

0S[¢] _ OL[p.¢] _ d (dLlp.¢] | _
. == - o =) o (1.17)
6¢i(x,t)  0¢i(w,t)  dt\ §¢i(z,t)

El hecho de tomar ¢ y ¢ como campos independientes del funcional Lagrangiano permite
definir un momento conjugado como

mi(x,t) = M (1.18)

0¢i(x,t)

es decir, el momento conjugado a ¢'(x,t) es la derivada funcional del Lagrangiano con res-
pecto al campo ¢'(x,t). De manera andloga al caso discreto, se puede definir una densidad
Hamiltoniana®

H(gb(x,t),w(x,t)) — mi(z, t)¢ (qS(x,t),ﬂ(x,t)) — E(gb(x,t),ﬂ(m,t)), (1.19)

cuya integral espacial es el Hamiltoniano H [¢, 7]. De las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.17),
con la definicién de los momentos conjugados (1.18), las ecuaciones de Hamilton para los
campos son

#(.1) = 573([1 )
o (1.20)
S i t)

También se puede definir un corchete de Poisson para campos, que permita calcular la evo-

6 Siempre y cuando se pueda invertir (1.18) y escribir ¢ = q'S[qS, 7.



lucion temporal de una variable dindmica mediante su “conmutacion” con el Hamiltoniano.
Siendo ¥(y,t) y x(z,t) campos evaluados en dos puntos espaciales distintos y en el mismo
instante temporal, el corchete de Poisson viene dado por

_ [ g ¥ t) ox(zt)  0U(y,t) ox(z)
W 0.x( 0k _/ a <5¢i(x,t) Sm(et)  omi(e,t) 5¢i(x,t)>' (121)

Haciendo £%(x,t) = (¢'(z,t), mi(x,t)), las ecuaciones de Hamilton pueden ser escritas como

£ (w,t) = {f“(x,t),H}P:/ dNy{5“(56715),51’(%f)}p—(;gf(it) =
SH

= / d"yw®(z, Z/)W,

(1.22)

O (P L)

1.4. Cuantizacién canonica

En lo que a cuantizacién se refiere, la formulacién Lagrangiana y Hamiltoniana resultan
muy utiles, ya que partiendo de un Lagrangiano clasico se abren caminos para llegar a una
descripcion cudntica del sistema. La expresion (1.6) tiene una clara similitud con la ley de
evolucién de un observable en la imagen de Heisenberg de la mecdnica cuantica [2], donde
en vez de aparecer los corchetes de Poisson, aparece el conmutador de operadores. Mas
especificamente, la sustitucion es

(A, B}p — —%[A, Bl. (1.23)
Ademas, bajo esta sustitucién, la expresién (1.10) se convierte en las relaciones canénicas de

conmutacién de la mecanica cudntica.

Este paralelismo aporta un camino bastante directo a la cuantizacion, denominado cuan-
tizacion canonica, que consiste en obtener un Hamiltoniano clasico escrito en términos de
variables con corchete de Poisson canodnico, convertir las variables del espacio de fases en
operadores’, e imponer relaciones de conmutacién candnicas entre ellos, es decir

H(q.p) = H(¢.p) y [d'.p;] =ik (1.24)

7 Esta forma de cuantizacién es ambigua debido a, por ejemplo, problemas de ordenacién [8]. Sin embargo,
no es el objetivo de este trabajo tratar estas cuestiones.



1.5. Sistemas gauge

Antes de presentar el método propuesto por Dirac para tratar Lagrangianos singulares, merece
la pena comentar de manera breve qué son los sistemas gauge [4], ya que estos cobran especial
relevancia en el contexto de sistemas ligados o singulares.

Un sistema gauge es un sistema cuya descripcion posee mas grados de libertad de los que son
fisicamente significantes, por eso una caracteristica de estos sistemas es que en la solucién
general a las ecuaciones dindmicas aparecen funciones arbitrarias del tiempo. Una de las
razones principales a la hora de describir un sistema con mas grados de libertad de los que
tienen significado fisico es hacer la descripcién mas simple o mas manifiestamente simétrica.
Por ejemplo, el Lagrangiano para el campo electromagnético es manifiestamente invariante-
Lorentz cuando esta escrito en funcién del potencial vector A, pero esta invariancia no se
ve tan facilmente cuando se escribe en funcion de los campos fisicos, es decir, los campos
E y B. Otro motivo por el que se hace que una teoria sea gauge es para hacer que una
simetria global se convierta en local. Un ejemplo para entender esta cuestién es la densidad
Lagrangiana asociada a la ecuacién de Schrodinger

L= (0 =) = 5V Ve - VoY, (1.25)

Esta densidad Lagrangiana es invariante bajo la transformacién global ¢ — €*9, donde « es
una constante. En cambio, si a dependiera del punto del espaciotiempo «(z,t), la transfor-
macién local o gauge 1) — €@ ya no serfa una simetria de (1.25). Las transformaciones
gauge son aquellas que relacionan distintas maneras de describir el mismo estado fisico,
a diferencia de las transformaciones globales de simetria, que relacionan dos estados dis-
tintos pero equivalentes, es decir, que poseen las mismas propiedades. Mediante el teorema
de Emmy Noether, las transformaciones de simetria (continuas) corresponden a cantidades
conservadas.

Una manera de hacer que esta transformacién gauge si sea una simetria de la densidad
Lagrangiana, y que por lo tanto el sistema sea invariante bajo el grupo de simetria U(1),
es introducir una derivada covariante. En el caso de U(1), la derivada covariante que hay
que introducir es D, = 9, — igA,, donde g es la constante de acoplo y A, son los campos
gauge. Los nuevos campos, que pueden tanto tener dinamica como ser campos de fondo,
han de cambiar a la vez que ¥ para que (1.25) sea invariante gauge cuando esté escrita
con la derivada covariante en lugar de la ordinaria. Para que esto sea asi, tiene que suceder
D,y — em(f”’t)Duw, que se cumple si A, — A,+¢ '9,a. Entonces, una transformacion gauge
para (1.25) es

P — e@hy) (1.26)
A, — A+ g 0z, t). (1.27)

Siendo F,, = 0,A, — 0, A,, que es invariante gauge, la dindmica mas habitual de los campos
gauge abelianos estéd dada por el término —F),, F'*” /4 en la densidad Lagrangiana, que es un
término invariante-Lorentz.



1.6. Meétodo de Dirac para Lagrangianos singulares

En la seccion 1.1. se ha visto como se puede obtener un Hamiltoniano partiendo de un
Lagrangiano no singular. Sin embargo, en el caso de que la matriz Hessiana [02L/(9Gdq)] no
sea de rango maximo, no se puede invertir (1.3) y definir el Hamiltoniano limpiamente como
funcién unicamente de los momentos y las coordenadas generalizadas, por lo que tampoco
funciona el método de cuantizacién planteado en la seccién 1.4.

Para solucionar este asunto, Dirac propuso el siguiente método [3, 4]: Siendo m el rango de
la matriz Hessiana, eliminar m velocidades generalizadas en favor de los momentos mediante
transformadas de Legendre, e introducir el resto de condiciones impuestas por (1.3), cuyo
nimero es el corrango de la matriz Hessiana, al Hamiltoniano a modo de ligaduras primarias

Qr(g,p) =0 (1.28)

mediante multiplicadores de Lagrange® M. Estas expresiones son tales que (1.28) se con-
vierte en una identidad cuando se sustituye (1.3) en ella. De esta manera, se sigue que un
Lagrangiano singular es equivalente a un Hamiltoniano con ligaduras.

En este contexto, Dirac introduce la nocién de igualdades débiles y fuertes. Cuando una
igualdad se da inicamente en la subvariedad en la que se cumplen las ligaduras, se dice que
es una igualdad débil, y se utiliza el simbolo “~”, de modo que (1.28) se expresa

Qr(q,p) = 0. (1.29)

En cambio, si una igualdad se da en todo el espacio de fases, y no solo en la subvariedad

« 2

descrita por (1.29), se dice que es una igualdad fuerte, y se usa el simbolo “=".

Para cada ligadura primaria puede haber una ligadura secundaria, que surge al exigir que
sea preservada durante la evolucion del sistema. A esto se le llama condicion de consistencia

Qr~0=2Q;, H}p + \{Q;,Q,}p = 0. (1.30)

La diferencia entre las ligaduras primarias y secundarias reside en que las primarias son
una mera consecuencia de la no invertibilidad de (1.3), mientras que las secundarias son
también consecuencia de las ecuaciones dindmicas. De las ligaduras secundarias pueden surgir
ligaduras terciarias al aplicarles también la condiciéon de consistencia.

Otro concepto que se introduce es la clase de una funcién del espacio de fases. Una funcién
del espacio de fases f(q, p) se dice que es de primera clase si su corchete de Poisson con todas

8 Los multiplicadores de Lagrange son variables auxiliares que sirven para introducir ligaduras en problemas
variacionales.

9 Recordemos que la evolucién de una funcién del espacio de fases estd dada por (1.6). El Hamiltoniano que
aparece en esta expresién surge de aplicar la definicién (1.4) tnicamente para las velocidades generalizadas
que si sean invertibles.

10



las ligaduras se anula de manera débil

{f,Q}p=0, VI (1.31)

Si existe una ligadura tal que su corchete de Poisson con f no se anula de manera débil, se
dice que f es de sequnda clase. Las ligaduras en si también se pueden clasificar en ligaduras
de primera clase v* o de segunda clase x’. En ocasiones, la existencia de ligaduras es una
manifestacion de libertad gauge, de hecho un sistema gauge es un sistema Hamiltoniano
ligado, aunque lo contrario no es siempre cierto.

Se puede demostrar que las ligaduras primarias de primera clase generan transformaciones
gauge. Aunque no se pueda inferir que todas las ligaduras secundarias de primera clase
también lo hagan, se postula que sea asi (Conjetura de Dirac)'.

Antes de cuantizar, es necesario eliminar las simetrias fijando el gauge e introduciéndolo como
una nueva ligadura. Cuando se elimina correctamente, todas las ligaduras que quedan son de
segunda clase. Con todos estos ingredientes, se define una nueva estructura llamada Corchete
de Dirac, que permite imponer reglas de conmutacién consistentes con las ligaduras cuando
se cuantiza

{f,9}p =1/ 9%r — {f X} PCdx5. 9} P, (1.32)

donde C% es tal que C®{xy, x.}p = 0%

2. Formalismo de Faddeev-Jackiw

Como alternativa al, en ocasiones, excesivamente laborioso método de Dirac, Faddeev y
Jackiw propusieron en 1988 [5, 6] un método para cuantizar de manera més eficiente Lagran-
gianos de primer orden, es decir, aquellos en los que las velocidades generalizadas aparecen
unicamente de forma lineal.

A pesar de que esta consideracion parece bastante restrictiva, cualquier Lagrangiano se puede
convertir en uno de primer orden siguiendo el siguiente procedimiento sistematico:

1. Partimos de un Lagrangiano L(q, @, g, Q), cuyo espacio de configuraciones tiene dimen-
sién n y sus coordenadas generalizadas son: ¢%, a = 1,..n—my Q’ b=1,...,m,
donde m es el rango de la matriz Hessiana. Esto significa que, tras definir los momentos
canénicos conjugados mediante (1.3), solo hay m velocidades generalizadas que se pue-
den despejar, y son estas las coordenadas a las que llamamos Q", de modo que tenemos

Qb = Qb(Q7Qaqu P)

10 De hecho se pueden construir contraejemplos, seccién 1.2.2. de [4]. En la seccién 1.2.1. de la misma
referencia se dan varios motivos para adoptar este postulado.
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2. Obtener el Routhiano ' para Q°

R(q7Q7q.7 P) - Pbe(quaq.7P> - L(Q7Q7Q>Q(q7Q7QJ P)) (2]')

3. Obtener el Lagrangiano de primer orden en @ “deshaciendo” el Routhiano

L/(Q7Q7P7Q7Q7P):Pbe_R(QaQ7(jvp):

. - _ o ‘ (2.2)
:PbQ _PbQ (Q7Q7Q7P)+L(q7Q7Q?Q(Q7Qaq7P))
4. Para que (2.2) sea de primer orden también en ¢, tiene que ocurrir
2L 92Q* 9 sOL 9Q° AL
—— =0=—-P——=— (— ) =
ogog 0~ ogog T ag (aqa My a@c> 03

2)b 2 2 2
—b 8Q+ 6L a..Q..Pc: 8_AL,,,
0¢°0¢7  0¢'0¢?  0¢'0¢? 0G*0¢

es decir, el rango de la matriz de componentes 9°L/(9¢'0¢’) tiene que ser nulo. Si el
rango fuera m’ # 0, se tendria que aplicar el mismo procedimiento para m’ de las n—m
coordenadas ¢, hasta que finalmente el rango de la matriz Hessiana sea cero, y por
lo tanto el Lagrangiano resultante sea de primer orden en todas las coordenadas del
espacio de configuraciones.

Noétese que el espacio de configuraciones de (2.2) esta dado por & = (¢, Q°, B,). Es decir, el
espacio de configuraciones del Lagrangiano de primer orden que se obtiene incluye también
los momentos candnicos conjugados de algunas coordenadas generalizadas del Lagrangiano
de orden superior original.

2.1. Sistema mecanico

Podemos, entonces, partir de un Lagrangiano de primer orden, cuyas coordenadas del espacio
de configuraciones son &%, con a = 1,...,n, y su forma mas general es

L= A, (&) — H(¢). (2.4)

El primer sumando se conoce como la parte simpléctica del Lagrangiano y A,(§) como
la uno-forma candnica. Esta uno-forma tiene el caracter de un potencial vector para una
teorfa gauge abeliana, ya que hacer una transformacién A,(§) — A, (§) + 96/0£* anade una
derivada temporal total al Lagrangiano, por lo que la dindmica no cambia. Si se realiza una
transformada de Legendre a (2.4) se puede ver por qué se ha llamado —H () al segundo
sumando.

1 E] Routhiano consiste en eliminar solo algunas de las velocidades generalizadas en favor de los momentos
correspondientes mediante una transformada de Legendre.
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Al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a (2.4), se obtiene

: 0H
Ftb = —, 2.5
S dea (2.5)
donde F;, es la dos-forma simpléctica, y esta dada por
04, 0A,
F = — . 2.6
N TTNTS (2:6)

Es antisimétrica en sus indices, e invariante bajo una transformacién A, (&) — A, (§)+060/9¢".
Para poder despejar las derivadas temporales de las variables dindmicas en (2.5) es necesario
que Fy, sea invertible, es decir, no-singular. Como es antisimétrica, su dimension tiene que
ser par para que esto se cumpla'?.

Si resulta que F;, es singular, tendrda N modos-cero'® 2¢ (autovectores con autovalor 0)

indexados por I = 1,..., N, tal que 2¢F,, = 0, o matricialmente [z;][F.] = [0]1xn, donde [z}]
es un vector fila cuyas n componentes son z¢, [F.] es una matriz n X n cuyo elemento en la
fila a y columna b es Fyp, v [0]1x, €s un vector fila con n ceros. Cada modo cero esta asociado
a una ligadura del sistema €2; = 0, que se puede encontrar contrayendo (2.5) con z§:

oH

Q[:Z?a—ga =

0. (2.7)

El método de Faddeev y Jackiw consiste en “transportar” estas ligaduras €2; = 0, que apare-
cen de manera implicita en el Lagrangiano, a la parte simpléctica de este. Para ello, como viene
detallado en [9], se introducen las ligaduras Q; = 0 al Lagrangiano mediante multiplicadores
de Lagrange \!. Estas son las conocidas como relaciones de consistencia, que aseguran que las
ligaduras ©; = 0 se preserven a lo largo de la evolucién temporal. Introducir A’); al Lagran-
giano es equivalente!* a introducir A}, luego, si se considera a A! como una nueva variable
dindmica que extiende el espacio de configuraciones £* = (€4, M), a = 1,...,n+ N, la ligadu-
ra (7 entra en el Lagrangiano como parte de la uno-forma canénica extendida A/, = (A, Q7).
De esta forma, se obtiene un nuevo Lagrangiano

L' =L+ M, =A¢>—H(), (2.8)

del cual se puede obtener una nueva dos-forma simpléctica F;; aplicando (2.6) a la nueva

12 Fop = —Fya — det[F.] = det(—[F.]T) = (—1)"det[F..], donde n es la dimensién de la matriz. Si n es
impar, el Unico caso en el que se cumple la igualdad es si el determinante es nulo, es decir, si F;, es singular.

13 En funcién de la topologia de la variedad, el nimero de modos-cero puede variar de un punto a otro de la
misma, sin embargo, esta es una sutileza que no vamos a tratar.

14 Salvo una derivada total (que no influye a la dindmica) y un signo que se puede absorber redefiniendo el
multiplicador de Lagrange.

13



uno-forma candnica A/, que tendra nuevas componentes, y matricialmente resulta ser

[F'] = = [%} , (2.9)

[%? }T (0]

donde [0€2./0€] es una matriz n X N cuyo elemento en la fila a y columna I es 9§2;/0&.
Esta nueva dos-forma simpléctica da lugar a tres posibilidades:

a. La nueva dos-forma simpléctica F}; ya no es singular, luego existe F” % tal que
FIPF) = F/ F'Pe = 5015 (2.10)

Matricialmente [F'7] = [F']7!

b. F4 sigue siendo singular, pero no se pueden encontrar nuevas ligaduras, ya que la
expresion (2.7) se satisface idénticamente, es decir, se cancelan los términos. En este
caso, los modos-cero corresponden a generadores de simetrias gauge de la teoria, y
el procedimiento continua eligiendo una fijacién gauge e imponiéndola mediante un
multiplicador de Lagrange adicional, como se ha descrito previamente. Esta eleccion
tiene que ser tal que la nueva dos-forma simpléctica deje de ser singular.

c. La dos-forma simpléctica sigue siendo singular, y tras obtener sus modos-cero se pueden
encontrar més ligaduras mediante (2.7). En este caso, el procedimiento se repite hasta
que ocurra a. o b.

Una vez obtenida una dos-forma simpléctica no singular F;, se puede invertir en (2.5) para
encontrar las ecuaciones dinamicas

Fab 8_H

o = 55 (2.11)

El siguiente paso para cuantizar el sistema de forma candnica consiste en extraer de esta
ecuacion la expresién del corchete de la teoria, para después promoverlo al conmutador de
operadores. Comparando con (1.9), se ve que hay que tomar

{4, = F* — [¢, ¢ = inF™. (2.12)

Otra apreciacién que hace Jackiw [6] es que, debido al Teorema de Darboux, cualquier uno-
forma A, cuya dos-forma simpléctica Fy;, no sea singular (y por tanto de dimension 2n x 2n)

15 Esto implica que F’*? también es antisimétrica en sus indices.

14



se puede escribir localmente, mediante una transformacion de coordenadas £* — £%, como

1-~
A, = §§cha, (2.13)

0 _1n><n
1n><n 0
es Fyp = wa, v se relaciona con la anterior de la siguiente manera

donde [w.] = ( ) La dos-forma simpléctica correspondiente a esta uno-forma

oge e

o6 965 (2.14)

Fab = Wed

Dada la forma de wg,, las nuevas coordenadas é“ = (¢',p;) se conocen como coordenadas
canodnicas, ya que en estas coordenadas el Lagrangiano toma la forma'® L = p;¢" — H(q,p) y
sus ecuaciones del movimiento son exactamente las ecuaciones canénicas de Hamilton (1.5).
En ocasiones no es ficil encontrar la transformacién de coordenadas £ — (q', p;), aunque
Jackiw y B. Zwiebach dan un procedimiento para encontrarla en el apéndice de [6].

Sin embargo, como noté Toms [7], esta transformacién resulta 1til en el contexto del for-
malismo de integral de caminos [2, 10] aunque no sea conocida la forma explicita de la
transformacién. Esto se debe a que la medida de la integral de caminos puede ser escrita
como

dp = [ J1d€") = (H[dqio <H[dpi]> , (2.15)

a a

pero también se puede escribir como

a

dp = (H[dga]) J, (2.16)

donde J es el Jacobiano de la transformacion. Tomando el determinante de la expresion
(2.14), se obtiene det[F.] = J?, ya que det|w.] = 1. Por lo tanto, se puede escribir la medida
en las coordenadas originales, que resulta ser

dy = (H[dgﬂ) V/det[F.], (2.17)

a

y la funcién de particion de la integral de caminos toma la forma

Z = /duexp{z’/dtL} - / <ﬁ[d£“]> det[F] exp{z’/dt (Aa(g)fa —H(g))} (2.18)

16 Salvo una derivada total d(p;q*)/dt.
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2.2. Extension a teorias de campos

En teorfa de campos, el Lagrangiano de primer orden!” més general es

L@ﬂ:/d%Aw%%w—m& (2.19)

donde A,(x) es una funcién de los campos £* y sus derivadas espaciales 0;§* evaluados
en el punto espacial z y en un tiempo t. H[{] es el Hamiltoniano, cuya densidad no tiene
dependencia en las derivadas temporales de los campos.

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.17) al Lagrangiano (2.19), se obtiene

0L df oL \ _,
o¢e(x)  dt\ séa(x) )

/6Ab(x,)' / oH d / / no__
/ dNz 5%2(2) () — SEaa) %/ dNa' Ay (2626 (x,2") = 0

/ de,dAb(x/)éb<x,) dAu(z)  OH (2.20)
6¢e(x) it o&(x)
v (04 6Au) 4 . OH
/dz@ww ww»“m‘w@’
donde en el ultimo renglén se ha utilizado
dA.(v) OAL(T) 2y,
Tl S el (221)

Si se define la dos-forma simpléctica'® como

dA(2')  §A.(x)
F, N = — , 2.22
0 8) = See) ~ ae) 222
las ecuaciones de Euler-Lagrange para un Lagrangiano de primer orden en teoria de campos
se escriben de la siguiente manera

/ dN ' Fy(z, 2)Eb (') = 5;—?&3), (2.23)

que es la expresién equivalente a (2.5).

17 El orden de un Lagrangiano siempre hace referencia al orden de la derivada temporal.
18 La dos-forma simpléctica es antisimétrica, en el sentido de Fup(z,2') = —Fpo (2, ).
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La dos forma simpléctica puede ser invertible [11], existiendo F(x,2’) tal que

/ V' F(z, 2" ) Foo (2, y) = / dVa' Fo(z, o' F*(2,y) = 6% 6(x,y). (2.24)
En este caso, las ecuaciones de Euler-Lagrange se convierten en

. ! a / oH
§a($,t):/ dNIF b(l’,l’)m, (225)

y, comparando con (1.22), la manera en la que hay que tomar el corchete de la teoria es

{§a(x,t),§b(1:’,t)} = [z, 2'), (2.26)

con version cuantica

(€2, 1), (2, t)] = ih F*(z,2'). (2.27)

Sin embargo, al igual que en el caso discreto, puede ocurrir que la dos-forma simpléctica no
sea invertible. El procedimiento que hay que seguir para solucionar este asunto es equivalente:
encontrar los modos-cero de la dos-forma simpléctica, encontrar las ligaduras asociadas a ellos,
e introducirlas a la parte simpléctica del Lagrangiano mediante multiplicadores de Lagrange
(que ahora serdn campos).

Los modos-cero z¢(x), que cumplen

/ dNx 25 (x) Fop(z, ") = 0, (2.28)
pueden implicar la existencia de ligaduras

/ dNx Qr(x) :/ dez?(x)% =0, (2.29)

que se introducirian al nuevo Lagrangiano mediante multiplicadores de Lagrange, tal que el
nuevo Lagrangiano es

L'=L+ / dN e N (2)Q (). (2.30)
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3. Aplicacion del método a varios ejemplos

En esta seccion se recogen y desarrollan detalladamente ejemplos de Lagrangianos singulares
tratados con el método de Faddeev y Jackiw. En primer lugar, los Lagrangianos son escritos
en primer orden siguiendo el procedimiento explicado en la seccién 2., para posteriormente
encontrar las ligaduras del sistema analizando la invertibilidad de la dos-forma simpléctica.
Tras esto, en los casos posibles, se obtienen las ecuaciones dinamicas y se escriben en su forma
Hamiltoniana mediante el cambio de variables que convierte las coordenadas en canonicas.

El ejemplo 3.1.1. es un sistema gauge, correspondiente al caso b. de la seccién 2.1., analizado
con todo detalle haciendo énfasis en su caracter gauge.

El ejemplo 3.1.2. corresponde al caso a., lo que da lugar a un sistema invertible para el que se
pueden hallar las reglas de conmutacion. Ademaés, se obtiene de manera explicita el cambio
de coordenadas que lleva a las coordenadas canodnicas.

En el ejemplo 3.1.3. se construye un Lagrangiano de primer orden a partir de un sistema
de ecuaciones diferenciales de segundo orden, para el cual no existe Lagrangiano de segundo
orden. Esta construccion se realiza analizando las ecuaciones diferenciales e interpretandolas
fisicamente.

Por 1ltimo, en la subseccion 3.2. se describe cualitativamente la aplicaciéon del formalismo
de Faddeev y Jackiw para un ejemplo de campos y se calculan las relaciones de conmutacion
para estos.

3.1. Sistemas de mecanica clasica
3.1.1. Ejemplo gauge

Consideremos el siguiente Lagrangiano

Sus ecuaciones de FEuler-Lagrange son

d
—(i—y)=0 — i—y=0

dt (3.2)

I'—yzo,

cuya solucién es



es decir, hay una libertad gauge de elegir cualquier funcién ¢(t).

El Lagrangiano (3.1) es claramente singular, ya que no es posible definir un momento conju-
gado a la coordenada generalizada y al no aparecer 3. Esto hace que no pueda obtenerse un
Hamiltoniano de forma directa.

Como la velocidad generalizada de la coordenada x aparece al cuadrado, para poder aplicar
el formalismo de Faddeev y Jackiw, es necesario convertir el Lagrangiano en uno de primer
orden de la manera explicada al principio de la seccion 2. Para ello, se introduce como nueva
coordenada el momento conjugado a x

oL
P=5 y p+y (3.5)
Con esto, se puede hacer una transformada de Legendre cambiando tinicamente la variable
% en funcion de p, y se obtiene el Routhiano

1

. 1
R=ip—L,=(p+vy)p— §p2 = §p2 + yp. (3.6)

El ultimo paso para hallar el Lagrangiano de primer orden, cuyo espacio de configuraciones
viene dado por % = (z,y,p), es

. 1
L:px—R:pw—§p2—yp. (3.7)

Se puede comprobar que las ecuaciones de movimiento son equivalentes a las de (3.1).

Como la coordenada y aparece inicamente de forma lineal en (3.7), es una variable auxiliar
que fuerza la ligadura p = 0, es decir, actia como un multiplicador de Lagrange. Por tanto,
se puede “transportar” a la parte simpléctica renombrando y — A y extendiendo el espacio
de configuraciones con la nueva coordenada A, de modo que el Lagrangiano queda

L 1
L = pi = Ap— 51", (3.8)

con £* = (z,\,p), Au = (p, —p,0) y el Hamiltoniano inicamente

1
H= 5p?. (3.9)

De nuevo, las ecuaciones de movimiento de (3.8), junto con la ligadura p = 0, son las mismas
que las de (3.1).

Con la ordenacién anterior £* = (z, A, p) la forma simpléctica correspondiente a (3.8) tiene
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la matriz de componentes

0
[F]=10 1|, (3.10)
1

y tiene un modo cero dado por z* = (1, 1,0). La ligadura asociada a este modo cero se calcula
como

Q:z“a—H:(l 1 0)

5 (3.11)

= oo
Il
o

El hecho de que sea idénticamente cero implica que el Lagrangiano sigue siendo singular a
pesar de no haber nuevas ligaduras, por lo que la teoria tiene una simetria gauge. El modo
cero z* = (1,1,0) corresponde a la transformacién gauge infinitesimal que deja invariante el
Lagrangiano (3.1):

dxr = €(t)
AN=e(t) = o\ = d;—(tt) = oy = de_(t) (3.12)

Veamos de dénde puede surgir el Lagrangiano (3.1). Si se parte del Lagrangiano de una
particula libre en una dimensién L = 3%/2, este tiene una simetria global de traslacién, es
decir, x — 2’ = = + ¢, donde € es una constante. Expresando la coordenada x en un vector
columna x, utilizando un 1 auxiliar,

el generador de la transformacion resulta ser

G = (8 B’) : (3.13)

y la transformacién esta dada por la exponencial del generador, utilizando € como parametro

T = exp(icG) = ((1) i) (3.14)

Podemos, entonces, escribir la transformacién de simetria global como x’ = Tx, que implica
2’ = x + €. Para hacer que esta simetria global sea local, es decir, dependa del tiempo, es
necesario introducir una derivada covariante D;. Esta derivada covariante involucra, ademas
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de la derivada ordinaria 0;, a una nueva variable gauge, que vive en el algebra del grupo de
simetria. En este caso, el dlgebra del grupo afin estd dado por un unico generador (3.13), de
modo que, usando la variable y, la derivada covariante es

: o —

Esta nueva variable también se va a transformar al hacer una transformacion local (o gauge),
y lo tiene que hacer tal que

DX = T(#)Dix — (8, — iy G)T(t)x = T(t) (3, — iyG)x —>

O —y'\ [z+et)\ (1 €t)\ (0 —vy)\ (x . T+Et)—y\  [(T—y
0 o 1 ~\0 1 0 O 1 0 N 0 ’
por lo tanto se obtiene que la variable gauge y tiene que cambiar y — ' = y + de(t)/dt,

que es lo obtenido en (3.12). Si se sustituye la derivada ordinaria por la derivada covariante
(3.15) en el Lagrangiano de la particula libre unidimensional, este resulta

L= L(Dx)" (D) = (04 — )" (3.16)

que es (3.1).

3.1.2. Buen sistema Hamiltoniano
Analicemos ahora el siguiente Lagrangiano singular

1 1 1
L, = —i?+ 2%y — =2%y. 3.17
s = 58+ 5T - Sty (3.17)

De nuevo, para escribirlo como un Lagrangiano de primer orden, es necesario anadir una
nueva coordenada

oL
= _— =1 3.18
p=- =1 (3.18)
tal que el Routhiano es
1 1 1
=aip— L, = —p* — =22y + —2? 3.19
R=1ip 5P 5% U+ 52 Y ( )

y el Lagrangiano de primer orden asociado, cuyo espacio de configuraciones esta dado por
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£ = (z,y,p), es

1 1 1
L=ip— R=dp+ =2y — =p* — =2*y. (3.20)
2 2 2
La uno-forma canénica de este Lagrangiano tiene las componentes A, = (p,z%/2,0), y el
Hamiltoniano es

1 1
H = —p>+ —2%y. 3.21
5P T3y (3.21)

Las componentes de la dos-forma simpléctica se recogen en la siguiente matriz

0 z -1
[F]=|(-2x 0 0 ]. (3.22)
1 0 0

Como la dimensién es impar, es singular, y tiene un modo cero z* = (0,1, ) que da cuenta
de la ligadura

H AR
0= zaa— =0 1 2)|32°| =z2®+pz=0. (3.23)
g ) 2

Se introduce esta ligadura en la parte simpléctica del Lagrangiano, extendiendo el espacio de
configuraciones con la coordenada A, de modo que el nuevo Lagrangiano es

(1 1 (1 1 1
L'=L+\ (5332 + px) = ip+ 53:23; + A (53:2 —1—p;1:> — Epz — §x2y (3.24)

La nueva dos-forma simpléctica resulta ser

T+p 0 r —1 x+p
"o [F] 0 B —x 0 0 0
[F] = . = ) 0o 0 . | (3.25)
—(x+p) 0 —z| O —(z+p) 0 —z 0
con det[F’] = z*, luego ya no es singular (salvo en = 0), por lo que tiene una inversa
0 —1/z 0 0
_ . 1/x 0 —(z +p)/z* —1/2?
-1 — A -
[F] 7 = [F"] 0 (x+p)z? N ) (3.26)
0 1/x? 1/x 0
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Entonces, se pueden escribir las ecuaciones de movimiento como

iy 0 —1/x 0 0 Yy
gyl _|1V= 0 —(z+p)/a® —1/2? x?/2 _
p 0 (9c+p)2/:1:2 0 —1/x p
A 0 1/x 1/x 0 0 (3.27)
—x/2
_|y-p/z—p* -2
(z +p)/2 ’
1/2+p/z

que son, junto con la ligadura x?/2 + pr = 0, las mismas ecuaciones de movimiento que las
de (3.17). Al cuantizar el sistema, las reglas de conmutacién que se obtienen son

[€2,€") = ihF™, (3.28)

donde F% son las componentes de (3.26). Por ejemplo

ih ih(z +p)

@yl =—— lypl =~ (3.29)

22
Estas coordenadas & = (z,y,p,A) no son muy cémodas a la hora de cuantizar, ya que
las relaciones de conmutacion que surgen son bastante complicadas. Fijandonos en la parte
simpléctica de (3.24), vemos que se puede escribir como

: 1 (1 d (1 (1
ALE = gp+ 51;2@ + A (5902 + pm) =i(p—zy) + 7 (§x2y) + A (§x2 + px) . (3.30)

donde la derivada total se puede ignorar, ya que no afecta a las ecuaciones dindmicas. Si
hacemos un cambio de coordenadas £ = (x,y, p, \) — £* = (u, v, py, p,) dado por

U=z (3.31)

v=A (3.32)
1

Dy = 51:2 + xp, (3.34)

la parte simpléctica toma la forma canénica A/ '* = A,£* = up, + Up,, luego las relaciones
de conmutacion para estas nuevas coordenadas son las canénicas

[u, pu] = [v,p,] =ik , el resto son cero. (3.35)
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En estas nuevas coordenadas, el Hamiltoniano (3.21) es'?

1p2 1 1
H (0, pu, Do) = 55 — <u? — ~upy, 3.36

(0, pus o) = 575 gU — Gup (3.36)

y vemos que la singularidad que tenia la dos-forma simpléctica en x = 0 se traduce en una

singularidad en v = 0 del Hamiltoniano.

3.1.3. Hojman-Urrutia

Hay casos en los que la construccion del Lagrangiano de un sistema no consiste en escribir la
diferencia entre la energia cinética y la potencial, sino que se parte de las ecuaciones dinamicas
y se intenta construir un Lagrangiano cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange las reproduzca. Sin
embargo, estd demostrado [12] que hay sistemas de dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden que no son extremales, es decir, no hay un Lagrangiano para estos sistemas.

Hojman y Urrutia [13] proponen un método sistematico para construir Lagrangianos de
primer orden dados estos sistemas, con intencién de poder cuantizarlos (ellos usan el método
de Dirac). En la seccién 5 de dicho articulo aparece, como ejemplo de esto, el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales

i+y=0 , {+y=0, (3.37)

que se puede escribir como un sistema de cuatro ecuaciones de primer orden

T=p , Y=g,

. ! (3.38)

En este caso, no es necesario utilizar el procedimiento de Hojman-Urrutia, ya que no resulta
complicado identificar los grados de libertad elementales utilizando intuicion fisica.

La pareja (y, q) describe claramente un oscilador arménico, cuyo Lagrangiano de primer orden
se puede escribir como

o1 1
Loa=qy— =y — =¢".

S (3.39)

Por otro lado, la combinacién s = 2 — ¢ describe una particula libre?® con Lagrangiano de
primer orden

1
LPL::rs-gr{ (3.40)

19°A la hora de cuantizar, serfa necesario simetrizar el tltimo término para que sea hermitico: up,/2 —

(upy, + puu)/4.

N§=i—j=p+y=—q+q=0
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donde r es el momento conjugado a s. Al tratarse de una particula libre, el momento sera la
derivada temporal de la coordenada s, es decir r = § = & — ¢ = p + y. Expresando la suma
de (3.39) y (3.40) en funcién de x,y,p y ¢, se obtiene

1

L=+ (p+9)E— ) = 50+ ) = 507 + ) (3.41)

Con &* = (z,9,p0,q) v Aa = (p+v,4,0, —p — y), la dos-forma simpléctica es

0 -1 -1 0
1 0 0 =2
[F.] = 1 0 o -1l (3.42)
0o 2 1 0
que no es singular, y tiene como inversa
0 -1 2 0
1 |1 0 0 1
FEI=FT= 5 ¢ o _1 (3.43)
0O -1 1 0
Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento estan dadas por
x 0 -1 2 0 0 D
Y 10 0 1 2y+p q
P -2 0 0 -1 y+p —q (344)
q 0 -1 1 0 q Y

En este caso, no resulta complicado encontrar el cambio de coordenadas que convierte la
dos-forma en su versién candnica. De hecho, son las coordenadas que hemos utilizado para
justificar la forma del Lagrangiano, es decir, un oscilador arménico simple y una particula
libre. El cambio de coordenadas &% — f" esta dado por

S 1 00 -1 x
yl 010 O Y
Pl T ot o]l (3.45)
q 000 1/ \4g
con lo que el Lagrangiano (3.41) toma la forma
. . 1 2 2 2 . .
L=rs+qy—=-(r*+y"+q¢)=rs+qy— H. (3.46)

2
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Con esto, las ecuaciones de movimiento son Hamiltonianas, es decir,

* 0OH
£ = W —, (3.47)
ogb
con
0 0 10
. 0 0 01
W] = 1 0 00 (3.48)
0 -1 0 0
Ademas, estas nuevas coordenadas cumplen las reglas de conmutacién canénicas
€0, 8) = it (3.49)

Este es un ejemplo simplificado, cuyo objetivo es hacer ver que no todos los sistemas simples
tienen Lagrangiano o Hamiltoniano a primera vista, y que el uso de Lagrangianos de primer
orden permite tratar estos sistemas mediante el método de Faddeev y Jackiw.

3.2. Ejemplo de campos

Tras haber analizado con detalle varios ejemplos mecanicos, pasamos a estudiar un ejemplo
de teoria de campos. En particular, se trata de un sistema para el cual el limite sin masa da
lugar a una simetria gauge de tipo U(1).

3.2.1. Campo de Schrodinger acoplado a un campo vectorial

En las secciones III. B y C del articulo [7], Toms aplica el procedimiento de Faddeev-Jackiw a
un campo de Schrodinger ¥ acoplado a un campo vectorial B, masivo, cuyo campo de fuerzas
es W, = 0,B, — 0,B,. Ademas, se define la derivada covariante D, = 0, + teB,, y se usa
la métrica del espaciotiempo de Minkowski (N + 1)-dimensional con signatura (—, 4+, ..., +).
Con estas consideraciones, la densidad Lagrangiana viene dada por

' 1
L=1 (\I/TDO\II - (DO\I;)T\IJ) — DV (DY) - vuter
_ZWMVW;LV - §m BMBM,

donde todos los campos estan evaluados en un punto espacial x a un tiempo t. El hecho de
que las derivadas temporales y espaciales del campo ¥ aparezcan con distinto orden justifica
por qué se trata de un campo de Schrodinger y no de Dirac.
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El primer paso para aplicar el formalismo de Faddeev y Jackiw es escribir la densidad La-
grangiana en primer orden. La parte que involucra al campo de Schrodinger ya esta en primer
orden, pero este no es el caso para las componentes espaciales B; del campo vectorial, luego
es necesario introducir nuevos campos, i.e. sus momentos canénicos conjugados

L
- 0Bi(2)

7 (z) = Bi(x) — 9'By(x). (3.51)

Tras escribir la densidad Lagrangiana en primer orden e introducir la ligadura

Opm™ +m2By — eWW = 0, (3.52)

a la parte simpléctica mediante la extension del espacio de configuraciones con el campo A,
las coordenadas generalizadas son £% = (U, W', B; 7%, By, \). La dos-forma simpléctica ya no
es singular, por lo que todos los campos tendran una evolucién bien determinada, es decir,
el sistema no es gauge.

Cuando el potencial vector no tiene masa (m? = 0), desarrollando el término W,
se puede ver que la variable By aparece tinicamente multiplicando a (9ym* — e¥TW) en la
densidad Lagrangiana (3.50). Esto significa que actiia como una variable auxiliar que fuerza
la ligadura?! 9,7" — eW W = 0, o lo que es lo mismo, un multiplicador de Lagrange. Resulta
que la dos-forma simpléctica que se obtiene tras escribir la densidad Lagrangiana (3.50) en
primer orden se mantiene singular sin encontrar nuevas ligaduras cuando m? = 0. De hecho,
el modo cero que surge ¢ = (—ieWh,ieVid, 9;0,0,0) es precisamente una transformacién

gauge infinitesimal, que de forma finita es

|
Tl — eefgf (3.53)

Esto es una manifestacién de simetria gauge. Para eliminar esta redundancia, Toms elige el
gauge de Coulomb 9*B;, = 0, y lo afiade a la parte simpléctica mediante un nuevo campo A, tal

que £ = (U, U1, B;, 7", By, \) y Aq = (30T, =10, 7%, 9y — eWTWT 0¥ By). Las componentes

21 Esta ligadura no es mas que la ley de Gauss para el campo 7°, donde la densidad de carga estd dada por
e|¥|2. Como se puede ver en (3.51), si B,, es el potencial vector electromagnético, m* seria la componente
1 del campo eléctrico.
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de la nueva dos-forma simpléctica no singular son

0 —i 0 0 —e¥i(z)) 0

i 0 0 0 —e¥(2) O

, 0 o 0 —& 0 &
NE e I A AN Py

eVi(z) e¥(z) 0 -0, 0 0

0 0 -0 0 0 0

Para hacer referencia a una componente (o conjunto de componentes) en particular, tanto de
la uno-forma como de la dos-forma, conviene utilizar las propias coordenadas como subindices.
Como ejemplo de cédlculo y notacion,

Py (o) — %i ')) - Sn)

= /de §(x — ') 0"By(x ') m'(z)) = (3.55)

dB;(x)
)

et ) o))

Toms centra su analisis en aplicar el método de Faddeev-Jackiw al formalismo de integral
de caminos, por lo que calcula el determinante de la dos-forma simpléctica para hallar la
medida. Si se quisiera seguir el procedimiento canénico, para encontrar los corchetes (o reglas
de conmutacién) de la teorfa es necesario encontrar la inversa de la dos-forma, que cumple

/ A2 F(x, 2" ) Fye(2,y) = 6% 6(x — ). (3.56)

Como F®(x, ') tiene que ser antisimétrica, en el sentido F(x, z') = —F*(2’, x), se propone

— I, —q - L . .
[F(Qj) Qj/>] = b-]' g]' _O . p,] q] r]' .24 (357)

29 =0/02".
23 Cada componente de la matriz actua sobre §(z — z').
M a=a(x,2") y a =a(2',z). Similar para el resto de componentes.
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Ademés, se usa?®

2 1 VIR i 1 __(x_$,)i
V(47r|:zc—x’|>_ dle—z) v a<|;E—33’|>_ |z —2/°

Dentro del operador Laplaciano se podria anadir otra funcién w(z, 2') tal que V2w(z, 2') = 0.
Sin embargo, la tnica funciéon que cumple esa condicién y decrece con suficiente rapidez en
el infinito es w(z, 2") = 0. Se pueden aplicar argumentos similares para la segunda identidad.
Con estas consideraciones, las componentes de la inversa de la dos-forma simpléctica resulta

ser?6

[F(z,2)] =
0 iV? 0 —ieW(z)d" 0 —ieV(z)
—iV'? 0 0 e (x)d! 0 dell(x)
_ 0 0 0 —0!V?+0'9; 0 o) y
ieW(2)d  —ieWt(x)d'7 §IV'2 — 90 0 o 0 (3.58)
0 0 0 -0 0 1
ieW (') —ieWT(2)) —0| 0 -1 0
1
X —7
At|x — 2|
de cuyas componentes se puede inferir el corchete de la teoria segin
{5“(35, t), € (a, t)} = F(z,1"). (3.59)
Como caso de particular interés,
. ; . ) 1
B;mJ _ iy 72 % _
{Bi(.ilﬁ,t),'/rj(x/’t)} =F (513,1’/) — (—5jv +88]) (m) =
(3.60)

) / % 1 7 ! i o/ 1
= 818(x — a') + 80, <—> = §i8(x —a') — 9O (—)

Atz — 2| Am|z — o]

que es el mismo resultado obtenido, por ejemplo, en la seccién 11.3 de [2] utilizando el método
de Dirac.

25 Restringiéndonos a N = 3.
26 Hay que entender la matriz como un operador diferencial que actiia sobre (47|z — z'|) 1.
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4. Conclusiones

Como se ha podido comprobar en comparacién con el método de Dirac, el método de Faddeev
y Jackiw resulta més simple a la hora de tratar Lagrangianos singulares, en especial de primer
orden. No requiere de una clasificacion de ligaduras, ni de la nocion de igualdades débiles
o fuertes. Todas las ligaduras se tratan por igual, y la clasificacion de los distintos tipos de
sistemas se hace en funcién tinicamente de la invertibilidad de la dos-forma simpléctica.

Otra diferencia clave es que el método de Dirac es un método Hamiltoniano, mientras que el
de Faddeev y Jackiw es Lagrangiano. En este contexto, Jackiw rechaza la idea de considerar
los sistemas de primer orden como singulares o ligados, ya que esta nociéon de “singular”
aparece al intentar obtener el Hamiltoniano mediante una transformada de Legendre, cosa
que no se realiza en su formalismo. De hecho, los Lagrangianos que surgen a la hora de
describir grados de libertad fermiénicos son de primer orden de forma natural, como por
ejemplo el Lagrangiano de la Ecuacion de Schrodinger o de Dirac, y Jackiw considera que
caracterizar estos sistemas como singulares o ligados carece de sentido fisico.

En el pasado, la buisqueda de alternativas para cuantizar sistemas con ligaduras estuvo moti-
vada por la utilizacion de teorias gauge para describir la fisica en el contexto de altas energias,
o en propuestas para gravedad cuantica. Sin embargo, cada vez son mas los sistemas cuanticos
para los que se utiliza este tipo de teorias, como, por ejemplo, sistemas de materia conden-
sada. Otra situacion en la que se pueden incorporar estos métodos es en la descripciéon de
sistemas cuanticos macroscopicos, como en los circuitos superconductores, fundamentales hoy
en dia en la construccién de ordenadores cuanticos.

Por todos estos motivos, el estudio realizado en este trabajo de fin de grado ha servido para
adquirir familiaridad con estas técnicas, con la disposicion de aplicarlas a sistemas fisicos
de interés tecnolégico. Aparte de recopilar informacién bibliografica con el fin de hacer este
trabajo lo mas autocontenido posible, se han realizado calculos originales. Por ejemplo, se ha
presentado un procedimiento sistematico y general para escribir Lagrangianos en su forma
de primer orden, que no aparece de manera explicita en la literatura. Se han traducido paso
a paso las ecuaciones mecdnicas del método de Faddeev y Jackiw a su versiéon de campos,
utilizando la derivada funcional. Ademaés, se han resuelto de manera integra algunos ejemplos,
profundizando més que en la bibliografia y calculando las coordenadas canénicas en los casos
pertinentes. Por ltimo, se ha realizado el calculo de las relaciones de conmutacion para el
sistema Schrodinger-potencial vector, invirtiendo la dos-forma simpléctica.
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