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RESUMEN

En el presente trabajo se estudia el problema de particionamiento de
hipergrafos en un numero fijo de componentes. Los hipergrafos son la
generalizacion de los grafos donde, en lugar de aristas, cada hiperarista
puede conectar dos o mas vértices. Dado un hipergrafo H = (V, F) se
busca dividir su conjunto de vértices en k£ componentes disjuntas tal
que cada vértice esté cubierto unicamente por hiperaristas contenidas
completamente en alguna componente, a la vez que se minimiza el
costo total de estas hiperaristas. Se proponen varias formulaciones de
Programacion Entera para los problemas de k-equiparticionamiento,
particionamiento de tamano minimo, particionamiento balanceado y
k-equiparticionamiento en hiperarboles lineales. Ademas, se presentan
algunos tipos de desigualdades validas a ser implementadas en las
diferentes formulaciones. Finalmente, se discuten los resultados
computacionales realizadas en las diferentes formulaciones para

distintas instancias.

Palabras clave: particionamiento de hipergrafos,equiparticionamiento,

desigualdades validas, programacion entera.
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ABSTRACT

In this paper the partitioning hypergraph problem in a fixed number of
components is studied. Hypergraphs are the generalization of graphs
where, unlike edges, each hyperedge can connect two or more vertices.
Given a hypergraph H = (V,E) we seek to partition its vertex set into
k disjoint components such that each vertice is covered by hyperedges
completly contained in some component, while minimizing the cost
of these hyperedges. Several Integer Programming formulations are
proposed for the k-way equipartitioning, minimum size partitioning,
balanced partitioning, and k-way equipartitioning in linear hyper-trees.
Moreover, some types of valid inequalities are demonstrated and
implemented for the different formulations. Finally, the computational
results performed on the different formulations for different instances

are discussed.

Keywords: hyperpgraph partitioning, k-way partitioning, valid

inequalities, integer programming.
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Capitulo 1

Introduccion

Los hipergrafos son la generalizacion de los grafos en donde, a
diferencia de las aristas, cada hiperarista del hipergrafo puede conectar
dos o mas vértices. El estudio de los hipergrafos se remonta a la década
de los 60’s [5], desde entonces, su estudio al igual que sus aplicaciones
han tenido cada vez mayor relevancia en diferentes areas. Uno de los
motivos principales de este crecimiento se debe a la mayor capacidad
de las hiperaristas de representar conectividad entre elementos y como
consecuencia algunos problemas inviables en grafos resultan factibles

en hipergrafos [3].

El problema de particionamiento de hipergrafos busca dividir al
conjunto de vértices en subconjuntos disjuntos, normalmente sujetos
a restricciones de balanceo. Este problema tiene un amplio numero
de aplicaciones en diferentes areas. En disefio de circuitos integrados
(VLSI) [14], el particionamiento ayuda a optimizar la distribucion
de los componentes para mejorar rendimientos y reducir costos de
produccion; en clasificacion de datos [16] mejora el agrupamiento de
datos (clustering) a través de algoritmos eficientes de clasificacion;
en computacion cientifica [1] acelera operaciones matriciales a gran
escala y en redes sociales [6] ayuda a balancear el manejo de datos.
Adicionalmente, se puede generalizar el problema de particionamiento
de grafos, el cual es un problema de la clase NP-hard [1 1] y decir que su

extension a hipergrafos es también un problema NP-hard.
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El estudio del particionamiento de hipergrafos se remonta a la
década de los 70’s con la busqueda de particionamientos de circuitos
eléctricos que minimicen el namero de conexiones entre elementos de
diferentes subcircuitos. En [21], los autores explican que la estructura
de grafos (conexion elemento-elemento) no representa adecuadamente
las interconexiones en los circuitos eléctricos por lo que plantean
un modelo que representa los circuitos a través de hiperaristas
(descritas bajo el concepto de nets) y un algoritmo de particionamiento
basado en el algoritmo de Kernighan-Linn. Alia and Maestrini [2] y
Lawler [17] plantean la busqueda de particionamientos oOptimos a
través de la busqueda de subconjuntos de vértices que estan mas
fuertemente relacionados entre ellos que con los vértices de su conjunto

complementario, conocidos como conjuntos LS (Largest strong set).

El desarrollo de técnicas heuristicas para el problema de
particionamiento ha sido ampliamente tratado en la literatura, en
[16] se reportan varios de estos desarrollos entre los que se encuentran
el algoritmo de Fiduccia—Mattheyses [9], recocido simulado, busqueda
tabu, métodos multinivel, entre otros. Ademas, en la literatura se
puede encontrar diversas variantes del problema de particionamiento
de hipergrafos. En [13] se estudia el problema del particionamiento
balanceado de hipergrafos donde se presenta una mejora basada en
flujos al esquema KaHyPar-MF. Frank et al. [10] presentan el problema
de descomposicion de un hipergrafo en k£ subhipergrafos generadores,
el cual se demuestra que es un problema NP completo para enteros
k> 2. Asi también, técnicas espectrales han sido utilizadas en el
particionamiento de hipergrafos, Saito and Herbster [20] proponen un
esquema general para una clase abstracta de matrices Laplacianas de un
hipegrafo (p-Laplacianas) y un novedoso algoritmo de particionamiento

de hipergrafos para su matriz p-Laplaciana generalizada.

Catalytrek et al. [6] realizaron una recopilacion de los avances
mas recientes en el particionamiento de grafos e hipergrafos, donde
se enfoca el desarrollo y mejora de las técnicas para su resolucion
como son métodos multinivel, metaheuristicas y métodos paralelos,
con aplicaciones en redes neuronales, procesamiento en paralelo o

segmentacion de imagenes, tal como presenta Dai and Gao [8].

2



En el presente trabajo el objetivo del problema de particionamiento es
dividir el conjunto de vértices en un numero fijo de componentes, tal que
cada vértice esté cubierto exclusivamente por hiperaristas cuyos nodos
se encuentren en la misma componente, y que se minimice el costo total
de las hiperaristas contenidas en cada componente. Se han desarrollado
formulaciones enteras para los problemas de k-equiparticionamiento,
particionamiento con restriccion de tamano minimo, particionamiento

balanceado y k-equiparticionamiento en hiperarboles lineales.

El documento esta constituido de 4 partes principales: en el
Capitulo 2 se incluyen las definiciones y notaciones sobre hipergrafos
a ser utilizadas en el desarrollo del trabajo y se realiza una revision
bibliografica de la metodologia utilizada en la Programacion Entera y
Programacion Entera Mixta, en el Capitulo 3 se plantean las variantes
del problema de particionamiento de hipergrafos y se presentan
las formulaciones de los diferentes problemas, en el Capitulo 4 se
discuten los resultados de las pruebas computacionales de los modelos
propuestos para diferentes instancias de hipergrafos y las diferentes
implementaciones de mejora, por ultimo en el Capitulo 5 se presentan

las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Definiciones y Notacion

En este capitulo se presentan las definiciones basicas y la notacion de
hipergrafos que seran utilizadas en el presente trabajo. Para un numero
n € N, el conjunto {1,2,...,n} se notara por [n].

Definicion 2.1. Un hipergrafo es unpar H = (V, E) donde, V = {1,2,...,n}
es el conjunto de vértices y £ = {ey,es,...,en,} el conjunto de hiperaristas
tal quee; C V para todoe; € E.

En la Figura 2.1 se presenta un ejemplo de hipergrafo.

Figura 2.1: Ejemplo de hipergrafo.

Definicion 2.2. Sea el vérticei € V,

E(i)| es la cardinalidad de i, donde
E(i) = {e € E :i € e} es el conjunto de hiperaristas que contienen al vértice
i. La cardinalidad de i también se conoce como el grado del nodo i.
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Definicion 2.3. Sea la hiperarista ¢ €¢ F y V(e) = {veV:vee} el
V(e)| o
simplemente |e| representa el tamano de la hiperarista e. Ademds, para

conjunto de vértices que pertenecen a la hiperarista e. Entonces,

un subconjunto S C E, se define V(S) = U.esV (e;) como el conjunto de

vértices contenidos en las hiperaristas de S.

Definicion 2.4. Sean los nodos a,b € V, un camino es una sucesion de
hiperaristas (e, ...,e,) talquea € e, b€ e, Yer1[\ee # 0 paral =2,....q.
Un ciclo es un camino con g > 2 endonde a = b.

2.0.1. Tipos de Hipergrafos

Al hipergrafo H = (V, E), se lo conoce como:

» Vacio, siV =0y E = 0.
» Trivial, siV #0y E = (.

= Simple, si no contiene hiperaristas repetidas, es decir, ¢; C ¢; siy

solo sii=j.

= Conexo, si para todo par de vértices i,j € V existe un camino de i a
j.

» Lineal, si es simpley |e; Ne;| <1 para todo e;,e; € Ey i #j.

» [-regular, cuando todos los vértices son de grado k.

= r-uniforme, cuando todas las hiperaristas son de cardinalidad r.

Definicion 2.5. Un vértice i € V es una hoja si esta contenido en una tinica
hiperarista e € E. Es decir, E(i) = {e} para algtine € E.

Definiciéon 2.6. Un hiperarbol es un hipergrafo conexo que no contiene
ciclos.

En la Figura 2.2 se representa un hiperarbol. Ademas, las hiperaristas
e1, e3 son hojas del hipearbol.



Figura 2.2: Ejemplo de hiperarbol.

2.0.2. Matrices de Hipergrafos
Para un hipergrafo H = (V, F).

1. Matriz de incidencia: es la matriz A € R™*™ tal que

1 ,siie€ €; .
a; 5 = . ,VZGMV€]GE
0 ,caso contrario

2. Matriz de adyacencia: es la matriz cuadrada B € R"*" tal que

bey={e €Lz ycel Vo,yeV, z#y

y b, = 0. Es decir, muestra el numero de hiperaristas que contienen

a ambos vértices z, y.

2.0.3. Grafos asociados a un hipergrafo

Al poder representar un hipergrafo a través de la estructura de grafos
se abre la posibilidad de analizar y resolver problemas de hipergrafos con
meétodos utilizados en grafos. A continuacion, se presentan dos tipos de

grafos asociados a los hipergrafos.

Definicion 2.7. El grafo de interseccion asociado a un hipergrafo H =
(V.E)eselgrafoG = (V' E'), talque V' = Ey E ={i,j 1 e;,e; € E,e;Ne; #
0}.



Figura 2.3: Hipergrafo y su grafo de interseccion asociado.

Definicion 2.8. El grafo de incidencia asociado a un hipergrafo H = (V, E)
es el grafo bipartito G = (VUE,E'), talque E' :={i,j:i € V,e; € E,i € ¢;}.

Figura 2.4: Hipergrafo y su grafo de incidencia asociado.

2.1. Métodos Exactos

2.1.1. Programacion Lineal Entera

En un Programa Lineal (LP) se busca encontrar los valores de variables
continuas (z1, xe, . . ., z,) que minimicen o maximicen una funcién objetivo
lineal z, a la vez que satisfacen un conjunto de restricciones lineales. Un
Programa Lineal Entero (IP) se diferencia de un Programa Lineal en que
los valores de sus variables deben ser enteros y se lo puede expresar de

la siguiente forma:

mixz =c¢ x



sujeto a:
Az <b

z ez

donde A es una matriz real de n x m, b € R™ y ¢ € R". Ademas, dado que
un problema de programacion lineal entera es de la clase NP-hard [19],

su dificultad es mucho mayor que la de un Programa Lineal.

Cuando un Programa Lineal Entero esta conformado tanto por
variables enteras como continuas, se lo conoce como un Programa Lineal
Entero Mixto (MIP). En un Programa Lineal Entero, si no se considera
la restriccion de integralidad de sus variables obtenemos la relajacion
lineal del programa entero. De la resolucion de esta relajacion lineal (por
ejemplo, con el método simplex) se obtiene informacion sobre cotas para
el valor 6ptimo de la funcién objetivo y/o soluciones factibles, que puede

ayudar en la resolucion del IP.

En el siguiente ejemplo se muestra un Programa Lineal Entero en dos

dimensiones y su relajacion lineal:

Figura 2.5: Ejemplo de programa lineal entero.

En la Figura 2.5 las soluciones factibles del programa entero se
representan con los puntos en color rojo, la solucion optima del IP
es el punto en color verde, el area sombreada representa la region de
soluciones factibles de la relajacion del IP y la solucion optima de la
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relajacion es el punto en color azul (la cual difiere de la soluciéon 6ptima

del programa entero).

Para la resolucion de los programas lineales enteros se cuenta con
algunas técnicas, de las cuales la mas utilizada es el método Branch &
Cut. Este método, a su vez, combina las técnicas de planos cortantes y
Branch & Bound.

2.1.2. Planos Cortantes

La idea principal de este método es reducir el tamano de la region
factible de la relajacion lineal de un programa entero a través de la
inclusion de nuevas restricciones que eliminen parte de las soluciones
factibles de la relajacion lineal y sin excluir ninguna de las soluciones
factibles del IP. El procedimiento de este método sigue los siguientes
pasos principales: resolver la relajacion del programa entero, si la
solucion optima de la relajacion lineal es una solucion entera se resolvio
el IP. Caso contrario, se anade una restriccion lineal a la relajacion lineal

anterior y se repite el proceso.

Consideremos el programa lineal entero de la Figura 2.5, al anadir
una nueva restriccion lineal segun lo descrito anteriormente, se reduce
la region factible del modelo relajado y asi también su solucion 6ptima es
mas proxima a la solucion optima del programa entero. En la Figura 2.6,
se ejemplifica la mejora que produce la adicion de planos cortantes en
el programa relajado del programa lineal. Asi, si se continua anadiendo
adecuadamente mas restricciones al programa relajado, se llega al 6ptimo

del programa lineal entero.

Desigualdades Validas

Una desigualdad lineal es vdlida para un programa entero o entero
mixto si se satisface para todas las soluciones factibles. Dada una
solucion z* de la relajacion lineal de un programa entero, lo que se busca
es una familia de desigualdades validas que separen a la solucion z* de
la envolvente convexa del conjunto de soluciones factibles del programa

entero. Dichas desigualdades validas son conocidas como cortes y este

9



’\Plano cortante X1

Figura 2.6: Plano cortante.

procedimiento es conocido como el problema de separacion.

Una de las formas de clasificar los tipos de desigualdades validas se

basa en el tipo de problema MIP [7]:

» Tipo 1. Son desigualdades validas generadas de programas enteros y
enteros mixtos sin alguna estructura especial. Pueden ser aplicadas

a todo IP o MIP pero los cortes derivados de ellas son débiles.

= Tipo 2. Provienen de problemas con alguna estructura local
considerando una sola restriccion. En este grupo se incluyen las
desigualdades tipo knapsack.

= Tipo 3. Se generan de conjuntos de restricciones con estructuras
especiales como restricciones del problema de flujo en redes con

cargo fijo y problema de localizacion.

2.1.3. Branch & Bound

Este método consiste en dividir el problema entero en una serie de
subproblemas mas manejables para resolver y que dividen la region de
soluciones factibles sin descartar ninguna de ellas. Este proceso tiene

tres pasos principales:

10



1. Ramificacién: se divide el problema en dos subproblemas lineales

enteros, en cada uno de los subproblemas se anade una nueva

restriccion.

2. Acotamiento: al resolver los subproblemas generados se obtiene

nuevas cotas para el valor 6ptimo de la funcion objetivo del

problema entero.

3. Poda: se descarta un subproblema generado segun alguno de los

tres criterios por infactibilidad, optimalidad o acotamiento.

El proceso de resolucion por el método de Branch & Bound se lo
representa comunmente a través de un arbol que se va ramificando de
arriba hacia abajo. Se empieza en un nodo raiz resolviendo la relajacion
del problema entero (5), si su soluciéon 6ptima z* es una solucion factible
del problema entero, este esta resuelto, caso contrario, el valor de la
funcion objetivo de la relajacion lineal se convierte en una cota superior
(en el caso de maximizacion) del valor 6ptimo de la funcion objetivo del
problema entero. Se escoge alguna variable z; ¢ Z y se ramifica el nodo
en dos subproblemas (ramas). El primer subproblema (S;) se lo obtiene
anadiendo la restriccion z; < |zf| y el segundo anadiendo la restriccion
x; > |z} ] + 1. Asi se logra con cada uno de estos subproblemas reducir la
region de soluciones factibles del problema relajado y dividir la region de
soluciones factibles del problema entero sin eliminar ninguna ellas. De la
solucion de la relajacion lineal en cada nodo se conocera si dicho nodo
necesita seguir ramificandose, ser podado o se ha obtenido una mejor

cota superior de la funcion objetivo del problema original.

Existen tres casos por los cuales un nodo puede ser podado: la
relajacion de su subproblema no tiene soluciéon factible, su subproblema
tiene una solucion (entera) del problema original y la cota superior de
la relajacion es menor o igual a la cota inferior del problema original. A
estos casos se los conoce como poda por infactibilidad, optimalidad y
acotamiento, respectivamente. Si un nodo es podado por optimalidad,
su solucion optima sirve para aumentar el valor de la cota inferior del

problema original.

Para un mejor entendimiento de este método se describe a
continuacion un ejemplo de su uso para la resolucion de un problema
11



lineal entero: Ejemplo 2.1

¢

max 41 + 29

s.a.: x1+5xre <15

S = 2x; — 219 < 3
T1,20 > 0

T1,%o € Z

Comenzamos resolviendo la relajacion del problema original S para
obtener una primera cota superior.

x2
A

(3.75,2.25)

4¢ o ) o o o

x1

\\n
N ¢
(AN
¢
() )

Figura 2.7: Ejemplo Branch & Bound, problema original S.

La solucion 6ptima de la relajacion lineal es z* = (3.75,2.25) con un
valor de la funcion objetivo z = 17.25, por lo que la nueva cota superior
del problema entero es 17.25. Como z* ¢ Z* se debe ramificar, se escoge
arbitrariamente ramificar en z; creando dos nuevos subproblemas: S;

anadiendo la restriccion z; < 3y S, anadiendo la restriccion z; > 4.

( , ¢

max 4xq1 + 29 max 41 — 29

s.a.: T+ dre <15 s.a.: x1+ dxre <15

S = 201 — 229 < 3 Sy = 211 — 229 < 3
1 <3 r1 >4

\ r1,22 >0 \ x1, 22 20

Se puede ver en la Figura 2.8 que el subproblema 95, es infactible por

12



Figura 2.8: Ejemplo Branch & Bound, subproblemas S; y S,.

lo que se lo poda por infactibilidad y se procede a resolver la relajacion
lineal del problema S;. La solucion optima de la relajacion de 5; es z* =
(3,2.4), con un valor de la funcién objetivo z = 14.4. Entonces la nueva
cota superior es 14.4. Ya que 2} € Z'y z} ¢ Z, se procede a ramificar en z
al problema 5.

El problema S; se divide en los subproblemas: S;; anadiendo la

restriccion z, > 3 y S, anadiendo la restriccion z, < 2.

( max dxq1 + 29 ( max 4xq1 + 29

s.a.: T+ 90x9 <15 s.a.: T+ dxy <15

S, = 201 — 219 < 3 S,y = 201 — 219 < 3
1 <3 1 <3

To >3 T9 <2

r1,T2 > 0 T1,T2 > 0

Se puede observar en la Figura 2.9 que el subproblema S;; es infactible
por lo que se lo poda por infactibilidad y se procede a resolver la relajacion
lineal del problema S;». La solucion 6ptima de la relajacion lineal es z* =
(3,2), con un valor de la funcién objetivo z = 14. Ya que la solucién 6ptima
de la relajacion es una solucion factible del problema entero, 14 se vuelve

la nueva cota inferior del problema entero cuyo valor inicial era —oco y

13



x2
A

4¢ o o o o o
S11
3 = = = T )
(3,2)
2 ° ° P o
¥
S12
1¢ ° ) o o o
Z
° © © ° g >
/ 2 3 4 5 xq

Figura 2.9: Ejemplo Branch & Bound, subproblemas S;; y Sis.

(3,2) se vuelve candidato a solucién 6ptima del problema entero.

Se revisa el arbol generado con este método, representado en la
Figura 2.10, al ya estar evaluados todos los nodos, (3,2) es la solucion

del problema entero con un valor de la funcién objetivo z = 14.

Figura 2.10: Arbol del método Branch & Bound.

2.2. Heuristicas

Una heuristica es una técnica de resolucion disenada para encontrar

una buena solucion (no necesariamente 6ptima) a un problema lineal

14



entero o mixto, de manera facil y rapida. Estas soluciones aproximadas
pueden servir, por ejemplo, como puntos de partida en la resolucion del
problema entero a través del método de Branch & Bound reduciendo el
tamano de busqueda en los nodos del arbol donde se tenga soluciones
peores a la inicial. Existen tres enfoques de las heuristicas que han sido
exitosos en la resolucion de programas lineales mixtos [7]: busqueda

local, busqueda tabu y algoritmos genéticos.

A continuacion se presentan algunas de las heuristicas mas
desarrolladas y exitosas utilizadas en la resolucion del problema
de particionamiento de hipergrafos. Como ocurre en la mayoria de
literatura de particionamiento, la funcién objetivo del problema es la
minimizacion del numero total de hiperaristas en el corte o del costo
total de hiperaristas en el corte, por lo que el desarrollo de heuristicas

tiene el mismo enfoque.

2.2.1. Kernighan-Lin

Es una heuristica de busqueda local donde se empieza con una
solucion factible dada. Kernighan y Linn [15] desarrollaron este
algoritmo para el biparticionamiento de grafos basado en el intercambio
de pares de vértices entre las componentes del particionamiento inicial
cuya ganancia sea mayor. Definen una funcién de ganancia entre
un par de vértices z,y como el numero de hiperaristas en el corte
(hiperaristas con vértices en mas de una componente) que se reducirian
al intercambiar los vértices z,y entre las componentes V; y V1, del

particionamiento. Esta funcion esta dada por:

g(z,y) = (Z Qi — Z awj> + (Z Qy; — Z ayj) — 2ay, (2.1)

igéVl JjEVL i%VQ JjeEVS

donde a;; son las entradas de la matriz de adyacencia del hipergrafo.

2.2.2. Fiduccia-Mattheyses

Es wuna heuristica con tiempo lineal por pase [9] utilizada

para el biparticionamiento (k¢ = 2) de hipergrafos. A partir de un
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biparticionamiento inicial se define la ganancia ¢(i) para cada vértice
i del hipergrafo como el numero de hiperaristas en el corte que se
reducirian al mover el vértice : de una componente a otra. Una vez se
haya movido un vértice a la otra componente, este se bloquea por el
resto del pase y se recalcula la ganancia de los vértices en el vecindario
de i. Este conjunto se forma por los vértices que comparten hipearistas
con i y que estas hiperaristas estén completamente contenidas en la
componente inicial de i. Los vértices se moveran entre las componentes
del biparticionamiento hasta que se bloqueen o se cumpla una condicion

de balanceo entre las componentes.

2.2.3. Busqueda Tabu

Es una heuristica propuesta por Glover [12], se ha aplicado a
problemas de programacion entera, calendarizacion, particionamiento y
coloracion de grafos. Es un procedimiento iterativo que a partir de una
solucion factible inicial busca una mejor solucién en la forma de un
algoritmo de descenso mas profundo. Se caracteriza por su habilidad
de escapar de optimos locales usando una memoria de corto plazo de
soluciones recientes evitando que se mueva a soluciones que han sido

visitadas recientemente (lista tabu).

Hay diferentes atributos del problema que se pueden usar para
crear la memoria a corto plazo de las listas tabu. En el problema de
particionamiento una posibilidad es identificar los atributos de un

movimiento basado en el cambio de un vértice de un bloque al otro.

2.3. Métodos de Solucion

Para la resolucion de los modelos planteados para los diferentes
problemas se utilizara el método de Branch & Cut, el cual consiste en
una combinacion del método de Branch & Bound con la adicion de
planos cortantes en los nodos del arbol de busqueda. La adicion de
estos planos ayudara a obtener mejores cotas del valor optimo de la
funcién objetivo en la resolucion de los subproblemas antes de seguir

ramificando o podando. Ya que en cada nodo se anaden desigualdades
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validas, el método puede resultar mas costoso computacionalmente por
lo que es recomendable determinar un numero adecuado de planos

anadidos en cada nodo segun las caracteristicas del modelo a resolver.

Adicionalmente, se utilizara una heuristica desarrollada que permita
encontrar una solucion inicial factible del problema de particionamiento
para k = 2. La solucion factible de la heuristica servira dentro del método
Branch & Cut para reducir el numero de nodos explorados y asi mejorar
la eficiencia del método.

17



Capitulo 3

Planteamiento y Solucion del Problema

3.1. Particionamiento de Hipergrafos

Sea V el conjunto de vértices del hipergrafo H y £ > 2 un numero
entero fijo, el particionamiento o k-particionamiento del hipegrafo
H consiste en dividir su conjunto V en k componentes tal que
V=VulWU---UV,yque sus componentes sean conjuntos disjuntos, es
decir, V;NV; = () para todo i,j € [k], i # j. Cada vértice de V debe estar
cubierto por al menos una hiperarista cuyos vértices se encuentren en
la misma componente, estas hiperaristas son las que forman parte del
particionamiento. Se define al corte como el conjunto de hiperaristas que

contienen vértices en mas de una componente del particionamiento.

3.2. Variantes del Problema de Particionamiento

de Hipergrafos

En una k-equiparticiéon, las k componentes poseen el mismo numero
de vértices, por lo que es condicion necesaria que n = |V| sea divisible
para k. En la Figura 3.1 se ejemplifica el k-equiparticionamiento de un

hipergrafo:

18



5 = O

Figura 3.1: Ejemplo de equiparticionamiento con k = 2.

Se tiene al hipergrafo H = (V,E), tal que V = {1,2,3,4,5,6} y £ =
{e1, €2, €3, €4, €5, €66}. Se propone un equiparticionamiento V = V; UV, donde
Vi={1,2,6}y Vo ={3,4,5}, por lo tanto, las hiperaristas que forman parte
de este particionamiento serian ej,e3 € V; y eq,e6 € Vo, mientras que las
hiperaristas e,, e5 pertenecen al corte. Un k-equiparticion en hiperarboles
lineales es una k-equiparticion donde cada componente es un hiperarbol

lineal.

Una particion de tamano minimo es una particion donde se impone
una cota inferior « al tamano de cada componente. Es decir, n/k > |V;| > «

para todo ¢ € [k], con « un entero positivo.

Dada una funcién de costo sobre los vértices del hipergrafo, en una
particion balanceada el costo total de los vértices de cada componente

posee cotas inferior y superior.

3.3. Formulaciones

Para las diferentes formulaciones se considera un hipergrafo H =
(V,E) con V = {1,2,...,n} el conjunto de vértices, £ = {ej,ez,...,e,} €l
conjunto de hiperaristas y un particionamiento {V;,V5,...,V,} para k > 2
entero. Se define una funcién de costo sobre las hiperaristas w : F — R*.
En el presente trabajo, la funcion objetivo del problema es minimizar
el costo total de las hiperaristas contenidas completamente en alguna

componente del particionamiento.
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3.3.1. Problema del k-Equiparticionamiento de

Hipergrafos

Este problema consiste en encontrar una k-equiparticion tal que
se minimice el costo total de las hiperaristas que conforman cada
componente del particionamiento. La formulacion consta de dos
conjuntos de variables binarias: z{ asociada a los vértices del hipergrafo
y y; asociada a las hiperaristas, ambos conjuntos de variables a su
vez estan asociados a las componentes del particionamiento. Sea z§ la
variable que vale 1 si el vértice i € [n| pertenece a la componente ¢ € [k]
y cero caso contrario. De manera similar, y; es la variable que vale 1 si
la hiperarista j € [m] pertenece completamente a la componente ¢ € [k] y
cero caso contrario. Se cuenta como parametro a la matriz de incidencia
del hipergrafo A € R™™, como se defini6 en la Seccion 2.0.2. Entonces,
el problema del k-Equiparticionamiento de Hipergrafos se formula como

se presenta a continuacion (F):

minz Z w;yS5 (3.1)

celk] ejeE
S.a
> ar=1, VieV, (3.2)
celk]
Y af= % Ve e [K], (3.9)
1%
<Y ayyl, Vi €V, Ve € [K], (3.4)
e]‘EE
> o<, Ve, € E, (3.5)
celk]
> aiaf > leglys, Ve, € E, Ve € [k], (3.6)
eV
z¢ € {0,1}, Vi e V,Ve e [k, (3.7)
y; € 10,1}, Ve; € E,Ve € [k] (3.8)

La funcion objetivo (3.1) busca minimizar el costo de las hiperaristas
que pertenecen a las componentes del particionamiento. Las restricciones

(3.2) aseguran que cada vértice pertenezca a una sola componente,
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las restricciones (3.3) indican que cada componente debe contener
exactamente n/k vértices. Las restricciones (3.4) nos indican que si el
vértice ; pertenece a la componente ¢, este debe estar contenido en al
menos una hiperarista perteneciente a la componente c. Las restricciones
(3.5) y (3.6) imponen que cada hiperarista puede formar parte de a lo
mas una componente del particionamiento y que todos los vértices que
componen dicha hiperarista deben pertenecer a la misma componente,

respectivamente.

3.3.2. Problema de k-Particionamiento de Hipergrafos

con Restriccion de Tamano Minimo

En este problema se busca un k-particionamiento en donde a
cada componente se impone una restriccion de tamano minimo. Se
plantea la Formulacion F, para el problema del k-Particionamiento de
Hipergrafos con Restriccion de tamano minimo en base a la Formulacion
Fi1, reemplazando las restricciones (3.3) por el siguiente conjunto de

restricciones:

> a>a, Ve € [K], (3.9)

donde el numero entero « es el tamano minimo de las componentes del

particionamiento, tal que n/k > « > 0.

3.3.3. Problema de k-Particionamiento Balanceado de

Hipergrafos

Para este problema se define una funciéon de costo sobre los vértices
del hipergrafo r : V — R y consiste en encontrar un k-particionamiento
balanceado. La Formulacion F; se basa en JF; reemplazando las

restricciones (3.3) por las siguientes:

Le<) raf <U, Ve e [k], (3.10)
1%
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donde L., U. > 0 son numeros enteros que imponen las cotas inferior
y superior para los vértices en cada componente del particionamiento,

respectivamente.

3.3.4. Problema de k-Equiparticionamiento de Hipergrafos

en Hiperarboles Lineales

Como un primer acercamiento al problema del equiparticionamiento
en hipergrafos cuando se exige conexidad en cada componente se plantea
el k-particionamiento en hiperdarboles lineales. Es decir, en este problema
cada componente del particionamiento debe ser un hipergrafo conexo y
para todo par de hiperaristas en la componente ¢;, ¢; se debe cumplir que
le;Ne;] <1, tal como se describe en la Seccion 2.0.1 y en la Definicion 2.6.

Para este problema se han desarrollado dos formulaciones distintas.

Modelo Basado en la Formulacion 7

Este formulacion se sustenta en los siguientes resultados:

Teorema 3.1. Sea H = (V, E') un hipergrafo lineal. H es un hiperdarbol lineal

siysolosi) . p(le] —1)=|V| -1y no contiene ciclos.

Demostracion. Supongamos que H es un hiperarbol lineal, por lo que no
contiene ciclos. Por inducciéon sobre la cardinalidad de E, si |E| = 2 el
resultado es valido ya que existe un unico nodo en la interseccion. Se
asume que es valido para |[E| = my que ) (e — 1) = [V| — 1. Entonces,
si |E| = m+1, la hiperarista e,,; debe conectarse en exactamente un nodo
con al menos una hiperarista del hiperarbol con conjunto de hiperaristas
E\ {emn1}. Por lo tanto,

Yoo (el =D +lemal = 1= [V(E\ {emm P = 1+ [em| - 1

e€E\{em+1}

= > (el = 1) = (VE\ {emn )| + lemp| = 1) = 1= [V(E)| - 1

eeE

Por otra parte, demostraremos por contraposicion que si H no es un

hiperarbol lineal, entonces este contiene ciclos o ) . (e —1) # [V|—1. La
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primera condicion se sigue de la definicion de hiperarbol, para la segunda
condicion supongamos que H esta formado por k£ > 1 sub-hiperarboles

(Vi, Ey), (Va, Es), ..., (Vi, Ex), cada uno siendo un hiperarbol lineal. Asi,

Dlel=1=> (el=D)+> (el =1)+-+ > (el = 1)

eclE ecEq e€ ko> ecEy
= Vil =1+ Vol =1+ + Vi = 1
= V]~ k#[V] -1

]

Se formula este problema como un programa entero F,, formado por

las restricciones (3.1)-(3.8) y las siguientes restricciones:

Zy§+ylc§17 Vej e € E,le;Nel > 1, (8.11)
cElk]
S (el =Dy =7~ L. ve e [k, (3.12)
ejGE
doys<|sI-1, VS € C(E),c € [k], (3.13)
EjGS

donde, C(F) esta formado por todos los subconjuntos de hiperaristas
de H que forman ciclos y de cardinalidad menor o igual a n/k.
Las restricciones (3.11) imponen la condicion de linealidad en las
componentes del particionamiento y las restricciones (3.12)-(3.13), por el

Teorema 3.1, garantizan la construccion de hiperarboles.

Modelo de flujo

Para esta formulacion se trabaja sobre una version dirigida del grafo
de incidencia asociado al hipergrafo: D = (W, A), donde el conjunto de
nodos esta definido como W =V U Vg U {s} con Vg := {v. : e € E} y {s} el
nodo fuente. Ademas, sea A = A, U Ay, donde A, contiene a los arcos (s, 1)
con capacidades n/k para i € V y A, contiene a los arcos antiparalelos
(1,7),(j,7) con capacidades n/k — 1 parai € V, j € Vg siy so6lo si el nodo
i pertenece a la hiperarista e;. Se introduce una funcion de demandas
sobre los nodos d : W — Z, donde d;, = —n, d; =1, parai € V y d; = 0, para
j € Vg. En la Figura 3.2 se representa la construccion del grafo dirigido
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Figura 3.2: Construccion del grafo dirigido D.

En este modelo se debe encontrar un flujo que satisfaga las demandas
en todos los nodos. A continuacion, en la Figura 3.3 se presenta un
ejemplo de particionamiento de un hipergrafo utilizando el modelo de
flujo:

Figura 3.3: Grafo de incidencia asociado al hipergrafo.

Por simplicidad de la ilustracion, cada par de arcos antiparalelos se

ha representado por una sola arista.

En la Figura 3.4, al lado izquierdo se observa el hipergrafo con la
solucion al biparticionamiento (k = 2) y al lado derecho la representacion
de dicho biparticionamiento a través del modelo de flujo en el grafo
dirigido: el flujo sale de dos arcos del nodo fuente representando las dos

componentes del particionamiento (color rojo y celeste), cada uno lleva
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n/k = 3 unidades de flujo y satisfacen las demandas de 3 nodos.

Figura 3.4: Particionamiento en el modelo de flujo.

Esta formulacion consta de dos conjuntos de variables binarias y
un conjunto de variables enteras positivas: h; asociada a los nodos que
representan a las hiperaristas, z;; asociada a los arcos del grafo dirigido
y fi; asociada a los flujos sobre estos arcos. Sea h; € {0,1} la variable
que vale 1 si la hiperarista e¢; € E forma parte de la solucion y cero caso
contrario, f;; € Z* el flujo sobre el arco (i,j) € Ay z;; € {0,1} la variable
que vale 1 si f;; > 0y cero caso contrario. Entonces, el problema del
k-Equiparticionamiento de Hipergrafos en Hiperarboles Lineales admite

la siguiente formulacion (F;):

min Y~ w;h; (3.14)
JEVE

S.a.

> zi=k, (3.15)
(S i)EAl

n .

foi = <E> Zsis Vi eV, (3.16)
zig < fiy < (% - 1) Zijs V(i,j) € A, i # s, (3.17)

Z fij — Z fii = d;, Vi e W, (3.18)
(i,7)EA (j)eA

> ozi=1, VieV, (3.19)
(4i)eA

> oz =hy, Vj € Vg, (3.20)
(i,7)€A
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(4,1)eA

Zij + 25 < 1, V(i, ) € As, (3.22)
h; € {0,1}, Vj € Vg, (3.23)
zij € {0, 1}, V(i,j) € A, (3.24)
fij €27, (i, 7) € A. (3.25)

La funcion objetivo (3.14) minimiza el costo de las hiperaristas que
forman parte del particionamiento. Las restricciones (3.15) y (3.16)
garantizan que el flujo salga a través de k arcos desde el nodo fuente
y que cada flujo de estos arcos debe ser igual a su capacidad n/k. Las
restricciones (3.17) imponen cotas positivas a los flujos de los arcos que
han sido activados y de cero caso contrario. Las ecuaciones en (3.18)
son las restricciones demanda sobre los nodos. Las restricciones (3.19)
determinan que ingresa flujo por exactamente un arco a los nodos en V,
ademas estas restricciones satisfacen las condiciones de linealidad ya
que aseguran que la conexion de una hiperarista con otra sea a través
de un unico nodo de donde sale el flujo hacia la otra hiperarista. Las
restricciones (3.20) y (3.21) aseguran que si una hiperarista e; es parte
de la solucion, todos los vértices que la componen pertenezcan a la
misma componente. Las restricciones (3.22) impiden que exista flujo en

el arco anti-paralelo de un arco con flujo mayor a cero.

Comprobacion de la condicion de linealidad del modelo F;

En la Figura 3.5 se plantea un ejemplo de particionamiento
en componentes conexas sin considerar la condicion de que las

componentes sean hiperarboles lineales.

Sea el hipergrafo H = (V,E), en donde V = {1,2,3,4,5,6,7,8} y
E = {ej,eq,e3,¢e4,65 66}, con la condicion de que w., > w.,. Para el
particionamiento planteado existen dos soluciones factibles: la primera
solucion (que no es un hiperarbol lineal) es considerando en la primera
componente a las hiperaristas e;,e; y la segunda considerando a
e1,e3, mientras que en ambas soluciones la segunda componente

esta conformada por las hiperaristas ey, e5. La solucion o6ptima del
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Figura 3.5: Ejemplo de particionamiento en componentes conexas.

particionamiento es considerando a ej, e; ya que el costo de e; es mucho
menor que €l costo de e3. A continuacion se presentan las dos soluciones
factibles del particionamiento mediante el grafo dirigido del modelo de
flujo F5:

e1 e2 e3 €5 €6

Figura 3.6: Grafos del modelo de flujo de las soluciones factibles.

En el grafo (a) de la Figura 3.6 se representa la solucion factible
considerando las hiperaristas e;,e; cuyo costo no es el minimo (en el
problema sin considerar la condicion de linealidad). En el grafo (b) se
muestra la solucion optima, esta solucion en el grafo del modelo de flujo
no es factible ya que a e, solo llega una unidad de flujo, lo cual no
satisface la Restriccion 3.21 que exige que salga flujo de e, a través de

2 arcos (jez] — 1 = 2) pero solo llega una unidad de flujo. Por lo tanto,
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el modelo de flujo planteado asegura que se cumple con la condicién
de conexion entre hiperaristas de una misma componente por medio de
exactamente un vértice, lo cual da lugar a asegurar que las soluciones

factibles del problema sean hiperarboles lineales.

3.4. Planos Cortantes

En esta seccion se presentan varios conjuntos de desigualdades
validas para las diferentes formulaciones planteadas, asi como otras

desigualdades validas especificas para cada formulacion.

Teorema 3.2 (Hiperarista tipo hoja). Sea i € V tal que E(i) = {e;}.
Entonces, las igualdades Zcem y; = 1 son validas para Fi, Fa, F3 Yy Fyu,

mientras que la igualdad h; = 1 es vdlida para Fs.

Demostracion. Al ser e; la unica hiperarista que cubre al vértice 7, es claro
que esta hiperarista debe formar parte del particionamiento, por lo que

debe asignarse a una componente del mismo. O]

Teorema 3.3 (Tamano de hiperaristas mayor a n/k). Sea e; € E tal que
le;l > n/k. Entonces, la igualdad Zle ys = 0 es vdlida para F, y F,

mientras que la igualdad h; = 0 es valida para Fs.

Demostracion. Segun se definio el problema de k-equiparticionamiento,
toda hiperarista que forme parte de la soluciéon debe estar contenida
completamente en una componente (cuyo tamano es n/k). Por lo tanto, el
tamano maximo de las hiperaristas validas para ser parte de la solucion
es n/k. O

Teorema 3.4 (Eliminacion de simetrias). Sea un subconjunto de vértices
L=A{1,2,... k}. Entonces, las igualdades Zf:iﬂ x¢{ =0 paratodoi € L, son
vdlidas para Fy, F2, F3 Yy Fu.

Demostracion. La validez de las desigualdades se deduce del hecho que si

el nodo 1 es asignado a la componente 1 del particionamiento, entonces

no podra pertenecer a las componentes {2,3,...,k}. Luego, si el nodo 2

es asignado a la componente 1 o componente 2, el resto de sus variables

x5,c € {3,4,...,k} debe ser cero. Siguiendo esta logica, el nodo k — 1 debe
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pertenecer a alguna componente ¢ € {1,2,...,k — 1} y por lo tanto este

nodo no puede pertenecer a la componente k. O

Teorema 3.5 (Hiperaristas contenidas). SeaT C E ye; € E\ T, tal que
V(T) C e;. Entonces, para todo ¢, € T, la desigualdad 3 ., y5 +y; < 1, es
valida para Fi, F,, F3 y Fa, y la desigualdad h; + h, < 1 es valida para Fs;.

Demostracion. Ya que e;jNe; = ¢, €s valido para todo ¢, € T, si e; pertenece
a cualquier componente de la solucion optima, entonces ¢, no puede
pertenecer a la solucion optima debido a que los vértices en e, ya se
encuentran cubiertos por e; y por lo tanto incluir a e, incrementaria el

valor de la funcion objetivo. ]
Definicion 3.1. Sea F C F, se dice que F es un conjunto minimal si:

1. [V(F)| >n/k,y
2. [V(F\{e}) <n/k,Vee F

Teorema 3.6. Sea el conjunto minimal S C F, entonces las desigualdades

D oui<IS| -1, Vee [k,

erE€S

son validas para F, y F;.

Demostracion. El resultado anterior se deduce directamente de la
definicion de conjunto minimal. Al eliminar cualquier hiperarista de S
el tamano del conjunto restante sera menor o igual a n/k, por lo tanto
todas las hiperaristas de S excepto una pueden formar parte de una

componente del particionamiento. O]

Corolario 3.1. Sea S C E un conjunto minimal, (V' (S5),S) un hiperdarbol
lineal y Ts = {e € S : S\ {e} forma un hiperarbol lineal}. Entonces, las

desigualdades ys < [Ts| — 1, para todo c € [k], son vadlidas para F,.

e;€Ts
Teorema 3.7. SeaT C E talque |V (T)| < n/k,ejNe, =0, paratodoej, e, € T,
yr =n/k—|V(T)|. Ademas, sea P(T) = {e, € E\T :
0,e, € E}. SiP(T) # 0, entonces la desigualdad:

epl >r+1le,Ne, =

Yo leslys+ > (el =r)yy < V(T)], Vee K]

e; €T ep€P(T)

es valida para Fi.
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Demostracion. Se consideran dos casos:

» Si)°, cpr Y, =0, entonces
Yoleilys+ D (el =g =D lelys < [V(T)], Vee K]
e;€T ep€P(T) e;€T
= Si )", cpr) Yy > 1. implica que
Doleslyi+ D (esl =)y
e; €T ep€P(T)
=D lelyi+ D leslp— >
e;€T ep€P(T) ep€P(T)
< ey —r >y < V(D)
e; €l ep€P(T)

yaque )., .plejlyf = n/k para todo c € [k].

]

Teorema 3.8. Sean las hiperaristas e;, e; € E tal que |e;Ne;| > 1. Entonces,

la desigualdad h; + h; < 1 es valida para F;.

Demostracion. Bajo la condicion de que las componentes del
particionamiento deben ser hiperarboles lineales, dos hiperaristas
cuya interseccion sea mayor a 1 no formaran parte de una misma

componente en alguna solucion factible. ]

Lema 3.1 (Numero minimo de hiperaristas). Sea H = (V, E) un hipergrafo
tal que existe T C E y que (V,T) forma un hiperarbol lineal. Ademads,
sea 1, > 1, > --- > T enteros no-negativos donde 11 = mix;cm, {

7 = minjepy{le;}. Sea o, el niimero minimo de hlperartstas de tamano
7; en el hiperarbol lineal, para j € [I].

j:l Qj.

El Lema 3.1 proporciona una cota inferior al niumero de hiperaristas
de un hiperarbol lineal contenido en un hipergrafo y su demostracion
se sigue de la definicion de «;. Estos coeficientes se pueden obtener de
manera iterativa al resolver el problema min{Zézl a;: 2321 (r;—1)oy = |V|—
l,a; € Z*,j € [l]}. Por lo tanto, aplicando el Lema 3.1 a las componentes
del particionamiento (ya que cada una es un hiperarbol lineal), se obtiene
las siguientes desigualdades validas.
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Teorema 3.9. La desigualdad

l

IDITET I

celk] je[m] p=1

es vdlida para Fy, y
l
Sz,
j€[m] p=1

es vdlida Fs.

3.5. Heuristica

Como se habia mencionado previamente, las heuristicas mas
utilizadas en el particionamiento de hipergrafos se enfocan en la funcion
objetivo del peso total de hiperaristas en el corte. Sin embargo, en
la funcion objetivo de nuestro problema las hiperaristas en el corte
no son tomadas en cuenta para cubrir los vértices del hipergrafo y
por lo tanto en un particionamiento aleatorio (punto de partida para
las heuristicas de particionamiento) pueden no existir hiperaristas
contenidas completamente en las componentes del particionamiento que

cubran a todos los vértices.

Por esta misma premisa dificulta aplicar, como primera aproximacion,
un algoritmo gloton ya que al construir una componente de un
particionamiento se pueden estar usando o descartando hiperaristas que

hacen posible cubrir los vértices de otra componente.

Se presenta el Algoritmo 1 para calcular las hiperaristas que cubren
las diferentes componentes de un particionamiento y el numero de
vértices cubiertos en cada componente. En este algoritmo, dados
los subconjuntos de vértices que forma un particionamiento, se
encuentra todas las hiperaristas del hipergrafo que estan completamente
contenidas en cada particion y el numero total de vértices que cubren

estas hiperaristas.

Es facil ver que si el namero de vértices cubiertos en cada componente

del particionamiento es n/k, el particionamiento es factible.
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Algoritmo 1: Cubrimiento por hiperaristas.
Input: - Hipergrafo H = (V, F)
- Particionamiento inicial aleatorio {V;,V5,...,V,}
Output: - Hiperaristas que forman parte del particionamiento
{E\, Es, ..., EL}
- Cantidad de vértices cubiertos en cada particion C € R*
C «{0,...,0}
E. 0, Vc e [K]
forc=1,... .k do
Veover = @
for j=1,...,mdo
if e; C V. then
Veover = Veover U V (€5)
EC == Ec U {ej}

® N O U AW N R

9 Ok - |Ucover|

10 return (£, C)

3.5.1. Heuristica para Particionamiento Factible

Basado en el algoritmo de Kernighan y Lin [15], la heuristica que se
desarroll6 busca encontrar un particionamiento factible a partir de un

particionamiento inicial aleatorio.

Definimos en base al Algoritmo 1 una funcion de ganancia g(z,y)
entre el par de vértices z, y que pertenezcan a diferentes componentes
del particionamiento como el numero total de vértices cubiertos en las

componentes a las que pertenecen los vértices x, y si son intercambiados.

Se presenta el Algoritmo 2 para encontrar un cubrimiento factible en
el caso de un biparticionamiento:
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Algoritmo 2: Cubrimiento Factible-Biparticionamiento.

Input: - Hipergrafo H = (V, E), |[V|=n, |[E| =m

- Particionamiento inicial aleatorio P, = {1}, 154}

- Numero maximo de iteraciones it,,,,
Output: - Particionamiento factible P
1 L 1 L2 < ‘/17 ‘/2

2 11+ 0
3 while it < it,,,, do
4 S1,85 0
5 | while |S[,|5:] # n/k do
6 C <+
7 foric [\ S5, do
8 for jc L,\ S, do
0 | 0=CU{glig)}
10 Cm = MaX.cc{c}
11 z,y < 9(@,y) = cm
12 Li=Li\{z}U{y}
13 Ly = Lo\ {y} U{x}
14 if ¢,, = n then
15 Pf={L1, L}
16 return (True, P f)
17 else
18 S1=51U{y}
19 S = Sy U{z}
20 =it +1

21 return (False,()

Del particionamiento inicial P, = {Vj,12} se extraen las listas de

vértices Lq, L, que estan disponibles para intercambiar. Luego, se calcula

la ganancia para cada par de vértices (i,j), i € L1, j € Ly y se escoge el

par de vértices = € Ly, y € L, que tengan el valor de ganancia maximo, es

decir, el par de vértices de cuyo intercambio entres las componentes del

particionamiento resulte en la mayor cantidad de vértices cubiertos. Si

la ganancia es igual a n se ha conseguido un particionamiento factible P

con ese intercambio. Caso contrario, los vértices x, y son intercambiados
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de componentes y eliminados de la lista de intercambios disponibles.
Si luego de haber intercambiado todos los nodos disponibles no se ha
conseguido un particionamiento factible, se reinicia la lista de nodos
disponibles y se repite el proceso hasta conseguir una solucion factible o
llegar al numero maximo de pases (cantidad de veces que se reinicia la

lista de nodos disponibles).

Cada vez que se escoge la ganancia maxima se realizan n?/4
operaciones (numero de intercambios entre las dos listas de nodos);
estas operaciones a su vez se repiten un maximo de n/2 veces, que
son las veces que se actualiza la lista de nodos disponibles antes de
quedar vacia. Por lo tanto, la complejidad de este algoritmo esta acotada
superiormente por O(pn?), donde n es el namero de nodos y p es el

numero maximo de pases.

3.6. Aplicaciones

Al dar un enfoque distinto al particionamiento de hipergrafos con
una funcion objetivo nueva, también se presenta la posibilidad de
nuevas aplicaciones del mundo real para ser tratadas a través del
particionamiento de hipergrafos.

En base a los diferentes conjuntos de datos de ’‘orden superior’
(conectividad entre mas de dos nodos) en [4], se plantean los siguientes

usos del particionamiento de hipergrafos en:

= Datos de coautoria: donde los nodos representan autores y cada

hiperarista es una publicacion con varios autores.

Se podria encontrar un numero dado de grupos de autores que
hayan realizado publicaciones entre ellos a través del problema de

particonamiento en hiperarboles lineales.

» Redes de medicamentos del Directorio Nacional de Codigos
de Medicamentos: donde cada nodo es una substancia y cada
hiperaristas representa el conjunto de substancias presentes en un
medicamento.

Mediante un particionamiento de los datos en redes de medicamentos
se agruparia las sustancias utilizadas en diferentes medicamentos.
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Asi, dando por ejemplo un costo relacionado a la produccion de cada
medicamento, el particionamiento nos ayudaria a identificar grupos
de sustancias que producen ciertos medicamentos con el menor costo
total de produccion o también que que costos de las sustancias en cada

grupo sea balanceado.

Contacto humano: en donde cada nodo es una persona y cada
hiperarista es el conjunto de personas que estuvieron en contacto

proximo entre ellas.

Una posible aplicacion de datos de contacto humano podria ser en
redes sociales, en donde los nodos serian usuarios y cada hiperarista
representaria un grupo o interés en comun de los usuarios. Si se
quisiera separar los datos de los usuarios en distintos servidores, se
podria agrupar en conjuntos de usuarios con mas intereses/grupos en

comun.

Colaboraciones musicales: en donde cada nodo es un artista y cada

hiperarista es el conjunto de artistas que colaboran en una cancion.

Similar a los datos de coautoria, en colaboraciones musicales
mediante el particionamiento se agruparia artistas que hayan hecho
colaboraciones entre ellos. Y asignando un valor a cada artista, se

puede plantear el problema del particionamiento balanceado.
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Capitulo 4

Pruebas Computacionales

En este capitulo se presentan los resultados de las diversas pruebas
computacionales realizadas al implementar las formulaciones F;, 7, y F3,
asi como la comparacion de los modelos anadiendo los planos cortantes:
Teorema 3.2 (TH), Teorema 3.4 (ES), Teorema 3.5 (CO), Teorema 3.6
(KS), como también diferentes combinaciones de estos planos cortantes.
Luego se muestran los resultados de la comparacion de las formulaciones
Fi y Fs, asi como los resultados de la implementacion de la heuristica

para encontrar particionamientos factibles.

Todas las pruebas se realizaron en una laptop con procesador Intel
i7 de 2.20 GHz, 16 GB de memoria RAM, sistema operativo Windows
11 Home y con el solver de optimizacion Gurobi 9.5.0 y el lenguaje de
programacion Python. Se configuré el tiempo maximo de resolucion de
las instancias en 1800 segundos y se desactivo el parametro para la

generacion predeterminada de cortes.

Los codigos de implementacion de las cinco formulaciones se pueden
encontrar en el siguiente repositorio: https://github.com/gullolan/

Hypergraph_partitioning.
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4.1. Generacion de Instancias

Las instancias comprenden hipergrafos aleatorios con numero de
vértices (n) entre 45 a 180, numero de hiperaristas (m) entre 100 y 2000,
y para cada instancia se consideran tamanos maximos de hiperaristas
(|emaz|) desde 2 hasta 20, dependiendo del tamano de cada instancia. En
la Tabla 4.1 se muestran las instancias generadas para las pruebas con

sus diferentes tamanos maximos de hiperaristas:

Tabla 4.1: Instancias para pruebas computacionales.

Instancias

(n,m) |emax|
(45,100)

(45,200) 2,5,10
(45,500)

(90,150)

(90,500) 2,5,10,20
(90,1000)

(150,300)

(150,800) 2,5,10,20
(150,1500)

(180,400)
(180,1000) 2,5,10,20
(180,2000)

Para la generacion de las instancias se desarrollé un algoritmo basado
en Lee et al. [18] (Algoritmo 1):

Con este algoritmo se obtiene la matriz de incidencia del hipergrafo
dado el numero de vértices n, el numero de hiperaristas m y la

cardinalidad maxima de las hiperaristas c.

4.2. Analisis de Resultados

Para todos los modelos e instancias se considero un particionamiento
con k£ = 3; si una instancia resulta infactible, se generara un nuevo
hipergrafo aleatorio hasta que se obtenga una instancia factible o se
hayan generado diez hipergrafos diferentes. Los resultados se presentan
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Algoritmo 3: Generacion de hipergrafos aleatorios.
Input: - Numero de nodos n
- Numero de hiperaristas m
- Tamano maximo de hiperarista c
Output: Matriz de incidencia A € R"*™
1 |e;| < tamanio de hiperarista aleatorio entre 2y ¢, Vj € [m]
2 a;; < 0, Vi € [n],j € [m]

sfor;=1,...,mdo

4 t=20

5 | whilet < |e;| do

6 s «<— numero aleatorio entre 1y n.
7 if a;; = 0 then

8 ag; =1

9 L t=t+1

10 return A

en las diferentes tablas con el siguiente formato: la instancia de cada
prueba (numero de vértices, namero de hiperaristas), tamano promedio
de hiperarista, tamano maximo de hiperarista, tipo de plano cortante,
valor obtenido de la funcion objetivo, gap de optimalidad en porcentaje
entre las cotas superior y menor finales, el numero de nodos explorados
en el esquema Branch&Cut, el numero de planos cortantes anadidos
(mediante funciones Callback y/o en el nodo raiz) y el tiempo de
ejecucion en segundos. Asi también, para instancias con |e,..| = 2 no
se implementan las desigualdades CO y en las instancias donde los
hipergrafos son menos densos (menor numero de hiperaristas respecto
al namero de vértices) y |e..| = 2, son las unicas donde se consideran
las desigualdades TH.

4.2.1. Resultados formulacion F1

Los resultados completos se presentan en la Tabla A.1 del Anexo A.
A continuacion se presentan los resultados de las instancias y planos
cortantes, se han dividido las instancias por el tamafno maximo de
hiperarista:
En la Figura 4.1 se presentan las instancias de grafos (e, .| = 2),
las cuales se resuelven hasta la optimalidad en tiempos menores a 1

segundo. No se evidencia una mejora considerable con la adicion de los
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diferentes planos cortantes, incluso en algunas instancias los planos

aumentan el tiempo de ejecucion. Adicionalmente, la instancia [150, 300]

no es factible.

* Ninguno
x TH
v ES

co

KS
+ ES+CO
4+ ES+KS
107!

tiempo [s]

1073

* Ninguno
x TH
v ES

co

KS
+ ES+CO
4+ ES+KS
<« CO+Ks

0.8

0.6

0.2

0.0

[45, 100]
[45, 200]
[45, 500]
[90, 150]

[90, 500]
[90, 1000]
[150, 300]
[150, 800]
[150, 1500]

[180, 400]
[180, 1000]
[180, 2000]

[45, 100]

[45, 200]

[45, 500]

[90, 150]

[90, 500]
[90, 1000]
[150, 300]
[150, 800]
[150, 1500]
[180, 400]
[180, 1000]
[180, 2000]

[VE] [VE]

Figura 4.1: Resultados modelo Fi, |€a.| = 2.

Todas las instancias con |e,..| = 5 se resuelven hasta la optimalidad

en un tiempo maximo aproximado de 100 segundos. De los planos

cortantes implementados, el que presenta mejores tiempos en la mayoria

de instancias es el de eliminacion de simetrias ES. Ademas, con los

planos CO se reduce el numero de nodos explorados, como se puede

observar en la Tabla A.1. Los resultados se muestran en la Figura 4.2.

39



* Ninguno
* TH
v ES

co

KS
+ ES+CO
4+ ES+KS
<« CO+KS

10!

tiempo [s]

10°

‘\

[45, 100]
[45, 200]

[45, 500]

[90, 150]

[90, 500]
[90, 1000]
[150, 300]
[150, 800]
[150, 1500]

[180, 400]
[180, 1000]
[180, 2000]

[VE]

1.0

0.8

0.6

0.2

0.0

* Ninguno
* TH

ES
co
KS

+ ES+CO
4 ES+KS
<« CO+Ks

[45, 100]

[45, 200]

[45, 500]

[90, 150]
[90, 500]
[90, 1000]
[150, 300]

[VE]

Figura 4.2: Resultados modelo Fi, |ea.| = 5.

En las instancias con |e,.]
resuelven hasta la optimalidad . Desde la instancia [90, 500], todas llegan

al tiempo limite en donde los planos cortantes ES, CO y su combinacion

[150, 800]

10, hasta la instancia

[150, 1500]

[180, 400]

[180, 1000]
[180, 2000]

[90, 150] se

presentan mejorias en el GAP de optimalidad y/o menor numero de

nodos explorados, como se seniala en la Tabla A.1. En la Figura 4.3 se

muestra los resultados obtenidos.
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Figura 4.3: Resultados modelo F;,
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Para las instancias con |e,,..| = 20, la instancia [90, 150] fue infactible,
mientras que en las instancias [150,300] y [180,400] no se obtuvo una
solucion factible en el tiempo maximo de ejecucion. El resto de instancias
llegan al tiempo limite y en donde los planos CO y ES son los que mas
mejoran el valor de la funcién objetivo y exploran un menor numero de
nodos, como se senala en la Tabla A.1. En la Figura 4.4 se muestra los

resultados obtenidos.
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40
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[150, 1500]
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[150, 300]
[150, 800]
[150, 1500]
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[180, 1000]
[180, 2000]
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o
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Figura 4.4: Resultados modelo F;,

emaz| = 20.

4.2.2. Resultados formulacion 7?2

Los resultados completos se presentan en la Tabla A.2 del Anexo A.
A continuacion se presentan los resultados de las instancias y planos
cortantes, se han dividido las instancias por el tamano maximo de
hiperarista:
En la Figura 4.5 se presentan las instancias de grafos (|e,,..| = 2), las
cuales se resuelven hasta la optimalidad en menos de 1 segundo y
resolviéndose en el nodo raiz, mientras que las instancias [90,150] y

[150, 300] no resultaron factibles.
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* Ninguno 1 * Ninguno

0.8

0.6

tiempo [s]
=
1)
GAP [%]

0.2

}

0.0 —— s —

[45, 100]
[45, 200]
[45, 500]
[90, 500]
[90, 1000]
[150, 300]
[150, 800]
[150, 1500]
[180, 400]
[180, 1000]
[180, 2000]
[45, 100]
[45, 200]
[45, 500]
[90, 150]
[90, 500]
[90, 1000]
[150, 300]
[150, 800]
[150, 1500]
[180, 400]
[180, 1000]
[180, 2000]

[VE] [VE]

Figura 4.5: Resultados modelo F, |€pa:| = 2.

Todas las instancias con |e,,..| = 5 se resuelven hasta la optimalidad
con un tiempo maximo de 39 segundos. El plano cortante con mejores
resultados en la mayoria de instancias es el de eliminacion de simetrias
ES, seguido por la combinacion ES+CO. A pesar de no mostrar los
mejores tiempos, con el plano cortante CO es con el que se explora
menor cantidad de nodos, como se senala en la Tabla A.2. Los resultados

se muestran en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Resultados modelo F;, |€,,4.| = 5.
En las instancias con |e,..] = 10, hasta la instancia [90,500] se

resuelven hasta la optimalidad en tiempos menores a 300 segundos. En
la instancia [90, 1000] se logra la optimalidad con plano cortante ES. Desde
la instancia [150,300], el plano cortante CO es el que presenta mejoras
significativas tanto en el GAP de optimalidad como en el numero de

nodos explorados. En la Figura 4.7 se muestra los resultados obtenidos.
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Figura 4.7: Resultados modelo 75, |€,,.| = 10
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Para las instancias con |e,,..| = 20, la instancia [90, 150] fue infactible,
mientras que en las instancias [150,300] y [180,400] no se obtuvo una
solucion factible en el tiempo maximo de ejecucion.El plano cortante CO
es el que obtiene mejores valores de la funcion objetivo en un menor
numero de nodos explorados. En la Figura 4.8 se muestra los resultados

obtenidos.
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Figura 4.8: Resultados modelo F;, |64, = 20.

4.2.3. Resultados formulacion 73

Los resultados completos se presentan en la Tabla A.3 del Anexo A.
A continuacion se presentan los resultados de las instancias y planos
cortantes, se han dividido las instancias por el tamano maximo de
hiperarista:
En la Figura 4.9 se presentan las instancias de grafos (e, .| = 2),
las cuales se resuelven hasta la optimalidad en tiempos menores a 1
segundo y resolviéndose en el nodo raiz. Las instancias [90, 150] y [150, 300]

resultaron infactibles.
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Figura 4.9: Resultados modelo F3, |€0.| = 2.

Todas las instancias con |e,,..| = 5 se resuelven hasta la optimalidad
con tiempos maximos de aproximadamente de 100 segundos. Los planos
cortantes que presentan mejores resultados en la mayoria de instancias
es el de eliminacion de simetrias ES y la combinacion ES+CO. Los

resultados se muestran en la Figura 4.10.
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Figura 4.10: Resultados modelo F3, |€,4.] = 5.
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En las instancias con |e,,..| = 10, se evidencia que el modelo sin planos
cortantes posee los mejores resultados a excepcion en las instancias
[90, 500], [150,800] y [180,1000]. El plano cortante CO es el que presenta
menor numero de todos en la mayoria de instancias. En la Figura 4.11

se muestra los resultados obtenidos.
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Figura 4.11: Resultados modelo F3, |€,4.| = 10.

Para las instancias con |e,..| = 20, la instancia [90, 150] fue infactible,
mientras que en las instancias [150,300] y [180,400] no se obtuvo una
solucion factible en el tiempo maximo de ejecucion. En las dos instancias
mas grandes se observa mejoras con todos planos cortantes, en el resto
de instancias las mejoras no son significativas. En la Figura 4.12 se

muestra los resultados obtenidos.
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Figura 4.12: Resultados modelo F3, |€,4:| = 20.

4.2.4. Resultados formulacion 74y 75

Los resultados completos se presentan en la Tabla A.4 del Anexo A.
A continuacion se presentan los resultados de las instancias y planos
cortantes, se han dividido las instancias por el tamano maximo de
hiperarista:
En la Figura 4.13 se presentan las instancias de grafos (|e,...|] = 2), la
instancia [150, 300] es infactible y el modelo F; presenta mejores tiempos
de resolucion. Mientras que no existe diferencia en el gap de optimalidad
hasta la instancia [90, 1000], a partir de la instancia [150, 800] el modelo F5

es el unico que llega a la optimalidad.

47



102

10t

10°

tiempo [s]

x  Formulacién F4
v Formulacién F5

*  Formulacién F4
v Formulacién F5

S © © © © © © © ©o g o o S © © © © g © © °o ©o o o
o o o n o o o o o o o o o o o n o o o o o o o o
T T S - T B T A = & . = & 5 & & 8§ § g 2
2 2 2 8 8 s 3 3 s 8 o5 o 2 2 2 8 8 s 3 83 s & o o
- - = = = 2 4 4208 209 0x - - = = = 2 4 2 41 2 8 9
VE) - -7 VE] - -7
Figura 4.13: Resultados comparacion modelos F; y Fs, |€maz| = 2.
En las instancias con |e,..| = 5, se resuelven hasta la optimalidad

hasta la instancia [150, 300]. En los tiempos de ejecucion los dos modelos

muestran resultados similares pero en gap de optimalidad y numero

de nodos explorados el modelo F; tiene un mejor comportamiento. Los

resultados se muestran en la Figura 4.14.
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En las instancias con |e,,..| = 10, la instancia [90, 150] es infactible y en
7 de las 12 instancias no se obtiene una solucion factible en el tiempo
maximo de ejecucion. En el resto de instancias, el modelo F; es el que
presenta mejores tiempos de resolucion. En la Figura 4.15 se muestra

los resultados obtenidos.
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Figura 4.15: Resultados comparacion modelos F, y Fs, |€ma:| = 10.

Para las instancias con |e,..| = 20, las instancias [90, 150],[150, 300] y
[180,400] resultaron infactibles, siendo en la instancia [180,400] que se
comprueba la infactibilidad con el modelo F; al ser su tiempo menor
que el tiempo limite. Las unicas dos instancias en donde se obtuvo un
resultado factible fueron obtenidas mediante el modelo F;. En la Figura

4.16 se muestra los resultados obtenidos.
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Figura 4.16: Resultados comparacion modelos F; y Fs, |€ma:| = 20.

4.2.5. Resultados Heuristica

Para las pruebas se considero el caso del biparticionamiento de
hipergrafos (¢ = 2). Como se puede observar en los resultados de la
Tabla 4.2, los tiempos del algoritmo son muy altos para tratarse de una
heuristica, ademas desde las instancias con 150 nodos, no se obtuvo
ningun particionamiento factible con tiempos de ejecucion menores a

3600 segundos.

Tabla 4.2: Resultados Heuristica particionamiento factible.

Instancia

|eprom| |l€max| Tiempo [s] Particionamiento
(n,m)
factible
2.00 2 2.17 True
3.56 5 2.56 True
(40,100) 6.04 10 5.58 True
10.99 20 33.54 False
2.00 2 2.11 True
3.54 5 1.87 True
(40,200) 5.84 10 3.51 True
10.18 20 65.70 False
2.00 2 5.28 True
3.52 5 4.51 True
(40,500) 5.98 10 4.44 True
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10.80 20 8.49 True

2.00 2 956.49 False

3.43 5 93.03 True

' 11.37 20 893.73 False
18.98 35 912.18 False

2.00 2 45.15 True

3.48 5 50.93 True

10.98 20 3088.25 False

18.03 35 2998.01 False

2.00 2 94.13 True

3.46 5 81.17 True

' 11.02 20 377.88 True
18.58 35 >3600 False

2.00 2 >3600 False

3.78 5 >3600 False

( 150 300) 6.08 10 >3600 False
' 10.78 20 >3600 False
28.07 55 >3600 False

2.00 2 >3600 False

3.53 5 >3600 False

' 10.89 20 >3600 False
27.69 55 >3600 False

2.00 2 >3600 False

3.47 5 >3600 False

11.17 20 >3600 False

28.39 55 >3600 False

2.00 2 >3600 False

3.55 5 >3600 False

’ 11.44 20 >3600 False
33.51 65 >3600 False

2.00 2 >3600 False

3.51 5 >3600 False

' 11.04 20 >3600 False
33.64 65 >3600 False

2.00 2 >3600 False

3.49 5 >3600 False

' 10.88 20 >3600 False
34.10 65 >3600 False
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Capitulo 5

Conclusiones

Aun siendo un problema ampliamente estudiado, el particionamiento
de hipergrafos con la funcién objetivo planteada en este trabajo
ofrece nuevas posibilidades de aplicaciones y el desarrollo de técnicas
resolutivas, tanto con métodos exactos o de aproximacion.

Las diferentes formulaciones mostraron tiempos de resolucion bajos
para instancias con tamanos de hiperaristas menores o iguales a cinco.
Por tal motivo, el uso de las formulaciones de hipergrafos para resolver
problemas en grafos se vuelve atractivo. En la mayoria instancias de
hipergrafos poco densos resultaron infactibles, esto refleja lo planteado
previamente en la Seccion 3.5, que en este problema la obtencion de
particionamientos factibles es mas dificil que en otros problemas de
particionamiento.

El impacto de los planos cortantes implementados en los modelos,
respecto al tiempo de resolucion y gap de optimalidad, es mayor para las
instancias grandes y en donde el tamano de hiperarista es mayor. En
instancias de grafos (tamano de hiperarista igual a dos), en cambio, el
impacto de los planos cortantes puede llegar a ser negativo respecto a la
mejora en el tiempo de resolucion.

Al no ser directa la obtencion de soluciones factibles a diferencia de
otros problemas, donde es posible particionamientos aleatorios iniciales,
el uso de heuristicas conocidas de particionamiento de hipegrafos

no proporciona una ayuda en la mejora de los Programas Enteros
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planteados. A pesar del desarrollo de una heuristica, ésta no presento
resultados favorables para obtener particionamientos iniciales factibles
en poco tiempo.

Al ser un problema NP-hard, el desarrollo de algoritmos de aproximacion
es necesario para mejorar la resolucion de este problema de
particionamiento de hipergrafos, especialmente cuando se trate de
instancias grandes y con tamanos de hiperaristas mayores a 5.

Para poder representar problemas del mundo real a través de hipergrafos,
en vez de generar hipergrafos aleatorios, es necesario tener informacion
estadistica de cada aplicacion. Asi, en vez de generar instancias con una
distribucion de probabilidad uniforme en los tamanos de hiperarista, se
utilizaria la distribucion de probabilidad obtenida en cada problema.

A partir de las formulaciones para el problema del k-equiparticionamiento
en componentes conexas considerando soluciones con hiperarboles
lineales, se pueden realizar trabajos posteriores para su generalizacion
en donde las componentes del particionamiento sean hipergrafos

COonexos.
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Capitulo A

Tablas de Resultados

Para las diferentes tablas, en la columna de planos cortantes annadidos

el simbolo (*) indica que los planos fueron anadidos en el nodo raiz del

arbol de busqueda. Adicionalmente, para las diferentes instancias se

resaltan los planos cortantes con las mayores mejoras respecto a sus

valores sin aplicar ningun plano cortante.

A.1. Formulacion 7
Tabla A.1: Resultados computacionales modelo F;.
Instancia Plano ] Nodos Planos Tiempo
Obj Gap [ %]
(n,m) |eprom||€max| cortante B&C Anad. [s]
Ninguno 153 0 1 - 0.05
TH 153 0 1 - 0.02
9 ES 153 0 1 3* 0.01
2.00 KS 153 0 1 0 0.01
ES+CO 153 0 1 0 0.01
ES+KS 153 0 1 0 0.01
CO+KS 153 0 1 0 0.01
Ninguno 86 0 1836 - 0.69
(45,100) ES 86 0 1831 3* 1.68
5 CO 86 0 4256 54 2.17
359 KS 86 0 1836 0 1.07
ES+CO 86 0 2727 48 1.56
ES+KS 86 0 1831 0 2.36
CO+KS 86 0 4256 54 2.98
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Ninguno 147 0 1543 - 3.33
ES 147 0 1503 3* 2.96
10 CO 147 0 1778 17 4.19
6.39 KS 147 0 1675 74 51.70
ES+CO 147 0 2749 22 3.72
ES+KS 147 0 4361 305 103.15
CO+KS 147 0 1554 131 48.92
Ninguno 90 0 1 - 0.03
ES 90 0 1 3* 0.02
2 KS 90 0 1 0 0.03
2.00 ES+CO 90 0 1 0 0.02
ES+KS 90 0 1 0 0.01
CO+KS 90 0 1 0 0.04
Ninguno 43 0 1291 - 1.21
(45,200) ES 43 0 1596 3* 0.79
5 CO 43 0 2496 57 2.46
3.62 KS 43 0 1291 0 1.97
ES+CO 43 0 1623 35 1.70
ES+KS 43 0 1596 0 1.34
CO+KS 43 0 2496 57 2.40
Ninguno 54 0 11572 - 18.84
ES 54 0 7211 3* 13.92
10 CO 54 0 36719 151 72.77
6.13 KS 54 0 19530 62 1351.71
ES+CO 54 0 19436 110 36.02
ES+KS 54 0 25932 184 1675.56
CO+KS 54 0 19093 148 1253.60
Ninguno 49 0 1 - 0.04
ES 49 0 1 3* 0.07
2 KS 49 0 1 0 0.04
2.00 ES+CO 49 0 1 0 0.07
ES+KS 49 0 1 0 0.07
CO+KS 49 0 1 0 0.04
Ninguno 30 0 4591 - 3.85
(45,500) ES 30 0 1781 3* 1.78
5 CO 30 0 4258 128 11.34
3.49 KS 30 0 4591 0 8.06
ES+CO 30 0 1886 66 5.10
ES+KS 30 0 1781 0 3.34
CO+KS 30 0 4258 128 10.90
Ninguno 18 0 1892 - 9.38
ES 18 0 2839 3* 8.21
10 CO 18 0 4208 320 31.80
5.80 KS 18 17 3262 5 1808.94
ES+CO 18 0 7093 242 22.94
ES+KS 18 0 1688 6 1072.40
CO+KS 22 41 2796 236 1808.33
Ninguno 386 0 1 - 0.05
TH 386 0 1 - 0.03
9 ES 386 0 1 3* 0.02
2.00 KS 386 0 1 0 0.05
ES+CO 386 0 1 0 0.02
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ES+KS 386 0 1 0 0.02
CO+KS 386 0] 1 0] 0.05
Ninguno 203 0] 3988 - 3.38
ES 203 0 3503 3* 1.66
5 CO 203 0 4134 18 5.34
3.47 KS 203 0 3988 0 4.75
ES+CO 203 0 3380 13 2.87
ES+KS 203 0 3503 0 2.88
CO+KS 203 0] 4134 18 5.19
Ninguno 285 0 7296 - 56.84
ES 285 0 15803 3* 121.16
10 CO 285 0 7292 15 64.52
6.04 KS 285 0 7296 0 63.30
ES+CO 285 0 17544 11 159.12
ES+KS 285 0 15803 0 129.20
CO+KS 285 0] 7292 15 64.88
Ninguno - - - - 2.75
ES - - - - 0.55
CO - - - - 4.00
11.03 KS - - - - 149.83
ES+CO - - - - 0.65
ES+KS - - - 20.57
CO+KS - - - - 148.05
Ninguno 144 0] 1 - 0.03
ES 144 0 1 3* 0.03
2 KS 144 0 1 0 0.03
2.00 ES+CO 144 0 1 0 0.04
ES+KS 144 0 1 0 0.03
CO+KS 144 0] 1 0] 0.03
Ninguno 63 0] 1841 - 7.37
ES 63 0 1722 3* 3.86
5 CO 63 0 2381 51 11.06
3.50 KS 63 0 1841 0 9.87
ES+CO 63 0 2981 45 9.92
(90,500) ES+KS 63 0 1722 0 6.26
CO+KS 63 0] 2381 51 10.93
Ninguno 68 24 445282 - 1800.04
ES 72 29 404803 3* 1800.02
10 CO 69 23 317414 862 1800.65
5.85 KS 68 25 339739 0 1800.11
ES+CO 72 32 305395 4267 1801.11
ES+KS 73 32 320927 0 1800.66
CO+KS 69 23 317030 861 1800.23
Ninguno 146 84 72870 - 1800.04
ES 161 85 108844 3* 1800.04
CO 144 85 59702 959 1801.50
10.53 KS 203 92 2761 57 1812.02
ES+CO 168 87 65096 816 1801.08
ES+KS 186 91 2806 9 1828.31
CO+KS 197 92 2684 97 1808.98
Ninguno 65 0 1 - 0.06
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ES 65 0 1 3* 0.13
KS 65 0 1 0 0.06
ES+CO 65 0 1 0 0.13
ES+KS 65 0 1 0 0.12
CO+KS 65 0 1 0 0.06
Ninguno 44 0 5839 - 23.07
ES 44 0 3559 3* 17.37
5 CO 44 0 2400 177 19.77
3.53 KS 44 0 3077 0 24.89
ES+CO 44 0 3732 340 31.35
ES+KS 44 0 3559 0 26.19
CO+KS 44 0 2400 177 19.99
Ninguno 47 38 146906 - 1800.05
ES 44 39 103586 3* 1800.05
10 CO 48 42 81296 370 1801.66
5.92 KS 47 40 115069 0 1801.47
ES+CO 47 43 92121 391 1801.70
ES+KS 46 41 88251 0 1801.46
CO+KS 48 42 80956 368 1801.08
Ninguno 82 84 38187 - 1800.08
ES 100 85 39797 3* 1800.07
20 CO 80 84 30314 906 1802.32
11.00 KS 187 95 795 0 1869.89
ES+CO 87 84 36632 1239 1800.38
ES+KS 154 94 807 14 1896.17
CO+KS 199 95 816 351 1897.46
Ninguno - - - - 0.00
TH - - - - 0.00
9 ES - - - - 0.00
2.00 KS - - - - 0.00
ES+CO - - - - 0.00
ES+KS - - - 0.00
CO+KS - - - - 0.00
Ninguno 236 0 2344 - 7.92
ES 236 0 2649 3* 7.13
5 CO 236 0 2293 15 9.73
3.56 KS 236 0 2344 0 10.04
(150,300) ES+CO 236 0 2197 47 8.09
’ ES+KS 236 0 2649 0 9.28
CO+KS 236 0 2293 15 9.34
Ninguno 342 59 144235 - 1800.13
ES 328 58 111848 3* 1800.08
10 CcO 325 57 127590 271 1801.03
6.37 KS 315 55 141948 0 1801.19
ES+CO 364 62 97250 128 1800.59
ES+KS 328 58 104385 0 1800.39
CO+KS 317 56 128994 273 1800.30
Ninguno - - - - 1800.02
ES - - - - 1800.03
20 CO - - - - 1800.35
10.77 KS - - - - 1800.75
ES+CO - - - - 1800.07
ES+KS - - - - 1800.11
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CO+KS - - - - 1800.04
Ninguno 219 0 1 - 0.11
ES 219 0 1 3* 0.05
2 KS 219 0 1 0 0.11
2.00 ES+CO 219 0 1 0 0.05
ES+KS 219 0 1 0 0.05
CO+KS 219 0 1 0 0.11
Ninguno 114 0 1792 - 13.04
ES 114 0 2160 3* 11.76
5 CO 114 0 2297 39 21.85
3.49 KS 114 0 1792 0 16.29
ES+CO 114 0 2210 43 17.43
(150,800) ES+KS 114 0 2160 0 16.30
CO+KS 114 0] 2297 39 21.71
Ninguno 166 63 96830 - 1800.05
ES 162 63 93069 3* 1800.07
10 CO 168 62 101861 1195 1802.25
6.04 KS 166 63 86671 0 1800.58
ES+CO 150 58 103376 970 1800.59
ES+KS 162 63 81939 0 1800.66
CO+KS 168 62 102060 1195 1801.46
Ninguno 308 91 10671 - 1800.06
ES 299 91 11557 3* 1800.03
20 CO 323 91 10854 185 1800.22
10.86 KS 308 91 9929 0 1800.14
ES+CO 321 91 11507 165 1801.34
ES+KS 299 91 10827 0 1801.42
CO+KS 323 91 10271 185 1803.97
Ninguno 162 0 1 - 0.16
ES 162 0 1 3* 0.22
2 KS 162 0 1 0] 0.14
2.00 ES+CO 162 0 1 0 0.23
ES+KS 162 0 1 0 0.23
CO+KS 162 0 1 0] 0.14
Ninguno 76 0 4915 - 28.90
ES 76 0 7621 3* 49.29
5 CcO 76 0 10831 135 90.55
3.48 KS 76 0 4915 0 48.37
ES+CO 76 0 9851 255 122.53
(150,1500) ES+KS 76 0 7621 0 78.94
CO+KS 76 0 10831 135 91.13
Ninguno 81 48 38123 - 1800.09
ES 87 53 44739 3* 1800.04
10 CO 109 62 29350 534 1800.44
5.99 KS 91 54 33589 0 1801.10
ES+CO 94 56 32861 462 1800.27
ES+KS 92 55 38388 0 1800.26
CO+KS 109 62 30241 557 1803.52
Ninguno 191 92 6410 - 1800.06
ES 167 92 6684 3* 1800.12
CO 198 92 7006 513 1800.14
11.22
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KS 191 92 5099 2 1807.07
ES+CO 178 92 7321 522 1801.88
ES+KS 207 93 5341 0] 1804.29
CO+KS 198 92 5283 491 1804.88
Ninguno 563 0] 1 - 0.06
TH 563 0] 1 - 0.06
9 ES 563 0 1 3* 0.04
2.00 KS 563 0 1 0 0.06
ES+CO 563 0 1 0] 0.05
ES+KS 563 0 1 0 0.04
CO+KS 563 0] 1 0] 0.06
Ninguno 261 0] 3774 - 17.61
ES 261 0 2176 3* 10.50
5 CO 261 0 3774 30 22.16
3.61 KS 261 0 3774 0] 21.72
(180,400) ES+CO 261 0 1823 6 10.40
’ ES+KS 261 0] 2176 0 11.96
CO+KS 261 0] 3774 30 21.93
Ninguno 388 65 122973 - 1800.04
ES 367 63 114538 3* 1800.04
10 CO 370 64 95673 203 1800.46
6.05 KS 374 63 124666 0] 1800.08
ES+CO 300 55 120536 261 1800.32
ES+KS 367 63 108393 0] 1800.80
CO+KS 370 64 94623 203 1800.19
Ninguno - - - - 1800.03
ES - - - - 1800.05
CO - - - - 1800.54
10.45 KS - - - - 1800.05
ES+CO - - - - 1800.63
ES+KS - - - 1800.25
CO+KS - - - - 1800.76
Ninguno 270 0 1 - 0.12
ES 270 0 1 3* 0.09
2 KS 270 0 1 0 0.11
2.00 ES+CO 270 0] 1 0] 0.08
ES+KS 270 0 1 0 0.08
CO+KS 270 0] 1 0] 0.11
Ninguno 126 0] 3743 - 29.63
ES 126 0 4026 3* 34.43
5 CO 126 0 2539 161 31.07
3.49 KS 126 0 2242 0 26.95
ES+CO 126 0 1665 113 19.78
(180,1000) ES+KS 126 0] 4026 0] 46.21
CO+KS 126 0] 2539 161 30.12
Ninguno 225 68 55102 - 1800.09
ES 207 67 59905 3* 1800.07
10 CO 207 65 49343 266 1801.29
6.08 KS 225 68 54553 0] 1800.90
ES+CO 209 67 51151 318 1803.10
ES+KS 207 67 57137 0] 1800.84
CO+KS 207 65 49974 277 1801.50
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Ninguno 450 93 8188 - 1800.11
ES 406 92 6505 3* 1800.12
20 CO 388 92 6515 148 1800.34
10.94 KS 450 93 8188 0 1800.28
ES+CO 435 92 7176 93 1800.39
ES+KS 406 92 6505 0 1800.45
CO+KS 388 92 6626 149 1800.78
Ninguno 190 0 1 - 0.45
ES 190 0 1 3* 0.24
2 KS 190 0 1 (0] 0.42
2.00 ES+CO 190 0 1 0 0.26
ES+KS 190 0 1 0 0.27
CO+KS 190 0 1 0 0.43
Ninguno 80 0 1882 - 11.72
ES 80 0 1295 3* 14.81
5 CcO 80 0 1579 157 32.11
353 KS 80 0 1882 0 18.56
ES+CO 80 0 324 116 9.83
(180,2000) ES+KS 80 0 1295 0 22.95
CO+KS 80 0 1579 157 32.48
Ninguno 133 65 15960 - 1800.07
ES 112 62 19833 3* 1800.07
10 CO 120 63 18900 839 1803.22
5.93 KS 133 65 15693 0 1802.59
ES+CO 109 60 16820 560 1802.80
ES+KS 112 62 17773 0 1800.19
CO+KS 120 63 18052 833 1801.19
Ninguno 245 91 5650 - 1800.09
ES 241 91 6998 3* 1800.09
20 CO 227 89 5579 495 1800.85
11.05 KS 239 90 5441 0 1800.19
ES+CO 249 91 6217 847 1800.15
ES+KS 245 91 6810 0 1800.64
CO+KS 227 89 5620 495 1800.21
A.2. Formulacion 7
Tabla A.2: Resultados computacionales modelo Fs.
Instancia Plano . Nodos Planos Tiempo
Obj Gap [%] -
(n,m) |eprom||€max| cortante B&C Aiiad. [s]
Ninguno 197 0 1 - 0.01
TH 197 0 1 2% 0.01
2.00 2.00 ES 197 0 1 3* 0.01
ES+CO 197 0 1 3 0.04
(45,100) Ninguno 60 0] 499 - 0.25
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ES 60 0 1420 3* 0.39

CO 60 0 499 2 0.57

ES+CO 60 0 860 6 0.68

Ninguno 133 0 3475 - 4.46

ES 133 0 2839 3* 4.29

6.20 10.00 CO 133 0 3467 32 6.86
ES+CO 133 0 2695 30 5.28

Ninguno 103 0 1 - 0.02

ES 103 0 1 3* 0.02

2.002.00 ES+CO 103 0 1 3 0.02
(45.200) Ninguno 44 0 1904 - 1.08
ES 44 0 3298 3* 1.41

3.63 5.00 CO 44 0 2365 54 2.70
ES+CO 44 0] 3066 25 3.16

Ninguno 38 0] 3369 - 7.95

ES 38 0 3629 3* 7.15

6.03 10.00 CO 38 0 7178 103 19.67
ES+CO 38 0] 3923 125 12.44

Ninguno 40 0 1 - 0.04

ES 40 0 1 3* 0.03

200 200 psico 40 0 1 3 0.03
Ni 1 - 4

(45.500) inguno 8 0 66 0.43
ES 18 0 334 3* 0.66

3.49 5.00 CO 18 0 66 0 0.60
ES+CO 18 0 334 36 1.56

Ninguno 19 0 11395 - 46.72

ES 19 0 5491 3* 21.39

5.94 10.00 CO 19 0 16679 91 127.84
ES+CO 19 0] 14083 49 87.36

Ninguno - - - - 0.00

TH - - - - 0.00

2.00 2.00 ES - - - 0.00
ES+CO - - - - 0.00

Ninguno 187 0 1957 - 2.08

ES 187 0 6442 3* 1.99

(90.150)  3.61 5.00 Co 187 0 1668 25 2.80
ES+CO 187 0 2698 22 3.57

Ninguno 153 0 70041 - 112.99

ES 153 0 98535 3* 154.54

5.53 10.00 CO 153 0 70170 88 151.33
ES+CO 153 0 106387 180 260.95

Ninguno - - - - 16.92

ES - - - - 16.99

10.87 20.00 CcO - - - - 17.02

64



ES+CO - - - - 15.69
Ninguno 137 0 1 - 0.03

ES 137 0 1 3* 0.05

2.00 2.00 ES+CO 137 0 1 3 0.06
Ninguno 67 0 6990 - 6.50

ES 67 0 7276 3* 6.05

(90,500) 3.43 5.00 CcO 67 0 3291 63 11.83
ES+CO 67 0 7280 178 14.98

Ninguno 44 0 25306 - 140.42

ES 44 0 35468 3* 188.24

5.95 10.00 CcO 44 0 24302 140 188.51
ES+CO 44 0 38358 136 299.66

Ninguno 101 71 185045 - 1800.05

ES 109 72 150609 3* 1800.05

10.74 20.00 CcO 101 70 142139 2311 1801.35
ES+CO 86 65 153252 2258 1800.33

Ninguno 79 1 - 0.06

ES 79 0 1 3* 0.06

2.00 2.00 ES+CO 79 0 1 3 0.06
Ninguno 41 0 392 - 3.21

ES 41 0 256 3* 1.32

(90,1000) 3.46 5.00 CcO 41 0 392 11 4.62
ES+CO 41 0 256 5 1.95

Ninguno 41 22 189195 - 1800.07

ES 36 0 230831 3* 1781.43

6.12 10.00 CcO 39 23 93530 805 1801.61
ES+CO 39 21 101871 358 1801.12

Ninguno 72 83 53940 - 1800.40

ES 80 86 42800 3* 1800.05

11.20 20.00 CcCO 82 87 31586 655 1801.31
ES+CO 90 88 41368 682 1801.98

Ninguno - - - - 0.00

TH - - - - 0.00

2.00 2.00 ES - - - 0.00
ES+CO - - - - 0.00

Ninguno 249 0 1459 - 5.50

ES 249 0 1511 3* 3.51

(150,300) 3,58 5.00 CcO 249 0 1689 14 7.73
ES+CO 249 0 1478 5 4.75

Ninguno 262 42 205531 - 1800.11

ES 279 47 220793 3* 1800.11

5.92 10.00 CcCO 281 46 170230 304 1800.12
ES+CO 258 42 220450 275 1801.51
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Ninguno - - - - 1800.02
ES - - - - 1800.03
11.35 20.00 CcO - - - 1800.04
ES+CO - - - - 1800.68
Ninguno 271 0 1 - 0.05
ES 271 0 1 3* 0.04
2.00 2.00  polto 271 0 1 3 0.04
Ninguno 124 0 3386 - 20.74
ES 124 0 1664 3* 8.56
(150,800) 3.49 5.00 CcO 124 0 2052 22 16.30
ES+CO 124 0 1727 28 14.53
Ninguno 127 39 108569 - 1800.06
ES 125 37 157788 3* 1800.06
5.88 10.00 CO 111 31 106217 1469 1800.89
ES+CO 127 38 121158 2228 1801.30
Ninguno 239 87 14969 - 1800.07
ES 287 89 14730 3* 1800.07
10.98 20.00 CcO 260 88 13075 160 1800.46
ES+CO 294 89 15466 153 1800.25
Ninguno 156 1 - 0.11
ES 156 0 1 3* 0.10
2.00 2.00 ES+CO 156 0 1 3 0.10
Ninguno 72 0 4305 - 19.32
ES 72 0 521 3* 11.15
(150,1500) 3.51 5.00 CcO 72 0 5443 278 38.98
ES+CO 72 0 521 14 12.72
Ninguno 77 49 39489 - 1800.09
ES 97 61 31976 3* 1800.08
5.88 10.00 CcO 81 52 27387 434 1813.06
ES+CO 97 61 33513 553 1801.11
Ninguno 164 89 8346 - 1800.07
ES 149 87 11085 3* 1800.21
10.95 20.00 CcO 200 91 9297 1134 1802.03
ES+CO 154 88 9880 486 1800.84
Ninguno 625 0 1 - 0.04
TH 625 0 1 13* 0.04
2.00 2.00 ES 625 0 1 3* 0.04
ES+CO 625 0 1 3 0.04
Ninguno 264 0 1958 - 2.53
ES 264 0 2179 3* 2.67
(180,400) 349 5.00 cO 264 0 1550 36 4.03
ES+CO 264 0 2565 66 5.13
Ninguno 315 50 152303 - 1800.03
ES 324 51 138452 3* 1800.03
6.08 10.00
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CcoO 343 54 131094 299 1800.04
ES+CO 313 50 110072 200 1800.80

Ninguno - - - - 1800.03

ES - - - - 1800.04

10.96 20.00 CO - . - - 1800.27
ES+CO - - - - 1800.68

Ninguno 303 0 1 - 0.06

ES 303 0 1 3* 0.05

2.00 2.00 ES+CO 303 0 1 3 0.05
Ninguno 130 0 73 - 2.70

ES 130 0 1797 3* 8.98

(180,1000) 3.51 5.00 CcO 130 0 73 2 2.95
ES+CO 130 0 1524 89 17.90

Ninguno 183 61 48350 - 1800.37

ES 143 48 72063 3* 1800.06

6.01 10.00 CcO 162 54 54494 1771 1811.18
ES+CO 182 60 61843 1708 1802.45

Ninguno 287 90 9973 - 1800.07

ES 288 89 10234 3* 1800.14

10.90 20.00 CcO 353 92 8145 241 1800.30
ES+CO 300 89 10328 207 1800.09

Ninguno 190 1 - 0.13

ES 190 0 1 3* 0.10

2.002.00 ES+CO 190 0 1 3 0.10
Ninguno 87 0 113 - 11.78

ES 87 0 202 3* 5.64

(180,2000) 3.52 5.00 CcO 87 0 113 8 12.14
ES+CO 87 0 202 19 7.36

Ninguno 108 59 17393 - 1800.07

ES 115 61 16304 3* 1800.05

6.00 10.00 CcoO 99 56 14271 505 1814.69
ES+CO 105 58 15020 300 1801.62

Ninguno 191 87 6175 - 1800.12

ES 213 89 6671 3* 1800.09

11.21 20.00 CcoO 148 85 5645 327 1800.15
ES+CO 199 88 6197 1093 1800.33

A.3. Formulacion F;
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Tabla A.3: Resultados computacionales modelo F;.

Instancia Plano ] Nodos Planos Tiempo
Obj Gap [ %] _
(n,m) |eprom||€max| cortante B&C Anad. [s]
Ninguno 140 0 1 - 0.01
TH 140 0 1 1* 0.01
2.00 2.00 ES 140 0 1 3* 0.01
ES+CO 140 0] 1 3 0.02
(45,100) Ninguno 110 0 288 - 0.32
ES 110 0 2633 3* 0.57
3.27 5.00 CO 110 0 288 7 0.41
ES+CO 110 0 2241 46 1.17
Ninguno 88 0 4423 - 3.24
ES 88 0 3269 3* 2.61
5.42 10.00 CO 88 0 5644 203 5.91
ES+CO 88 0] 5894 208 5.96
Ninguno 96 0 1 - 0.01
ES 96 0 1 3* 0.01
2.002.00 ES+CO 96 0 1 3 0.01
(45.200) Ninguno 50 0 7317 - 2.54
ES 50 0 2803 3* 2.60
3.46 5.00 CcO 50 0 7698 130 6.74
ES+CO 50 0 2177 21 3.63
Ninguno 51 0 13100 - 21.56
ES 51 0 19904 3* 24.57
6.05 10.00 CO 51 0 10976 177 30.36
ES+CO 51 0 28319 273 61.70
Ninguno 42 0 1 - 0.03
ES 42 0 1 3* 0.03
200200 psico 43 0 1 3 0.03
(45.500) Ninguno 20 0 313 - 0.78
ES 20 0 249 3* 1.18
3.54 5.00 CO 20 0 313 12 1.49
ES+CO 20 0] 249 31 1.68
Ninguno 26 0 17487 - 55.51
ES 26 0 16515 3* 55.90
6.13 10.00 CO 26 0 14413 199 100.01
ES+CO 26 0] 24337 393 119.11
Ninguno - - - - 0.00
TH - - - - 0.00
2.00 2.00 ES - - - - 0.00
ES+CO - - - - 0.00
Ninguno 178 0 3242 - 3.27
ES 178 0 3003 3* 3.00
(90,150)  3.63 5.00
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CO 178 0 2999 36 4.30
ES+CO 178 0] 3382 43 4.88
Ninguno 185 0] 37433 - 86.99
ES 185 0 55233 3* 108.68
5.77 10.00 CO 185 0 37433 9 106.35
ES+CO 185 0] 59117 48 134.08
Ninguno - - - - 10.63
ES - - - - 10.07
11.49 20.00 CcO - - - - 11.48
ES+CO - - - - 14.85
Ninguno 113 0 1 - 0.03
ES 113 0 1 3* 0.05
2:002.00 ES+CO 113 0] 1 3 0.07
Ninguno 68 0 1782 - 5.48
ES 68 0 3901 3* 4.69
(90,500)  3.46 5.00 co 68 0 1593 27 6.89
ES+CO 68 0] 3272 74 10.33
Ninguno 94 48 428971 - 1800.04
ES 93 52 243914 3* 1800.05
6.09 10.00 CO 82 41 186454 962 1800.06
ES+CO 79 41 271225 2124 1800.81
Ninguno 149 82 118609 - 1800.04
ES 130 81 145141 3* 1800.04
10.80 20.00 CO 130 77 107165 2563 1800.12
ES+CO 123 77 115856 1473 1801.06
Ninguno 103 0 1 - 0.07
ES 103 0 1 3* 0.05
200 2.00 " psico 103 0 1 3 0.05
Ninguno 46 0 1 - 1.21
ES 46 0 1 3* 0.38
(,90,1000) 3.51 5.00 CO 46 0 1 0 1.10
ES+CO 46 0] 1 3 0.37
Ninguno 28 0] 77046 - 1022.41
ES 28 0 105551 3* 1399.98
5.99 10.00 CO 34 29 95199 727 1800.19
ES+CO 28 0] 50429 204 980.11
Ninguno 52 77 35844 - 1800.08
ES 71 80 36910 3* 1800.07
11.12 20.00 CO 72 83 26435 709 1800.12
ES+CO 92 86 31305 1077 1802.06
Ninguno - - - - 0.00
TH - - - - 0.00
2.00 2.00 ES - - - - 0.00
ES+CO - - - - 0.00
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Ninguno 301 0 1928 - 5.84
ES 301 0 1959 3* 5.69
3.47 5.00 CO 301 0 2854 43 11.16
ES+CO 301 0 2196 42 7.65
Ninguno 259 39 225036 - 1800.11
ES 302 51 218395 3* 1800.09
5.94 10.00 CcO 294 48 169421 1251 1801.77
ES+CO 283 46 219798 1171 1801.33
Ninguno - - - - 1800.03
ES - - - - 1800.02
10.94 20.00 CO - - - - 1800.50
ES+CO - - - - 1800.17
Ninguno 251 1 - 0.05
ES 251 0 1 3* 0.04
2.00 2.00 ES+CO 251 0 1 3 0.04
Ninguno 131 0 2179 - 18.21
ES 131 0 2962 3* 12.29
(150,800) 3.49 5.00 CcO 131 0 2807 62 30.73
ES+CO 131 0 2570 80 19.23
Ninguno 136 54 103402 - 1800.07
ES 144 58 101934 3* 1800.04
5.98 10.00 CcO 128 51 103161 1492 1800.13
ES+CO 133 54 113201 2201 1801.30
Ninguno 251 92 12301 - 1800.06
ES 257 91 20737 3* 1800.08
11.03 20.00 CcO 249 92 13287 209 1801.63
ES+CO 282 93 14224 166 1801.13
Ninguno 175 1 - 0.08
ES 175 0 1 3* 0.08
2.00 2.00 ES+CO 175 0 1 3 0.08
Ninguno 80 0 859 - 7.09
ES 80 0 72 3* 2.75
(150,1500) 3.50 5.00 CO 80 0 925 40 12.08
ES+CO 80 0 72 7 3.44
Ninguno 82 49 36822 - 1800.07
ES 97 58 40603 3* 1800.11
591 10.00 CcO 93 55 28848 800 1802.75
ES+CO 106 61 30995 719 1834.49
Ninguno 170 89 7860 - 1800.06
ES 163 88 12161 3* 1800.07
11.01 20.00 CcO 172 89 8353 549 1800.24
ES+CO 171 88 7900 747 1800.83
Ninguno 580 0 1 - 0.05
TH 580 0 1 11* 0.05
2.00 2.00
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ES 580 0 1 3% 0.05

ES+CO 580 0 1 3 0.05

Ninguno 321 0 2774 - 16.56

ES 321 0 2135 3* 15.36

3.47 5.00 CcO 321 0 2421 6 19.44
ES+CO 321 0 2135 13 18.65

Ninguno 320 48 68092 - 1800.05

ES 356 53 71162 3* 1800.03

5.75 10.00 CcCO 337 51 58161 129 1801.45
ES+CO 348 53 59686 122 1801.22

Ninguno - - - - 1800.06

ES - - - - 1800.06

11.58 20.00 CO . - - 1800.12
ES+CO - - - - 1800.10

Ninguno 306 0 1 - 0.06

ES 306 0 1 3* 0.06

2.00 2.00 ES+CO 306 0 1 3 0.06
Ninguno 139 0 7718 - 21.86

ES 139 0 8086 3* 20.04

(180,1000) 3.46 5.00 CO 139 0 1660 45 18.60
ES+CO 139 0 1909 63 22.07

Ninguno 228 72 39663 - 1800.09

ES 185 66 64846 3* 1800.09

5.98 10.00 CcO 227 72 38565 947 1802.75
ES+CO 188 66 49180 729 1801.84

Ninguno 388 92 8137 - 1800.12

ES 363 92 7503 3* 1800.06

11.00 20.00 CcO 358 92 7285 222 1800.24
ES+CO 321 91 7484 169 1801.25

Ninguno 169 0 1 - 0.14

ES 169 0 1 3* 0.12

2.00 200 pslto 169 0 1 3 0.12
Ninguno 93 0 8729 - 84.48

ES 93 0 7223 3% 77.02

(180,2000) 3.52 5.00 CcO 93 0 8775 131 155.02
ES+CO 93 0 7970 79 149.50

Ninguno 100 60 11701 - 1800.08

ES 110 64 14431 3* 1802.88

5.98 10.00 CO 115 65 14054 319 1802.18
ES+CO 102 61 13913 560 1802.42

Ninguno 260 92 5465 - 1800.08

ES 215 89 5780 3* 1800.07

11.15 20.00 CO 224 90 4440 503 1800.83
ES+CO 227 90 6145 783 1800.77
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A.4. Formulacion 7, y F;

Tabla A.4: Resultados computacionales modelo F, y F5.

Instancia . Nodos Tiempo
Modelo Obj Gap [ %]
(n,m) |eprom‘ |emax| B&C [S]
F4 236 1967 1.24
2.00 2.00 F5 236 0 803 0.26
(45.100) F4 116 0 4296 3.97
3.49 5.00 F5 116 0 3757 12.66
F4 246 0 5758 10.81
5.57 10.00 F5 246 0 7065 55.21
F4 112 0 2283 2.06
2.00 2.00 F5 112 495 0.45
(45,200) F4 57 0 9417 9.50
3.52 5.00 F5 57 0 3310 17.54
F4 71 0 34902 68.84
5.91 10.00 F5 71 0 16636 330.17
F4 71 0 37883 11.11
2.00 2.00 F5 71 0 88045 13.90
(45,500 F4 37 0 44540 43.36
3.41 5.00 F5 37 0 8535 107.62
F4 34 41 183398 1800.04
5.93 10.00 F5 34 41 4745 1800.03
F4 565 0 5663 4.49
2.00 2.00 F5 565 0 4116 1.40
(90.150) F4 230 0 152040 139.30
3.37 5.00 F5 230 0 31645 75.60
F4 - - - 1.57
6.15 10.00 F5 - - - 22.66
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F4 - - - 1.17
11.07 20.00 F5 - - - 62.66
F4 252 0 20705 39.75
2.00 2.00 F5 252 0 3230 2.74
(90.500) F4 75 0 260906 569.85
3.561 5.00 F5 75 0 27984 405.30
F4 173 69 299716 1800.04
6.25 10.00 F5 152 66 2769 1800.07
F4 223 86 30868 1800.25
11.07 20.00 F5 - - - 1800.07
F4 171 0 374170 213.65
2.00 2.00 F5 171 0 1 0.91
(90.1000) F4 43 0 51971 96.68
3.52 5.00 F5 43 0 9996 343.48
F4 89 73 117267  1800.05
5.99 10.00 F5 - - - 1800.06
F4 157 92 4856 1800.17
10.89 20.00 F5 - - - 1800.10
F4 - - - 0.00
2.00 2.00 F5 - - - 0.00
(150.300) F4 312 13 210273 1800.07
3.38 5.00 F5 298 0 108512 1252.36
F4 - - - 1800.04
6.34 10.00 F5 - - - 1800.02
F4 - - - 25.37
11.21 20.00 F5 - - - 1800.06
F4 372 529350 1800.04
2.00 2.00 F5 372 1270 4.89
(150.800) F4 144 19 138720 1800.07
3.52 5.00 F5 143 15 11563 1800.03
F4 - - - 1800.07
6.06 10.00 F5 218 68 545 1800.06
F4 - - - 1800.07
10.95 20.00
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F5 - - - 1800.07

F4 259 2 288499 1800.05

2.00 2.00 F5 259 0 3240 8.54
(150.1500) F4 110 19 102626  1800.08
3.48 5.00 F5 102 10 2823 1800.05

F4 - - - 1800.19

6.07 10.00 F5 - - - 1800.03

F4 - - - 1800.67

11.01 20.00 F5 - - - 1800.07

F4 1036 4 211397 1800.09

2.00 2.00 F5 1031 0 648262 394.26

(180.400) F4 303 13 106145 1800.07
3.43 5.00 F5 286 1 99988 1800.05

F4 - - - 1800.03

5.79 10.00 F5 - - - 1800.04

F4 - - - 1009.54

11.30 20.00 F5 - - - 1800.04

F4 464 2 287522  1800.05

2.00 2.00 F5 464 0 82019 41.71
(180.1000) F4 180 17 68364 1800.05
3.43 5.00 F5 177 12 5157 1800.04

F4 - - - 1800.10

6.03 10.00 F5 - - - 1800.07

F4 - - - 1804.65

10.98 20.00 F5 - - - 1800.08

F4 272 1 289679 1800.04

2.00 2.00 F5 272 0 2792 8.93

(180.2000) F4 109 19 102838 1800.09
3.51 5.00 F5 103 12 559 1800.10

F4 - - - 1800.13

6.15 10.00 F5 - - - 1800.04

F4 - - - 1805.13

10.84 20.00 F5 - - - 1800.07
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