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Resumen

Este trabajo de tesis, tiene como objetivo principal estudiar las inestabilidades que se presentan en la
magnetocola de la magnetosfera terrestre por su interacción con el viento solar mediante el paradigma de
la criticalidad auto-organizada.

Para estudiar este mecanismo, es necesario estudiar las ecuaciones de movimiento que relacionan el
plasma del viento solar y las líneas de campo de la magnetosfera terrestre. Estas son las ecuaciones MHD.

El problema del acoplamiento viento solar - magnetocola no puede ser resuelto mediante las solución
numérica de las ecuaciones MHD (por la disparidad de las escalas de longitud y tiempo involucradas).
Es por esto que, en este trabajo, utilizaremos un modelo basado en la criticalidad auto organizada para
abordar el problema.

Se realiza una aproximación con un modelo SOC (Self Organized Criticality: criticalidad auto orga-
nizada) discreto bidimensional de red de nodos interconectados a primeros vecinos, que da cuenta de la
liberación de energía que ocurre en la magnetocola vía el proceso de reconexión.

En este caso, se discretizan las ecuaciones de movimiento para encontrar la evolución del campo
magnético. Con el campo magnético obtenido es posible estimar la corriente en cada nodo de la red y,
sobre esta, imponer una condición umbral a partir de la cual se redistribuye el campo siguiendo la lógica
de un automata celular clásico como el de la pila de arena.

A partir de las simulaciones realizadas es posible obtener la energía magnética liberada por el sistema
(en forma de avalanchas). El análisis estadístico de estas avalanchas permite inferir que el sistema simula-
do alcanza un estado SOC y los estimadores típicos alcanzan valores similares a los obtenidos mediantes
observaciones remotas.
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Capítulo 1

Introducción

La magnetosfera terrestre posee una estructura compleja en la que pueden identificarse dos regiones
diferentes: el lado más cercano al Sol o lado diurno, que se ubica entre el Sol y la Tierra, y el lado más
alejado del sol o lado nocturno, que se extiende formando la magnetocola. La magnetocola es la región
de la magnetosfera terrestre que se extiende entre 200 y 1000 radios terrestres en el lado nocturno de la
misma. Esta región actúa como un reservorio de energía magnética que es liberada en el interior de la
magnetosfera, en forma de subtormentas geomagnéticas, durante los episodios de reconexión magnética
generados cuando el viento solar está fuertemente acoplado a la magnetosfera.

Se sugirió en [12], [14] que el plasma que conforma la magnetosfera tiene un comportamiento similar
al de los sistemas con criticalidad auto-organizada (Self Organized Criticality).

Este trabajo de tesis, tiene como objetivo principal ampliar un modelo numérico de subtormentas
geomagnéticas con el que se ha trabajado en los últimos años: [54], [40]. Se trata de un autómata celular
simple en el que se busca: imponer una prescripción del campo de velocidades y testear la capacidad del
modelo para reproducir observaciones magnetosféricas, tales como liberación de energía, la variación del
campo magnético y la energía total en la región llamada magnetocola.

En el capítulo 2 de este trabajo explicaremos en detalle el fenómeno de la magnetosfera, centrándonos
principalmente en la magnetocola de la misma.

Como la interacción involucra al plasma solar del viento, para describir lo que sucede físicamente se
necesitarán usar las ecuaciones de magneto-hidrodinámica (MHD), principalmente la ecuación de induc-
ción, como veremos en el capítulo 3.

En el capítulo 4 buscaremos establecer las relaciones mediante las cuales el fenómeno de la de liberación
de energía en la magnetosfera vía la inestabilidad de la magnetocola puede pensarse como un proceso de
auto-organización crítica similar al problema de la pila de arena ([7]).

En el capítulo 5 nos centraremos en desarrollar el modelo de autómata celular, como un modelo SOC de
pila de arena discreto de baja dimensionalidad, que nos permitirá obtener expresiones para la evolución
del campo magnético, para la energía liberada y la energía total en la magnetocola. Luego, plantearemos
la implementación numérica de este modelo, la cual nos permite obtener los valores de campo y energías.

En el capítulo 6 realizaremos un análisis cuantitativo y estadístico de estos datos. Esto nos permitirá
testear la capacidad que tiene el modelo para reproducir las observaciones en la magnetosfera.
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Capítulo 2

La magnetosfera terrestre

La Tierra tiene un campo magnético propio, generado por el movimiento de fluidos eléctricamente con-
ductores en su interior [23], que envuelve a la Tierra generando una escudo protector contra las partículas
que provienen del espacio exterior: la magnetos f era terrestre.

La principal fuente de partículas que impactan sobre la Tierra es el Sol. Sobre la magnetosfera terres-
tre impactan continuamente cúmulos de plasma, donde podemos definir sintéticamente al plasma como
un gas ionizado, con una cierta resistividad. Por esta razón, es buen conductor eléctrico y sus partículas
responden fuertemente a las interacciones electromagnéticas de largo alcance [47]. Además, los plasmas
cumplen la condición de cuasineutralidad de partículas positivas y negativas no ligadas, es decir, la carga
total de un plasma es aproximadamente cero, pero es distinto a cero [46].

Llamamos viento solar al plasma proveniente del Sol eyectado a velocidades supersónicas y con muy
alta frecuencia, que impacta permanentemente contra el campo magnético de la tierra [47].

El planeta Tierra, se encuentra sumergido en la heliósfera. Esta es la región espacial que conecta el Sol y
su atmósfera con los planetas de nuestro sistema Solar y con el entorno galáctico hasta la heliopausa (≈ 123
U.A.), donde U.A. es la unidad astronómica y es tal que 1 U.A. ≈ 15x1010m, es la distancia entre el Sol y la
Tierra. La heliosfera proporciona el plasma Solar, que determina el entorno espacial de todos los cuerpos
del sistema solar, incluida la Tierra (1 U.A). Por lo tanto, es la zona que se encuentra bajo la influencia del
viento Solar y del campo magnético del Sol [8]. El plasma que se encuentra en la heliósfera es un plasma
muy diluido, por lo que se lo considera no colisional y es tal que a medida que más lejos se encuentra del
sol, menos colisiones presentan las partículas que lo componen [47].

En este trabajo, y en particular en este capítulo, nos centraremos principalmente en describir cómo se
forma y se sostiene en el tiempo la región de la magnetosfera llamada: magnetocola, en particular, en la
región del punto nulo (Figura 2.2).

2.1. El viento solar

El viento solar tiene efectos sorprendentes en el entorno planetario. Su variabilidad en intensidad y
orientación, da lugar a diversos fenómenos magnetosféricos: algunos estacionarios y otros intermitentes,
de gran importancia para la vida en la tierra.

Según el modelo de la espiral de Parker [37], si consideramos que el Sol no rota, una aproximación
razonable en las regiones polares y/o a distancias relativamente cercanas, el viento solar se expande ra-
dialmente al igual que el campo magnético. En donde, las líneas de campo son arrastradas por el flujo de
plasma y tienden a alinearse con las líneas de flujo radiales. La conservación del flujo magnético produce
un campo magnético radial que varía como B ∼ r−2 (Figura 2.1(a)). Si consideramos ahora la rotación del
Sol, las líneas de campo dibujan un campo en forma de espiral (Figura 2.1(b)). El flujo de plasma que es
expulsado del Sol, sigue a las líneas de campo describiendo también una forma de espiral. De esta forma,
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el viento solar sigue la forma espiralada del campo y moldea permanentemente las magnetosferas de los
planetas del sistema solar.

FIGURA 2.1: Diagrama de la espiral de Parker [37]. (a) Diagrama de líneas de campo magnético del Sol no rotante, estiradas
por el viento solar que se expande radialmente. (b) Diagrama de líneas de campo del sol con rotación , la cual lleva a la
forma espiralada que estas presentan. Donde Ω es la rotación solar y ∆ϕ el ángulo entre los cúmulos de plasma eyectados
radialmente. Las flechas radiales dan cuenta de la trayectoria de los cúmulos de plasma expulsados a una velocidad radial

(V), que van siguiendo las líneas de campo espiraladas arrastrándose con ellas.

Podemos caracterizar el viento solar basándonos en la velocidad y temperatura típica que este posee.
Partiendo de esto, se pueden identificar dos tipos de viento solar: el viento solar lento y el viento solar
rápido. Estos dos tipos se originan en regiones distintas de la corona solar. El viento solar lento alcanza ve-
locidades aproximadas de entre 300 − 500 Km/s. Mientras que el viento solar rápido alcanza velocidades
aproximadas de 750 km/s.

El viento solar lento posee temperaturas típicas de aproximadamente 100 MK (108 K) y posee una
composición similar a la corona solar. Por su parte, el viento solar rápido posee temperaturas típicas de
800 MK y una composición muy similar a la de la superficie solar, llamada fotósfera [25].

El viento solar lento es el doble de denso y de naturaleza más variable que el viento solar rápido ([34])
y este último ocupa la mayor parte de la heliósfera [37].

2.2. Regiones de la magnetosfera

El viento Solar le da a la magnetosfera sus propiedades y particular forma. En esta sección, nos dedi-
caremos a describir las regiones de la magnetosfera y sus características.

Cuando el viento Solar impacta contra la magnetosfera, desde la región que llamaremos: lado más
cercano al Sol o lado diurno, se forma una onda de choque, lo que da lugar a un arco de choque (Figura 2.2),
que se produce porque el viento solar pasa por la Tierra a una velocidad aproximadamente ocho veces
mayor que las velocidades de Alfven o del sonido (en el plasma). Este arco de choque se encuentra a una
distancia de 15RE (Radio terrestre, donde 1 RE es aproximadamente 6370km) [47].

La región que viene luego del arco de choque se llama magnetohoja, y es donde el viento Solar que
impacta contra la magnetosfera se desvía alrededor de la misma (Figura 2.2).
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FIGURA 2.2: Diagrama de la sección transversal de la magnetosfera y la cola geomagnética dibujada a escala [47], donde
los valores del eje horizontal se presentan en radios terrestres RE (radios terrestres, donde 1 RE = 6370 Km), la ubicación
del punto nulo (centro de la línea x) de la cola está en aproximadamente 115 RE. Las líneas discontinuas indican las rutas

de deriva de partículas de diferentes energías a medida que se convergen hacia la hoja de plasma.

Existen 2 puntos nulos, donde por definición el campo magnético se anula, ubicados en las regiones
de las cúspides, que se ubican en la magnetopausa (Figura 2.2). Esta última es el límite de la magnetosfera
[47].

La forma y la distancia de la magnetopausa del lado más cercano al Sol, está determinado por el
balance entre la presión de arrastre (Ram preassure) del viento Solar y la presión magnética del campo
magnético terrestre. Típicamente, la magnetopausa del lado diurno se encuentra a aproximadamente 10RE

de la Tierra [47].
En cuanto al lado más alejado del sol o lado nocturno, el factor predominante que le da la forma y la

distancia a la magnetopausa, es la tensión de Maxwell. Esta actúa sobre los flancos superior e inferior de
la magnetosfera, aplastándola de ambos lados, la cual le da la forma alargada que tiene. A esta región se la
llama magnetocola, y se extiende creando una cola extendida hasta aproximadamente unos 1000 RE [21],
[30], como se puede ver en la Figura 2.2.

En la magnetosfera, más precisamente en la magnetocola, se encuentra también la llamada: lámina de
plasma u hoja de corriente. Esta es una capa delgada de plasma que transporta corriente a través de la cual
el campo magnético cambia en dirección, magnitud o ambas y está formada por plasma a una temperatura
aproximada de 11 MK [55]. Ésta es un plano que sale de la imagen y que se extiende a lo largo de toda la
magnetocola, desde la magnetopausa, hasta aproximadamente 6RE de la tierra [47].

Por encima y por debajo de la lámina de plasma se encuentran los lóbulos de la cola, que contienen
un plasma a aproximadamente 0,6 MK, mucho mas frío que la lámina de plasma [47]. A medida que nos
movemos hacia abajo por la cola, los lóbulos se llenan gradualmente con un flujo de plasma que proviene
de la fuga del plasma de la hoja a lo largo de las líneas de campo abiertas (Figura 2.3). En la región cercana
a la Tierra, esta fuga de plasma constituye una capa límite llamada manto de plasma [19].

El límite de latitud alta a lo largo del manto de plasma, consiste en una discontinuidad rotacional. En
esta discontinuidad el campo magnético y el flujo de plasma cambian de dirección pero no de magnitud,
el flujo de masa a través de la discontinuidad es distinto de cero pero la densidad y componente normal
de la velocidad son constantes. En la capa límite de latitud baja se presenta una discontinuidad tangencial,
en la cual el campo magnético y la velocidad son tangenciales a la discontinuidad, el flujo de masa a través
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de la misma es cero y la presión total a través de ella es continua [49], [11].

FIGURA 2.3: Estructura transversal de la magnetocola [47]. Muestra la relación del manto de plasma con la magnetopausa
y las líneas de campo abierto que lo cruzan. En el límite de arriba y a lo largo del manto de plasma se presenta una

discontinuidad rotacional. En la capa límite de abajo de la lámina de plasma, tiene lugar una discontinuidad tangencial.

La magnetosfera, cuenta con otro punto nulo, además de los de las cúspides. Este punto, es un punto
nulo del tipo X o del tipo línea X que se ubica entre las líneas de campo que vienen de arriba y de abajo del
eje ecuatoriano terrestre (Figura 2.2) y se encuentra sobre la lámina de plasma, a una distancia aproximada
de 100RE-150RE [47].

A ambos lados de la lámina de plasma propiamente dicha se encuentra la capa límite de esta lámina.
Dentro de esta capa, los iones energéticos y los electrones fluyen hacia el exterior, ya sea hacia o desde
la Tierra, dependiendo de si uno está del lado más cercano a la Tierra o del otro lado del punto nulo.
En el lado terrestre del punto X, hay un flujo de partículas en contracorriente creado por el reflejo de las
partículas en la Tierra [20].

En este trabajo nos centraremos, como ya se mencionó, principalmente en el estudio de la física de la
magnetocola, en particular en la región donde se encuentra el punto nulo X.

2.3. Perturbaciones en la magnetosfera

Las propiedades y forma de la magnetosfera están determinadas por las perturbaciones provocadas
por la interacción entre el viento solar y la magnetosfera terrestre.

Entre las múltiples perturbaciones que genera el Sol sobre el planeta Tierra, podemos mencionar dos
perturbaciones importantes. Estas son: las tormentas magnéticas y las subtormentas. Las tormentas magné-
ticas son la consecuencia de la interacción directa entre una eyección de masa coronal, que es una nube de
plasma que emerge de la corona solar, y el campo magnético de la Tierra. Por su parte, las subtormentas
ocurren cuando el origen de la perturbación en la magnetosfera, se asocia a energía liberada en la magne-
tocola, la cual es inyectada en la alta ionósfera [37], [47]. En este trabajo nos dedicaremos a modelar estas
últimas.

2.3.1. Subtormentas

Las subtormentas son perturbaciones que ocurren cuando la cola magnética se reorganiza, producien-
do una cadena de eventos conocida como subtormenta, que suele durar alrededor de una hora (t0). La
presión magnética en los lóbulos aumenta, la cola se estira y la lámina de plasma se comprime. En ese mo-
mento, la estructura se vuelve inestable, manifiesta turbulencias y una parte de la cola colapsa liberando
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desde la magnetocola en todas las direcciones, incluyendo la tierra, flujos de plasma (Figura 2.4). Cuando
este fenómeno se produce, se libera energía cinética y energía en forma de calor [37].

El origen de estas perturbaciones está en la apertura del lado diurno de la magnetosfera que se produce
cuando el campo magnético del viento solar es paralelo y de sentido contrario al campo magnetosférico.

FIGURA 2.4: Diagrama de subtormenta [31]. Las líneas rojas representan el flujo de plasma liberado desde el punto nulo de
la magnetocola en dirección de la tierra y opuesto luego del colapso. Las líneas verdes representan al plasma del viento solar.

Durante una subtormenta, la energía que es entregada desde el punto nulo de la magnetocola, es reem-
plazada aprovechando la energía electromagnética del viento solar durante la escala de tiempo t0 estimada
anteriormente. Esto sugiere que una cierta longitud de la cola, puede entregar su energía magnética y ser
reconstruida por el viento solar normal durante la escala de tiempo de esa longitud de la cola. Para la
tierra, estos valores corresponden aproximadamente a: una longitud de unos 20 RE, una energía de unos
1015 J y un tiempo de aproximadamente 2 horas [37].

Esta energía magnética sirve para acelerar las partículas que se encuentran en el llamado anillo de
corriente de la tierra y se precipitan en la ionosfera auroral cerca de los óvalos aurorales, desencadenando
las auroras. Otra parte se disipa en las corrientes de la ionósfera, que aumentan en gran medida, y otra
parte regresa al viento solar como un flujo de plasma. La perturbación del viento solar sirve principalmen-
te como desencadenante de la reconfiguración de la magnetocola que produce el evento, cuya energía ya
estaba presente como energía magnética en la magnetocola. La energía del viento Solar se utiliza poste-
riormente para reconfigurar la cola que ha sido parcialmente destruida [37].

El origen de estas subtormentas se asocia a la existencia de diversas inestabilidades de plasma, entre
ellas, la llamada reconexión magnética, como se discute en [35], [9]. En el año 2008 la sonda Themis registró
evidencia que permite relacionar el inicio de las subtormentas con el desarrollo de eventos de reconexión
magnética en la magnetocola terrestre [2], [3]. Por esta razón, en la siguiente sección, presentaremos bre-
vemente en qué consiste el mecanismo de reconexión magnética y cómo podría aplicarse al fenómeno de
la magnetosfera.

2.4. Reconexión magnética y su aplicación a la magnetocola

La reconexión magnética es un proceso complejo que puede ocurrir en dos y tres dimensiones ([48]).
Esencialmente, el proceso de reconexión magnética consiste en la ruptura y posterior re-conexión de líneas
de campo magnético de sentido opuesto (Figura 2.5).

Este cambio en la conectividad, tiene varios desencadenantes importantes: afecta al flujo de partículas
en las línea de campo que se están reconectando, en el sentido de que el camino libre de las partículas
en una línea de campo, se desviará hacia la otra línea involucrada en la reconexión. Por lo cual, afecta
también al flujo de calor entre estas líneas [49]. También, se crean ondas de choque, filamentos de corriente
y turbulencia, todos asociados con fuertes campos eléctricos que aceleran las partículas [49].
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FIGURA 2.5: Diagrama de reconexión magnética (lweb.c f a.harvard.edu) entre 2 líneas(roja y azul) de campo magnético
que que se acercan en forma vertical y apuntan en sentido opuesto.

La reconexión magnética permite que una parte de la energía magnética sea convertida en energía
cinética, por lo que las líneas involucradas en la reconexión salen reconectadas con una velocidad mayor a
la inicialmente tenían y, por medio de la disipación óhmica, otra parte de la energía magnética, se convierte
en calor [49].

En el fenómeno que estamos analizando, las líneas de campo magnético inferiores y superiores de
la magnetocola son arrastradas hacia el centro por el flujo de plasma del viento solar (Figura 2.6). Esto
ocurre, ya que el flujo de plasma está congelado a las líneas de campo magnético. La explicación de por
qué sucede esto último, la veremos en el siguiente capítulo.

Este arrastre, que provoca que las líneas de campo se acerquen entre ellas, conlleva un aumento en
la corriente entre medio de las líneas superiores e inferiores. En esa región, se crea la hoja de corriente
(Figura 2.6). Esta hoja, en la cual tiene lugar el punto nulo x, presenta grandes densidades de corriente y
flujo turbulento ([41]) y es creada justamente por las inestabilidades que desencadena el mecanismo de
reconexión [49].

El plasma congelado a las líneas de campo, sale eyectado del punto nulo junto a ellas (Figura 2.6) con
mayor velocidad que la que tenía previamente al proceso de reconexión[47].

Cuando se produce la disipación, el campo magnético se difunde en un medio conductor, como lo es la
hoja de corriente. Esto ocurre porque las corrientes eléctricas de la hoja producen una pérdida de energía,
la cual convierte la energía magnética en energía en forma de calor [37].

FIGURA 2.6: Acercamiento del diagrama de reconexión magnética en el punto nulo X de la magnetocola (Figura realizada
combinando diagramas de [37] y [33]). Diagrama del flujo de plasma (azul) empujando las líneas de campo magnético
(negras)hacia la hoja de corriente y estas líneas reconectándose y saliendo hacia los costados reconectadas a una cierta
velocidad. La hoja de corriente o lámina de plasma es el plano que sale de la pantalla y que está en el medio de la la líneas

que se reconectan. Su vector corriente (verde) apunta saliendo de la hoja.
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Capítulo 3

Una introducción a la
magnetohidrodinámica

En este trabajo buscamos realizar una descripción de las inestabilidades de la magnetocola. Como
el plasma del viento solar es el que moldea la magnetosfera y desencadena estas inestabilidades, va a
ser necesario introducir las ecuaciones que describen la dinámica del plasma. Estas son las ecuaciones
magneto-hidrodinámicas (MHD).

Estas ecuaciones cuentan con ciertas aproximaciones. La primera de ellas propone que: podemos con-
siderar al plasma como un medio continuo, lo cual tiene validez siempre que la escala espacial en la cual
varia el campo sea mucho más grande que las escalas espaciales microscópicas típicas del plasma [49].

En nuestro trabajo, esto es válido ya que el campo magnético de la tierra es muy intenso (0,25 - 0,65 G)
y si consideramos una escala microscópica usual del plasma, como el radio de Larmor, como esta última
es inversamente proporcional campo magnético [37], entonces tiene un valor muy chico.

La otra aproximación consiste en que el plasma se encuentra en equilibrio termodinámico dominado
por funciones de distribución aproximadamente Maxwellianas. Con esta aproximación, se puede estu-
diar, para escalas temporales mucho mayores que las escalas temporales entre colisiones, la evolución del
plasma [49].

Esto quiere decir que nuestra descripción tiene validez siempre que las escalas de variación temporal
del plasma, sean mucho mayores que el tiempo entre colisiones de las partículas que lo componen y que
las escalas espaciales de esta variación sean mucho mayores que el camino libre medio de esas partículas.

Muchos de los entornos en los que se produce la reconexión, constituyen plasmas sin colisiones, en
los que la ausencia de colisiones binarias en tales plasmas significa que las partículas individuales pueden
viajar distancias del orden de la escala global del sistema. Estas ecuaciones son una descripción correcta
del volumen a gran escala en la dinámica de un fluido, con bajas o sin colisiones internas [47].

La región de la magnetocola cerca del punto nulo que queremos estudiar es una región en la cual el
plasma prácticamente no tiene colisiones [42], por lo que esta descripción es la adecuada.

3.1. Ecuaciones de magnetohidrodinámica

A continuación introduciremos entonces las ecuaciones principales de MHD. Estas ecuaciones, deriva-
das de la mecánica de fluidos y del electromagnetismo [49], [18] son :

Conservación de la masa:

dρ

dt
=

∂ρ

∂t
+ v⃗.∇ρ = −ρ∇.⃗v (3.1)
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Donde ρ es la densidad de masa, v⃗ es la velocidad del fluido, t es el tiempo y dρ
dt es la derivada convec-

tiva.
Conservación del momento:

ρ
dv⃗
dt

= −∇p + F⃗volumen + F⃗viscosas (3.2)

Donde ∇p es el gradiente de presiones. En las fuerzas de volumen tenemos que considerar la f uerza
de Lorentz (ecuación 3.3), ya que tenemos campos eléctricos E⃗ y magnéticos B⃗ que actúan sobre las cargas
de los elementos del fluido. En su forma más general, dicha fuerza es:

F⃗ = ∇.σ − ϵ0
∂

∂t
(E⃗xB⃗) (3.3)

Con σ = ϵ0(EiEj − 1
2 δijE2) + 1

µ0
(BiBJ − 1

2 δijB2) el tensor de esfuerzos de Maxwell y ϵ0 la permitividad
eléctrica del vacío.

Además, sabemos por la aproximación de cuasi-neutralidad del plasma, que la carga neta en un ele-
mento de fluido es cero, pero los iones y electrones tienen movimiento relativo, entonces, la corriente j⃗ es
distinta de cero. Por lo que solo influye en la ecuación de Lorentz el término de campo magnético, que
se puede escribir: j⃗xv⃗. Por otro lado, podemos obtener las fuerzas viscosas por unidad de volumen, que
las calculamos a partir de la divergencia del tensor de esfuerzos. En la mayoría de los plasmas magne-
tosféricos, alcanza con suponer que la viscosidad es constante. Por este motivo, estas fuerzas se pueden
reducir a un término difusivo con una viscosidad dinámica µ, quedando el término de fuerzas viscosas de
la siguiente forma: µ∇2v⃗. En cuanto al término de la izquierda, desarrollamos la derivada convectiva. De
esta manera, obtenemos la ecuación de Navier-Stokes o ecuación de evolución del campo de velocidades
v⃗, que se expresa como:

ρ(
∂

∂t
v⃗ + v⃗.∇v⃗) = −∇p + j⃗xB⃗ + µ∇2v⃗ (3.4)

Conservación de la energía interna:

ρ
de
dt

+ p∇.V⃗ = ∇.(κ.∇T) + (ϵe .⃗j).⃗j + Qv − Qr (3.5)

Donde e es la energía interna por unidad de masa, κ es el tensor de conductividad térmica, T es la
temperatura, ϵe es el tensor de resistividad eléctrica, Qv es el calor por disipación viscosa y Qr es la energia
perdida por radiación.

El sistema de ecuaciones MHD se completa, entonces, con las ecuaciones de Maxwell, que escritas en
el sistema de unidades Gaussiano [26], [50] son:

Ecuación de Faraday:

∇XE⃗ = −1
c

∂⃗B
∂t

(3.6)

Ley de Ampere:

∇XB⃗ =
4π

c
j⃗ +

1
c

∂E⃗
∂t

(3.7)
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Donde el segundo término del lado derecho de la ecuación 3.7 es la corriente de desplazamiento, la
cual es la variación del campo eléctrico en el tiempo. Para el caso magnetosférico, es posible considerar que
las escalas de variación temporal del campo eléctrico son mucho mas grandes que las escalas de variación
espacial de ese campo, al menos comparándolas con la velocidad de la luz. Es decir que si consideramos las
escalas de variación espacial como Ve y la variación temporal como Vt, estamos tomando la aproximación:
1/c ≪ Vt/Ve

Por lo tanto, podemos despreciar el segundo término del lado derecho de la ecuación 3.7, por lo que la
Ley de Ampère queda:

∇XB⃗ =
4π

c
j⃗ (3.8)

Ley de Gauss:

∇.B⃗ = 0 (3.9)

Ley de Ohm:

j⃗ = σ(E⃗ +
v⃗xB⃗

c
) (3.10)

Donde σ es la conductividad eléctrica.

3.2. Ecuación de inducción

Veamos ahora que combinando algunas de las ecuaciones de Maxwell de la sección anterior, podre-
mos obtener una relación muy importante para nuestro trabajo. Si tomamos el rotor de la ecuación 3.8 y
reemplazamos en el lado derecho el rotor de la corriente por la ecuación 3.10, obtenemos:

c
4π

∇x(∇xB⃗) = σ∇xE⃗ +
σ

c
∇x(⃗vxB⃗) (3.11)

Reemplazando el rotor del campo eléctrico por la ecuación 3.6:

c
4π

∇x(∇xB⃗) =
−σ

c
∂B⃗
∂t

+
σ

c
∇x(⃗vxB⃗) (3.12)

Si ahora despejamos la derivada temporal del campo magnético y definimos al coeficiente de difusivi-
dad magnética como η := c2

4πσ , obtenemos una de las ecuaciones más importantes para este trabajo, la cual
nos permitirá describir el comportamiento del plasma. La llamada: ecuación de inducción, que se expresa
como:

∂B⃗
∂t

= ∇x(⃗vxB⃗)− η∇x(∇xB⃗) (3.13)

Podemos usar ahora la propiedad del rotor para escribir de otra forma el segundo término del lado
derecho de la ecuación 3.13, de la siguiente manera:

∇x(∇xB⃗) = ∇(∇.B⃗)−∇2B⃗ = −∇2B⃗ (3.14)

Donde en esta ultima igualdad se usó la ecuación 3.9. Luego, Reemplazando esta ecuación en la ecua-
ción 3.13, obtenemos:
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∂B⃗
∂t

= ∇x(⃗vxB⃗) + η∇2B⃗ (3.15)

Esta es la ecuación de inducción, la cual describe el movimiento del plasma congelado a las líneas de
campo magnético de la Tierra. Esta ecuación tiene tanto las derivadas temporales como las derivadas
segundas espaciales del campo magnético, de forma tal que dan cuenta de la variación temporal y espacial
respectivamente de B⃗. El término de la derivada segunda espacial del campo, está multiplicado por el
coeficiente de difusividad magnético η, por lo que se lo llamará término difusivo. El primer término del
lado derecho de la ecuación, es el término convectivo, ya que contiene a la velocidad v⃗ del plasma, lo que
da cuenta de la parte hidrodinámica de la descripción.

Ahora bien, cuando queremos describir el movimiento del plasma, nos encontramos que en la ecuación
3.15 tenemos la velocidad (⃗v) con la que el plasma se mueve junto a las líneas de campo. Por lo tanto, nos
aparece una nueva incógnita, además del campo magnético, ya que v⃗ es una magnitud desconocida. Por
esta razón, vamos a tener que considerar una ecuación que nos permita obtener el valor de v⃗ y esta es
la ecuación MHD de Navier-Stokes (ecuación 3.4). Entonces, tenemos las siguientes dos ecuaciones que
describen el movimiento del plasma:

ρ(∂t⃗v + v⃗.∇v⃗) = −∇p + j⃗xB⃗ + µ∇2v⃗ (3.16)

∂B⃗
∂t

= ∇x(⃗vxB⃗) + η∇2B⃗ (3.17)

Como podemos ver, tenemos un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales acopladas. La
ecuación de Navier-Stokes (ecuación 3.16) y la ecuación de inducción (ecuación 3.17), donde las variables
que acoplan a estas ecuaciones son v⃗ y B⃗. De esta manera, en principio, para conocer el movimiento del
plasma, deberíamos poder resolver este sistema de ecuaciones. Sin embargo, este sistema no es resoluble
analíticamente. Por este motivo, vamos a ver una forma diferente de atacarlo para el caso de la magneto-
cola, como veremos en el capítulo 5 de este trabajo.

3.3. Escalas de conversión de energía

Ahora que presentamos las ecuaciones de Maxwell, veamos qué sucede con la conversión de energía en
la reconexión que discutíamos en el capítulo anterior y la escala a la que esta ocurre. La energía magnética
del plasma se expresa como [37]:

EM =
B2

2µ0
(3.18)

Donde µ0 es la permeabilidad magnética del vacío.
Para entender la conversión de energía que se produce en la reconexión magnética de la magnetocola,

consideremos la siguiente estimación de orden de magnitud [37]. La tasa de disipación de energía por
unidad de volumen Ẽ = j⃗ E⃗, es del orden:

Ẽ ∼ η j2 (3.19)

Por la ecuación 3.8, la corriente correspondiente a un campo magnético de variación espacial de escala
L, es del orden de magnitud: j ∼ B/L, y disipa energía a razón: η (B/L)2 por unidad de volumen. Durante
el tiempo de difusión: tη ∼ L2/η, la energía disipada por unidad de volumen es entonces:
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Ẽ ∼ B2 (3.20)

La cual es igual, en orden de magnitud, a la densidad inicial de energía magnética.
Durante la difusión, la energía magnética se convierte óhmicamente en calor a la misma velocidad. Sin

embargo, esta difusíon impulsa inestabilidades en la hoja, las cuales llevan a convertir la energía magnética
en calor y energía cinética a un ritmo mucho más rápido [24] [49].

Esto nos dice que la energía que se va acumulando, lo hace a escalas temporales mucho mayores que
los tiempos característicos en los cuales se produce la reconexión magnética. Por lo tanto, el mecanismo
de reconexión en este fenómeno se produce de manera intermitente. Es decir, luego de que se acumuló
esta energía, en un un cierto instante, se produce la reconexión magnética en el punto nulo. Cuando esta
tiene lugar, se producen inestabilidades en la hoja de corriente, las cuales provocan que la energía que se
acumuló se libere de forma repentina y en escalas temporales mucho menores a las escalas temporales de
acumulación de la misma.

3.4. Regímenes del sistema y Número de Reynolds

Si en el fenómeno que estamos analizando domina el término difusivo sobre el convectivo, es decir,
el término de velocidades tiene una contribución despreciable, ya sea porque la difusividad magnética es
muy grande o la velocidad es muy chica, la ecuación 3.17 nos queda [49]:

∂B⃗
∂t

≈ η∇2B⃗ (3.21)

Es decir, en el fenómeno domina el régimen difusivo. Estar en este régimen implica que si las variaciones
espaciales del campo magnético se dan a una cierta escala L, el tiempo en el cual se difunde el campo:
tη ∼ L2/η , es chico, ya que η es grande y L es chico porque las variaciones espaciales del campo en la hoja
de corriente donde se difunde el campo lo son.

La ecuación 3.21 puede escribirse como η/L2

Si tuviésemos el comportamiento opuesto, es decir, que en el fenómeno la difusión es despreciable
frente a la velocidad del plasma, la ecuación de inducción se escribe como:

∂B⃗
∂t

≈ ∇x(⃗vxB⃗) (3.22)

Es decir, en el fenómeno domina el régimen convectivo. Como η es muy chico en este régimen (η ≪ 1),
y L es grande, porque estamos en la escala de variación espacial macro del campo, el tiempo de difusión
del mismo (tη) es muy grande en comparación a su escala de variación temporal.

La ecuación 3.22 puede escribirse como U/L, donde U es la velocidad característica del plasma.

Ahora que presentamos la ecuación de inducción , podemos definir una cantidad importante, la cual
nos permitirá saber en que régimen se encuentra el plasma de interés. Tomando el cociente entre la par-
te difusiva η∇2B⃗ y convectiva ∇x(⃗vxB⃗) de la ecuación de inducción, definimos el Número de Reynolds
magnético (RM), de la siguiente forma [49]:
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RM :=

∣∣∣∣∣∇x(⃗vxB⃗)
η∇2B⃗

∣∣∣∣∣ ≈ UL
η

(3.23)

Este número nos indica si la física que domina nuestro fenómeno es la parte convectiva o la difusiva.
Si el número de Reynolds es muy grande (RM ≫ 1), el régimen convectivo domina por sobre el difusivo,
y si RM ≪ 1, domina el régimen difusivo sobre el convectivo en nuestro fenómeno.

3.5. Conservación del flujo magnético y congelamiento de las líneas de cam-
po

Cuando se cumple que RM ≫ 1, en donde la ecuación de inducción se puede escribir como la ecua-
ción 3.22, el teorema de Alfvén establece que el flujo magnético que atravieza cualquier superficie que se
mueve solidaria al fluido y que está rodeada por una curva cerrada, se conserva [49]. Por lo que el campo
magnético se comporta como si se moviera con el plasma.

Para demostrar esto consideremos que tenemos una curva C, que encierra una superficie S (donde
esta superficie se mueve solidaria al fluido). En el tiempo dt, un elemento dl de C barre un elemento de
área: v⃗xd⃗l dt. La tasa de cambio del flujo magnético a través de C es

d
dt

∫ ∫
S

B⃗.dS⃗ =
∫ ∫

S

∂

∂t
B⃗.dS⃗ +

∮
C

B⃗.⃗vxd⃗l (3.24)

Donde d
dt

∫ ∫
S

B⃗.dS⃗ es el flujo magnético que atravieza una superficie S encerrada por la curva C.

A medida que C se mueve, el flujo cambia, tanto porque el campo magnético cambia con el tiempo,
como porque la frontera se mueve en el espacio (primer y segundo término del lado derecho de la ecua-
ción 3.24 respectivamente). Si ahora usamos que : B⃗.⃗vxd⃗l = −v⃗xB⃗.d⃗l y aplicamos el teorema de Stokes al
segundo término de la derecha, obtenemos que:

d
dt

∫ ∫
S

B⃗.dS⃗ =
∫ ∫

S

(
∂

∂t
B⃗ −∇x(⃗vxB⃗)).dS⃗ (3.25)

El término de la derecha se anula en el límite de RM ≫ 1, por la ecuación 3.22 Por lo tanto, el flujo
magnético total a través de S limitado por C permanece constante mientras se mueve con el plasma. De
esta manera, queda demostrada la conservación del flujo magnético, es decir, los elementos de plasma que
inicialmente forman un tubo de flujo continúan haciéndolo en momentos posteriores, como se puede ver
en la (Figura 3.1). Esto muestra que las líneas de campo magnético acompañan al fluido o están congela-
das al plasma. Por lo tanto, el plasma puede moverse longitudinalmente sobre las líneas de campo, pero
cuando se mueve de forma transversal a ellas, las arrastra en la dirección en la que se está moviendo.

La dinámica del movimiento del plasma en la magnetosfera, puede ser macroscópicamente descripta
en el régimen de alto número de Reynolds, el cual presenta el congelamiento entre el campo magnético
terrestre y el plasma del viento solar. En regiones donde la corriente es muy grande, como en la hoja de
corriente de la magnetocola, la difusividad magnética es importante.

Ahora bien, en estos dos capítulos explicamos que para realizar una descripción correcta de las inesta-
bilidades en la magnetocola, es necesario entender la física tanto a escalas grandes como a escalas peque-
ñas, ya que en ambas ocurren fenómenos fundamentales, los cuales explican el movimiento del plasma.
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FIGURA 3.1: Diagrama de la conservación del flujo magnético [49]: si una curva c1 se distorsiona en c2 por el movimiento
del plasma, el flujo a través de c1 a tiempo t1 es igual al flujo a través de c2 a tiempo t2.

Por lo tanto, el sistema que analizamos presenta ambos regímenes, sólo que a diferentes escalas espa-
ciales y temporales. Por esta disparidad de escalas de longitud y tiempo involucradas, las ecuaciones de
movimiento del plasma completas que presentan un sistema de ecuaciones diferenciales no resoluble, no
puede ser resuelta numéricamente. Por esta razón, es necesario tomar una perspectiva distinta para ata-
car este problema. Por consiguiente, estudiaremos este problema basándonos en los llamados: modelos de
criticalidad auto-organizada, como veremos en el siguiente capítulo.
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Capítulo 4

Modelos de criticalidad auto-organizada
(SOC)

La auto organización es un proceso en el que algún orden global surge de las interacciones locales y
no lineales entre los componentes de un sistema complejo. Este es un proceso espontáneo, generalmente
desencadenado por fluctuaciones aleatorias y la organización resultante está completamente distribuida
sobre todos los componentes del sistema y, es capaz de sobrevivir y auto-reparar daños o perturbaciones
sustanciales. Es decir, los sistemas auto-organizados son capaces de mantenerse funcionando con la mis-
ma dinámica sin que sea necesario que entre en cuestión algún factor externo [5].
Desde que Perl Bak y colaboradores propusieran en 1987 el paradigma de la criticalidad auto-organizada
(Self Organized Criticality: SOC) [7], diversos sistemas complejos fueron estudiados utilizando estas ideas.
En la descripción estadística de sistemas complejos aparecen, generalmente, leyes de escala como las que
fueron observadas para fenómenos que van desde las emisiones en el rango óptico de los discos de acre-
ción hasta los terremotos pasando por las erupciones que ocurren en el sol y otras estrellas magnéticas [4].
Esta regularidad estadística sugiere que un número limitado de mecanismos, o principios, conducen a la
complejidad en todas sus manifestaciones.

4.1. La pila de arena

El ejemplo arquetípico de un sistema SOC es la pila de arena que describimos en este apartado. Si se
dejan caer granos de arena sobre una mesa, de a uno y en posiciones aleatorias, se generará un montículo
cónico. El ángulo cónico se incrementará hasta llegar a un valor límite a partir del cual la incorporación de
un nuevo grano de arena desencadenará una avalancha por la cual la arena se deslizará hasta que el valor
límite de la pendiente del cono sea menor que dicho valor crítico. Cuando esto ocurre, la pila de arena
alcanza un estado estacionario muy dinámico. La relajación, ocurre en forma de avalanchas intermitentes
que involucran desde un solo grano hasta toda la longitud de la pila [17].
En la figura 4.1 se ilustra como la adición de granos de arena conduce primero a la formación de una pila y
hasta que, cuando se alcanza la pendiente crítica, ocurre la liberación de energía potencial vía avalanchas.
La sucesiva adición de granos de arena, transforma el sistema de un estado en el cual los granos individua-
les siguen su propia dinámica local, a un estado crítico donde las dinámicas emergentes son globales. Es
decir que, en el estado estacionario, la pila de arena con sus de avalanchas grandes y pequeñas tienen una
su propia dinámica, que no podría haber sido anticipada de las propiedades de los granos individuales
[45].

El estado crítico es un atractor de la dinámica. Es en ese sentido que se dice que el sistema se encuentra
en un estado de criticidad auto organizada.
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FIGURA 4.1: Diagrama del modelo SOC de pila de arena [27], donde se agregan granos de arena una pila de arena hasta
llegar a un estado crítico donde se producen avalanchas

Siguiendo a [6] podemos decir que un aspecto que caracteriza a los sistemas SOC es que están dominados
por la interacción, es decir, su comportamiento dinámico es una propiedad emergente de la interacción
relativamente simple entre muchos grados de libertad. No importa exactamente cómo interactúan dos
granos de arena, siempre que lo hagan localmente y que su estabilidad mecánica en la pendiente esté su-
jeta a un cierto threshold (umbral) o de ahora en adelante: τ, por ejemplo, fricción entre granos adyacentes.
Tal umbral es de hecho crucial, ya que permite la existencia de múltiples estados meta-estables a través de
los cuales las avalanchas llevan al sistema al estado SOC. [17]. Además, en los sistemas físicos que alcan-
zan un estado de SOC, no hay una escala preferida para la liberación de energía.

En los capítulos 2 y 3 vimos que una de las características fundamentales de la dinámica de la mag-
netocola son su comportamiento turbulento e intermitente. Características que, a priori, pueden también
observarse en algunos sistemas auto-organizados. En la siguiente sección presentaremos una forma de
modelar la magnetocola haciendo uso de un modelo inspirado en la pila de arena.

4.2. La magnetoesfera como un sistema complejo y auto-organizado

Como vimos en el capítulo 2, el viento solar es la fuente de energía cinética y magnética que se transfie-
re y acumula en la magnetosfera mediante diversos mecanismos. El modelado de la magnetocola es una
pieza fundamental para entender estos procesos de acumulación y transferencia. En esta sección veremos
como utilizar el paradigma de la criticalidad auto-organizada para estudiar el comportamiento altamente
complejo de la magnetocola.

De las observaciones in situ ([44], [10]), sabemos que la hoja de corriente que se aloja en el seno de la
magnetocola es altamente turbulenta y que, en el momento que comienza una subtormenta, se produce en
ella una inestabilidad del campo magnético compatible con la ocurrencia de eventos de reconexión (en la
micro escala) [22].

Sin embargo, en un estudio de los inicios de subtormentas con observaciones de la magnetocola [43],
encontraron que la reconexión magnética dura un cierto tiempo, y luego se detiene incluso mientras avan-
za la fase de expansión de la subtormenta. Esto implica que la reconexión se da de forma localizada en
regiones que se activan y desactivan durante el transcurso de una subtormenta, de manera que la disi-
pación en la magnetocola es intermitente y localizada. En la Figura 4.2 se esquematizan los cúmulos de
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plasma generados en las regiones de aceleración localizada [13]. La transferencia de energía y momento
producida por la reconexión alcanza, sin embargo las escalas globales de la magnetosfera terrestre [56].
Por lo que es claro que la dinámica de la magnetocola es también un fenómeno multiescalar.

FIGURA 4.2: Vista conceptual de la magnetosfera compleja [54]. En algún lugar de la cola se generan ráfagas de flujo que
transportan plasma y flujo magnético. Este transporte parece permitir un cambio topológico global durante las subtormen-

tas.

Estas tres propiedades de la magnetocola permiten argüir que la dinámica de la magnetocola y la de la
pila de arena son asimilables. Sumado a esto sabemos que desde hace más de dos décadas se ha acumulado
evidencia que muestra que la auroras y las subtormentas geomagnéticas (por ejemplo los resultados de las
observaciones en [52], [51]) y fenómenos asociadas a ellas como las disrupciones de corriente localizadas
[39], fluctuaciones del campo magnético [38] y el espectro del campo magnético en la magnetocola [29],
presentan un comportamiento claro de la ley de potencias [54].

También, se ha demostrado en [36] y [28] que los modelos basados en la física de baja dimensión
reproducen muchas de las características de la interacción de la magnetosfera del viento solar.

Toda esta evidencia indica es que la magnetocola podría encontrarse en un estado global SOC.

Por lo tanto, es posible estudiar el fenómeno de las subtormentas geomagnéticas como avalanchas
de muchos pequeños eventos de reconexión en la hoja de plasma turbulento, bajo el supuesto de que el
sistema, se encuentra en, o cerca, de un estado global auto organizado.

En el siguiente capítulo describiremos un autómata celular que contiene los componentes necesarios
para describir los eventos de reconexión de la magnetocola e interpretar las avalanchas producidas en
términos de energía liberada en la magnetosfera.
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Capítulo 5

Modelo de autómata celular

La modelización del problema de liberación de energía en la magnetocola mediante autómatas celu-
lares ha sido estudiada desde fines de los años 90 ([16]) y a lo largo de las dos últimas décadas se fue
complejizando ([17], [54], [40]). En este capítulo presentaremos un modelo 2-D que, a pesar de su simpli-
cidad, permite entender mejor la fenomenología de la magnetocola.

5.1. Descripción conceptual del modelo

Consideremos primero que las líneas de campo están compuestas por tubos de flujo de campo magné-
tico, cuya profundidad se extiende a lo largo de la dirección (⃗i) tal como se muestra en la Figura 5.1(a). En
el plano j − k esos campos se ven como se presenta en la Figura 5.1 (b). Sabiendo que es posible estudiar
la liberación de energía en la magnetocola usando modelos de baja dimensionalidad, simplificaremos el
problema y estudiaremos la inestabilidad del campo B asumiendo que la fenomenología relevante al pro-
blema ocurre en el plano que se muestra en la Figura 5.2 y puede modelarse mediante un autómata celular
sencillo. Asumiremos que la red es un conjunto discreto de tubos de flujo y que cada uno de sus nodos

FIGURA 5.1: (a) Diagrama de los tubos de flujo magnético en 3-D. (b) Diagrama de los tubos de flujo vistos desde el frente
2-D. Cada fila de tubos representa a cada línea de campo magnético.

representa la componente Bk, que es la única componente no nula del campo magnético en este sistema y
que depende de las variables (i, j), esto es:

B⃗ = B(i, j, t)(k̂) (5.1)

En la red definida, haremos evolucionar el campo magnético siguiendo la ecuación de inducción bajo las
hipótesis que discutiremos en la siguiente sección. A partir del campo magnético obtenido en cada itera-
ción definiremos la energía magnética del sistema y el módulo de la corriente y, sobre esta impondremos
umbrales a partir de los cuales el campo se reconecta y se libera energía. Dicha energía liberada se dará en
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FIGURA 5.2: Diagrama del modelo usado para describir la magnetocola. Modelo de la reconexión como una red cuadrada
2-D con distancia entre nodos ∆ x. En el diagrama se indica la dirección donde apunta el campo (B(k̂)) y la corriente en el

plano i-j (j(î+ĵ)).

forma de avalanchas cuyas distribuciones estadísticas analizaremos en detalle. En las secciones siguientes
discutiremos cada uno de los elementos presentes en el autómata celular diseñado y su interpretación en
el contexto de la magnetocola.

5.2. El campo B: Solución de la Ecuación de Inducción MHD

Teniendo en cuenta que la intensidad del campo B está representada por los valores de los nodos de
la red, describiremos aquí cómo se lo calcula y se lo inicializa en el código desarrollado. En el capítulo 3,
vimos que la Ecuación de Inducción para un plasma como el de la magnetocola es:

∂B⃗
∂t

= ∇x(⃗vxB⃗) + η∇2B⃗ (5.2)

y que como no conocemos el valor de v⃗, es necesario utilizar la ecuación 3.16, que es la ecuación para
el campo de velocidades y que forma un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas con la
ecuación 5.2. La solución numérica de estas ecuaciones en el marco de la MHD es computacionalmente
muy costosa y también lo es en el marco de los autómatas celulares. Sin embargo, siguiendo a otros autores
[53], [54], [40] es posible asumir que el término convectivo puede reemplazarse por un término que actúa
como un perturbación aleatoria (D) noise-like driver [15] que actúa permanentemente sobre el sistema. De
manera que ahora la ecuación toma la forma:

∂B⃗
∂t

= D + η∇2B⃗ (5.3)

Para resolver numéricamente la ecuación 5.3 necesitamos discretizar cada uno de sus términos Para la
derivada temporal usamos diferencias finitas hacia adelante (forward) asumiendo un paso temporal ∆t [32]:

∂B⃗
∂t

=
B(i, j, t + 1)− B(i, j, t)

∆t
(5.4)

Por otra parte, el laplaciano es la suma de las derivadas segundas de la función en cada variable, para
eso, escribimos cada derivada segunda usando el método de diferencias finitas central , para las direcciones
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i y j de la red. Esto es:
∂2B
∂i2 =

B(i + 1, j, t) + B(i − 1, j, t)− 2B(i, j, t)
∆i2 (5.5)

∂2B
∂j2

=
B(i, j + 1, t) + B(i, j − 1, t)− 2B(i, j, t)

∆j2
(5.6)

Asumiendo que ∆i = ∆j = ∆x , Cuando calculamos el laplaciano, sumando las ecuaciones 5.5 con 5.6,
obtenemos:

η∇2B⃗ = η
B(i + 1, j, t) + B(i − 1, j, t) + B(i, j + 1, t) + B(i, j − 1, t)− 4B(i, j, t)

∆x2 (5.7)

De esta manera, la ecuación de inducción discretizada queda:

B(i, j, t + 1)− B(i, j, t)
∆t

= η
B(i + 1, j, t) + B(i − 1, j, t) + B(i, j + 1, t) + B(i, j − 1, t)− 4B(i, j, t)

∆x2 + D (5.8)

De manera que en cada iteración el campo magnético será:

B(i, j, t + 1) = B(i, j, t) +
η∆t
∆x2 (B(i + 1, j, t) + B(i − 1, j, t) + B(i, j + 1, t) + B(i, j − 1, t)− 4B(i, j, t)) + D

(5.9)
Solo necesitamos una condición inicial para poder integrar la ecuación 5.9. En este caso, siguiendo un
trabajo previo [40], la condición inicial es una función decreciente de la coordenada espacial i.

5.3. Criterio de estabilidad

A medida que el campo magnético calculado mediante la ecuación 5.9 aumenta, también aumenta y se
complejiza la corriente que, en este caso es:

∇xB⃗ =
4π

c
j⃗ (5.10)

Cuando la corriente excede cierto valor, podremos asumir que estamos en presencia de una inestabi-
lidad (la reconexión magnética es la principal candidata) y es necesario incorporar una forma de redistri-
bución (relajación de la corriente y liberación de energía). Para el caso del campo magnético B definido en
la sección anterior, puede mostrarse que plantear que la corriente sea inestable equivale a decir que

∣∣∣⃗j∣∣∣ >τ.
Donde, siguiendo con la lógica del modelo de [41], τ es un umbral elegido cuya única propiedad es ser
distinto de cero. La implementación numérica de esta condición se reduce a calcular el módulo del rotor
del campo magnético B⃗ = B(i, j, t)(k̂), que será:

∇xB⃗ = ∂jBk(î)− ∂iBk( ĵ) =
4π

c
j⃗ (5.11)

Donde en esta última ecuación se utilizó la ecuación 5.10. Tomando módulo de ambos lados de esta
ecuación: ∣∣∣⃗j∣∣∣ ∝

√
(∂jBk)

2 + (∂iBk)
2 (5.12)

Si calculamos el gradiente del campo unidimensional Bk y le tomamos el módulo, obtenemos:

|∇Bk| =
√
(∂iBk)

2 + (∂jBk)
2 (5.13)
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Por las ecuaciones 5.11, 5.12 y 5.13 y tomando el tiempo t + 1, tenemos:∣∣∣⃗j∣∣∣ = ∣∣∣∇xB⃗(i, j, t + 1)
∣∣∣ = ∣∣∣∇B⃗(i, j, t + 1)

∣∣∣ (5.14)

Entonces, como módulo del rotor y el módulo del gradiente del campo en nuestro modelo son igua-
les, tomamos el módulo del gradiente del campo magnético de los nodos y obtenemos el módulo de la
corriente. Nos quedamos con el gradiente del campo en lugar del rotor del mismo, por una cuestión de
simplificación del código computacional posterior. Cuando

∣∣∣⃗j∣∣∣ >τ para uno o más nodos de la red diremos
que el sistema es inestable y deberá liberar energía de una forma que explicaremos en la siguiente sección.
Por otro lado, si el

∣∣∣⃗j∣∣∣ <τ, para todo los nodos de la red diremos que el sistema es estable y agregaremos
una perturbación aleatoria del sistema.

Para eso introduciremos un campo medio perturbativo en cada iteración de manera que el campo será:

B⃗∗(i, j, t) = B⃗(i, j, t) + δB(i, j) (5.15)

donde B⃗∗ es el nuevo campo, obtenido luego de perturbar el campo viejo B⃗ y δB es la perturbación
aleatoria del campo.

En el capítulo 3, mencionamos que la tasa de energía disipada o liberada por unidad de volumen, luego
de la acumulación, en la hoja de corriente estaba dada por la siguiente expresión:

Ẽ = η j2 (5.16)

En el caso de nuestro modelo, Ẽ es la energía disipada por todos los nodos inestables de la red y que
esa energía se disipa en toda la red cuadrada.

5.4. Regla de Redistribución

Una vez que uno o más nodos de la red alcanzó la inestabilidad es necesario establecer un procedi-
miento que permita que el sistema vuelva a la estabilidad liberando energía. En el contexto de un autómata
celular esto implica establecer una regla de redistribución.

La forma que elegimos para hacer esta redistribución es la siguiente: nos fijamos en todos los nodos de
la red. A los nodos inestables, tomamos el valor del campo magnético en ese nodo y le sumamos el valor
del campo magnético de sus primeros vecinos. Estos son los nodos que están arriba, abajo, a la derecha y
a la izquierda con respecto al nodo inestable que estemos considerando en la red.

Luego, dividimos el valor de esa suma de 5 elementos (el valor de los campos de los 5 nodos involu-
crados) por la cantidad de elementos involucrados, es decir, dividimos por 5.
Esto es:

B(i∗, j∗, t + 2) =

B(i∗, j∗, t + 1) + B(i∗ + 1, j∗, t + 1) + B(i∗ − 1, j∗, t + 1) + B(i∗, j∗ + 1, t + 1) + B(i∗, j∗ − 1, t + 1)
5

(5.17)

La ecuación 5.17, nos dice que esa suma nos da el nuevo campo a tiempo (t + 2) en el nodo con coor-
denadas i∗,j∗. Donde los asteriscos hacen referencia a que el nodo es inestable a tiempo (t + 1). Es decir,
el campo en el nodo que era inestable, pasa ahora a tener el valor indicado en la ecuación 5.17, a tiempo
t + 2.

Pasemos ahora a la redistribución del campo de lo nodos vecinos a ese nodo. Lo que vamos a hacer
es lo siguiente: una vez que se actualizó el valor del campo del nodo que empezó siendo inestable y que
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ahora tiene un nuevo valor, vamos a pedir que ese valor que obtuvimos en la ecuación 5.17 para ese nodo,
sea igual para el campo de los nodos vecinos involucrados en ese cálculo de actualización de campo. Esto
es:

B(i∗, j∗, t + 2) = B(i∗ − 1, j∗, t + 2) = B(i∗ + 1, j∗, t + 2) = B(i∗, j − 1∗, t + 2) = B(i∗, j∗ + 1, t + 2) (5.18)

Esto se puede ver más claramente en el diagrama de la Figura 5.3, donde se puede ver gráficamente la
redistribución de los nodos.

FIGURA 5.3: Redistribución del valor del campo magnético de los nodos de la red 2-D del modelo. El nodo rojo, indica que el
campo en ese nodo es inestable. Los nodos celestes indican los primeros vecinos del nodo inestable. Las flechas verdes indican
que se produce una avalancha en el sistema, cuando un nodo es inestable. La flecha negra indica como quedan redistribuidos
los nodos en la siguiente iteración temporal. Los nodos naranjas indican los nodos luego de que se hizo la redistribución, es

decir, a la siguiente iteración temporal, donde ahora tienen todos el mismo valor de campo magnético

Entonces, empezamos con un campo aleatorio a tiempo t. En la ecuación 5.9 obtenemos el campo a
tiempo t + 1 y luego propusimos una forma (5.17 y 5.18) para obtener el campo a tiempo t + 2.

Se hace la redistribución de esta manera, para hacerlo de la forma más uniformemente posible y con-
sideramos que se redistribuyen todos los nodos inestables de la red de esta forma. Cuando esta ocurre, se
reduce la corriente de la red de forma neta [40]. Este proceso de aplicar el criterio de inestabilidad, actua-
lización del campo y redistribución de nodos se realiza para todas las subsiguientes iteraciones temporales.

5.5. Energía liberada por las avalanchas

Veamos ahora como podemos representar la energía liberada en nuestro modelo. Recordemos que la
energía magnética del plasma, viene dada por la siguiente ecuación:

EM ≈ B2

2
(5.19)

Escribimos la energía liberada en términos de los valores discretos del campo magnético. Esto lo ha-
cemos según la forma que elegimos para hacer la redistribución de campos en los nodos en la sección
anterior, porque esta redistribución, va a ser la que nos de la expresión de la redistribución de energía.

Consideremos que la energía inicial (antes de una redistribución de campos magnéticos), la cual llama-
remos (ϵi), va a depender del nodo inestable en cuestión y de sus primeros vecinos, todos a t + 1. Además,
como tenemos nodos discretos, y el campo magnético tiene un cierto valor específico para cada uno, la
energía de cada uno de los nodos involucrados, no será otra cosa que:

ϵin =
B(i, j, t + 1)2

2
(5.20)
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donde (i, j) corresponden al nodo inestable o alguno de sus primeros vecinos al momento de la redis-
tribución.

Si sumamos los valores de la energía de cada uno de estos 5 nodos involucrados, obtenemos la energía
inicial total:

ϵinT =
B(i∗, j∗, t + 1)2 + B(i∗ − 1, j∗, t + 1)2 + B(i∗ + 1, j∗, t + 1)2 + B(i∗, j∗ − 1, t + 1)2 + B(i∗, j∗ + 1, t + 1)2

2
(5.21)

donde (i∗, j∗) es el nodo inestable en cuestión.
Por otra parte, tenemos que considerar la energía con la que quedan los 5 nodos involucrados luego de

la redistribución, a tiempo t + 2, es decir la energía final total, la cual llamaremos (ϵ f T). La ecuación 5.18
nos muestra que todos sus valores son iguales. Esto es:

ϵ f T =
5B(i∗, j∗, t + 2)2

2
(5.22)

Entonces, partimos de la siguiente ecuación, en la cual consideramos que si tenemos una energía inicial,
se libera energía y se obtiene la energía final. Esto nos da la relación entre energía inicial total , energía final
total y energía liberada(ϵl) :

ϵinT − ϵl = ϵ f T (5.23)

despejando ϵl , obtenemos

ϵl = ϵinT − ϵ f T (5.24)

Reemplazando por la ecuación 5.21 y la ecuación 5.22 llegamos a:

ϵl(i∗, j∗, t + 1) =

B(i∗, j∗, t + 1)2 + B(i∗ − 1, j∗, t + 1)2 + B(i∗ + 1, j∗, t + 1)2 + B(i∗, j∗ − 1, t + 1)2 + B(i∗, j∗ + 1, t + 1)2

2

− 5B(i∗, j∗, t + 2)
2

(5.25)
Esta energía, es la energía liberada por cada nodo inestable (i∗, j∗) luego de cada iteración. Para obtener

la energía liberada por todos los nodos inestables de la red luego de cada iteración, la cual llamaremos ϵL,
tenemos que sumar sobre todos los nodos inestables. Esto es:

ϵL(i∗, j∗, t) = ∑
i∗.j∗

ϵl(i∗, j∗, t) (5.26)

5.6. Energía total de la red y características del estado SOC

El estado SOC es estadísticamente estacionario, y lo es en el sentido de que, a partir de un cierto número
de iteraciones, la energía (B2) en los nodos es estadísticamente constante. Cuando el sistema alcanza el
estado SOC, lo hace a partir de un cierto tiempo que llamaremos: tiempo de estabilidad (test).
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Para poder representar este estado, tenemos que escribir la energía total de la red, es decir, cuánto vale
(B2/2) en cada iteración temporal. Para eso, podemos escribir esta energía como un vector llamado: vector
de energía total (ϵT ).

Como queremos saber la energía que tienen los nodos luego de que se llevan a cabo las redistribucio-
nes, escribiremos la expresión para esta energía a partir de t + 2, ya que buscamos el valor de energía total
de la red, a partir de la primera redistribución de campos en los nodos, que se lleva a cabo a tiempo t + 1.
Habiendo dicho esto, definimos ϵT de la siguiente manera:

ϵ⃗T =

(∑
i∗,j∗

B(i∗, j∗, t + 2)2

2
, ∑

i∗,j∗

B(i∗, j∗, t + 3)2

2
, ∑

i∗,j∗

B(i∗, j∗, t + 4)2

2
, ∑

i∗,j∗

B(i∗, j∗, t + 5)2

2
, ...

..., ∑
i∗,j∗

B(i∗, j∗, t + (n + 1))2

2
)

(5.27)

Donde n + 1 es el número de iteraciones temporales que hacemos en la red.
Entonces, tenemos ahora la energía total de la red para todas las iteraciones, donde cada elemento del

vector ϵ⃗T(i∗, j∗, t) nos indica la energía total en la red en cada iteración.

5.7. Implementación numérica del modelo

Ahora que ya describimos las características de nuestro modelo, vamos a traducir estas característi-
cas a un código numérico para realizar nuestro autómata. El código numérico, fue escrito en el lenguaje
python. En el Apéndice 8.1, se muestra el pseudocódigo del programa que hicimos. Estas simulaciones nos
permiten obtener la evolución del campo magnético y con esto la energía liberada por las avalanchas (ϵL)
y la energía total de la red cuadrada (ϵT).

Por otro lado, las iteraciones temporales nos permitirán ver la evolución del campo y de las energías.
Realizamos entonces simulaciones con 3 valores distintos de red: N = 24, N = 32 y N = 64, con 3

umbrales: τ=0, τ = 0, 25 y τ = 1 y con simulaciones de diferente longitud (entre 100000 y 200000 iteraciones).
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Capítulo 6

Estado SOC y Avalanchas

Este capítulo se dividirá dos grandes secciones: en la sección 6.1 caracterizaremos el estado de critica-
lidad auto-organizada que alcanza nuestro modelo y en la sección 6.2 realizaremos un estudio estadístico
de las avalanchas del sistema.

6.1. Caracterización del estado de criticalidad auto-organizada SOC

En esta sección, analizaremos los datos obtenidos de las simulaciones, con el objetivo de caracterizar
la energía total y la energía liberada en la red. Para establecer si nuestro autómata ha logrado alcanzar el
estado estacionario, estudiamos las series temporales para ϵT y ϵL.

En la Figura 6.1 se muestra la energía total de la red (ϵT) para N = 24 con τ = 4.

FIGURA 6.1: Gráfico del vector de energía total en función de las iteraciones, para una red de tamaño: N=24, con τ = 4
para 10000 iteraciones. Se marca también el tiempo de estabilidad (test) alrededor de las 15000 iteraciones y el estado SOC
del sistema que tiene lugar desde el (test) hasta que terminan las iteraciones. En un recuadro en la parte de la derecha
abajo, se muestra en detalle la energía total en el estado SOC desde los 80700 hasta los 81215 iteraciones, para observar las

avalanchas que componen esta energía.

Como se puede observar en la Figura 6.1, desde el inicio de la simulación ϵT crece a medida que
aumentan las iteraciones temporales, hasta que cerca de las 128000 iteraciones su valor se estabiliza. Para
tiempos mayores que test ≈ 15000, la energía total de la red se mantiene estadísticamente constante por
más que las iteraciones sigan aumentando. Decimos que se mantiene estadísticamente constante, porque
fluctúa alrededor de un valor de energía total, el cual llamaremos: Energía Total de Estabilidad (ϵTest). Este
valor de energía se alcanza en lo que denominamos y señalamos como test en la Figura 6.1 con la línea
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punteada. Cuando la energía total se estaciona en ϵTest y se mantiene fluctuando alrededor de ese valor,
decimos que el sistema alcanzó el estado SOC.

Como hablamos en el capítulo anterior, el hecho de que podamos mostrar que nuestro modelo al-
canza este estado, es el primer indicio del comportamiento auto-organizado del fenómeno que estamos
describiendo.

Analicemos ahora que sucede con la energía que se libera en las avalanchas (ϵL) definida en la ecuación
5.26. En la Figura 6.2, se muestra la energía liberada por la red durante 100000 iteraciones para una red de
tamaño y umbral N = 24 y τ = 4 respectivamente.

FIGURA 6.2: Energía liberada por la red para N=24 y τ= 4, calculada para 100000 iteraciones. Con línea punteada roja se
indica el tiempo de estabilidad (t) cerca de las 15000 iteraciones.

Vemos que inicialmente el tamaño de las avalanchas crece hasta que llega a un cierto valor (alrededor
de test), a partir del cual la liberación de energía se mantiene intermitente de la misma forma que en
modelos como [41], [17].

Veamos que sucede al cambiar el tamaño de al red cuadrada con la que estamos trabajando. Consi-
deremos entonces que tenemos los tamaños de red: N = 24 y N = 32. Si graficamos en un mismo eje
horizontal y vertical los valores de energía liberada por la red para estos 2 tamaños de red con el mismo
valor de umbral (τ = 4), obtenemos el gráfico que se muestra en la Figura 6.3. En esta figura se puede ver
que los valores de ϵL para la red de mayor tamaño son mayores a los de la red más chica. Además, los picos
más grandes de la energía liberada de la red más grande se encuentra corridos hacia iteraciones mayores
con respecto a las de la red más chica. Esto nos indica, que no solo la red libera más energía cuando es
más grande, sino que tarda más tiempo en llegar al estado estadísticamente estacionario. Esto es consis-
tente pues a mayor tamaño de red, hay mayor cantidad de nodos perturbados y, por ende, el aumento de
energía en la red se demora.

Hasta acá vimos la forma de la energía liberada en la red. Veamos en detalle cómo son las avalanchas
que componen esta energía. Si hacemos un acercamiento en la Figura 6.2, entre las iteraciones 3690 y 3715,
vemos en la Figura 6.4 una de las tantas avalanchas que componen la energía liberada de la red. En ella
se pueden identificar 3 magnitudes fundamentales con las cuales trabajaremos a lo largo del capítulo: el
Pico de la avalancha, la cual indica el valor máximo energía liberada durante la duración de la misma,
la Duración de la avalancha, que indica cuántas iteraciones dura desde que comienza hasta que termina
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FIGURA 6.3: Energía liberada por la red para N=24 y N = 32 con τ= 4, calculada para 100000 iteraciones. Con línea
punteada roja se indica el test de N = 24 con τ = 4 cerca de las 15000 iteraciones (test1) y con la línea punteada violeta el test

para N = 32 con τ = 4 cerca de las 25000 iteraciones (test2).

y la Energía, que es la suma de las energías que liberan los nodos inestables de la red en la cantidad de
iteraciones que dure esa avalancha. Es decir, es el área bajo la curva que describe cada avalancha (Figura
6.4).

FIGURA 6.4: Detalle de la energía liberada con N = 24 y τ = 4, entre las iteraciones 3690 y 3715. En el gráfico se puede ver
el pico, la duración y la energía de una avalancha típica.

Veamos ahora que sucede con el campo magnético (B), y por ende con la energía total del sistema de la
red, a medida que transcurren las iteraciones. Para esto, se realizó la Figura 6.5. Allí graficamos la energía
total en función de las iteraciones para N = 64 con τ = 0,25, en el cual se indican con letras distintos puntos
de esa energía con su correspondiente iteración temporal. Se eligieron estos puntos, ya que las iteraciones
correspondientes a cada uno de ellos, nos permitirá ver el comportamiento antes y después del tiempo de
estabilidad [17].

En la Figura 6.6 se ve la variación de campo magnético a lo largo de la fila promedio de la red de
tamaño N = 64 con τ = 0,25, para cada iteración fija, el cual definimos como: campo magnético medio. Esto
es, como cada elemento de la matriz de campo es el valor del campo en cada nodo, se sumaron todas las
filas de esta matriz (fila promedio) y con esto, graficamos el valor del campo en cada nodo de esa fila en
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función de su posición (Nj). Se realizo ese gráfico para 6 valores de iteración temporal distintos, que son
las iteraciones correspondientes a los puntos de la Figura 6.5: A, B, C, D, E y F.

FIGURA 6.5: Energía total en función de las iteraciones para N = 64 con umbral = 0,25, graficado para 119000 iteraciones.
Los cuadrados naranjas y las letras indican la energía total para un cierto número de iteraciones. Esas iteraciones están

indicadas en la Figura 6.6

Como podemos ver en la Figura 6.6, el campo magnético crece a medida que crece el número de ite-
raciones. Esto ilustra el comportamiento del campo medio a medida que el sistema se acerca al estado
SOC

En las iteraciones: 100, 10000 y 50000 que se presentan en gamas de azules, el campo todavía no alcanzó
su valor y forma promedio, que alcanza a partir de que supera test, que en el caso de N = 64 y τ = 0,25
es test = 80000 iteraciones. En test llega a un cierto valor, el cual se mantendrá en promedio constante. Los
valores de campo magnético cuyas iteraciones son mayores o iguales a test, se presentan en la Figura 6.6
en gamas de rojo.

Esto muestra que el campo magnético medio se mantiene aproximadamente constante en su forma y
valores que toma, una vez superado el tiempo de estabilidad. Un resultado similar a este se obtuvo para
el paradigmático modelo de Lu y Hamilton para el caso de las erupciones en la corona solar ([41]).

Además de estudiar la evolución temporal de la energía, es interesante analizar la distribución espacial
de la misma en la red. En este caso presentamos en la Figura 6.7, 5 mapas de color, donde cada uno se
realizó para una iteración fija (A, B, C, D y F de las anteriores figuras), que ilustran como se redistribuye
la energía a medida que avanza la simulación. Esta figura, que fue realizada para una red de tamaño y
umbral N = 64 y τ = 0,25 respectivamente, indica con una barra de color lateral el valor de energía que
toma cada uno de los 64x64 nodos de la red.

La Figura 6.7 nos muestra el comportamiento que vimos en la Figura 6.5 y Figura 6.6, en donde, a partir
de una cierta iteración (en este caso 80000 iteraciones), el sistema entra en el estado SOC. La diferencia con
los gráficos recién mencionados, es que en la Figura 6.7 podemos ver la distribución espacial de esta ener-
gía en la red, y podemos notar como a partir del test, esta distribución en la red se mantiene prácticamente
invariante en cuanto a su forma, y en cuanto al valor de energía de los nodos de la red. Esto nos muestra,
desde otro punto de vista, la llegada del sistema al estado SOC.

Durante toda esta sección, hemos usado distintos tamaños de red y distintos umbrales para obtener
los gráficos que mostramos y discutimos. En la Figura 6.3 de la sección anterior, vimos que el tiempo de
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FIGURA 6.6: Campo magnético medio para N = 64 con τ = 0,25. Las letras entre paréntesis indican en la Figura 6.5 cuál
es el valor de energía total de esos nodos para la misma iteración. Donde estas iteraciones están indicadas en este gráfico al
lado de cada letra entre paréntesis, con sus respectivos colores. Donde, se marcan en gamas de azules los valores de campo
cuyas iteraciones son menores que el test = 80000, en naranja el campo en el test y en gamas de rojos, los campos cuyas

iteraciones superan el test.

estabilidad para redes de distinto tamaños con un mismo umbral, era distinto. Esto es un indicio de que
variar los parámetros de nuestro modelo, tales como N y τ, podrían variar el tiempo de estabilidad y al-
guna otra magnitud de nuestro modelo.

Comencemos viendo entonces qué sucede al variar el tamaño de la red con un umbral fijo. Como se
presenta en la Figura 6.8(b), se gráfico el test para un umbral fijo en función de N para 3 valores de N
distintos: N = 24, 32 y 64. Hicimos esto para 3 valores de umbral distintos: τ = 0, 25, 1 y 4. Se eligieron
estos N y τ ya que muestran un buen rango de tiempos de estabilidad y de energía de estabilidad,como
veremos más adelante.

En todas las simulaciones que realizamos para todas las combinaciones de N y de τ, conseguimos
alcanzar un estado estacionario. Por lo tanto, se pudieron obtener los test , los cuales fueron obtenidos
aproximadamente al inspeccionar los gráficos de ϵT para los distintos valores de N y de τ.

Sin embargo, como se observa en la Figura 6.8 (b), la cantidad de iteraciones que se necesitan para
alcanzarlo, varía con el tamaño de la red. Como puede verse en esta figura, para cada τ fijo, aumentar
en aproximadamente 10 el valor de N, implica que se necesitan del orden de 20000 iteraciones más para
que la energía total del sistema se estacione. Por lo tanto, aumentar el tamaño de la red, va a imponer que
necesariamente vamos a necesitar realizar simulaciones más largas para que nuestro sistema alcance el
estado SOC.

Algo muy similar sucede con la ϵTes t , como se puede observar en la Figura 6.8 (a), en donde aumentar
el tamaño de la red lleva a que esta energía tenga un valor mayor. Esto tiene sentido ya que, como ϵT es
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FIGURA 6.7: Mapas de color de la energía de los nodos de la red para N = 64 con τ = 0,25, para la iteración indicada arriba
de cada mapa de color. Estas iteraciones son: A,B,C,D y F indicadas en la figura: Figura 6.5, en donde se puede ver el valor
de la energía total para esa iteración. Se indica con un barra lateral vertical el valor de la energía para cada uno de los 64x64

= 4096 nodos que componen la red.

creciente en las iteraciones, hacer simulaciones más largas, conllevará que ϵT se estacione en valores más
grandes.

El hecho de que para un τ fijo, aumentar N aumente el test, podemos asociarlo a que como la pertur-
bación se distribuye de manera aleatoria, el sistema tarda más tiempo en alcanzar un estado en el cual
aproximadamente todos los nodos tengan la suficiente energía para alcanzar la criticalidad o cercana a
ella.

Veamos ahora el comportamiento de test variando τ para N fijo, que se presenta en la Figura 6.9, para
ver que nos puede aportar en cuanto a nuestra caracterización de los tiempos de estabilidad.

El hecho de que test para N fijo aumente a medida que aumenta τ, se lo atribuimos a lo siguiente:
como τ crece, se necesitan valores de ∇B mayores para que se cumpla que

∣∣∣⃗j∣∣∣ >τ , por lo cual serán nece-
sarias más iteraciones en las cuales se perturbe el campo para que cumpla esta condición y se redistribuya
la energía en los nodos. Como son las liberaciones de energía las que llevan al sistema al estado SOC,
aumentar τ , aumenta test.

Algo que hay que notar es que como el proceso de redistribución es altamente no lineal, ni ϵTest ni test

se comportan de manera lineal cuando crece el tamaño de la red para un τ fijo, ni test cuando crece τ para
N fijo.
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FIGURA 6.8: (a) ϵTest en función de N para los valores de τ = 0,25, 1 y 4 , graficado con eje vertical logarítmico para que
se visualicen adecuadamente la diferencia en las energías.(b)test en función de N para los valores de τ = 0,25, 1 y 4.

FIGURA 6.9: test en función de τ para los valores de N = 24, 32 y 64, con τ = 0,25, 1 y 4.

6.2. Caracterización estadística de las avalanchas

Una vez obtenidas las series temporales de energía liberada y la energía total para nuestro modelo
del capítulo anterior, vimos que el insumo básico de estas energías son las avalanchas. Por esta razón,
nos vamos a dedicar en esta sección a caracterizar el comportamiento cuantitativo y estadístico de las
avalanchas obtenidas a partir de estas series temporales.

En la sección anterior vimos que podemos caracterizar las avalanchas valiéndonos de 3 magnitudes
fundamentales: La duración, el pico y la energía de cada una estas.

Para calcular estas cantidades, se consideraron las avalanchas presentes en la energía liberada para
tiempos superiores al test, es decir, cuando el sistema se encuentra en el estado estacionario.

Además, como estamos buscando el comportamiento estadístico de estas cantidades, es importante
que la cantidad de avalanchas con las que trabajemos sea grande. Esto no fué un inconveniente, ya que la
cantidad de avalanchas para cualquier N y τ eran del orden de 105 en adelante, lo cual es lo suficientemente
extenso como para hacer este análisis.

El primer análisis que hicimos fue verificar si las energías, picos y duraciones, están relacionadas entre
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sí por una ley de potencias como se muestra en [17], partiendo de la ecuación 6.1, que es la ecuación de los
sistemas que describen comportamiento de ley de potencias:

a(b) = fabbγab (6.1)

Donde a y b son las cantidades que queremos relacionar.
Si graficamos en escala log-log esta ecuación, obtenemos una función lineal. Por lo tanto, haciendo una

regresión lineal con los datos, vamos a obtener el valor de γab, que es la pendiente de esta recta. Podríamos
también obtener el valor de la ordenada al origen de esa recta: log( fab), pero como buscamos entender si
estas cantidades tienen comportamiento de leyes de potencia, que esta distribución este más arriba o más
abajo en el eje vertical no nos va a dar información de este comportamiento. Realizamos para ver este
comportamiento los gráficos de Energía vs Duración (Figura 6.10) y de Energía vs Picos (Figura 6.11), Para
N = 32 y τ = 1, con sus respectivos ajustes lineales.

FIGURA 6.10: Energía en función de las duraciones de las avalanchas, graficadas en log-log. Para N = 32, con τ=1,
ajustados con una función lineal.

Hicimos estos gráficos para esos valores de N y τ de manera representativa para observar el comporta-
miento de ley de potencia en la relación entre estas variables. Además, se usó un test estadístico (apéndice
8.2) usando la librería powerlaw de python, que es el programa donde se realizaron los ajustes, para corro-
borar que efectivamente se tratase de una conducta de ley de potencias. Test que dió como resultado que
este era efectivamente el comportamiento.

Luego, con los ajustes lineales de estos datos obtuvimos los valores de γab para todos los valores de
N y de τ que usamos a lo largo del trabajo, como se puede ver en el Cuadro 6.1. En este presentamos los
valores de γEP que es la pendiente para el gráfico a escalas logarítmicas entre Energías (E) en función de
los Picos (P), con el error de esta pendiente(∆ γEP). Se presentan las mismas cantidades para La energía
(E) en función de la duración (D) de las avalanchas.

Ahora bien, cuando realizamos un ajuste de datos medidos o simulados, como en este caso, con una
curva teórica, la fidelidad de este ajuste está determinada por el R2. En nuestro caso, como se puede ob-
servar en el cuadro 6.1, estos valores varían dependiendo el tamaño de la red y aumentan su valor para N
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FIGURA 6.11: Energía de las avalanchas en función de los picos de las avalanchas, graficados en log-log. Para N = 32, con
τ=1, ajustados con una función lineal.

mayor, lo cual nos dice que el comportamiento de ley de potencia se observa más claramente para tamaños
mayores de red. Para los distintos valores de τ para N fijo, los cambios en la precisión del ajuste no son
significativos, lo que indica que el valor del umbral no modifica el comportamiento de ley de potencias
que presenta esta relación. Otra característica importante para notar del Cuadro 6.1 es que los R2 que in-
volucran a los picos de las avalanchas (R2

EP) son mayores a los que involucran a las duraciones (R2
ED

). Esto tiene que ver con que los valores obtenidos para las energías y los picos están distribuidos en un
rango mayor de órdenes de magnitud (aproximadamente 4), en comparación a los de las energías con las
duraciones de las avalanchas (aproximadamente 2 ordenes de magnitud). Por esta razón, cuando se hace
el ajuste, al tener un rango mayor en el cual hacerlo, este es más fidedigno, por lo que R2 da mejor.

N τ γEP± ∆ γEP γED± ∆ γED REP
2 RED

2

24 0,25 1,02 ± 0,05 1,23 ± 0,08 0,94 0,86
1 1,01 ± 0,05 1,23 ± 0,07 0,94 0,86
4 1,01 ± 0,04 1,22 ± 0,07 0,94 0,86

32 0,25 1,03 ± 0,04 1,22 ± 0,07 0,95 0,86
1 1,01 ± 0,03 1,26 ± 0,08 0,95 0,88
4 1,05 ± 0,03 1,24 ± 0,06 0,96 0,88

64 0,25 1,07 ± 0,03 1,27 ± 0,08 0,96 0,88
1 1,01 ± 0,03 1,23± 0,08 0,97 0,89
4 1,06 ± 0,03 1,28 ± 0,07 0,97 0,89

CUADRO 6.1: Tabla que indica los valores de γEP y γED que se obtuvieron mediante el ajuste lineal con sus
respectivos errores ∆ γEP y ∆ γED. También se presentan los valores de R2 para cada caso mostrando cuan

fidedigno es el ajuste realizado. Para N = 24, 32 y 64, con τ = 0,25, 1 y 4.
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Veamos ahora otro análisis estadístico de las tres cantidades que estamos analizando, en el cual calcu-
lamos la función de densidad de probabilidad ( Probability distribution function: PDF) de la energía, picos
y duración de las avalanchas, con el objetivo de verificar el comportamiento del tipo ley de potencia de
estas cantidades [17], [54], [40].

Para calcular esta distribución se realizaron los histogramas de estas cantidades. La cantidad de bins
que se usaron, se eligió de forma tal que al realizar el histograma, este tome 2 o más ordenes de magnitud
para tener un espectro alto de valores y poder entender mejor su comportamiento.

Una vez realizadas las PDF, se buscó obtener el parámetro α de la ecuación de ley de potencias:

f (k) = f0k−α (6.2)

La función de distribución para una cierta cantidad k, que para nosotros serán las energías, picos o
duraciones, es representada por f (k) en la ecuación 6.2

De esta manera, si graficamos nuevamente en log-log esta ecuación y hacemos una regresión lineal,
vamos a obtener el valor de la pendiente α.

En las figuras 6.12, 6.13 y 6.14 graficamos las distribuciones de probabilidad para una red representati-
va. Se realizó esto para las tres cantidades características de las avalanchas, como se puede observar en las
figuras: Figura 6.12, Figura 6.13 y Figura 6.14 para las energías, picos y duraciones respectivamente, para
una red de N = 32 con τ = 1.

Como se puede observar en estas figuras, estas cantidades presentan un claro comportamiento de ley
de potencia y este se extiende durante varios órdenes de magnitud. Para corroborar que se trate de este
comportamiento, se usó el test del apéndice 8.2, y su resultado fué que el comportamiento era ciertamente
el de ley de potencias.

Por la forma en la cual se calcularon las distribuciones, se obtuvieron puntos en un rango mayor de
ordenes de magnitud para las energías (aproximadamente 4 ordenes de magnitud), después para los picos
(aproximadamente 3) y luego para las duraciones (aproximadamente 2).

Se calcularon los valores de α especificados para cada cantidad, αE, αP y αD para las energías, los picos
y las duraciones respectivamente, con sus respectivos errores: ∆αE, ∆αP y ∆ αD, como se puede ver en el
cuadro 6.2.

En este cuadro podemos notar las siguientes singularidades. Si miramos los errores de las pendientes
para alguna de las cantidades, estos en todos los casos disminuye o se mantiene igual a medida que
aumentamos el tamaño de la red. Esto nos indica que para N mayor, el ajuste es mas preciso, por lo que
aumentar el tamaño de la red acrecienta el comportamiento de ley de potencia que tienen estas cantidades.

Otra cuestión es que, como tenemos puntos en un rango mayor de órdenes de magnitud para la dis-
tribuciones de energías, como se hizo mención, esto se ve reflejado en este cuadro, en el hecho de que
si comparamos la columna de errores de αE (∆ αE), estos errores son menores que los de la columna ∆
αP y estos son menores a su vez que los ∆ αD. Lo que muestra que al haber podido tomar puntos en un
rango mayor para realizar los histogramas, incidió directamente en la precisión del cálculo de la pendiente.

Se compararon los valores de las pendientes y errores del cuadro 6.2 con los datos obtenidos en las
simulaciones realizadas en [40] y con los datos experimentales obtenidos en [52] (αE ∼ 1,2 y αD ∼ 2) y se
verificó que los valores que obtuvimos son consistentes con estos.

Recordemos aquí que estamos trabajando con un modelo sencillo donde el campo de velocidad no se
calcula sino que se reemplaza por una perturbación, sin embargo aún en su simplicidad, el modelo alcanza
a describir algunas de las características salientes de la liberación de energía en la magnetocola.
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FIGURA 6.12: PDF energía (azul) para N= 32 con τ = 1, graficado en log-log, con ajuste lineal(naranja)

Los valores de R2 varían dependiendo el tamaño de la red. Para las 3 cantidades oscilan desde 0,86 a
0,88 para N = 24, desde 0,89 a 0,92 para N=32 y desde 0,94 a 0,98 para N = 64. siendo entonces la red más
chica la que tiene un ajuste menos fiel y la más grande la que mejor ajusta.

N τ αE ± ∆αE αP ± ∆αP αD ± ∆αD

24 0,25 1,12± 0,04 0,92 ± 0,06 1,28 ± 0,18
1 1,12 ± 0,04 0,92 ± 0,06 1,27 ± 0,18
4 1,11 ± 0,04 0,91± 0,06 1,27 ± 0,18

32 0,25 1,09 ± 0,04 0,92± 0,06 1,27 ± 0,18
1 1,07 ± 0,04 0,89± 0,06 1,28 ± 0,18
4 1,07 ± 0,04 0,89± 0,04 1,26 ± 0,18

64 0,25 1,07 ± 0,04 0,89 ± 0,04 1,26 ± 0,12
1 1,04 ± 0,02 0,86± 0,04 1,24 ± 0,11
4 1,04 ± 0,02 0,86 ± 0,04 1,24 ± 0,11

CUADRO 6.2: Tabla que indica los valores de αE , αP y αD que se obtuvieron mediante el ajuste lineal con sus
respectivos errores ∆ αE y ∆ αP y ∆ γP. Para N = 24, 32 y 64, con τ = 0,25, 1 y 4.
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FIGURA 6.13: PDF picos (azul) para N= 32 con τ = 1, graficado en log-log, con ajuste lineal(naranja)

FIGURA 6.14: PDF duración (azul) para N= 32 con τ = 1, graficado en log-log, con ajuste lineal(naranja)



37

Capítulo 7

Conclusiones

Para explicar el fenómeno de las subtormentas magnetosféricas, se realizaron a lo largo de los años di-
versos trabajos por varios autores diferentes. En [12], [14] se sugirió que es posible interpretar la existencia
de subtormentas geomagnéticas basándose en la hipótesis de que el sistema viento solar-magnetosfera se
encuentra en un estado de criticalidad auto-organizada. El modelo de [41] para las fulguraciones solares
presentado en [17], fue el precursor de la aplicación de estos al plasma magnetosférico.

Desde fines del siglo pasado, varios autómatas fueron desarrollados en 1D y 2D para modelar las
subtormentas magnetosféricas ([54], [40]).

Este trabajo de tesis, tiene como objetivo principal ampliar los modelos numéricos de subtormentas.
Para esto se realizó un autómata celular 2-D, que consiste en una red de nodos interconectados, que mode-
lan el fenómeno. Mediante este autómata, se realizaron diversas simulaciones para los tamaños de red N
= 24, N = 32 y N = 64 y tres umbrales: τ = 0,25, 0,5 y 1, con la cantidad necesaria de iteraciones temporales
en cada caso, de forma tal que pueda apreciarse el comportamiento completo del sistema. Se realizaron
simulaciones para las nueve combinaciones de estos N y τ y se consiguió verificar que el sistema para
todos los casos alcanzó el estado SOC.

Para esto, se estudió no solo la ϵT y ϵL sino que se agregó la observación del campo magnético medio
en la red, verificando que este aumenta hasta estacionarse en un valor y se mantiene fluctuando alrededor
de este.

Se obtuvo el tiempo estimado para el cual el sistema entra en el estado estacionario, para todas las
configuraciones de parámetros. Se verificó con esto que tanto el aumento de N como de τ, implican un
aumento en el número de iteraciones necesarias para que el sistema alcance el estado SOC.

Mediante la observación de los gráficos de energía total en la red, se obtuvo la energía estacionaria
alrededor de la cual fluctúa la energía en el estado estacionario. Esta energía presentó un comportamiento
similar al del tiempo del estado SOC, en el sentido que esta energía para todas las configuraciones de
parámetros aumentaba con el tamaño de la red y con el umbral.

Estos resultados indican que el modelo propuesto alcanzó un estado estacionario compatible con lo
esperado para los fenómenos en los que se produce auto-organización.

Para avanzar en la caracterización de este sistema nos dedicamos a estudiar el comportamiento es-
tadístico de las avalanchas obtenidas. Para esto, lo primero que se hizo fué verificar la correlación entre
las magnitudes características de las avalanchas, obteniendo como resultado el comportamiento de ley de
potencias esperado. Luego, se estudiaron las funciones de distribución para cada una de las magnitudes
y se corroboró que tanto la energía, como los picos y las duraciones, presentan comportamiento de ley de
potencia para cuatro, tres y dos órdenes de magnitud respectivamente.

Para chequear que efectivamente estas magnitudes presenten este comportamiento, nos apoyamos en
un test estadístico, tanto para analizar la correlación entre las magnitudes de las avalanchas, como para
analizar el comportamiento de sus distribuciones, dando como resultado que mostraban el comportamien-
to supuesto.
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A lo largo del trabajo, se dieron bastos argumentos y muestras que indican que las subtormentas sa-
tisfacen las condiciones que los modelos SOC presentan. Esto da cuenta de que la reconexión magnética,
que desencadena las inestabilidades que preceden a las subtormentas, son parte del sistema: magnetosfe-
ra terrestre - viento solar, el cual presenta las características de un sistema con criticalidad auto-organizada.

Entonces, si bien los modelos de autómata celular, como el que hemos construido, no resuelven las
ecuaciones que describen la física de nuestro fenómeno, por lo que no nos proporcionan un modelo com-
pleto, nos permiten comprender muchas de las características físicas importantes que presenta el fenó-
meno de las subtormentas en la magnetocola.

Asimismo, aún con las dificultades que se presentan al comparar los resultados de las simulaciones
con observaciones remotas, obtuvimos que, para una versión muy simplificada del problema de cómo
se libera la energía en la magnetocola, nuestro modelo alcanza exponentes similares a los de Uritsky. Es
importante destacar aquí que las observaciones conllevan siempre la dificultad de establecer que es una
avalancha (burst), en términos observacionales y , por tal motivo, las comparaciones deben ser realizadas
con cautela.
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Capítulo 8

Apéndices

8.1. Apéndice 1

Se presenta a continuación el pseudo-código con el cual se obtuvo: B, ∇B, ϵL y ϵT:

∗Se definen los parámetros y los valores iniciales de las variables

N := 24 tamaño de la red cuadrada
T := 100000 cantidad de iteraciones
τ := 1 valor del threshold o umbral
η := 0.001 coeficiente de difusividad
∆X := 1 paso espacial
κ = 0,001 constante usada en el campo inicial
B := κlist(0,...,N-1)/N valor inicial del campo
∇B := 0 gradiente inicial del campo
BB := 0 variable inicial útil
ϵL := 0 valor inicial de energía liberada total
ϵT := 0 valor inicial de vector de energía total de la red

∗Se calcula el gradiente de B

for t := 0, T − 1 do loop de iteración temporal
for k := 1, N − 2 do loop espacial en las dos direcciones de la red

∇Bk = (1/2∆x)
√
(Bk+1 − Bk−1)

2

for k := 1, N − 2 do

∇B0 = (1/2∆x)
√
(−3B0 + 4B1 − B2)

2 + (Bk+1 − Bk−1)2 2 bordes

∇BN−1 = (1/2∆x)
√
(3BN−1 − 4BN−2 + BN−3)

2 + (Bk+1 − Bk−1)2 2 bordes

∇B0 = (1/2∆x)
√
(−3B0 + 4B1 − B2)

2 + (−3B0 + 4B1 − B2)2 2 esquinas

∇BN−1 = (1/2∆x)
√
(+3BN−1 − 4BN−2 + BN−3)

2 + (3BN−1 − 4BN−2 + BN−3)2 2 esquinas
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∗Se aplica el criterio de estabilidad

if ∇B <τ nodos estables
δB := random(N) perturbación random del campo

for K := 1, N − 2 do loop espacial en las dos direcciones de la red
Bt+1 = Bt + δBk + η( Bk+1 - 2Bk + Bk−1) campo perturbado al tiempo siguiente

B0 = B0 - δB0 + η( 2B0 - 5B1 + 4B2 - B3 + Bk+1 Bk+ Bk−1 ) valor de B para los bordes de la red
BN−1 = B0 - δBN−1 + η( 2BN−1 - 5BN−2 + 4BN−3 - BN−4) valor de B para los bordes de la red

ϵTt = ∑
k

Bk
2
t vector de energía total

else nodos inestables
Bt+1 = Bt campo al tiempo siguiente
el := 0 energía inicial total
M := length (where ∇B >τ) largo de la lista de los nodos inestables
for k := 1, M do loop espacial en la lista de nodos inestables

BBk = (Bk+1+Bk+Bk−1)/5 campo final de los nodos involucrados
eik := (B2

k+1+B2
k+B2

k−1)/2 energía inicial total
eLk := (eik - 5 BB2

k /2) energía liberada

if k := 0 or k:= N-1 se definen los bordes de la red por separado
eLk = (B2

k+1 + B2
k+ Bk−1 -3 BB2

k )/2 energía liberada de los bordes
Bk+1 = BBk campo del nodo vecino al tiempo siguiente
Bk = BBk campo del nodo vecino al tiempo siguiente
Bk−1 = BBk campo del nodo vecino al tiempo siguiente

∗se obtienen los valores de energía liberada en toda la red y de la energía total

ϵLto t := ∑
k

ϵLk suma de la energía liberada por toda la red en cada iteración

ϵTt = ∑
k

Bk
2
t vector de energía total de la red

8.2. Apéndice 2

El test de python que corrobora si una distribución tiene un comportamiento de ley de potencias que
se usó en este trabajo, es el que se presenta en [1]. En este trabajo se explica como funciona el test de com-
paración, el cual se explicará brevemente a continuación. Se calculan los valores de R y p mediante la
siguiente línea de código de python:

R,p = fit.distribution _ compare(’power _law’, ’exponential’, normalized _ratio=True)

El programa nos devuelve R y p, donde R es la relación logarítmica de verosimilitud entre las dos
distribuciones candidatas. Este número será positivo si los datos son más probables en la primera distri-
bución( Powerlaw o Ley de potencias) y negativo si los datos son más probables que sigan la segunda
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distribución (exponential o exponencial). p da el error de R y se calcula mediante la opción: normalized
_ratio=True o razón normalizada, la cual normaliza a R por su desviación estándar ( R

σ
√

n ).
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