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Introducción

El trabajo consiste en el desarrollo de la teoría de anillos
analíticos iniciada en [4].

Un anillo analítico es esencialmente una C-álgebra A muni

da, para cada abierto U de Cn , para todo n, de un con

junto de n-tuplas A(U)CAn, donde quedan definidas "opera

ciones parciales", correspondientes a funciones holomorfas
en U.

Los resultados fundamentales obtenidos en este trabajo son:

la caracterización de anillos analíticos locales, en la ca

tegoría ¿ns de los conjuntos, la construcción explícita del

topos clasificante de la teoria de anillos analíticos loca
les, y la construcción del espectro de un anillo analítico
de presentación finita.
ReSpectoa la caracterización de anillos analíticos locales
en fins, se muestra que los anillos analíticos locales (va

le decir que preservan cubrimientos) en fins, son exactamen

te los que tienen un morfismo local (de anillos analíticos)
en C.

Con respecto al topos clasificante, se prueba que el topos
clasificante de la teoria de anillos analíticos locales es

el topos de haces sobre el sitio cuyos objetos son los mode

los locales (ver [4] y [7]). Con la topología de Grothen



dieck dada por los cubrimientos abiertos.

Finalmente, se constituye el espectro de un anillo analítico

de presentación finita en dos pasos, primero para los cocien

tes de 0n(U) y luego para los retractos de cocientes de

On(U). Se prueba explícitamente que es espectro de
0 (U) es el modelo local asociado al ideal (h ,..n 1

/(hlI-ccrhk)
...,hk). A partir de este resultado se obtiene el espectro
de un anillo analítico de presentación finita cualquiera.
Otros resultados obtenidos son las propiedades universales

del anillo de gérmenes de funciones holomorfas en un punto p,

y los ceros de funciones holomorfas en un anillo analítico.

Además,se formaliza la definición de modelo analítico de la

geometriadiferencial sintética, lo cual sienta las bases pa
ra futuras investigaciones.
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CAPITULO I

Anillos analíticos

Y

anillos analíticos locales.

Consideremos la categoria C de abiertos de Cn (para todo

n) y funciones holomorfas.

Recordemos que si f : U * V y g : w á V son holomorfas,

f y g son transversales cuando para cada uE U, mew, ta

les que f(u) = g(w) = x, las imágenes de las aplicaciones

tangentes f* u y 9* a) generan el espacio tangente a Vl l

en x.

Asimismo, si h : U * Ck es holomorfa, h es independiente

(o las componentes h1,...,hk : U + C son independientes),
cuando para cada pe U tal que h(p) = 0, el rango de h

en p es k. Notemosque hl,...,hk son independientes si
y sólo si h y la función constante 0 son transversales.

Diremos que un diagrama en C

1
<<-—-—-—-Z

¡.0

-————————+>

___.—__>
f



es un producto fibrado transversal, cuando es un producto fi
brado en c' y f y g son transversales.

Asimismo, un diagrama en C E ————e-U2222222222: Ck es un

egalizador independiente, cuando es un egalizador en C' y las

componentes de h son independientes.

Es fácil probar que si A : C v 8 es un funtor, son equi

valentes: (ver [4])(*)

1) A preserva productos fibrados transversales y objeto ter
minal.

2) A preserva egalizadores independientes, productos finitos,
objeto terminal e inclusiones abiertas.

1.1. Definición:

Sea 8 una categoria con limites finitos. Un funtor A

C á 8 es un anillo analítico en 8 cuando satisface algu
na de las condiciones equivalentes dadas en (*).
Unmorfismoentre anillos analíticos es una transformación

natural entre funtores. Vale decir que si A y B son ani
llos analíticos, un morfismo w : A a-B es tener para ca

da abierto U de Cn (para todo n), un flecha

WU : A(U) v B(U) en 8 , de modo tal que si f : U + V es

holomorfa, entonces el siguiente cuadrado es conmutativo:



‘pU
A(U)-——> B(U)

A(f) B(f)
‘pv

A(V)-----> B(V)

1.2. Observación:

Por abuso de notación, notaremos A en lugar de A(C). Ade

más, si W : A 9 B es un morfismo, notaremos W en lugar de
n

WC. Si U y V son abiertos en C y VCZU, sea

iv,U : V » U la inclusión.
Si A es un anillo analítico en la categoria ¿ns de los

conjuntos, como A preserva inclusiones abiertas,

A(iV’U) : A(V) a A(U) es un monomorfismo, o sea, en este
caso, es inyectiva. Luego A(V) queda identificado con un

subconjunto de A(U), al cual notaremos nuevamente A(V). Se

tendrá por lo tanto una inclusión A(V)C———;.A(U).No hare

mos distinción entre los elementos de A(V) y su imagen por

A(iV'U).

Si f : U -* w es holomorfa, se tiene flv V -+ W y re
sulta

A(flv) = A(folV'U) = A(f)°A(1V,U)

Por lo tanto, identificando A(V) con un subconjunto de

A(U), es



además, si v : A* B es un morfismo de anillos analíticos

en 8ns, se tiene el cuadrado conmutativo:

‘pv
A(V) --———--‘> B(V)

WUA(U)—->- B(U)

con las correspondientes identificaciones, esto dice que si

aeA(V), entonces WU(a) = spv(a).
Ahora bien, A(U) es un subconjunto de A(Cn) = A(C)n = An,

y por lo tanto, WU(a) = w n(a). Pero si llamamos nj : CnC

* C a la proyección a la j-ésima coordenada, (1€ j< n), se

tiene el siguiente cuadrado conmutativo:

W n
n CA ————)Bn

A(flj) B(1rj)

A«————————————9 B

W

aqui, con la identificación A(Cn) = An , A(Wj) es la pro

yección; lo mismo B("j). Po lo tanto, esto dice que la j

ésima coordenada de Wn(a) es v(aj), donde aj es la jC
ésima coordenada de a. Por lo tanto:



wcn(al,...,an) = (W(al),...,w(an)),

n
vale decir, WCn= W . Por lo tanto, si v y W son mor

fismos y WC=*Pc , entonces W = W .

Por lo tanto, para U abierto en Cn y ae A(U)C An, es

WU(a)= (W(al,...,w(an)) Sl a = (al,...,an). En muchos ca

sos notaremos vn en lugar de WU.

Finalmente, observemos que las operaciones en C inducen en

A una estructura de C-álgebra. Por lo tanto, un anillo ana
lítico se puede pensar comouna C-álgebra con una estructura

adicional de operaciones con dominio de definición en A(U)
nC An, para cada abierto U de C ; además, un morfismo

W: A á B resulta ser un morfismo de C-álgebras.

1.3. Ejemplo.

Sea U un abierto fijo en Cn. Llamaremos On(U) un anillo
analítico de funciones holomorfas en U. Vale decir: si V

. mes un abierto en C ,

(0n(U))(V) = {g : U á V holomorfas}

y si f : V e W es holomorfa, definimos:

(0n(U))(f) : 0n(U)(V) * 0n(U)(W) por:



(0n(U)(f)(g) = fog para g e((%(U))(V)

Es fácil ver que 0n(U) es un anillo analítico en ¿ns
(ver [4]).

En realidad, On(U) : C e ans es el funtor representable
por U. Por lo tanto, el lema de Yoneda (ver [6]) asegura

que, dado un anillo analítico A en ans, hay una biyección

entre el conjunto de morfismos de 0n(U) 9 A y el conjunto

A(U). Vale decir, si w: 0n(U) 9 A es un morfismo de ani

llos analíticos, <Pqueda totalmente identificado con un ele
mento aEEA(U). Según esta identificación, dado un abierto

V en Cm,‘PV : (0n(U))(V) * A(V) está dada por: W (f) =V

A(f)(a) para f : U 9'V holomorfa; además a =*PU(idU)
n .

W (1dU).

Por lo tanto, si Wy W son morfismos de 0n(U)-+ A, tales

que WU(idU) = WU(idU), entonces, W= W , aqui, por supueg

to, idU : U á'U indica la identidad de U.

1.4. EjemElo.

Llamaremos C al anillo analítico en ans, dado por:

C(U) = U; C(f) = f, vale decir, C es el funtor olvido.

Observemos entonces, que si W: 0n(U) -> C es un morfis

mo de anillos analíticos, W queda identificado con un e13

mento pEU, y es Wv(f) = f(p) para f : U ->V holomoE



fa. Por lo tanto, w = Evp es la evaluación en el punto p.

Notemos que C = 00(1).

Probaremos ahora un resultado que se usará más adelante:

1.5. Lema:

Sea A un anillo analítico, sean U y V abiertos de Cn

y Cm respectivamente, y sea f : U-+ V holomorfa. Sea w

un abierto, WCZV. Entonces

A(f)-1(A(W)) = A(f'1(w))

Demostración.

Basta considerar el siguiente producto fibrado transversal:

donde la flecha f-1(W) a W se obtiene por restricción y

correstricción de f.
Por lo tanto



A(f-1(W)%-————-+> A(W)

es un producto fibrado.

A(U)------>>A(V)

Esto dice que A(f'1(w)> = A(f)-1(A(W)).

1.6. Lema:

Los anillos analíticos preservan intersecciones finitas.

Demostración.

Basta probar que si U y V son abiertos en Cn, entonces:

Aan)=AUDñAW)

Sea i : U<——>Cn la inclusión.

Por el lema 1.5, es:

A(i)_1(A(V)) = A(i’1(v))

Pero i-l(V) = UFWVy A(i)_l(A(V)) = A(U)(1A(V). Por lo

tanto, A(Unv) = A(U)'nA(v) .



1.7. Definición:

Sea n : A a B un morfismo de anillos analíticos en una ca

tegoría 8 con limites finitos. n se llama local, cuando
npara cada par de abiertos U y V en C , con V(:U, el

cuadrado

A(V)C——-> A(U)

"V "U

B(v)<———>B(U)

es un pull-back en 8 . (1)

1.8. Observación.

Es claro que esto es equivalente a tomar directamente U =

= Cn. Cuando 8 = ans, la condición (l) es equivalente

a que «U satisface la condición:

"Para todo ae A(U) tal que nu(a)€ B(V), ae A(V)"

Por lo tanto, un morfismo W: A a B de anillos analíticos

en ¿ns es local si y sólo si, dado V abierto en Cn y

aGAn tal que 1rn(a)€B(V), entonces- a€A(V).
C

1.9. Lema.

Sea Vo un abierto acotado no vacio en C, sea A un ani

llo analítico y sea n : A ->C un morfismo de anillos ana



liticos. Supongamosque 1r satisface que si aGA y

1r(a)EVo, entonces a€A(VO). Entonces, 1r es local.

Demostración.

Por la observación 1.8, hay que probar que si V es abierto

en Cn, aEAn y 1rn(a)EV, entonces a€A(V).
C

Sea BEVO , fijo, y sea M>0 tal que VOCB(B,M), donde
B(B,M) indica la bola abierta en C de centro B y radio

M. Sea V abierto en Cn , aEAn tal que 1rn(a)€V. Sea
C

a = n n(a). Como V es abierto, existe r >0 tal que
C

B(a1,r)X...xB(an,r)CZV, donde a = (al,...,an)

Sea fj : Cn -* C definida por:

M .f_ = _ _—a_+ , 1_< g . f. es holo orfa.
J(z) R(zJ J) {3 j n J m

Por ser W morfismo de anillos analíticos, el cuadrado:

A(fj)

n n r conmuta.

Por lo tanto,



"(A(fj)(a)) = fj("Cn(a)) = fj(01) =5.

Entonces, n(A(fj)(a))€EVo, y por hipótesis, se deduce que

A(fj) (a) €A(Vo), o sea aEA(fj)_l(A(Vo)) . Pero por el lema
-l _ -l

1.5, A(fj) (A(Vo)) —A(fj (Vo)). Por lo tanto,

a€A(f;l(Vo)) para todo j, l<j<n.n
Entonces, ae ñ A(f.l(V)).

._ 3 o3-1
Pero, por el lema 1.6, A preserva intersecciones finitas,

y entonces
-1 _ n -1A(f. (V )) -A(n f. (V ))
3 o j=1j oIl3:1j 1

n

Por lo tanto, a€A( ñ fjl(Vo)). Peroj=1

-1 1 =
f:j (VO)C f:J (B(B,M))

= {zecn/fj(z)eB(B,M)} = {zecn/ifj(z)—5|< M}=

= {zecn/Ig (zj-aj)l< M}= {ZGCn/Izj-ajl< R}
(l<j<n)

Por lo tanto:

n -l n nn f. (V) c n {zec /Iz.-a.|< r} =



{ZECn/lzj-aj I <r, para todo j, 1€ j<n}

= B(al,r)xB(a2,r)x...xB(an,r)C v.

Como A preserva inclusiones abiertas, se deduce que

n -1
A( ñ f. (V ))C A(V)._ J o3-1

Por lo tanto, a€A(V) .

Esto concluye la prueba del lema 1.9.

1.10. Definición.

Un anillo analítico A en 8 preserva cubrimientos, cuando

para cada cubrimiento (Ua) de un abierto U, con Uaa GI

abierto, la familia: A(Ua)C——e-A(U)es epimorfa efectiva
universal en a. Cuando 8 = fins, esto quiere decir, con

las correspondientes identificaciones, que si U = U Ua,

entonces A(U) = g A(Ua). Aqui, hay una inclusigi gue se
verifica cualquieza :ea el anillo analítico A, ya que A(Ua)

CA(U) para aEI, y por lo tanto U A(Ua)CA(U).a EI

1.11. Definición.

Un anillo analítico A se llama local cuando A preserva
cubrimientos.



1.12. Observación.

Comola familia vacía cubre el conjunto vacio, se sigue que

A(ó) = o (o bien, se podria haber tomado esto como parte de

la definición).

1.13. Lema.

Sea A un anillo analítico en ¿ns tal que existe un mor

fismo local fl : A ->C. Entonces, A es un anillo analíti
co local.

Demostración.

Sea {I&JúeI una familia de abiertos en Cn , y sea U =

U Ua . Sea 1r: A-> C local. Dado aeA(U), se tienea EI
que flU(a)€lJ. Por lo tanto, existe a e I tal que rU(a)

Gta . Como fl es local, se deduce que aGEA(Ua). Esto

prueba que A(U)<: U A(Ua). La otra inclusión vale paraa GI
todo anillo analítico:

Para cada a , es UaC U; por lo tanto A(Ua)C A(U) (V<xe I)

y entonces U A(Ua)C A(U) (además como nó : A(Ó)-+ÓaGEI
entonces A09) = Ó). esto prueba que A preserva cubri
mientos.

1.14. Teorema.

Sea A un anillo analítico local en fins. Entonces, existe



n : A e C morfismo local.

Demostración.

Vamosa probar primero que A es un anillo algebraico local.

En efecto, si C* = {ze C/z # 0 }, por ser A un anillo a

nalítico es A(C*) = A* , el conjunto de elementos inversi

bles de A (ver [4]). Como C = C* U(1-C*) y A preserva

cubrimientos, es A = A(C) = A(C*)LJA(l-C*) = A*LJ(l-A*) (don

de A(l-C*) = l-A(C*) por ser A un funtor). Por lo tanto,

para todo aEEA, a es inversible o l-a es inversible. Va

mos a probar ahora que 0 fi l en A.

Sea U={z€C/[zl<%}; V={z€C/Iz|>-JÉ}. ComoA pre
serva intersecciones finitas (por 1.6), se tiene:

A(U)F1A(V) = A(UFWV) = A(Ó) = Ó (donde A(Ó) = Ó por

ser A local)

ahora bien, A es una C-álgebra, donde cada a e C tiene

una interpretación aAEEA, y es aA = A(f)(1), donde f
es la función consistente a . Por lo tanto, si a e w, w

abierto en C, pensando a f : C ->W (f es la función

constante a ), se tiene A(f) : A ->A(W).

Entonces,

aA = A(f)(l)€ A(W)



Como OEU y lEV, se deduce que 0A€A(U) y 1A€A(V), y

como A(U)rïA(V) = o, se tiene que 0A # 1A, o sea 0 # l en

A. Esto prueba, entonces, que A es un anillo algebraico

local. Vamosa probar ahora que el cuerpo residual de A es

C; o sea, que si I es el ideal maximal de A, entonces

A/I z C. Recordemos que I = {aEEA/a no es inversible}.
Para cada pEC, r>0, notemos B(p,r) = {zEC/Iz-pl <r} la

bola abierta de centro p y radio r.

Para cada jenq, es C = U B(p,%), y como A preserva cupEC
brimientos, es:

1
A = A(C) = U A(B(p,-.))

¡>66 3

Por lo tanto, dado aEA, HajEC tal que a€A(B(aj,%ï)).
Como A es un anillo analítico, vale que:

a€A(B(a,r)) si y sólo si a-aA€A(B(O,r)),

hecho que se obtiene usando la función f(z) = z-a ; por lo

tanto,
l .

- . EA B 0,-. V GIN .
a CS,A ( ( J)) ( 3 )

Para j,k€EN, es: aj,A-ak'A = (aj'A-a) + (a-ak'A), donde
l 1 .

aj’A-aGEA(B(0,3)) y a-ak,A€.A(B(O,E)) (se obtlene usando
f(z) = -z). Ahora bien, en general, si alEEA(B(0,rl)) y



azeA(B(0,r2)) , entonces al+a2€A(B(0,rl+r2)); en efecto,

basta considerar f(zl,22) = 21+22; f : B(0,rl)xB(0,r2)->

->B(O,r +r Es A(f) :A(B(0,r1))xA(B(0,r )->A(B(0,rl+r2)),

y es al+a2 = A(f) (al,a2) . Por lo tanto, a1+a2 e

e A(B(0,rl+r2)). Aplicando este hecho, obtenemos que
l 1 .

(dj-ak)A€ A(B(0,ï+]-<)) . Vamos a probar ahora que, Sl a E C y

aAEA(B(0,r)), entonces [al <r. En efecto, si lozI>r, sea
U = {zEC/Izl >r} . Es: A(U)nA(B(o,r)) = A(UnB(O,r)) =

AM) = ¡ó . Como ae U, aA€A(U), y como A(U) nA(B(0,r))

:25, se deduce que 01AE A(B(0,r)) .
1 1- s — .Usandoeste resultado, obtenemosque Iaj j+ï

Por .‘lo tanto, la sucesión {orj}jeIN es de Cauchy en C; se

deduce que existe a = lim aj.'->cn

Vamos a probar que a-aA€A(B(O,€)) para todo 6 > 0

a-aA = (a-aj’A) + (aj'A—aA) = (a-aj'A) + (aj-a)A

Sea €>0. Existe jOGIN tal que Ia—ajl<% para j>jo.

sea jl tal que <3- , y sea j2 = max{jo,jl}. Es:

a-ozA = a-ajz'A + (oz. —a)32 A

le
aqui a-a. EA(B(0,j¿)), pero j¿<2

e

JZIA < ï , por loN u.
¡.1



tanto B(0,j—1)CB(0,€ï y A(B(0,j¿))CA(B(0,€-)). Luego,2 2

es loz-oz. I< e- , o seae . .

a-oz. ,A€A(B(0,-)). Como 3223 32 232 o,

e r E

aj2a€B(0,Ï), entonces ((13.2ot)AEA(B(0,2)).

Deducimos entonces que a-aAG A(B(0,€)) .
Se probó, entonces, que para todo ae A, Hoze C tal que

a-aAEA(B(0,€)) para todo € > 0.

Vamosa probar que a-aA no es inversible en A. Esto se
deducirá del hecho de que si ce A es inversible, entonces

existe €>0 tal que cíA(B(0,€)). En efecto: Sea c

inversible en A y sea b su inverso en A; b = c-l .

(E: U B(0,j) y como A preserva cubrimientos, es:
jeIN

A= U A(B(0,j)). Por lo tanto, EjEIN tal que
jelN

b€A(B(O,j)). Consideremos f(z) :1; , f : {2€ as/o <¡z|<j}

->{weC/Iw|>ï]ï} , o sea: f : C*nB(0,j)-> {weC/le >Jí}.
ES

A(f) :A*ñA(B(0,j)) —>A({we az/lw|>%});

ComobeA*nA(B(0,j)), es A(f)(b)€A({w€C/le>%}).

Pero A(f) (b) = b_l = c. Por lo tanto,



cEA({wea:/ le >35), y como A({wEC/le>%ï—})nA(B(O,%Ï))=

= A(@Je C/Ia2h>%}rïB(0,%)) = A(ó) = ó, se deduce que

cE A(B(0,ïl.)).

Aplicando este resultado a a-aA, se obtiene que a-aA no
es inversible en A. Por lo tanto, si I es el ideal maxi

mal de A, a-aAGEI, o sea: a = aA en A/I .
Se probó entonces que para todo aEEA, existe a E C tal

que 5 = 37 en AA /I '

Sea W: C -> A/I , W(a) = a; ; obtenemos que W es un e
pimorfismo.

Vamos a probar que W es también un monomorfismo:

Si ‘P(a) = 0, es CIA= 0; por lo tanto, alle I.

Si a # 0 es a (l) = (a l') = l ' por lo tanto a es' A' a A 'a A A ' A

inversible; lo cual contradice el hecho de que aAEEI.
Por lo tanto, debe ser a = 0; luego, W es un monomorfis

mo.

Se probó entonces que W es un isomorfismo y A/I g C.
Sea H: A 4 C definido por: "(a) = W_l(3). O sea,1T(a)

= a si y sólo si W(a) = 3 , o sea Ez' = 5 , vale decir,

que fl(a) = a ==' a-a E I.A

Por lo tanto, fi(a) = a , donde a es el único número comple

jo que verifica que a-QAGI, o sea a-aA no es inversible.



Por supuesto, a-aAE A(B(0,€)) para todo e >-0, ya que cg

mo C = C* U B(0,e), es A = A*tJA(B(0,e)), y como a-aA fi A*,

se deduce que a-aAE A(B(0,€)).

Vamosa probar que fl define un morfismo de anillos analiti

cos. Para ello, vamos a probar primero que si U es un a

bierto en Cny a = (al,...,an)€ A(U), entonces ncn(a) =
(W(al),...,fl(an))€ U.
Supongamos primero que UC C. Hay que probar que si ae A(U),

entonces a = fl(a)€ U.

Como U es abierto, U es la unión de bolas B , conj
É.CU;

J
U=U B ECU B=B(z.r.)

JGJ 3' J ' J J'J

Como A preserva cubrimientos, es A(U) = U A(Bj). PorjeJ
lo tanto, como aGA(U), HjEJ tal que aEA(Bj) =

= A(B(zj,rj)) y luego, a-ZjIAG A(B(0,rj)). Además, aA-aEE
A(B(0,e)) (para todo e > 0). Sumando, obtenemos que:

(a-Zj)A€¡A(B(0,rj+€)), y por lo tanto, nuevamente,

la-szSSr.+€ , y esto vale para todo e >-0. Se deduce queJ

Ia-z.I s r..
J J

Por lo tanto, a EE]. , y como ÉjCU, se obtiene que a e U.
Cuando U es abierto en Cn, se puede escribir:

U = U B. X...xB. , donde cada B (l<]<<rfl
jeJ 3,1 3,1”! jlk
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es una bola abierta en C, y lex...xBanZU, para todo
jeJ.
Como A preserva cubrimientos, es:

A(U) = L) A(B. X...xB. ) =
jeJ 3'1 3'”

= U A(B. )X...XA(B. )
jeJ Jll Jin

Como a = (al,...,an)€ A(U), existe jE.J tal que

aEA(Bj1)X...xA(Bjn) , o sea ake A(lek) (1<k<n). Bs:

nn(a) = («(al),...,‘1r(an)) = (al,...,an).

Razonando exactamente igual al caso n = 1, se obtiene que

akEEBj,k (1€ k< n). Por lo tanto: a = (a1,...,an)€

6133.1x...xBjn C lex ...xB.nCU, o sea a eU.
Queda definido entonces, para cada U abierto en Cn,

WU : A(U) *' U por

"U(a) = ("(al),...,fl(an)) si a = (al,...,an)€ A(U)CAn.

Para probar que W es un morfismo de anillos analíticos, hay

que probar que dada f : U 9 V holomorfa, (U abierto en



Cn, V abierto en Cm), el cuadrado:

A
A(U)—-—> A(V)

1r V conmuta .

Supongamos que VC(Z. Sea a = (al,...,an) €A(U) CAn.

"U(a) = (al,...,otn) con ¿31k= 1r(ak), (1<k<n), y 1rU(a)€U.

Además, ak-ak'A€A(B(0,€)) para todo 6 >0.

Sea b = A(f)(a)EEA(V) y sea B = flv(b) = fl(b) (VCZC).

Por definición, BE C es el único número complejo que satií
face

b-ÜAEA(B(0,6)) para todo € > 0.

Hayque probar que f(al,...,an) = fi ; basta probar, enton

ces, que b-f(al,...,ozn)AEA(B(O,e)) para todo e > 0, o
sea que:

A(f)(a)-f(°l 0‘l,..., n)A€A(B(0,E)) para todo e >0.

Sea 6 >0. Por ser f continua, 35 >0 tal que:

Iz-a1 l| <5 ,...,| zn-anl<5 =>|f(z)—f(a)|< e



como ak'OLk'AEA(B(0,r)) para todo r>o, se tiene que

ak—o¿klAeA(B(0,8)),o sea ak€A(B(ak,5)) (lgkgn)

Por lo tanto, a = (al,...,an)eA(B(Ot1,5))x...xA(B(Oln,5)) =
= A(B(al,5) x...xB(an¡5)).

Como f: B(a1,5)x...xB(an,6) -> B(f(oz),e) y es:

A(f) :A(B(al,6)x...xB(an,8)) -> A(B(f(a),e)).

Por lo tanto, A(f) (a) EA(B(f(a),e)), y entonces

A(f)(a)-f(a)A€A(B(0,€)).

Cuando V es abierto en Cm, la demostración se remite al

caso m = l, haciéndola coordenada a coordenada.

Finalmente, veamos que fl es local: hay que probar que si

aeAn, U es abierto en Cn y 7rn(a)€U, entonces a€A(U).
C

Sea a: 1rn(a) GU. Como U es abierto, entre r>0 tal que
C

B(al,r)><...xB(ozn,r)CU; a = (o: oz)1,.oopn

Es ak =1T(ak) (l<k<n) y se sabe que ak-OI.kAGA(B(0,e))

para todo e >0. Por lo tanto, ak-ak A€A(B(0,r)), Y luego,



ake A(B(ak,r)) (1<}<<1fl.
Luego

a = (al,...,an)€ A(B(al,r))X...xA(B(an,r)) =

= A(B(al,r)x...xB(an,r)) CA(U).

Luego, a EAIU).

Queda probado, entonces que W: A a C es un morfismo local

de anillos analíticos.

1.5. Observación.

Es claro que si A y B son anillos analíticos, fl : A-+ B

es local y B preserva cubrimientos, entonces A preserva
cubrimientos.

Esto ocurre, ya que si U = Él Ua es un cubrimiento aa
bierto, entonces B(Ua)CL——>B(U)es epimorfa efectiva uni
versal, y como n es local, el cuadrado

A(Ua)CL-——-9.A(U)

1T 71’U U es un pull-back, para cada a EI.

B(Ua) C-——>B(U)

Por lo tanto, la familia A(Ua)C——4>A(U)es epimorfa efec
tiva universal, o sea: A preserva cubrimientos.



1.16. Ejemplo.

Sea 0n p el anillo analítico de gérmenes en p de funcioI

nes holomorfas. Entonces Evp : Onp -* C es un morfisI

molocal de anillos analíticos. Por lo tanto, Onp es local.I

Para V abierto, 0np(V) es el conjunto de gérmenes de fun
ciones holomorfas a valores en V, o equivalentemente, es el

conjunto de gérmenes en p de funciones holomorfas f tales

que f(p)€ V.

1.17. Ejemplo.

Sea ahora E un espacio topológico, y consideremos el topos

Sh(E) de haces sobre E. Sea CE el haz de gérmenes de
funciones continuas en E a valores complejos. Entonces

CE es un anillo analítico en Sh(E), dado por: si U. es
abierto en Cn,

CE(U) es el haz de gérmenes de funciones continuas en

E a valores en U. Vale decir, CE(U)(H) = continuas(H,U),
es el conjunto de funciones continuas de H en U, para H

abierto, H<:E. Se puede probar que CE preserva cubri
mientos (ver [4]).

Supongamosahora que U es un abierto en Cn, y hl,...,hk

son funciones holomorfas en U. Sea E = z(hl,...,hk) el

conjunto de ceros comunesde hl,...,hk, vale decir,

E ={pEU/hi(P) = 0, 1<i<k} .



Consideremos a E con la tOpología de subespacio de U.

Sea O el haz sobre E, cuya fibra en un punto pGEE esE

On'p/(h h ) , donde (hlp,...,hkp) es el ideal geng1p'000’
rado por hlpp...,hkp , que son los gérmenes de p de h1,..
...,hk , respectivamente.

Si S es una sección de OE sobre un abierto H, HCIE, en
tonces para cada pGEH, existe un entorno abierto V de p

en U y una función holomorfa f en V, tal que:

S(x) = Ïx para todo x€\HWE, donde fx es el germen de f

en x, y Ïx indica la clase de fx según el ideal genera
en 0do por h ,...,hlx kx n,x'

Queda bien definido VS(p) (el "valor de S en p") por

VS = f ue si ' = Ï , entonces -f (h ..(p) (p), ya q gp p gp p lp,

...,hkp); por lo tanto, en un entorno de p, es g-f = Eaihi,
con ai holomorfa en ese entorno.

Evaluando en p, y teniendo en cuenta que p EE = z(hl,...,hk),
se obtiene que g(p) = f(p).
Esto define una función continua VS : H e C.

Para W abierto en Cm, definimos OE(W) como el haz tal

que:
(81,...,Sm)/Si es una seCCión de OE en H

0E(W)(H) =
y (VSl(x),...,VSm(x)) EW para todo er
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Se puede probar que 0E es un anillo analítico en Sh(E). (Ver [4]) .

Además, se tiene un morfismo de anillos analíticos n: OE-»

-> CE dado por:
m

para W abierto en e , 1rw : 0E(W) '+ CE(W) es el morfis

mo de haces definido por:

1rw,H(Sl,...,Sm) = (VSl,...,VSm) para HCZE abierto.

Aquí, como (81,...,Sm)€E OE(W)(H), (VSl,...,VSm) es una
función continua de H -* W.

Es fácil ver que w es local. Como CE preserva cubrimieg

tos, por 1.15, se deduce que OE preserva cubrimientos.

1.18. Observación.

Se puede probar que si E es un espacio topológico y A es

un anillo analítico en Sh(E) que preserva cubrimientos, en

tonces existe 0 : A * CE morfismo local.
La idea de la demostración es considerar, para cada pE E,

la fibra Ap del haz A. Ap resulta ser un anillo anali
tico en (Ens, y del hecho de que A preserva cubrimientos,

se deduce que Ap preserva cubrimientos.

Luego, por el teorema 1.14, existe «p : Ap-+ C morfismo
local.

Se prueba que esta colección {n } define una función
p pGEE



continua h : A -+ C (aqui A está pensado como espacio

etal), y, finalmente, para cada erA (el espacio etal), se

toma el pEE tal que xEAp , se toma un entorno de x
donde la proyección A-+E sea un homeomorfismo, con una in

versa S definida en un abierto H<:E, y se define g =11°s,

g : H -+C continua. Finalmente se toma 6(x) = germen en

p de g = g ; y se prueba que 0 : A '* CE define un morP

fismo local de anillos analíticos en Sh(E).

1.19. Observación.

Sea A la categoría de anillos analíticos en ans.

Entonces A tiene límites finitos y colimites filtrantes, y

ambosse calculan "punto a punto". (ver [4]).

Diremosque un anillo analítico A es de presentación fini

ta si el funtor representable por A preserva colïmites fil

trantes. Notaremos Apf a 1a categoría de anillos analíti
cos en ans de presentación finita.

Por una construcción categórica general, se sabe que A es

de presentación finita si y sólo si A es un retracto de

un cociente de 0n(U); vale decir, existe U abierto en
n . ________,

C , h1,...,hk holomorfas en U y a). 0n(U)/(hll...,hk) A
retracción (o sea, existe v : A -9-0 (U) An /(hl,..., hk)

tal que w v = ldA). Aquí, el coc1ente 0n(U)/(h1,__.,hk)



está dado por la propiedad.universal:

1) Existe r : On(U)-—> On(U)/(h (llamada la pro11...,hk)
yección al cociente), tal que r(hi) = 0 para 1 gissk.

2) Si B es un anillo analítico y W: 0n(U) 9 B tal que

w(hi) = 0 para 1,<i <k, entonces existe una única

N. N =
W . On(U)/(hl,..ÏTB;7-9 B tal que vr W

r
0 U ————> U
n() 0n( )/(h1,...,hk)

/'/
«p //

// I"
/ 3.80/

1‘
B

w está dado por un elemento bGEB(U), es W(f) = B(f)(b)

para fEEOn(U). Por lo tanto, la condición W(hi) = 0 se
escribe:

B(hi) (b) = 0 (l<i< k)

1.20. Definimos:
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zB(hl,...,hk) ={be B(U)/B(hi)(b) = 0 para 1< i<k}

el conjunto de ceros de hl,...,hk en B.

Por lo tanto, la condición W(hi) = 0, 1€ i< k, se escribe:

be zB(hl, ...,hk)

De la definición de 0n(U)/(h se deduce que hay ulfO’OIhk)
na biyección entre [ O (U) B] (el conjunto den /(hl ,...,hk)'
morfismos de 0n(U)/(h -—-—>B) y el conjunto delloc-,hk)
morfismos W: 0n(U) + B tales que w(hi) = 0. Por lo tan
to, hay una biyección

= ZB(h1,...,h )[0n(U)/(hl,...,hk)’B] k

1.21. Observación.

Consideremos la categoria dual Ag?

Sea i = C + ¡18? ; i(U) = ÜKÏÜ). Entonces, i es un ani

llo analítico en Ag? (ver [4]).
Por la teoría general se conoce que se tiene la siguiente

propiedad universal:

Si B: C + 8 es un anillo analítico en una categoría a con
limites finitos, entonces existe un único funtor

F : Ag? ——->8 que preserva limites finitos tal que



-30

44L.0p
C ’H. f

// P/'
B ,//'

/ HIP/'
K/

8

En el caso 8 = fins, F está dado por F(Á) = [A,B] y

por una construcción categórica general, esto se generaliza
a cualquier categoria 3 con limites finitos.



CAPITULO II

Gérmenes y ceros de

funciones holomorfas.

En esta sección estudiaremos las propiedades del anillo ana

lítico Onp de gérmenes en p de funciones holomorfas
(pecm.

2.1. Lema.

1) Sean U y V abiertos en Cn tales que UZDV. Enton

ces, el morfismode restricción 0n(U)---> 0n(V) es un
epimorfismode la categoría de anillos analíticos.

2) Sea pEEU, U abierto en Cn. Entonces el morfismo ca

nónico: 0n(U)-——-+>0 es un epimorfismo de la categonlp
ría de anillos analíticos.

Demostración.

l). Sea p : 0n(U)-———+-On(V)el morfismo de restricción
W

y sean On(V).—__E_> A morfismos tales que WP = WP.

Por ser W y W morfismos, los cuadrados:



——>
onw) (V) A(V)

onw)(u)——+ A(U)

0n(V)(V)—__-_> A(V)

conmutan.

H’U0n(V)(U)*—> A(U)

aplicando a idV, se obtiene:

spv(idv) = vU(iV,U) =vU(pU(idU)) = (vp)u(idv)

'l/V(idv) = WUHVIU) = WU(pU(idU)) = (Il/p)U(idU)

Pero como WP = WP , se obtlene que WV(1dV) = WV(1dV).

Por lo tanto, el lema de Yoneda asegura que W = W . Esto

prueba que P es un epimorfismo.

2) Sea ahora r : On(U)-—>0 el morfismo canónico, ynrp
go

0 _———LA morfismos tales que vr = Wr.
np w

sean



Sea aeo . Existe v abierto en cn con pev, VCU,n,p '

y existe g E 0n(V) tal que a = gp = germen de g en p.

Sean p : On(U)—‘>On(V) el morfismo de restricción,

r' O (V)-——+0 el canónico.n an

Es claro que r'p = r. Por lo tanto:

(Wr')P = W(r'P) = vr = Wr = W(r'p) = (Wr')P.

ahora bien, por l), P es un epimorfismo. Se deduce enton

ces que Wr' = Wr',

Aplicando a g, se obtiene: v(r'(g)) = W(r'(g)), o sea,

(teniendo en cuenta que r'(g) = g = a):
P

W(a) = W(a).

Esto prueba que W = W.

Por lo tanto, r es un epimorfismo.

2.2. Lema:

Sea U abierto en Cn y sea p GU. Consideremos el dia

grama:



Sea a el elemento que define W(a = WU(idU)). Entonces,
una condición necesaria y suficiente para que exista

5: On p e A que verifique Gr = W , es que aeEA(V) paI

ra todo entorno abierto V de p. Además, si esto ocurre,
w es única.

Demostración.

Supongamosque existe 5 : Onlp-—-> A tal que Gr = v

Sea Cl: rU(idU), a eOn’p(U), vamos a probar que chOn,p(V)
para todo entorno abierto V de p.

Sea V abierto tal que pGEV. Se puede suponer que V(: U.

U

Pero idV : V1» V toma valores en V. Por lo tanto, (ger

Entonces a = germen en p de id = germen en p de idV.

men en p de idV) G 0n'p(V), o sea a E 0n,p(V).
Por lo tanto, dado V abierto tal que pGXICIL se verifica:

a = PU(idU) = (Wr)U(idU) = WU(rU(1dU)) = WU(a)

Pero como OLGOn’pW), es so (a) = ‘PV(C!).U



-35

Entonces a = 5V
Por lo tanto, a€A(V) .

(a) con «3V: On p(V)—>A(V).

Recïprocamente, supongamos que a€A(V) para todo entorno

abierto V de p.

Vamos a definir t; 0np—>A.

Sea fi Gon, . Es {3= germen de f en p, para ciertaP

f€0n(V) , donde V es un entorno abierto de p, y se pue
de suponer que VCU. Se define: GU?) = A(f) (a).

Recordemos que A(f) : A(V)—>A y que, por hipótesis,

aeA(V) veamos que (5 está bien definida:

Supongamos que B = germen de g en p, con g€0n(W), W

abierto, pew.
Como germen de f en p = germen de g en p, existe X

entorno abierto de p tal que fix = glx . De nuevo, por
hipótesis, a€A(x) . Por lo tanto,

A(f) (a) = A(flx) (a)

A(g) (a) = A(glx) (a)

y como flx = glx , se obtiene que

A(f) (a) = A(g) (a).

Esto define 5 : 0 —> A. Por supuesto, 5 : 0rrl —>A
nrp Cm nrp



se define ü 51,...,Bm) = (5(fil),ooo,5(fim)).(

Cm
Vamosa probar que se tiene un morfismo de anillos analíti
cos:

Hay que probar primero que si fi = (51,...,Bm) G 0n p(W), conI

w abierto en Cm , entonces 5 (B) €A(W) . Como BEC (W),
CIl'l nrp

af: V-» W holomorfa, con V entorno abierto de p, tal que

B = germen de f en p. Si f = (fl,...,fm), será:

Bi = germen de fi en p, fi : V ->C holomorfa.
Es:

= = (a)l"’IA(fm) =
A(f)(a). (1)

Como f : V-+ w , es A(f) : A(V) -+ A(W). Por lo tanto,

A(f) (a) €A(W) , o sea S mm) emw) .
C

Hay que probar ahora que si g : x->w es holomorfa (X abier

to en Cm, W abierto en Cs) entonces el cuadrado:

0np(g)._________6
On p(X) Onp(W)

Gx GW conmuta.

A(X) r A(W)
A(g)



Sea {3€ 0np(X). Por lo tanto, (Ef z V á x holomorfa, con
V entorno abierto de p, tal que B = germen de f en p.

Entonces, es 0np(g)(fi) = germen de (gof) en p, y resulta,

Ww(0np(g)(5)) =‘Pw(germen de gOf en p) =
N

= o (germen de gof en P)
Cs

Pero según lo visto en (l), es:

G (germen de g°f en p) = A(g°f)(a).
CS

Por lo tanto:

Ewwnpm) (5)) = Amor) (a) = (A(g)oA(f)) (a) =

A(g) (A(f) (a)) = A(g) (me) ).

Esto prueba que el cuadrado es conmutativo, y por lo tanto,
5 es un morfismode anillos analíticos.

Finalmente,

(5r)(f) = E(r(f)) = ;(germen de f en p) =

= A(f)(a) = w(f) para toda f<EOn(U).

Por lo tanto: ar = W.
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Además, es claro que 5 es única pues, por el lema 2.1, se

sabe que r es un epimorfismo.

2.3. Corolario.

Onp es el anillo analítico que resuelve el problema univer
sal de "mandar f a todos los entornos de f(p)". Másexpl;
citamente:

l) r : On(U) + Onp verifica que si f : U + Cm es holomor

fa, entonces rcm(f)€ 0np(x) para todo entorno abierto x
de f(p).

2) Si W : On(U) * A verifica que "si f : U-+Cm es holo

morfa, entonces Wm(f)€ A(X) para todo entorno abierto X
C

de f(p)", entonces existe un única Ü : Onp -+ A tal que
Er=tp.

Demostración.

l) rcm(f) = (r(fl),...,r(fm)) = (fl,p,onoo,fm'p)o

Sea X un entorno abierto de f(p). Como f es continua,

existe V entorno abierto de p, V<:U, tal que f(v)<:x.

Sea g = flv , g : V + X.

Por lo tanto,

r (f) = (f f ) )
cm 1P""’ m,p (glp""’gm,p



y como g toma valores en x, ) E O (X).(glp,...,gmp n'p

2) Sea a = WU(idU) el elemento que define W. aGEA(U).

Sea X un entorno abierto de p, XCIU.

Sea i : Uá Cn la inclusión.

Entonces i(p) = pEEX. Por lo tanto, por hipótesis, Wn(i)
C

EEA(X). Pero por ser W morfismo de anillos analíticos,

wenu) =sPU(ldU) = a.
Por lo tanto, aEA(X) .

Esto prueba que aGEA(x) para todo x entorno abierto de p.

Por lo tanto, por el lema 2.2, existe una única G: 0 + AnP
tal que ar = W.

2.4. Observación.

En 2), basta pedir que W(f)€EA(X) para todo entorno abier

to X de f(p), f : U* C holomorfa, y usar las coorde

nadas Zi : U * C.

2.5. Corolario.

Sea aOGEC. 0 es el anillo analítico que resuelve elnP

problema universal de "mandar a todos los entornos de ao

las funciones holomorfas tales que f(p) = a0", más explici
tamente:

1) r : On(U) -+ On'p verifica que s1 f(p) = gb , enton



ces r(f) E on p(V) para todo entorno abierto V de ao.I

2) Si w : On(U) * A satisface que si "fE(%1flD es tal

que f(p) = ao, entonces W(f)€.A(V) para todo entorno a

bierto V de ao", existe una única É : 0n p -+ A talÍ

que Jr = W.

Demostración

1) Si f(p) = ao entonces dado V entorno abierto de ao,
f(p)EEV. Luego, por l) del Corolario 2.3, se deduce que

r(f) E OnIPW) .

2) Sea a = WU(idU) el elemento que define W .
S f. z = 2.- .+a ; f. : U-*C holomorfa; como f. =ea J() 3p] 0 3 J(p)
= ao , por hipótesis se tiene que

W(fj)E A(V) para todo entorno abierto V de ao.

Ah b' : f. = A f. = .- .+aora ien w( J) ( J)(a) aJ PJ o

aj-fj+ao€EA(V) para todo entorno V de ao. (aqui, pj

Por lo tanto,

y ao están pensados en la C-álgebra A).
Resulta claro entonces que

ajE.A(V-ao+pj) para todo entorno abierto V de a



O sea: aj€¡A(W) para todo entorno abierto W de pj. (1.<
< j<1fl.

Sea ahora x un entorno cualquiera de p, abierto. Existen

Xl,...,Xn , entornos de pl,...,pn , respectivamente, tales

que xlxXZX...xXnC X.

Se tiene que aj €A(Xj) (l<j<n) . Por lo tanto,

a = (a1,...,an)GEA(X1)X...XA(Xn) = A(xlX...xXn)CïA(X).

Luego, se probó que aGEA(X) para todo entorno X de p.

Luego, por el lema 2.2, existe una única 5 : On p -> A talI

que vr = w .

2.6. Observación.

En el caso de los anillos Cen(ver [2]), el anillo C: tie
ne la propiedad universal de invertir todas las n

f tales que f(p) # 0. Esto se puede enunciar así: sea

R* = {xEIR/x # 0 }; si v : C”(U) a A (A un anillo C“)

verifica que v(f)e A(R*) (o sea, w(f)e A*, conjunto de

elementos inversibles de A) para toda f EC”(U) tal que

f(p)€ R* (o sea f(p) # 0) entonces existe una única

W: C: p * A tal que hace conmutar el diagramaI



En el caso analítico, tenemosel siguiente resultado:

2.7. Corolario.

Sea XO un abierto acotado no vacío en C, fijo. Entonces

Onp es el anillo analítico que resuelve el proeblema uni
versal de “mandar a xo todas las funciones holomorfas ta

les que f(p)€ XO", más explícitamente:

l) r : 0n(U) 9 Onp verifica que Vf E(%(U) tal que

f(p)€ Xo , entonces r(f)€ Onp(xo).

2) Si W: 0n(U) -> A verifica que w(f)€ A(Xo) para toda

f EOn(U) tal que f(p)€ xo , entonces existe una única

t,0: Orlp ->A talque «pr: ap.

Demostración:

l) Es por lo ya probado en l) del Corolario 2.3.

2) Sea ¿00€ xo fijo. Como xo es acotado, existe M>0

tal que XOCB(ab,M), donde B«00,M) es la bola abierta
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de centro en ab y radio M.

Sea a = WU(idU) el elemento que define W. aGEA(U).

Sea ahora V un entorno abierto de p, p = (p1,...,pn)

Existe Á> 0 tal que B(pl,A)X...x B(pn,A)C V.
Sea

. Mf.:U->c 1<< f. =— .-.+w.
J ( J n), J(2) A (zJ pj) o

Se verifica que:

f;l(xo)Cf31(B(wo,M)) = {zEU/lfj(z)-wol <M}=

M= _ __ . < = ,- _ .{zeU/I>\(zJ pJ)I M} {zEU/IzJ pJI < k}

Por lo tanto

-1 n _
fj (xo) C {zEU/Izj-pjl<7\}—l j-l"'35J

= {zeU/lzl-pll <x,...,lzn-pnl< Mcv (1)

además, fj(p) = uaoesxo. Por lo tanto, por hipótesis,

SP(fj)€A(XO), o sea A(fj)(a)€A(xo).



l
Luego, a€A(fj)_ (A(Xo)) (l<j<n).

Pero por el lema 1.5, A(fj)_l(A(xo)) = A(f;l(xo)). Luego

aEA(f;l(Xo)) (Vj, l<j<n).
Entonces a €_8 A(f;l(xo)). Como A es un anillo analíti
co, A respeta intersecciones finitas. Se deduce entonces

que aE A(jïï1 f;l(xo)), y entonces, por (1), ae A(V).
Por lo tanto, se probó que ae A(V) para todo entorno abier

to V de p. Por lo tanto, por el lema 2.2, existe una úni

ca W : 0np 9 A tal que Wr = (P.

2.8. El lema de factorización.

Vamosa estudiar ahora otra propiedad del anillo de gérmenes.

Recordemos que dado U abierto en Cn , h1,...,hk holomor

fa en U y qe U, el cociente 0n de'q/(h )l’q qu
anillos analíticos se calcula comoun cociente de anillos

(ver [4]), y por lo tanto, la proyección al cociente
0 es suryectiva. (l).n q a On q

' ' /(h1q,...,hkq)
Vamosa establecer el lema de factorización de un morfismo

W : 0n(U) --9>B, cuando B es un anillo ana/(h1,...,hk)
litico local.
Recordemos que el lema de factorización dice que todo mor
fismo W : A -» B de anillos analíticos tiene una factori

’ A
zación inicial A —-ï—> D ———->B, W = ¡W con A



local, que verifica que para toda otra factorización
¡pl XI

A-———+>D'-——e>B con A' local, existe una única

T: D-——>D' tal que TW = W' y A'T = A ; y además, T

es local.

Sea entonces w : On(U)/(hl'...'hk)———> B , donde B es un
anillo analítico local.

Por 1.14 se sabe que existe W : B -+ C morfismo local de

anillos analíticos.

Sean r : 0n(U)-- 0n(U)/(hl'...’hk) la proyección al c9

ciente y p z 0n(U)-> On,p el morfismo canónico.

«pr : 0n(U) -—>B está dado por un elemento b €B(U) .

b = (wr)U(idU) y (Wr)(f) = B(f)(b) para f E 0n(U).

Por otra parte, nor : 0n(U) -+ C está dada por un ele

mento p E U; p = (flvr)U(idU) = WU((wr)U(idU)) = nU(b)

y es (wwr)(f) = f(p) para fGEOn(U).

Sea X entorno abierto de p, XCZU. Como WU(b) = p, en

tonces WU(b)EEX;luego, por ser r local, se deduce que
b€B(X).

Por lo tanto, se probó que bíEB(x) para todo entorno abieE

to X de p (2). Por lo tanto, por 2.2 se deduce que

existe una única 7 : 0n p + B tal que 7P = Wr.I
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p'—>
0n(U) On,p///

pr //
/ 3:7//

p.
B

además, según la construcción explícita de 7 , es:

7(germen de f en p) = B(f)(b) para f holomorfa en

un entorno de p

Pero:

(7P)(hi) = (Wr)(hi) = W(r(hi)) = W(0) = O

o sea 7(hi'p) = 0. (1<i<k).

Sea 5': onlp a-on'p/(h h ) la proyección allp'ooo'
cociente.

Se deduce que existe una única 3 : On --—-—+> B
NN 'p/(hlplooorhkp)tal que 7r = 7 .

É

On P onPI // /(hlp,ooo,hkp)/
7 '//// 317//
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además, se tiene Eb : 0 (U)--> O que
n np/(hlp,...,hkp)

verifica: (Ïp)(hi) = Ï(hi p) = 0, por lo tanto

r
0 U ---—--—*’ O U
n() /n( )/(hl,...,hk)/'/'/

Ep //
,x/ 315/'

K/
Onp

/(h1p,.-.phkp)

se deduce que existe un único 53 0n(U)/(h1'._.,hk)

tal que ïr = rp .0

np/<h1p,...,h >kp

Vamos a probar ahora que W =’ñï.

En efecto:

N
(73)r = ï(3r) = 7(ïp) = (ïï)p = 7p = Wr,

y por lo tanto, por ser r un epimorfismo, se deduce que

7P = W

Por lo tanto, se tiene una factorización de W:

g í
o (U) _“‘ * 0 B
n /(hl,...,hk) HIP/(hlp,...,hkp)



Vamosa probar ahora que 7 es local.
eVp

Consideremos,para ello, el morfismo: Onp---;--> C.
Se sabe, por supuesto, que evp es local. Además, si

fGEOn(U), es:

evp(P(f)) = evp(fp) = f(p) = (Wer).

Por lo tanto, n vr = evpp.
Entonces,

(wvñp = m?>&b)= mïuím =

= "(55H = "sor = evpp

ahora bien, por 2.1, p es un epimorfismo.

Se deduce entonces que Wiïï = evp. (3)

Sea ahora 2€ q] y supongamos que ;(z)€
'p/(hlp,...,hkp)

€EB(V), donde V es un abierto en C. Para probar que 3

eS local, habrá que probar (por 1.8) que

Z E(0 )(V).
HP/(hlp,---,hkp)

Por ser É suryectiva (por l ), existe a e Onp tal
que z = r(a). Por lo tanto:

7(ï(a)) = ï<z>e B(V).



Ahora, por ser fl un morfismode anillos analíticos, se tie
ne que

n(ïï(a))€ V; o sea, por(3) ,

ev a GV.
p( )

Como evp es local, se deduce que a EOnp(V), y como E es
un morfismo de anillos analíticos, ÏXa) e(0

lp,...,hkp)
o sea z €(0n )(V).'P/(h

lp kp
Esto prueba que 'Ï es local. Por lo tanto se tiene una fac

torización de w:

‘02 7_____>B
0n(U)/(h )kp

h 0,..., ) “¡p
1 k /(hlp,...,h

Con 7 local.

Vamosa probar ahora que esta es una factorización inicial,

o sea que si
W n

————> ————>
01,1(U)/(h ,_..'h ) D B1 k

es una factorización de W(nw= W) con n local, entonces

existe una única T : On --—--—-> D tal quep/(h >
1p kp

«5 = w

HT = y , y además, T es local.
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En efecto, consideremos lllr : 0n(U) ——> D, que estará da

da por un elemento dGD(U); es d = (Il/r)U(idU) .
Por lo tanto:

flU(d) = nU((Wr)U(idU)) = (nW)U(rU(idU)) =

= ‘PU(rU(idU)) = (spr)U(idU) = b.

O sea, nU(d) = b.

Sea ahora x unentorno abierto de p, XCU. Por (1),

se sabe que beB(X) .

Por lo tanto nU(d) = b€B(x) , y por ser n local, se dedu
ce que dED(x).

Por lo tanto, dED(x) para todo entorno abierto X de p.

Se deduce entonces, por 2.2, que existe un único Q,

mp

p

0n(U)——> Onlp////
W / 3:2//

Z



además, 2(hilp) = Q(P(hi)) = (Wr)(hi) = W(0) = 0, Para
l<i<k.
Por lo tanto, se deduce que existe un único

:0 -——>D tal que 1;: 2 .I-oolh)
1p kp

2'
0 ———> 0nlp n p

///_ ' /(h1p,...,hkp)2 ,/
// HET/

K
D

Se verifica que:

(rï)r = r<Zr) = r(ïp> = (rï)p = 2p = wr

y por ser r un epimorfismo, se deduce que 153: w .

Además,

MHGM=(mH5fi= MÜH=(WH=

= «pr = 7p = (75H) = ï'Gp)

y como Ep) es un epimorfismo (pues É y p son epi

morfismos) se deduce que nf = ï .

Se verifica facilmente la unicidad, ya que si 1' es otra



flecha, entonces T'B' = 75 .

Por lo tanto, como Sr = E'P , se obtiene T'(;p) = T(;P)

y como Eb es un epimorfismo, T = T'.

Además, como nf = 3 y y es local, se deduce inmediata

mente que T es local.

Queda probado entonces que la factorización de w :

——7_¿B_—>o
0n(U)/(h hk) n'p/(hlp,...,hkp)1,00.,

es inicial.



Sobre los ceros de funciones holomorfas

en un anillo analítico.

2.9. Definición.

Sean h1,...,hk funciones holomorfas sobre un abierto U

de Cn , hi : U * C y sea A un anillo analítico a valo
res en una categoria 8 con limites finitos. Se define

ZA(h1,...,hk) (los ceros en A de h1,...,hk) comoel ega
lizador en 8 de:

A(h)
-———-——--->

A(U) a A
A(O)

donde h : U -+ Ck es h = (hl,...,hk); 0 : U * Ck.

2.10. Teorema.

En las hipótesis de la definición anterior, si V es un a

bierto tal que Z(hl,...,hk)C V<:U, (donde Z(hl,...,hk)
= {erU/hi(x) = 0, líi.<k}), entonces ZA(h1,...,hk) es un
subobjeto de A(V).

Ademásse verifica que:

i A k' ... C—-fi !___). í 'Sl ZA(h1, ,hk) A(L) e A (o sea Sl

i es la flecha de egalizador), y si ZA(hl,...,hk)c_29.A(V),
entonces la composición:



p natural
ZA(hl,...,hk) L——>A(V);—> A(U)

ig, .
es ZA(hl,...,hk) A(U),

o sea A(lV'U)p = i.

Demostración.

Se puede suponer que V # U (si V = U no hay nada que pro

bar).
Sea g : U fi'R definida por:

g(z) = lh(2)| + dist(Z,U-V) para ZEU.

donde dist(Z,U-V) = inf d(z,x) (y U-V # d pues V<:U
xEU-V

V # U)

g es una gunción continua que satisface:

l) g(z)>0 para todo zEU.

En efecto, si zEEV, como V es abierto, dist(Z,U-V)> 0;

y si zEU-V, como VDZ(h1,...,hk), se deduce que

z E Z(hl,...,hk). Por lo tanto, aj, 1.<j Sk tal que

hj(z) # 0. Por lo tanto, como h(z) = (h1(z),.;.,hj(z),...
...,hk(z)), es h(z)#0. Luego Ih(z)I > 0.

2) glU_V = IhIU_V I o sea, en U—V, g = |h



3) glv :>IhIV[ o sea, en V, g >>¡hl. En efecto, si
zev, como V es abierto, dist(z,U-V) >0.

Sea

U1= HLwMQEU,anCk, y h4<g(m}.

k
Como g es continua, Ul es abierto, U1<ZUXC.

Sea Q: V-> Ul dada por: 52(z) = (z,h(z)) (zEV) (Si

zeEV, entonces Ih(z)I<:g(z); por lo tanto, (z,h(z))E U1)
y sea t : U -+ Ck , t(z,w) = h(z) - w.l

Q t
Vamosa probar que V---> Ul.______; Ck es un egaliza

0
dor.

4) tQ = 0, pues t(Q(z)) = t(z,h(z)) = h(z)-h(z) = 0.

5) Sea (zAü GUl tal que t(z,w) = 0; o sea: h(z)-w = 0
=>w = h(z).

Como (2,00)EUl y o) = h(z) =>(z,h(z))eUl=> ]h(z)] <g(z).
Por lo tanto, z €\h y por supuesto, Q(z) = (z,h(z)) (por

2) y 3).
Q t

Por lo tanto, se probó que V——->U1: Ck es egali
zador; comot y 0 son funciones independientes (la matriz

Jacobiana de t, pensada comotransformación lineal

Cn+k -+ Ck es un epimorfismo, pues las derivadas respec

to de las variables w ya dan la identidad), y A es un

anillo analítico, A respeta egalizadores de funciones in
dependientes.



Por lo tanto:

A(t) k
A(V)———> A(Ul)___;.‘_*A

A(o)

es un egalizador en 8 (aqui, 0 : U1 á Ck).

Sea m : U » Ul dada por m(z) = (2,0).

Hzm)€Ul mms gM)>0 VzEU,pm:D).
Se tienen A(m) : A(U) * A(Ul)

i : ZA(h1,...,hk) * A(U)

Sea W = A(m) i : ZA(hl,...,hk) * A(Ul), vamos a probar

que A(t)? = A(0)w . (o : U1 » ek)

A(t)W = A(t)(A(m)i) = (A(t)A(m))i = A(tm)i

Pero (tm)(z) = t(z,0) = h(z)-0 = h(z) V ZGEU.

Por lo tanto, tm = h. Luego

A(t)so = A(h)i

Pero por ser i la flecha de egolizador entre A(h) y

A(O), es:

A(h)i = A(0)i donde aqui, o : U -> ek



Por lo tanto, A(t)v = A(0)i.

Pero O z U'+ Ck es la composición: U -E-* U1-—6-*'Ck.

Por lo tanto,

A(t)w = A(0)i = A(0m)i = (A(0)A(m))i =

= A(0)(A(m)i) = A(0)W.

Se tiene entonces:

hk)Z['00,
/ A l

y por ser A(V) el egalizador, se deduce entonces que exis

te una única p : ZA(hl,...,hk)-——>-A(V) tal que A(Q)p = w.
Vamosa probar que p es un monomorfismo. Pra ello, basta

ver que A(2)p es un monomorfismo. Pero: A(Q)p = W = A(m)i,

donde i es un monomorfismo.

Por lo tanto, basta ver que A(m) es un monomorfismo.

Sea S : U1C——+>Cn+kla inclusión, y sea m' = sm. Es

A(m') = A(s)A(m) y nuevamente, para probar que A(m) es un
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monomorfismo, basta ver que A(m') : A(u)-——+An+k es un

monomorfismo.
n k n .

Sea nl : C xC --* C la proyecc1ón. Es claro que

nlm' : UCL——>Cnes la inclusión. Por lo tanto, A(Wlm') =

= A(nl)A(m') es un monomorfismo. Luego, A(m') es un mong
morfismo.

Por lo tanto, p es un monomorfismoy ZA(h1,...,hk) es un
subobjeto de A(V).

Finalmente, se ve sin mayores dificultades que

A(iV'U)p = i.



CAPITULO III

El topos clasificante
de anillo analítico local

3.1. Definición.

En esta sección vamos a considerar la categoría P de los

pares (U,h), donde U es abierto en Cn (para algún n)

y h : U -> Ck es holomorfa (para algún k). Notaremos

h1,...,hk a las coordenadas de h y h = (hl,...,hk). Co
mosiempre, Z(hl,...,hk) indicará el conjunto de ceros

comunesa h1,...,hk, o sea: Z(hl,...,hk) = {XGEUtales

que hl(x) = ... = hk(x) = 0 }

Dado VCZCmabierto, y g : V-+ Cr holomorfa, g = (gl,..

...,gr), una flecha en P de (U,h)-————+(V,g) es por de

finición, una colección Hal)!“EI de funciones holomorfas,

fa : Ua 4- V, donde UaczU es abierto, y a É I Ua 3
DZ(h1,...,hk), que satisface las siguientes condiciones:

(como siempre, fx indica el germen de f en x).

' S "Sl) VaGI, Verañ(Z(h1,...,hk),V3, 1 3 r,

(gjfa)x e(hl,x,...,hk'x) (ideal generadopor
h .,h en O ).1x"' kx n,x

.2) V xEUa ñUfiñZ(hl,...,hk), fa(x) = ffi (x).



hk) y para t holomorfa en un en3) Z(hl,-oo,

Dos de tales colecciones: (fat)0¿eI , (fa.)a,€ j se con
sideran equivalentes cuando

1') VxEUañUa,nZ(hl,...,hk), fa(x) = fa,(x) (ae I, a'ej)

2') VerUañ Ua. ñ Z(hl,...,hk) y Vt holomorfa en un en

torno de fa(x) = fa,(x), (tfa)x - (tfa.)x €(h1,x,...,hk'x)
(ael, a'Ej).

Las flechas de P son tales colecciones (cocientadas por e

sa relación de equivalencia).

3.2. Observación.

En la definición de flecha en P de (U,h)——>(V,g), en

las propiedades 3) y 2'), basta que se cumplan para t = zi

(l<:L<nn, donde zi : V * C son las proyecciones. Esto
se obtiene facilmente por el lema de Hadamardlocal (ver [4]).

3.3. Observación

Una flecha en P de (U,h)-—4> (V,g) equivale a un morfis

mo de espacios A.- anillados (E,0E)-—-> (F,OF), donde

E = Z(hl,...,hk); F = Z(gl,...,gr). (ver [4] y 1.17).

En efecto dada un flecha en P de (U,h)—->(V,g), dada



)por una colección (fa que satisface 1), 2) y 3),a EI
es fácil ver que esta colección determina una función conti

nua f : E -> F, y para KGB se define ‘bx ‘ OF,f(x)

-———> OE,x por

ox(tf(x)) = (tfa)x si x e Ua.

se puede probar que esto está bien definido, y que dos coleg

ciones equivalentes (f ) ; (f ) determinan ela aGZI a' a'e j
mismo par

(Las) : (LOE) —->(F,0F)

Reprrocamente, toda flecha (E,0E)-LÍLÏL+-(F,OF) de espa

cios A.-anillados está dada por una colección (fonouEI

(ver [4]), donde fa : Ua -> V es holomorfa, ECaLGJIUmCU,
tal que para todo xEEE ñ UcYes fa(x) = f(x), y el diagrg
ma:

o —-———)m,f(x) F,f(x)

n,x E,x



conmuta, donde las flechas horizontales son las proyecciones

a los respectivos cocientes.

Esto dice que para t holomorfa en un entorno de f(x) es

(según hi) (según gi)
(tfa)x = Óx(tf(x)

Tomando t = gi , el miembro derecho es oq(0) = 0, enton
ces

(según h.)
(gifa)x 1 0

Luego, (gifa)x_€(hlx,...,hkx); es también fa(x) = ffl(x)=

= f(x) si xEUañ Ufiñ E; y además,

(tfa)x = Óx(tf(x))

(t ¡3):! = 4>X(tf(x)) si x EUañ UBÑE.

Por lo tanto, (tfa)x = (tffi)x y (tfa)x - (tf )x E

e (hlx,...,hkx). Esto dice que la colección (fa)a GI
define una flecha en P.

Estas asignaciones son unversas una de la otra; esto termi

na de probar la equivalencia entre las flechas en P y los

correspondientes morfismos de espacios A —anillados.



Sea C la categoria de abiertos de Cn (Vn) y funciones hg

lomorfas. Se tiene el funtor A : C 9 P dado por

A(U) = (U,0), y si f : U * V es holomorfa, entonces

A(f) (U,0) -+ (V,0) es el morfismo canónico en P dedu

cido de f.

3.4. ProBosición.

Sea 8 una categoria con limites finitos y sea B un ani

llo analítico local en á . Entonces, existe un funtor

p : P -+ 8 tal que pA = B . Explicitamente:

p(U,h) = ZB(h h )llooo'k

AC——>P//
B //

// HP
K

8

Demostración.

Recordemosque ZB(hl,...,hk) es el siguiente egalizador
en 8 :

——>___,13ki
ZB(hl,...,hk)CL—————> B(U)

donde: h : U + C , h = (h1,...,hk).



Sea f : (U,h) ————+-(V,g)dada por una colección (fa)a GI’

fa Ua-+V, que satisface 1), 2) y 3). Vamosa definir:

p(f) : ZB(hl,....,hk)-4> ZB(gl,...,gr)

Sea ñ: U U. Se tiene que Z(h,...,k)CÜCU.a 1 ka'eI
Sea ia : B(Ua)C-——->B(U) la "inclusión" (donde ia : Ua->
Ü es la inclusión de abiertos).

Por el teorema 2.10 , se tiene que ZB(h .,hk) es un sugl'a
objeto de B(Ü), mas explícitamente, se tiene:

j : ZB(h1,...,hk)C—————>B(Ü) que satisface que si
t : B(Ü) C——+>B(U) es la "inclusión", (donde t : Ü -+ U

es la inclusión de abiertos), entonces

tj=i.

Para cada a e I, se tiene el egalizador:

j han kZB(hl ,...,hk );—>B(Ua)___>’ B
IUa an o

Sea ra : UaC-——¿rUla inclusión. Se tiene: ra : B(Ua)

C——+B(U). Es tia = ra.
Se tiene:
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z (h h )
B 1 k

IUa IUQ/I
H. ma/ r l, aja///

K h: —__> kZB(h1[ooo,hk). —9 B
1 0

que verifica:

h(ráj¿ = (hrá)ja = hIUaja = o

Por lo tanto, existe un único m : ZB(h ... h )-*>a l ' ' k
IU“ IUa

--> ZB(h1,...,hk) tal que ima = rdja.

Se verifica sin dificultad que el siguiente diagrama es un

pull-back en 8 .

ma
—————————+[oo-,thU) ZB(h1'ooo,hk)a a

ja J

Ema) A, B<Ü>i a

Ahora bien, como B preserva cubrimientos, y U = U l Uar
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la familia B(UW)C————7————>B(Ü)es epimorfa efectiva u
la

niversal en 8 ; y como

m
C!

ZB(h ) —-—-——€>ZB(h1,...,hk),...,h
lan kIUa

ja j

B(Ua)L , > B(ua)la

es el pull-back, se deduce que la familia:

ma_————>ZB(h1 ,...,hk ) ZB(hl,...,hk)
IUa an

es epimorfa efectiva en 8 (es claro también que m es moa

nomorfismo. Consideremos ahora la familia:

Éxja
Z (h ,...,h ) ----—-——-—> B(V) (a EI)B 1 k

IUa an

vamos a probar que esta familia es compatible, o sea que

fixja y faja "coinciden" en la intersección. Luego, esta
familia inducirá una flecha ZB(hl,...,hk)-——-—>B(V). Fi
nalmente, vamosa probar que esta flecha se factoriza por

ZB(gl,...,gr).



Veamosentonces que la familia faja (a e I) es compatible.
De nuevo, es facil ver que

( ) C———+

B

(¡ooo

fi

z h h z h h )B 1 'k B 1 ,' 'k
IUañU annU [La Iva

(h h )ZB )L—>ZB(hl,..., k¡...,h
lIUB kIUB

es un pull-back en 8.

Por lo tanto, Sl llamamos uafi : ZB(hlIU n U ,...a a

...,h )C———-+B(UÜF1UB)al egalizador, para probar
kIUañUB

que (faljmn’le I es compatible, habrá que ver que
f u = f u para a,6 e I. (1)
“wanna “B “¡namas “B

Ahora bien, por la propiedad 3) de la familia (fan)!e I ,

aplicada a t = gi las coordenadas (l<.i<1n), se sabe que

(fa'i)x - (fBIi)x €(h1x,...,hk,x) para xEEUanUBñ

nZ(hl,...,hk)

Por lo tanto, existe un entorno abierto Vx de x, IV C

x a,1 6,1

con c; holomorfa en Vx. (2)

k

C qafïUfl , tal que en V es: f . - f . = É C



Se tiene entonces que Z(h )C U VxC,...,h
lanñUB kIUanUB x

C UafïUB y nuevamente, por el teorema 2.10, se sabe que

Z (h ...,h ) es un subobjeto de B (U V ).B 1 ’ k
IUañUB IUañUfi x x

Sea V = L’Vx. Como B preserva cubrimientos, la familia:x

B(Vx) C >; B(G) es epimorfa efectiva(eranUB nz(hl,...,hk)
universal, y usando nuevamente que

(h );—>ZB(hZ ... h ... h )B 1 ' ' k 1 ' ' k
va va IUanUB [UanUfi

C' x N
B(Vx) fi B(V)

es un pull-back en 8 , se obtiene que la familia

Z(h ...h )<=—>z(h ...h )
B 1 ' ' k B 1 ' ' k

va IVx annUB IUañUB

es epimorfa efectiva en 8. 04€qxrwufirwz(h1,...,hk)).
Por lo tanto, para probar (1), es claro que basta ver que

V Sx = ffilv Sx para todo xEEUarïUBr1Z(hl,...,hk),xfmI x



donde S (hx’ZB
1| l l k] ) C-——9-B(Vx) es el egalizaV

x x k
dor. Pero por (2) es f - f = z h. C. en

“Iv Blv 3=1 le Jx x x

B(V ). Por lo tanto, (f S ) — (f S )
x aIV x BIV xx x

k
= E ((h. )S ).(C.S ).

j=1 JIv x 3xx

Pero por definición de S , es h. S = 0 para 1€ j< k.
x jlv xx

Luego, f S = f S .
HIV x ÚIV xx x

Esto prueba que la familia fiaja (aesï) es compatible.
ma

Por lo tanto, como ZB(h1|U ,...,thU ) C-——>ZB(h1,,,.hk)a a
“1€ I) es epimorfa efectiva en 3 , se deduce que existe E

na única T : ZB(hl,...,hk)-—-e-B(V) tal que 1'ma = faja
(VaeI).

Se observa que la misma demostración que se hizo para pro

bar que la familia faja “te I) es compatible, sirve para
probar que si se tiene una familia (f equivalentea')a'e j

)a la dada, entonces la familia (f induce laauïa'
)

a'e j
misma flecha T que la familia (faja ae I (ya que faja

y fa,ja. "coincidirán en las intersecciones").
Se tiene ahora



ZB(h1,...,h

g rC__—)
ZB(91,...,gr) ï B(V)_—,'_O—’B

vamos a probar que gr = 0; para ello, basta ver que para

todo a<EI, (gr)ma = 0, ya que la familia ZB(h1
IUa

. .

... hklU ) C-ïgï-+>ZB(h1,...,hk) es eplmorfa efectlva.a
Sea a GI, fijo. De nuevo, para cada x<EUaFWZ(h h ),l’anolk
existe V entorno abierto de x, V CZU , tal quex x a

r . .
1 1g.f = 2 d h con d holomorfa en V .(3)

1 alvx A=1 Á Álvx ' )\ x

(Por la propiedad 1) de 1a familia fa), y nuevamente, como

Z(h ,...,h )C kJV CIUa , entonces Z (h ,...,h )
lan kIUa x x B lIUa kan

' U
es un subobjeto de B(x VX) (xGEUafïZ(hl,...,hk)).

Comola famllla B(Vx) --—>B(;JVX) (xEEUafWZ(h1,...,hk))
es epimorfa efectiva universal, se obtiene por pull-back

que
Q x

Z (h ... h ) C-—————-—e>Z(h ,...,h )
B 1 ’ ’ k B 1

va va IUa kIUa

es epimorfa efectiva (erUarWZ(hl,...,hk))

aquí, Q es la flecha que verifica J Q = z S dondex x x x



zx : B(Vx)C--%>B(Ua) es la inclusión, y

Sx : ZB(hllV ,...,hkIV )CF>B(VX) es el egalizador.x x

Para probar que (gr)ma = 0, (gr)ma : ZB(hl ,...,hk )
IUa IUa

——+Br basta ver que, para todo xtEUaFWZ(h1,...,hk),

(g'r)ma2x = 0.

(gr)mc¿2x= g('rma)2x = g(faja)2x = (gfa)(ja2x) =

= (gfa)ZxSx = g(fazx)Sx = (gfmIV )Sx = (por 3)x
r r

= ( E h .dA)S = E (hA S ).(d)\S ).
¡:1 A¡VX x x=1 Iv x x

Pero

h
Sx IVx k

Z[coo'h
B llv kIV x 0x x

es egalizador.

Por lo tanto, hlV Sx = 0 y entonces, hxl Sx = 0 Vx Vx

Luego, (gr)ma2x = 0 (V x).

Esto termina de probar que g1- = 0.



Se tiene:

ZB(hl,...,hk)/
N /3'r///
/ T//

K -——)g r
l 0

Con 9T = 0 y ZB(gl,...,gr) el egalizador.
Por lo tanto, se deduce que existe una única

'r: ZB(hl,...,hk) -> ZB(gl,...,gr) tal que = 1'.

Se define entonces p(f) = ;.

Es inmediato verificar que p es un funtor. Además,

p(A(U)) = p(U,0) = ZB(0) = B(U); y resulta además inmediato
que "p(A(f)) = B(f)" para f holomorfa, f : U -* V.

Por lo tanto, pA = B.

Esto concluye la prueba de la proposición.

3.5. Observación.

Tiene sentido ahora, pensar que si (E,0E) es un modelo es
pecial, (ver [4]),

entonces queda bien definido p(E,OE); ya que si (E,OE)
tiene dos presentaciones (U,h) y (V,g), entonces se



tienen flechas (U,h) <_______(V,g) de espacios A-anillados.
m

tales que mf = fmlól(U,h) 7 = 1d(mg)

Pero, por la observación 3.3, f y m son flechas en P.

Aplicando entonces el funtor p, se obtiene que:

p(m)p(f) = idp(U,h) 7 p(f)p(m) = idp(Vr9>

Por lo tanto p(U,h) es isomorfo a p(V,g) en 8 y en

tonces p(E,0E) no depende de la presentación de E.
Sea 5 el sitio de los modelos locales (ver [ 4] ) con la

topología de Grothendieck dada por los cubrimientos abier

tos. Sea A el anillo analítico en L , dado por

A(U) = (U,0U) para U abierto en En ; vale decir A =

= (C,OC). (ver [4]).

3.6. Teorema.

Sea 8 un topos de grothendieck y B un anillo analíti

co local en 8 . Entonces, existe un único funtor p : L‘*8

que preserva limites finitos y es punto del sitio I , tal

que pA = B



Demostración.

Por la observación 3.5, si E es un modelo especial, E =

= Z(hl,...,hk), entonces p(E,0E) = ZB(h1,...,hk) está
bien definido, y además: p es un funtor de la categoría

de los modelos especiales en 8.

Sea ahora (E,OE) un modelo local, dado por un haz de ideg

les coherente I en OU , con ECZU. El hecho de que I sea
coherente significa que existe un cubrimiento de E , E =

= LJ E. , donde cada E. es un modelo espacial, E. =. 1 1 l1.El

= Z(híl),...,h¿l)), con hél) holomorfaen un abiertoi
UicU y Ei=EñUi.
Además, para cada xGEEi , Ix está generado por (híli,l

(i)
...,hki,x ).
Se define p(E,OE) = lJ p(E.,O ) vamos a probar que esieI l Bi _
ta definición no depende de la elección del cubrimiento

E = U Ei:ieI
En efecto sea E = LJ F con F = Z(g(j) --- g(j) ), l l l l I k ‘ I



j
gr holomorfa en Vj abierto, VjCIU y Fj = EfïVj. Ade

más para cada xEFj Ix está generado por (gíj; ,...

...,g¿3) ). Sea j EJ", fijo. Para cada xeíFj , se tienejrx
>c€E = U E. .iGI l
Se toma entonces un ixEI tal que xEEi . Se tiene:x

(i ) (i ) . .
= x x _ (J) (J)

Ix (hl,x ,...,hki 'x) —(gl,x ,...,gkjlx)x

Por lo tanto, existe un entorno abierto Wx de x, Wx<2

C Ui ñ Vj , tal que, en W es:xx
. k.(1) J .

h x = Cs'x g(3) con CS'x holomorfa en Ws r r r xr=1
(1< I< k. ) (1)

lx

Sea W = (J W ; W es abierto, W(:V. , y además:x J
xEEFj

_ (j) (j)
WDFj —z(gl ,...,gk_ )

J

Por lo tanto, por el teorema 2.10, se tiene que ZB(gíj),

...,gáj)) es uns subobjeto de B(W).
J

O sea: la composición ZB(g(Ï),...,géj))c——a-B(W)C-—>ISÜG)
J

es la flecha del egalizador ZB(gíJ),...,g¿3))C--—+>B(Vj).j



Como B respeta cubrimientos, la familia B(wx)C-————>B(W)(xEF.)
J

es epimorfa efectiva universal.

Al igual que en la proposición 3.4 es fácil ver que

23m?) r-- ,91?) )"——->ZB(gíj),...,glí3:))
IWx lex

B(wx)" > B(W)

es un pull-back en 8 , y por lo tanto, la familia

z (gm ,...,g(3) )c————>z (g‘J),...,g(3)>
B lIw kj (xEF.) B 1 kj

x IWx 3

es epimorfa efectiva (universal) en 8.
Se tiene: .

(gíjl),...,g(3) ). a .

(.) (.) lx Lx lex k.ZB(glj,...,gk3 B(Wx) :ZB J
IW jlw 0x x

Tx

(i ) (i )(hx x)
7 l k.. x 1 k.

(l ) ( x) x ‘ J.x
C————————> L

zB(h1,.. ,hk' ) B(Uix) 7Bx



Además,para 1<s<k. , es:1 x

(i ) (i ) (i )
x » . _ x . = x . =

s (lex) - (hs Tx)1x hSIW 1x (por 1)x

kj j_ s x (j) . s,x. (j). _—(EC’.g )1=E(C1).(g 1)-0
_ r r x _ r x r x
—1 |wx r-l wa

ya que gI(_j)ix= 0 V r , l<r<kj , por ser ix la flecha

de egalizador.
(ix) (ix

Se deduce entonces, por ser ZB(hl ,...,hk ) el egalizgi
' ' . (j) (j)

dor, que ex1ste una únlca 6x . ZB(g:L ,...,gk )—>
Iw -i

x -IWx
(ix) (ix)

—> ZB(hl ,...,hki ) tal que 7xBx = Txixx

Es claro que 7 es un monomorfismo; por lo tanto,x
. . (i ) (i )(J) (J) . x x

ZB(g:LIW,...,gk. ) es un subobjeto de ZB(hl ,...,hk.x JÍW J‘xx

para cada xeFj.
(ix) (ix)

Como ZB(hl ,...,hk. )= p(1=:i,0E_') con 1XGI, se ob
1 x 1x x

- (j) (j) .
tlene que ZB(g1| ,...,gk ) es un subobjeto de

W jlx W

U p(E.,0 ) para cada xEF..iEI l Ei 3



El hecho de que ZB(g(j) °--Ig¿?5 L' 5 ZB(gíj)'HW, ( GF).x JIW x Jx

...,gÉJ)) sea epimorfa efectiva (universal), dice que
(j) (j) _ (j) (j)

){EE, ZB(gll ,...,gk. ) —ZB(g1 ,...,gk. ) y por lo
x HW 3

tanto como Z ( (j) (j) ) b b' t d
, B gl] ,...,gk_ es un su o je o e

wx JIW
x (') (j)

U p(Ei,OE ) se obtiene que ZB(g J ,...,gk ) es un subiGI i l j
. _ (j)

objeto de . u p(Ei,0E ) y como p(Fj,0F ) - ZB(g1 ,...1€I 1 3

..., gÁ?)), se ha probado que, p(Fj,0F ) es un subobjeto
J 3

de U p(E.,0 ) para todo j EJ. Por lo tanto,. 1 E.1.El 1

U p(F.,0F ) es un subobjeto de U p(Ei,OE ).jeJ 3 j iEI i

De manera análoga, se prueba que LJ p(Ei,OE ) es un sub.iG I i

objeto de U p(Fj,OF ). Podemos decir entonces que:GJ j

1) Cada p(Fj,0F ) es un subobjeto de t} p(Ei,0E )j iEI i

F.) es sub
3

objeto de x, entonces U p(Fj,0F ) es subobjeto dej EJ' j

2) si )(€ a es un objeto tal que cada p(Fj,0

X , y como kJ p(E.,0E ) es subobjeto de (J p(F.,OF )ieI l i jEJ 3 j
entonces LJ p(E.,0 ) es subobjeto de X.. 1 E.1 GI 1



1) y 2) dicen que U p(Ei,0E ) = U p(F.,0 ).ieI 1 jeJ 3 Fj

Esto termina de probar que p(E,0E) está bien definido.

Sean ahora (E,0E), (F,OF) modelos locales y

(LÓ):(EÑE)———+(LOH

vamos a definir

p(LÓ)= PENE)——+;MROH

Escribiendo F = U Fi , con Fi modelos especiales, yi EI

teniendo en cuenta que f : E -——+F es continua, es

-1 -l
f (Fi) abierto en E. Por lo tanto, f (Fi) es un mode
lo local, y se puede escribir:

f-1(F.) = U E. con E. modelo especial.
l . e J j jJ .1

Entonces

_ -l _
E — U f (Fi) — U u E .1€I lGI 3eJ 3

Podemosescribir entonces:
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E = U E. ; E. modelo especial; y para cada j€¡J,

31.61 tal que E.€f-1(F. .).
J J 13

Se tiene entonces:

_) U >(F..,0 )

flecha entre modelosespeciales.
Por lo tanto, se tiene:

P(flE.'°Ïf*(0 ))
3 Fij

.,0 4—> ..,0
p(EJ Ej) p(FlJ F. .)°"—"p(F'OF)

13

componiendo, se tienen flechas:

p(Ej,0 _)——>p(F,0F).
J

E

Vamosa probar que esta familia de flechas es compatible;

(o sea que coindicen en las intersecciones).

Es obvio que

p(E-¡0 lo )=



(j) (j) (M (M _
ZB(h1 ,...,hk_ )ñZB(h1 ,...,hk )—

J A

= 23m?) ,...,h}íj) ,h‘lM num?) )
IU.ñU)\ jIUnU IU.0U)\ AIU (¡U

J A 3 A

Recordando las def1n1c1ones de p(fIEj,Ólf*(0F )) ,ij
p(fl ,ÓI * 0 ), habrá que probar que si (f,Ó) estáEA f(F.)

1
A

dada por fa en un abierto UaCIJ , y está dada por f5

es un abierto UBCZUA, entonces, la composición:

z (hu) ...,h(j) ,hm hm )ñB 1 ' k. 1 '°"' k
lanUA JlanU)‘ lUjñU)‘ Nujmjx

f
nB(UanUB)L—> B(UanUB)gama) —¿->B(v)

es la misma flecha que la composición:

’hm hm ) nZB(h(j) ,h(j) 1
lanUA

1 . k.ñ
¡”3 UA JIanU)‘ Alujnux

f
fi

ñB(Uan UB)C—>B(Ua HUB)L>B(Ufi) c*—>B(V)



-82- ‘

En efecto:

para xGUañUfi DE CU]. nUxñE = Ej OEA es:

(A) _ (j) (j)
,hkk ) - (hllx,...,hk ),jrx

_ (A)
1k —(hl'x,...

y es f(x) EFij nFix donde

(i .) (1.)
_ 3 J"‘ ,..-,gk1j)

= I-'°ngiA)o
El modelo local F está dado por un haz de ideales cohe

rentes M , y se tendrá

(ij) (13.)
(gl,f(x)”"’gki ,f(x))j

(ix) (ix)
(91,f(x),..-,gki)\,f(x))=

fa y f!3 verifican que, para t h'olomorfa en un entor
no de f(x)

(ij) héj)
ox(ï;7;) > = (t a)x
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(i )
A h(A)r

a (t r _ ———
x f(x) ) — (tffi)x

teniendo en cuenta que el ideal generado en f(x) por los
' (i )(1-)

gérmenes de las gr J y de las gr A es el mismo , se
obtiene que:

hu) howr r
(ÉÏ_) = (ÉÏE)a x para t holomorfa en un enx

torno de f(x)

y usando que el ideal generado por los héj) y los héÁ)

en x es el mismo ideal Ix , podemos poner:

(j) (j)hr hr
(t a)x = (tffi)x para t holomorfa en un en

torno de f(x).

Tomando t = 21,...,,t = z las coordenadas, y llamando

f = (f ..,f ) ; f = (fa,1" a,m B'l,...,f6,m)

se obtiene que

(j) (')
hr hrJ

a's BIS) (1< s<xn).



Por lo tanto existe un entorno Wés) de x, WÁS)CUaC UB,

y funciones holomorfas C¿s) en Wés) , tales que

j (S) (') (_ = J s)
fm,s ffi's rÏl Cr hr en Wx (1<s<m)

tomando Wx= w;1)rw...r1 Wám) entorno de x, se conclu

ye que en Wx ,

k.
J

a,s 6,5 r=l r r

finalmente, llamando Cr = (cél),...,cém)) , se obtiene
que

k

f - f - EJ h(j) C en W entorno de x
a B r=l r r x ’

Usando que, como siempre

213m?) ,...,h]íj) ) r ‘A’
wa jlwx (XEUañUBGE)

f——>213m?) )
¡UanUB JIUañUB

es epimorfa efectiva en a , y que



ZB(híj) ...,h¿j) ,híx) ,.
IanUA jIU.ñU ¡anUA

J

= ZB(híj) , .,h¿á) ,híx) ,..
¡UanUB JanñUB IUanUfi

= ZB(híj) .,h(j) )
¡UanUB JanñUB

(ya que los híj) y los háx)
cada punto), lo que hay que probar es que

[000,

'I

f

¡ph

Oi

(M
k

AlUjñU

hu)

Y f5

)

A

XEI%10I%IWE).

)kx
annUfi

generan el mismo ideal en

c012

ciden en Z (h(J) ,...,h(j) ) (para
B llw k.x le

x
Se tiene:

(híj)
1x wa

ZB(h](_3), uh?) )'*——>B(wx)
Iw jx lWX

En B(wx) es:

kj (j)f - = Z c
“IW fplw r=.1 rIw r



Por lo tanto, fatI i - ffi x¡w x Iw r=l lw

ya que por ser el egalizador, hi?) ix = 0 Vr, 1=Sr=skj.Wx

Esto prueba que fa y f6 coinciden en ZB(híí) ,...W

(j)...,hk_ ).le
x

Por lo tanto, la familia

p(Ej,0E_)--+rp(F,0F) es compatible
3

. IÓ * o
IL]. If ( Fij> zj———> _ :

(p(Ej,0Ej) P(Fij,OFij)C-————>P(F,ÜF)

y define, entonces, una única flecha

S.
J

r = p(f,Ó) está caracterizada por: si p(Ej,OE )C—————a>
J

= mCL——+-p(F,OF)entonces, TSj sz(flE_,,If*(O. ))3 F..l]

Análogamentea la prueba de que la familia anterior era cog

patible, se prueba que esta flecha p(F,OE) -+ p(F,OF) no

depende de la elección de las Ei ni de los Fj. Resulta



también claro que p es un funtor, y de nuevo, como en la

observación 3.5 , p(E,0E) no depende de la presentación de
E.

Vamosa probar que p respeta límites finitos. Basta ver

que p respeta egalizadores, productos finitos y objeto
terminal.

Sean

f,4'>)
(EIOE)—>E (F,0F) ECU dadopor I.

9:
FCCm

El egalizador en la categoría I de estas flechas es

(E',0E.) donde E' = {xeíE/f(x) = g(x)} es el modelo lg
cal dado por el siguiente haz de ideales I' : (ver [4]).

gara cada xEE', sea UxCU abierto, con xEUx , tal

que en Ux , (f,Ó) y (g,W) están dados, respectivamen
te, por f y g Achicando U se uede suponer

a ¡3 x P

que UxfïE es un modelo especial dado por (hl,...,hk ),x

y se define I; comoel ideal generado por:

(h lleooc’hk ,(f ))x,x’(fa,l-gfl,l)x"" a,m-gfl,mx

Se puede escribir entonces:

E' = U Ei , Ei modelo especial; Ei = U.ñ E';i EI
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ieI 1

. _ (i) (i) (i) (i) (i)_ (i)
Ei _ Z(h1 ,...,hki ,fl —g1 ,...,fm gm )

fm (1)y g son "extensiones", en Ui , de f ydonde
. (i) (i) _ _

g, respectlvamente, y donde Z(h1 ,...,hk )—UirïE —Ei.i
Se tiene

(jlid) (f,Ó)
(E'IOEI);_)(EIOE) >(FIOF)

(g,W)

donde j : E' ->E es la inclusión, que es el egalizador.

Como p es un funtor, se tiene:

p(j,id) p(f,®)

p(E',0E.)C———>p(E,0E)_—d/_, p(F,0F)P(9, )

y hay que probar que esto es un egalizador en 8 .

Sea x E a un objeto, y sea 0: X —1>p(E,0E) tal que
p(f,q>) 6 = p(g,IIJ)9



‘
x

0

p(f,Ó)

f(E',OE.)WP(E,0)W P(F,Ü)
ji

Para cada iEI, sea p(Ei,OE)L—>p(E,OE),y consii
deremos el pull-back

m
.C——-—-————4>Xl x

0. p-back 6

p(Ei,0Ei)T->p (E,OE)i

Se tiene que

(p(f,Ó)ji)0i = p<f,o>(jioi) = P(f,Ó)(0mi)

= (p(f,(*-)0)Ir.i = (p(g,kü)0)mi = f(g,W)(0mi)

P(9,W)(ji91)= (pum)ani (2)

Por otra parte, la inclusión EíCEi induce un morfismo
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r .

E.)
l

l l

u _ (i) (i) (i)_ (i) (i)_ (i)
Ei - Z(hl,...,hki,fl gl ,...,fm gm )

.. _ (i) (i) (i) (i) (i) (i)
p(Ei,0Eí) —ZB(hl ,...,hki ,f -gl ,...,fm -gm )

es el egalizador:

(i) (i) (i) (i) (i) (i)
si (hl ,...,hki ,fl -gl ,...,fm -gm )

p(Ei,0E.)C———>B(Ui) o 44;

—) k.+m
1_____, B

_ (i) (i)
a su vez, es p(Ei,0E ) —ZB(hl ,...,hki )

es el egalizg
1

dor
(i) (i)

ti (hl ,....,hki )
P(Ei,OEi)C---€>B(Ui)

B1
VV

y por definición, ri es el único morfismoque satisface
.r.=s..

tl 1 1
. _ z -___>Se tlene. tiei xl B(Ui)

Es claro que héi)(ti, fi) - 0, y a partir de (2) se prueba



(i)_ (i) _
que (fr gr )tiÜi - 0 Vr.

Por lo tanto

X./ l//
// 9t. ./

/ 1
,/a:e¿

/ a . - o . ./ (h(l),...,h(l),f(l)-g(l),...,f(l)-g(l)1 k. 1 l m m
5 1 V Bki+mp(E!,0 .)"—‘>B(U.) —->1 E. 11 s. 01

se deduce que existe una única Bi : Xi-—+>p(Eí,0E.) tali
que 8.0! = t.6..1 1 1 1

ui
Por otra parte, se tiene p(Eí,0E,)C——————>p(E',OE,)quei

verifica f(j,id)ui = jiri. Componiendo,se tiene:

I . ___> v
uiüi . Xi p(E ,OE.)

Como p(E,0E) = LJ p(E ,0 ), la familia. 1 E.1621 1

31
. C-—-—-———> Ip(El,OE ) p(E OE)

1

es epimorfa efectiva en el topos de Grothendieck fi . Por

lo tanto, es epimorfa efectiva universal, y como
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m.lX.;——>X
1

Gi 6 es un pull-back
en 8,

p(Ei,OE.)_;->p(E,OE)l J.1

mi
se deduce que la familia XiC———————>X(i.€I) es epimor

fa efectiva en a ; además, es facil ver que la familia
I I . I '

(uiüi)i GI , uiüi . Xi-—————>p(E,OE.) es compatible (o

sea, coindicen en las intersecciones), y por lo tanto, se

deduce que existe un única r : x -———>p(E',OE.) tal que
= ' ''rmi uiei ViGI.

Se verifica sin inconvenientes que p(j,id)T = 0.

Además, como p(j,id) es un monomorfismo, T es única con

esta propiedad. Por lo tanto, queda probado que existe una

única r : X ———>p(E',0E.) tal que p(j,id)T = 6 . Esto

muestra que p(E',OE.) es el egalizador en 8 de

p(E,OE):p(F,OF).
Vamosa probar ahora que p preserva productos finitos:

sean (El’OE ) y (EZ'OE ) e L ' OE dado por I enl 2 l l

OU , UE dado por I2 en OU . E1 producto (E1,OE )x
1 2 2 1

x(E2,OE2) en Í es (E,0E), donde E = E15E2<Z Ul xUz,



y 0E está dado por el siguiente ideal I:

Para xEE, x = (xl,x2); xl GEl, x2 EEZ; será

= (h ,...,h );
1,x1 1,xl kl,xl

(gl,x2,...,gk2'x2)

N

Entonceses Ix = (hlrx,...,hkl'x,gl'x,...,gk2'x) donde

hr(q1,q2) = hr(ql) (q1,q2)Ele U2 , 1<r<k 1

gr(q1'q2) = gr(q2) (ql'qz)e Ul" U2 ' l“ rá k2

(alderedor de (x1,x2))

Sean 21

(E, OE)———->(E1, ÜEl)
Q las proyecciones

Para probar que p(E,OE) = p(E1,0E1)Xp(E2,0E2) en 8 , hE
brá que probar que dado X e á con flechas

‘01
————————->x p(E1,OE )

W 12X——>P(E ,0 )
2 E2



entonces existe un única w : x —-——9-p(E,0E) tal que

I '6p(91)w 

pUZZW = s02

Podemos escribir E = LJ Ei ; Ei modelo especial, coniEZI
Ei = Ei in donde

1 2

E. C E es un modelo especial, E. C E es un mode
11 1 12 2

lo especial.
Consideremos los pull-back

mí p-back
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Sea X. = x. n x. . Se tiene:
1 1 1

1 2

Wi
(- x L x .xi ,xi ,puzi ,JE- )C—-—>B(Ui)

l l 11 l

soi
C e C y

2 2 12

Pero como B es un anillo analítico, B respeta produc

tos finitos. Por lo tanto, si Ui = Uix Ui , es B(Ui) =

= B(Ui )xB(Ui ). Por lo tanto, se induce una flecha
1 2

Xi----> B(Ui), y es facil observar que esta flecha está egg

lizada por Br y por gr con 0.
Entonces, queda inducida una flecha

N a.
ll"°lhk. ¡El:--orgk_)lxi-——> p(Ei,0E ) = ZB(h

1 12

Componiendocon la inclusión

P(Ei10Ei) I
queda definida una flecha:

xi——> p(E,OE) (iEI)
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Comoantes, del hecho de que p(Ei ,0 )C---——>p(E1,ÜE )lE. .
(11€ Il)l1

sea epimorfa efectiva (universal) en 8 , se deduce por

pull-hacks que

C-—-——--+X es epimorfa efectiva en É.X ll .
(11€ Il)

Análogamente

X C-—-—-———>X es epimorfa efectiva en 8.12 .
(12€ I2)

Por lo tanto, como I = le12 la familia

Xi = X. ñ X.C----+ X es epimorfa efectiva en 8.l1 l2 ie I

y como la familia Xi———>p(E,0E) es compatible, se deduce

una flecha X —119>p(E,0E) que es la flecha buscada.
Veamosque p respeta objeto terminal:

El objeto terminal de la categoria de modelos locales es

(1,01) ; donde 1 = Co es el punto.

La función 0 : Co e-C es tal que Co = Z(0) Por lo tag

to, p(l,01) = ZB(0) es el egalizador

o
-—————————>

ZB(0)C———+>B(C°)_________> B
0



Por lo tanto, zB(0) = B(CO).

Pero Co es el objeto terminal de la categoría C de abier

tos de Cn , con n variando, y funciones holomorfas. Como

B es un anillo analítico, B preserva objeto terminal, y,

por lo tanto, B(Co) es el objeto terminal de 8 , o sea

ZB(0) = p(l,01) es el objeto terminal de a .
Esto termina de probar que p respeta límites finitos. Va

mos a probar ahora que p es un punto del sitio L .

Hay que probar que si (E,OE) es un modelo local y

E = LJ Ea modelos locales (abiertos en E), entoncesae I
p(E, ) = L) p(E ,0 ).

QE (1€ I a Ea

Cada Ea es una unión de modelos especiales

E = U E
a fi

¡3GIa

Por lo tanto, E = lJ Ea = U U BaaEI aGI BEI

Entonces, podemosescribir:

EB donde, para cada BEJ ,Ea GI/El3 C Ea ,BEJ

y cada EB es un modelo especial.
Por definición,

p(E,0 ) = U p(E ,0 )E BGJ “En
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Pero como cada fi en], Ea GI/EBC Ea ; es p(EB,OE )C_____>
B

CLa-p(Ea,O p(Ea,0E ) yE ). Por lo tanto, p(E,O )CL> Ua a G I a
entonces

=gP(Ea,0Ea)

Veamos que pA = B .

p(A(U)) = p(U,0U); como (U,0U) es el modelo especial dado
por h E 0; h : U a C , entonces:

o sea, p(U,OU) es el egalizador:

o

p(U,0U) = zB(o)C—————>B(Ln¿2235222: B

Por lo tanto, p(U,0U) = B(U).
Veamosahora, finalmente, que p es único.

Sea pl : L a a punto del sitio .B que respeta límites

finitos, tal que plA = B. Se tiene:

pl<U,0U) = pl(A(U)) = B(U) = p(A(U)) = P(U,0U)

para U abierto en Cn.



Si (E,0 ) es un modelo especial, ECZU, E = Z(h hll"°l k)!
entonces (ver [4]),

(h,h*) k
(0,0*) C

es un egalizador en el sitio de los modelos locales.

Como p1 respeta limites finitos, entonces respeta egalizg
dores.

Se deduce entonces que:

91(h,h*)
C. a _—-——> k

p1(010 ) C

es egalizador en 8.

Donde

pl(UIOU) = B(U)= =Bk
C = = = =uh"
= =no"

Por lo tanto,



h
____,,_———* Bk

o
p1(E,OE)L—>B(U)

es egalizador.

Entonces, p1(E,0E) = ZB(h1,...,hk) = p(E,0E) (E especial).

Finalmente, si E es local; con Ea especial.aGI a
C———-—+

Y (E (aGI)Como L Oes punto del Slth a, Epl a) (E,0E)

es un cubrimiento en el sitio L , se deduce que:

=aLéI P1(EaIOEa)

EComo a es especial, ya se sabe que OE )
OI

D(E=_al
Por lo tanto, p1(E,OE) = U p(Ea,0E ) = p(E,ÜE), donde laae I a
última igualdad vale por definición de p. Esto termina de

probar el teorema.

3.7. Observación.

Consideremos el topos 3

topología está dada por los cubrimientos abiertos. Es facil

ver que esta topología es subcanónica. Se tiene entonces
A

«CEz. Considerandola composición C——> .CÉÏ,
a la cual llamaremos nuevamente A, se puede probar a partir

del teorema, que dado un anillo analítico local B en un tg

de haces sobre el sitio f , cuya 
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pos de Grcthendieck 8 , existe un único p* : Ï á 8

funtor que preserva colïmites cualesquiera y límites fini

tos tal que p*A = B(Ver[l])

Esto dice que Ï es el topos clasificante de anillo anal;
tico local.
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CAPITULO IV

Anillos analíticos

de Eresentación finita

4.1. Observación.

Sea (x,0 ) un modelo local y U un abierto en Cn. Es

facil ver que hay una biyección:

r(x,0 (m) 2 [(x,0x),(U,0 )1

(ver [4]).

Teniendo en cuenta que:

y que por el lema de Yoneda, es:

_ IF(XI1I‘(x,0x) (U)

obtenemos una biyección:

N
[0n(U),P(X,0 )] = [(x,0 ),(U,0U)]



Vamosa probar ahora una generalización del resultado ante
rior.

4.2. Lema:

Sea (X,0x) un modelo local, sea U abierto en Cn y hl,

...,hk holomorfas en U. Entonces, hay una biyección natg
ral

[0n<U)/(h1'._.,hk),F(x,0x)1 = [(x,0x),(E,0E)l

donde E = Z(hl,...,h (ver [4]).k)

4.3. Observación.

La naturalidad significa que si para cada W: 0n(U)/(h 1,00.,hk)
A

-->F(X,0X) llamamos W a la correspondiente flecha,
A

W: (X,0x)-———+(E,OE), y Sl w : Om(V)/(Qll.._'2k)-—-—->
—+ . n .

On(U)/(hl’...'hk) es un morfismode anillos analiti
cos, entonces

/\ _ A
ml! = ini/M:

aqui, i : ACP——+L es el funtor que hace conmutar el diapf
grama:
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donde 6-»: es el anillo analítico dado por:

w -+ (w,0w) para W abierto (ver 1.2).

l =

Se sabe que 1(Ün(UÏ/(hl'_._'hk) (EIÜE) Y que

i(0 (V) = (F,O ) (pues i preserva límites firn / , F _([1I'0'ng)
nitos), donde F = Z(21,....,Rq).

Demostración del lema.

1) Construcción de la biyección.

Se tiene el siguiente egalizador en L (ver [4 ] )

(h,h*) a k
C

)

(o,o*) k

Por lo tanto, un morfismo (X,0x)-—>(E,0E) en L .equivg

le a un morfismo w: (x,0x)-—9’(U,0U) tal que (h,h*)w =
= (0,0*)w (1).



Será 30 = (fut) donde f : x -> U es continua y

Ó: f*0U -’ 0x.

Por la observación (4.1), 30 equivale a s e F(x,0x) (U). Ex

plïc1tamente, s = (51,...,Sn) con 51(X) = Óx(zi,f(x))
(l <i< n), donde Zi son las coordenadas (ver [4]).
Por (l) es:

hf = O y oxh2(x) = ÓXOÉ(X) (2)

(para xex). Aqui, h* : 0 —+0
p ek,h(p) UIP para pe U.

Y lo mismo con 0*.

* .Por lo tanto, para xex, hf(x) . o k (pues
C ,0

h(f(x)) = 0), y lo mismocon DE“). Aplicando la igualdad

OU,f(x)

(2) a las coordenadas M1,...,wk de Ck, obtenemos:

Óx(hi,f(x)) = x,x

Ahora bien, dado xex fijo, se sabe que existe un entorno

W de x y una extensión local holomorfa 71' de f en w,

tal que (6x,(tf(x.)) = (tf)x, para t holomorfa en un en
torno de f(x'), x'EXñW (ver [4] ). Por lo tanto es:

51(x') = Óx'(Zi,f(x')) = (Zif)x' = fi,x'



y entonces s(x') = Ex. para x'G xr)w. O sea, s está da
da por E alrededor de x.

Por lo tanto, para 1€ i< k, F(X,OX)(hi) : F(X,Ox)(U)--*

-+F(X,Ox) verifica que:

((F(X,0x)(hi))(s))(x) = (hif)x = ®x(hi,f(x)) 0

Se tiene entonces que F((x,0x)(hi)) (s) = 0 para 1€ i< k,

y por lo tanto, se Zr(x'0x)(hl,...,hk). Por lo tanto, s
equivale a un morfismo 0n(U)/ --—-> F(X,Ox) (ver(hl,...,hk)1.20).

Recïprocamente,un morfismo 0n(U)/ ----‘> P(X,OX),(h ,...,h )1 k

equivale a un elemento SGEZF(X0 )(hl,...,hk)CïF(X,Ox)(U)
' X

s<EF(X,0x)(U) equivale a un morfismo W= (f,Ó) (x,Cx) *-) o
Explicitamente, f(x) = Vs(x) para x<EX, donde Vs indi

ca el valor de la sección s en x, y ox(Zi,f(x)) = si(x)
H.<i_<n) (ver [4]). Por lo tanto, si s está dada por

f alrededor de xEEX, y t es holomorfa alrededor de

f(x), es:

Óx(tf(x)) = (tf)x (3)



Ahora bien, como siEZF(x'Ox)(hl,...,hk) es

0 = ((I‘(x,0x)(hj))(s)(x) = (hjf)x (1< j< k)

N

Esto dice que (hjf)x(E Ix , donde 1' es el haz de ideales

cuyos ceros dan X. Por lo tanto, hjÏ(x) = 0. (1 <j Sk)
o sea, hf(x) = 0.

Vamosa probar ahora que para g holomorfa en un entorno del

0 en C ,

(gh'f')x- (g(0))x€ IX,

donde ghf‘ está definida en un entorno de x (pues hf(x):

= 0), y g(0) indica la función constante igual a g(0).

En efecto, en un entorno del O en Ck, se puede escribir

3 J 3

k
g(w) - g(O) = 2 w..7.(w) con 7. holomorfa.

=1

Por lo tanto, para x' en un entorno de x en el espacio

ambiente, es:

.. k N N

9(hf(X'))-g(0) = z (hijx').7j(hf(x'))J:

Por lo tanto,



-108-'

EH(<5th - (g(0))xe((hlf)x,...,(hk x

que es el ideal generadopor (hlf)x,...,(hkf)x.
Pero como (h-E) E.I , se deduce queJ x x

mhüx- WWW)erx.

Por lo tanto,

(gh?)x = (g(oS)x .

Por lo tanto, si ahora se piensa a g(0) comouna función

constante definida en Cn , se obtiene, por (3) que:

Óx((gh)f(x)) = Óx((g(0))f(x))

o sea:

Óx(h;‘x)(go)) = Óx(f;(x)(go))

Por lo tanto, oxh;(x) = ÓXOE(X)

Además, hemos visto que hf = 0.

Esto dice que (hh*)(f,ó) = (0,0*)(f,Ó), o sea que el morfig

mo v : (X,0x)-—->(U,0U) está egalizado por (hh*) y
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(00*), y por lo tanto, w equivale a un morfismo de

Es facil ver que estas aplicaciones dan la biyección reque
rida.

2) Demostración de la naturalidad.

Para ello, debemosprobar el siguiente lema previo.

un morfismode anillos analíticos.

Sea e : O (U) ---—-9 F(E,O ) el morfismo canónin / E _(h1,...,hk)
co. ( e satisface que er : 0n(U)-—-> F(E,0E) es el moE

fismo canónico, donde r : 0n(U)-—> On(U)/(h es11...,hk)
la proyección al cociente).

Por la biyección establecida en l), GW equivale a un mor/\.
fismo sw : (E,0E)-——>(F,OF).
Entonces, /“\

sw = iu'ü) . (ver 4.3)

Demostración.
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Sea B : C -> L el anillo analítico dado por

W l_—>(WIO)

LOPSea Y :3 C--—-+ ¿ns( ) el funtor de Yoneda. Se tie
¿OP

ne: YB : C-——»&ns( ) y como Y preserva limites fi
¿OPnitos, YB es un anillo analítico en 8ns< ) Por lo

. . 7 op (Bop)
tanto, exlste un únlco 1 . A f —e- ans tal que ha
ce conmutar el diagrama:

C -——-—-—> A_°ppf//
YB // N/ 311/

y’
0P

¿Ens(‘c )

Recordemos la construcción de i.

Para (X,Ox)EEI consideremos la composición

EVYB Op )
C ———> fans“c ) x ¿ans

Este es el anillo analítico en ans dada por:

w!——+[(x,0x),(w,ow)1 .



Notaremos B(X o ) a este anillo analítico, vale decirI X 0P
_ (L )

B(X'OX)(W) — [ (x,0x),(w,0w)] . Sea GA_e ans (AkeApf)

donde GA(X,OX) = [A,B(x’0x)]

Es facil ver que GA es un funtor continuamente ya que

una flecha en I (X,0x) * (X'O da lugar, claramente,X')
. . .

a un morfismode anillos analíticos B(x,'0x')--+-B(X,Cx)
y por lo tanto a una flecha:

[A,B 1 —-4> [A,B 1
(X',0 ) (Xpox)xl

Dada A : Á-—-*Ál , o sea A : A1-9'A, se tiene, para cg

da (X,0x)€ L , una flecha:

A!
(X,0x)

[A,B ] -————————> [ ]

(x,0x) Al,B(x,OX)

dada por componer con A .

Es facil ver que esto define una transformación natural

* .

A . GA--> GAl

Luego, se usaba que para todo A e 44;? , GA es un fun

tor representable, y eso define i : vale decir, GA es el

funtor representable por i(Á) , o sea Yi(Á) = GA.



-112

En el caso

W‘ Om‘V)/(21,...,2q) a 0n(U)/(hl,...,hk)

vamos a mostrar explícitamente que

G z [ (E 0 )]o (u) ' ' En /(hl,...,hk)

Consideremos r : 0n(U)__’ 0n(U)/(nlr

al cociente, h* : 0k(Ck)--* 0n(U).

h ) la proyecciónco, k

Es inmediato ver que

r* h*
G —-—> G ____—___>')G k
0n(U)/(hl,...,hk) Onm) 0* 0k“Z )

(2°p)
es un egalizador (se ve "punto a punto") en ¿ns

Pero

e (x,0)=[0(U),B 1313 a (U)
On(U) X n (X,Ox) (X,ox)

[(XIOX)I(U,0U)] para (X,0 )€ac.-X

Es facil ver que esto define un isomorfismo



N

GOn<Uf-—--—-> [ ,(U,O H

cuya inversa [ ,(U,0 )] * G está dada por el ele
U On(U)

mento ao de G0n(U)(U,0U) = [ 0n(U),B(U,OU)] y ao(f) =
= (f,f*) para f €0n(U).
Entonces

G 3 [ ,(U,0 )]
0n(U) U

III
kG ,0

0k(ck) ek

y comoel egalizador

——+ k

l ,<U,0U)1__, l ,(c ,ock)] es [ ,(E,0E)]
(hh*)

(pues (E,0E) es el egalizador en L de (U,OU)________,(0,0*)

___. (Cklo k)) se obtiene que
C =[ .

(h1,...,hk)
2

Llamemos — 4%>[ ,(E,OF)L ExplicitgG

0n(U)/(h1,...,h )k

mente, para a E G (X,0 ) =0 (U)n /(h1,...,hk)
¡_a

[o (U) , B;n /(hl,...,hk) 1x,0x)



T(x'0x)( a) : (X,Qx)-——+-(E,OE) es tal que si (E,OB)C——>
i(í)

C'-———————->-(U,OU)es la inclusión, entonces

i(r)T(x'ox)(a) = (ar)U(idU).
Aqui, (ar) (id )€ B (U,0 ) = [(x,0 ),(U,0,)].

U U (XIOX) U L

La inversa T_l está dada por: para A :(X,Ox)-+(B,0E)

-1 _T (M = aelo (U) ,B ]
(x'ox) n /(h1,...,hk) (x'ox)

donde «xr)U(idU) = i(E)AeEB(X o )(U) = [(x,0x),(U,0U)l
' X

Por lo tanto, (ar)(f) = B(X0 )(f)(i(Ï)K) = (ff*)i(Ï)A
' X

para f €0n(U) .

Por definición de Ï, es Ï(0n(U)/(h1,__.,hk)) = Í ,(E,O )]7

ï(o—(v>' ) =[ ,(F,o)1.
m /(21,...,2q) F

Además, si D : -——-—-——4Ï--+>[ ,(F,0F)] es el
QlIIoo,Qq)

correspondiente isomorfismo, entonces i(W) es la composi

G

Om(V)/(

ción

T’l w* D

n /(h h ) m (9 9 )l,...,k '1I°°°lq



':-- *-l .
o sea 1(W) = DWT : [ ,(E,0E)] * [ ,(F,0F)]. Flnalmen

te i(@) : (E,0E) * (F,OF) es tal que corresponde a

ï(w) :l ,(E,0E)1 » [ ,(F,an ; vale decir 1(@) =

= 1(W)(E,OE)(id(E'OE)). Por lo tanto,

.- _ * -1 .

. . . -1 . _
Por def1n1c1ón, es T(E'0E)(1d(E'OE)) — a donde

a: 0 (U) -——————%>B es tal que
n /(hl,...,hk) (E'OE)

(ar)U(idU) = i(Ï)GEB(E,0E)(U) = [(B,0E),(U,OUH. Por lo tag

to, (ar)(f) = (ff*)i(Ï) para f'EOn(U). Por lo tanto,
por (1) es:

n - — * —

l(W) ’ D(B,o >(W(E,0E)(a’) ‘ D(E,OE)(aw) (2’

Sea j : (F,OF)CL———>(V,OV)la inclusión. Por definición

de D, es j D(E,OE)(aW)= (aúrl)v(idv). Por lo tanto, por
(2) es:

ji(Í) = (aer)V(idV) (3)



Consideremos para pGEE los morfismos:

XÚ
o (U) ———> o
n /(hl,...,hk) n’p/(hlp,...,hkp)

EV

on(U)/ p > c
(hll 'Ihk)

Se define:

-——-—aB
(EIO ) por:

I'O-Ihk) En: 0n(U)/(hl

si W es abierto, nw(a) GB(E 0 >(W) (para a €0n(U)/(h’ E 1”

...,hk)(w)) o sea nw(a) (ErOE)-->(W,0W) queda def;

nida por: 17w(a) = (g,Ó) donde

9(P) = (Evp)w(a)
)a = (al,...,at

Z. = a.) dondeÓp( 1,9(p)) xp( l
21,...,zt las
coordenadas.

Es fácil ver que n es un morfismo de anillos analíticos;

además, 17r(f) = (g,Ó) donde (f620n(U))



9(p) = Evp(r(f)) = f(p)

= = - E oÓp(Zg(p)) xp(r(f)) fp para p E

Esto dice que (9,0) (E,0E)—>(C,0C) es la composición

(f,f*)

Por lo tanto, n = a .

Entonces , por (3) es:

jihï) = (nnprl)v('idv) = 12v(a)

donde

a —(wr1)v(idv)e own/(hip ,hk) (V)

vale decir que:

ji(W) = (g,®) (E,0E)-——->(V,0V)

donde

g(p) = Evp(a)

op(zi,g(p)) =xp(ai) l<i<m

a = (wrl)v(idv) (4)
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Por otra parte se tiene

J'G/E (E,O ) ———-> (V,0V) .

Como j es un monomorfismo, para probar el lema basta ver/\
que ji(1) = jew

. /\ . .
Por (4.1) se sabe que Jew equlvale al morflsmo Om(V)-—>

\ '1 °

—-—+I(E,LE) dado por (eúrl)v(1dv) e F(E,0E)(V) y (9,0)

equivale a un morfismo 0m(V)--+'F(E,0E) dado por

seI‘(E,0 )(V), donde si(p) = es (Z. ). Por lo tanto,p 1,9(9)
para probar el lema basta ver que

s = (efirl)v(idv)

Es 51(9) = Óp(Zi;g(p)) = xp(ai) (por (4)). Por lo tanto

s(p) = (XP)V(a) = (Xp)V(( er)V(idv))

Por lo tanto, debemos probar que

(xp)v(<w r1)V(idv)) = eV((wr1)V(idV)) (p)

o sea que (xp)V(a) = ((GV)(a))(p).
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Consideremos

Evp : F(E,OE)———+ Onp/(hlp,...,h )kp

Evp es un morfismo de anillos analíticos.

Debemosprobar que (xp)v(a) = (Evp)v(€V(a)). Para ello,

vamos a ver, directamente, que xp = EVp e
Por definición de ' es r f = Ï a a f G O U

xp (xp >( ) p p r n( )
y por definición de e , es e r(f) = sección global dada

por f. Por lo tanto, Evp(er(f)) = EVp (sección global da

da por f) = Ïp Esto prueba que xpr = Evpe r , y como

r es un epimorfismo, se deduce que ‘xp = EVp e
Esto concluye la prueba del lema (4.4).
Estamos ahora en condiciones de concluir la demostracion de

la naturalidad.
Sea entonces

9’! : Om(V) '—> On(U)/(El,...,2 )q /(hl,...,hk)

y sea W : On(U) -——+>FX,O ), donde X,0 e f.
/(h h) ( x ( X)1,00., k

A .A
Sea 9 = WW. Debemos probar que 0 = i(Ü)W v equi

vale a una sección s GZF(X,OX)(hl,-.-,hk) C r(X,Ox)(U).

Explicitamente, s = (wr)U(idU) donde r : On(U)--->
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-——-+>On(U) es la proyección al cociente./(h h1,00.,
Por lo tanto, por el lema de Yoneda, es (Wr)(t) =

= F(X,0x)(t)(s) para tGEOn(U). (1). Además, es
A
W= (Val s,Ó ) donde Val s es el valor de la sección s;

Como s GZIXXIOX)(h1,...,hk), hemos visto que s toma valo
res en E, vale decir, podemospensar

Val s : x --+-E.

Análogamente, 0 : Om(V)/(2 —-ï-ï—-+'P(X,O equivale al " q[o x)

un elemento O'EZIWXIOX)(21,...,Qq)C F(X,0x)(V). Explici

tamente, o = (0p)V(idV)L donde p : Om(V) 7’ Om(V)
/(21,...,Qq)

es la proyección al cociente. Por Yoneda, es:

(0p)(t) = (F(X,OX)(t))(0) (2).

Como 6 = WW , es:

o = vV((WP)V(idV)). (*)

A
Además, es 0 = (Val 0 ,n) donde Val 0 se puede pensar

de X ——4>F. Finalmente, i(E). = (T,A); aqui, T : E 4'F

está dada por:



para peE = Z(hl,...,hk)CU, se considera Evp : 0n(U) -> (2:
que por supuesto se factoriza:

I'0 (u)——+c (U) h ,o..,hn /n /(l k)

Se considera

ET; 41:0(v) c.
p m /(21,...,9q)

que por supuesto, equivale a un elemento p'E F = Z(Ql,...
' _ N n

p A- (EvaP)V(1dV) , y es
- id?) a , vamos a probar

...,%q). Explïcitamente,
T(p) = p'. Para probar que 0

primero que

Val s.ValO — To

- 1(Val s(x)), o sea,Sea xEX, ysea p' 

P' = (EVPWP)V(idv)
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donde p = Val s(x); es decir

P' = (EvVal s(x)\ll¡t?)v(idv).

Por lo tanto, hay que probar que

(EvVal s(x)w>)v(idv) = Val 0(x);

Teniendo en cuenta que,a==vV((WP)V(idV)) (ver *), hay que
probar que

(EVVal s(x))v((WP)V(idV)) = Val(Wv((WP)V(idV)))(x)

Sea a = (sl/¡0)V(idV)EE(0n(U)/(h hk))(V). Demos probar1,...,
entonces , que

(EVVal s(x))V(a) = Val(WV(a))(x)

m _ .Como I a_ (al’°°”am)’ o,hk)te
nlendo en cuenta que EvVal s(x) y W son morflsmos de
anillos analíticos, es:

N

(EVVals(x))V(a) = (EvVal s(x)(a1)""'EVVal s(x)(am))



Val(vv(a))(x) = Val(v(al),...,9(am))(X) =

= (Val(W(al))(x),.-.,Val(W(am))(x))

Por lo tanto, hay que probar que:

A.

EVVal s(x) (ai) = Val(‘P(ai)) (x), 1< i< m,

Vamos a probar directamente que para todo b G 0 (U)n /(h1,...
...,hk)

EvVal s(x) (b) = Va1(sP(b)) (x) .

Consideremos Valx (valor en x); Valx : P(x,0x) -> C es
un morfismode anillos analíticos. Por lo tanto, todo se

reduce a probar que EVVal s(x) = Valx o w r c0mo morfis

mosde anillos analíticos, de (%(U)/(hl'.'.lhk)---> C.

Como r : On(U)-——+>0n(U)/(h1, ..,hk) es un eplmorfls
mo, basta ver que EVVal s(x) r = Valx vr . Pero por def;
nición de es : EEVVal s(x) ' VVal s(x)r = EVVal s(x)

Por lo tanto, debemos probar que:

EvVal s(x) = Valx W r.
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Sea tE qïfln; (t :IJ-—>C holomorfa).

Es, por (1), (wr)(t) = (F(x,0x)(t)) (5).

Ahora bien, si sEEF(x,0x)(U) está dado alrededor de x por

una función g, a valores en U, entonces,(F(X,Ox)(t))(s) eg
tá dada alrededor de x por tag. Por lo tanto, es:

Val s(x) = g(x)

Val((F(X,0x)(t))(s))(x) =

= t(g(x)) = t(Val s(x)).

Por lo tanto,

Val((vr)(t))(x) = t(Val s(x)),

o sea:

ValX(Wr)(t) = EVVals(x)(t).

Esto prueba que Valx Wr = EvVal s(x) ; por lo tanto, hemos
probado que Val 0 = To Val s.

. z ____> I
Observemos que 51 e On(U)/(hl"...'hk) P(E OE) es
el morfismo canónico, entonces, por el lema 4.4,



GW: 0m(V)/(Q1,...’2q)-->F(E,OE) equivale a

im = (mx) (LOE)—>(F,OF).

Esto dice que si fi = (eWp)V(idV)€P(E,0E)(V), entonces
1' = Val fi , y si para peE, {3 está dada alrededor de p

por f, entonces

( (W) (3)Ap tr(p)) = p

para t holomorfa en un entorno de f(p) (aqui, tof está

definida en un entorno de p, ya que f(p) = Val fl(p) = T(p)

y t es holomorfa en un entorno de r(p)).

Observemos además que, por el lema de Yoneda, es:

(ed/th) = (1“(E,0E)(t)) (B) (4)

‘\ _
Para terminar de probar que b = i(W) , hay que probar

que, para x ex,

"x = ox ¡Val s(x) z OF,T(V31 5(X))-+ ox'x
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(teniendo en cuenta que ya se probó que T(Val s(x)) =

= Val 0(x)).

Consideremos el siguiente diagrama

EVVal s(x)e0(U)——>I‘(E0)‘—>O
n ’ E E,Val s(x)/(h1,...hk)

W Óx

EVx

P(X,0x) ü=0xlx

Vamosa probar que es conmutativo. Teniendo en cuenta que

r es un epimorfismo, basta ver que ox EV e r =Val s(x)

= va tp r. Sea t€0n(U);x€r(t) es la sección global da
da por t. Por lo tanto, hay que probar que

ÓX(ÏVal s(¡0) = ((Wr)(t))(X)

donde — indica la clase según del ideal (hl'Val s(x),

""hk,Val s(x))'
Pero, por (l), es wr(t) = (F(X,Üx)(t))(S).
Pero si s está dada alrededor de x por una función holg

morfa g a valores en U, entonces (F(X,0x)(t))(s) está
dada por tog alrededor de x.
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Por lo tanto, ((wr) (t)) (x) = (P(X,Ox)(t) (s)) (x) = (mk

Pero por definición de a, es ox“:Val S(x)) = (tag)x si
S está dada por g alrededor de x. Por lo tanto, es

Ó ( ) = ((Wr)(t))(x).x tVal s(x)

Queda probado que el diagrama es conmutativo, o sea que

ox EVVals(x)€ = va‘p

Por lo tanto,

45x EvVal s(x) ed; = vasPW= va 9 . (5)

Sea ahora e' : Om(V)/(Ql'...'2q)_-—+'F(F,0F) el morfismo
canónico, y sea el diagrama:

el EVVal a(x)—_——> 7
Om(V) (E Q ) “FIC F) OF,Va1 0(x)1,..., q

6 nx

>70
P (x, 0x) X'x



Este diagrama también es conmutativo. En efecto, teniendo en

cuenta que p es un epimorfismo, basta ver que
i

"x EVVal a(x)e p

Sea te Om(V); e'p(t) es la sección global dada por t.

= va 0 p

Por lo tanto, hay que probar que

n (x tVal o (xfi = ((ep) (t)) (x).

Pero por (2) es:

(0p) (t) = (I‘(x,0x) (t)) (a).

Pero si o está dada por d alrededor de x, entonces

(F(X,Ox)(t))(o) está dada por tod alrededor de x. Por
lo tanto,

((ap) (t)) (x) = ((P(x,0x) (t)) (0)) (x) = (fi)

/\ _
Pero por definición de 0 , es: nx(tVal o(x)

si o está dada por d alrededor de x.

Esto prueba que el diagrama es conmutativo, o sea que:

nx EVVal o(x) e. = va 0 (6)
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De (5) y (6), se obtiene entonces:

I = I
ox EVVal s(xflev "x EVVal a(x) e

Por lo ianto,

_ I
Óx EvVal s(x)ewp _ "x EVVal a(x) e p

Recordemos que e'p : 0m(V)—-—>F(F,0F) es el morfismo ca

nónico. Por lo tanto, obtenemos que para t€0m(V), es:

Óx((€WP)(t)(Val s(x))) = fl (tx Val a(x)) (7)

Pero por (4) es (eWp)(t) = (F(E,0E)(t))(B). Ahora bien,
si B está dada por f alrededor del punto p = Val s(x),

(pGEE),entonces (F(E,0E)(t))(fi) está dada por tof alre
dedor de p. Por lo tanto

(EWP)(t)(Val s(X)) =

((P(E,0E)(t))(5))(Val s(x)) =

= (t°f)Val s(x)



Pero por (3), Á ' 0n H .
p FlVal s(p) OE,p satlsface que,

(como B está dado por f alrededor de P): ¡p(tVa1 fi(p))

= (tof)p = (tof) Por lo tanto, es:Val s(x)’

(ewp) (t) (Val s(x)) = xp(tVal B (m)

donde p = Val s(x).

Por lo tanto, en (7), obtenemos reeemplazando, que:

ÓxO‘Val s(x) (tVal p (Val s(x))“ = "x(tVa1 a (x))

Pero como Val a = 1, es Val B(Val s(x)) = T(Val s(x)) =

= Val o(x). Por lo tanto,

(Óx°AVals(x))(tVal o(x)) = nx(tVal o(x))

para t€0m(V).

Consideremos ahora j : 0m(V)——+0 el morfismom,Val o(x)

canónico ("germen en Val o(x)"). Por 2.1, j es un epi

morfismode la categoria de anillos analíticos en ans.
Sea

u :om,Val.a(x) 0m,Valo(x) /
(’21,Va1o (x) ' °' ' ’Qq,Valo(x))



OF,Val a(x)

la proyección al cociente. u es un epimorfismo. Se tiene
entonces:

ÓxxVal s(x)((uj)(t)) = nx((uj)(t)) para tGEom(V)

Por lo tanto, 0x AVal s(x) uj = nx uj.

Como uj es un epimorfismo (pues u y j son epimorfismos)

se obtiene

ox AVal s(x) = "x

Esto termina la prueba de la naturalidad.

4.5. Observación.

Sea A un anillo analítico de presentación finita.

Por (1.19), se sabe que A es un retracto de un cociente.
u u . .

Vale dec1r, ex1ste o). On(U)/(hl,.._'hk)---+ A retracc1ón,
donde U es un abierto en Cn y h1,...,hk€ On(U). Por lc

tanto, ex1ste v : A a 0n(U)/(h1, tal que oav =..,hk)
= idA . Es fácil ver que
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id
-—————————>

(h1,...,hk) (hl, ..,hk)

es un egalizador, y que

id w0(U) —.__> 0(U) —->A
n /(h1,...,hk) vw n /(hl,...,hk)

es un coegalizador.

Sea i : ALOP'->L el funtor que hace conmutatpf

0P—__)
C A f

Por preservación de limites finitos, obtenemosque:

i(Á) es el egalizador en f:

_ i(ZJ) id
1(A)C——> (E,CE)—_>‘_" (LOE)i(vw)

Notaremos i(Á) = (x 0 ) G 3 ; i(VÜ) = (f,Ó).I
A XA



Vamos a probar ahora que hay una biyección

xA É [Ant]

Sea xEXA. Por lo tanto, xEE y f(x) = x

(XA= {xEE/f(x) = x}). Como E = Z(hl,...,hk).

xEE equivale a un morfismo ‘p : 0n(U) ——-—> C./(h1,...¡hk)
Se tiene ‘PVw 0 (U) ———>- C, que equivale an / (h1,...,hk)
un punto yGE; por definición es f(x) = y. Como f(x) = x,

se deduce que x = y, o sea que sovw = tp .

Se define T : XA——> [A,C] por

T(x) = 47v (donde XEE equivale a so : 0n(U)/ —>(hl,..
-——-> C)....,hk)

T es inyectiva:

SJ. xl,x2 E xA son tales que deflnen sol . 0n(U)/(h1,_nlhk)- ——> =
—_> C y (pz . 0n(U)/(hl“”’hk) C tales que «Plv

= vzv , entonces 80le = wsz. Pero comohemosvisto,

solvw = «Jl y 90sz = «¡92. Por lo tanto, 901 = wz y luego,
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T es suryectiva:

Sea a : A 6- C; se tiene aca: 0n(U)/(h ‘—-—_í_ï—-—_>C,quer °'lk
equivale a un elemento x6 E. Sea w = au).

Se tiene v va; : 0n(U)/(hlÏTT-7H;ï-—> C que equivale a un
elemento y e E; por definición es f(x) = y.

Pero spvw=(aw)vm = a(wv)w =aidAw = aca: sp . Por

lo tanto, x = y, o sea f(x) = x. Esto prueba que xe XA.
Además, T(x) = mv =(aw)v = a(wv) = a id = a .A

Sea ahora B un anillo analítico. Vamosa definir

fB : ZB(h1,ooolhk)—lfiZB(hlllluolhk)

Dado be ZB(hl,...,hk)C B(U), b equivale a un morfismo

w : 0n(U) —-———--» B se tiene/(h1l°

vvw :0 (U) -——-—-—-—-—+B,n /(h1,-.-,hk)

que equivale a un elemento ce ZB(hl,...,hk).

Se define fB(b) = c.
El resultado obtenido anteriormente se generaliza, o sea,



hay una biyección

[A,B] = {be ZB(h1,...,hk)/fB(b) = b}.

En efecto, dado bEEZB(hl,...,hk) tal que fB(b) = b, b
equivale a un morfismo tp : ——> B, ylI---r
fB(b) = b dice, exactamente, que WVuJ= W; se tiene

Wv : A e-B y se define T(b) = Wv Exactamente igual que

antes, se prueba que T es una biyección. Observese que eg

ta biyección establece auntomáticamente una biyección

[AJ]; hp: onw) ————>B/ save): sp} (1)
/(hl, . ..,hk)

4.6. Observación.

Al igual que antes, queda establecida una biyección natuaral:

[A,I"(X,0X)] = [(x,ox) (xA,oxA)] ((x,ox) er ).

donde la naturalidad significa que si B es un anillo anal;
tico de presentación finita, Ü z B--+ A es un morfismo

de anillos analíticos y v : A-——>Iïx,0x), etonces

/\
w = im?



Este resultado se obtiene a partir de la biyección natural ya

establecida para el caso de los cocientes, usando (l).

Modelos Analiticos de la Geometría

Diferencial Sintética

4.7. Definición.

Sea M la categoria de las variedades analíticas complejas.

Unmodeloanalítico de la geometria diferencial sintética es

una categoria 8 con limites finitos munida de un funtor

P : M'+ 8 tal que P es plenamente fiel, manda cubrimien

tos abiertos en familias epimorfas efectivas universales en

8 , preserva productos fibrados transversales y P(C) es un

objeto anillo de tipo linea (ver [3]).
Vamosa probar que Ï' (el topos de haces sobre el sitio de

los modelos locales con cubrimientos abiertos) es un modelo

analítico de la geometriadiferencial sintética.
Sea P z M * Ï el siguiente funtor: para NIEM y

(X,Ox) G z , definimos

P(M)(X,0x) = [(X,OX)I(M,0M)]

donde qa es el haz de gérmenes de funciones holomorfas so



bre M, y consideramos los morfismos de espacios A-anillados

de (X,Ox) en (M,O ) (es facil ver que 0M es un anillo
analítico a valores en Sh(M)).

Se verifica sin dificultad que P(M) es un funtor, P(M)

L.°p->¿ins y que, mas aún, P(M) es un haz sobre el si

tio f, o sea P(M)€Ï.

Además, para g : M1 -> M2 holomorfa, (M1,M

fine P(g) : P(Ml) -+ P(MZ) por la fórmula:

26M) sede

P(g) (x'ox) (W) = (grg*)‘P

para (X, Ox)E.C y xo: (X,0x)-> (M1,OM1) , (donde

(g,g*) : (Ml,0 ) -+ (M ,0 ) es el morfismo de espacios
M1 2 D12

A-anillados deducido a partir de g).

Es facil ver que P(g) es una transformación natural entre

funtores. Por lo tanto, queda definido el funtor

veamos que P es plenamente fiel:

Sea r : P(Ml) 4- P(Mz) un morfismo de haces (transforma
ción natural entre funtores).

Como Ml es una variedad analítica compleja (de dimensión



compleja n), hay un cubrimiento abierto MCl(a e I) de Ml

tal que cada Ma es biholomorfo a un abierto Ua de Cn.

Por lo tanto, (Ma,0Ma) É (Ua,OUa) es un modelo local.
. . ________*

Por lo tanto, se tiene T(M 0 ) . P(Ml)(Ma,0Ma)I u

a Ma

—>P(M2)(Ma,0Ma). Sea ia: (Ma,0Ma);—>(Ml,OMl) la
inclusión, y sea

‘pa = T(Ma,OMa)(ia) 7 ‘pa ’ (Ma'OMa) " (MZ'OMZ)

92 = (ga,@a) con ga : Ma -+ H2 . Es facil ver que, usan

do que r es una transformación natural entre funtores,

que ga/Man MB = gfi /Mar¡%3 y por lo tanto definen una

g : Ml -+ M2 ; además es facil ver que cada ga es holo

morfa, y por lo tanto g : M1* M2 es holomorfa.
Finalmente, se prueba sin dificultad que P(g) = r Por

lo tanto, P es plenamente fiel.

Es inmediato que P cumple con las otras condiciones: pre

servar cubrimientos abiertos y productos fibrados transver
sales.

Finalmente, P(C) es un objeto anillo de tipo linea: en

efecto, es P(C) - [ ,(€,0C)] e L es claramente un objg
to anillo; además, se tiene el egalizador



2 2*
(z ,z )

_____————————-—->
(0,0 )C——5(C,O)______________+(C,0 )

0/22 C (0’0*) C

y se verifica que

(CI =(Cr (CI I

(o sea, (C,OC) es de tipo línea). En efecto, si (x,0 )€ L,
se tiene

(0,0o 2)
[(x,0x),(c,oc) /21;[(X,0x)x({o},00 ), (2,0 >1

/zz

=[(X'onl)l(clo

I = = 1

donde X X x{0} , y Ox,l(p'0) 0x,p 900/ 2 , donde
Z

e indica el coproducto de anillos analíticos (ver [4] ).
Por 4.1 es:

[(x'lox’)l(clo = P(X',

Y [(x,0),(c,oc)x(c,OC)1 =[(x,0,),(c2,02)1=
' C
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_ 2
- P(X,0x(C )).

Como x' = X x{0} 3 x , basta ver que 0x(Cz) g 0x, como

haces sobre x.

La fibra de 0 , en p es 0x,p G 00/ 2 = Ox'p [e], donde
Z

0x,p[e]= {a+be , a,b E Ox'p} . Comoconjunto, es Ox'p[e]=

= 0 x 0 = (0 (C2)) y resulta claro que 0 (C2) =X,p X,p X p ' x

3 Qx. como haces sobre x. Por lo tanto, (C,0C) es de
tipo linea, y se deduce inmediatamente que P(C) es de ti

po linea.



CAPITULO V

Espectro de un anillo

analítico de presentación finita

En esta sección vamosa calcular el espectro de un cociente

0n(U)/(hl,...,hk) '

Recordemosque el espectro de un anillo analítico A en

ans, es un topos de Grothendieck SA junto con un anillo

analítico local Spec A en SA , y un morfismo A*A--+
-—+Spec A, tal que, para todo topos de Grothendieck 8 y

todo anillo analítico B en 8 local, junto con un morfis
* esmo A*A ———+-Bexiste un único par (p*,fl), donde p

la imagen inversa de un morfismo geométrico, p* : SA—a>8,
y n : p*Spec A--H>B es un morfismo local de anillos a

nalíticos, tal que los diagramas

A'k8
¿ns -----+ 8 A*A-—-—--———->B

a fl//
/ 1T

A* 9* ///
SA



conmutan .

5.1. Observación.

Aqui, A* es el haz constante en SA , Ag es el haz
constante en 8 ; y el morfismo A*A --—-> Spec A da lu

gar a un morfismo p*(A*A)-————+p*(Spec A) o sea de

AEA --%>p*Spec A.
Se observa que, en este caso, el diagrama

*
Aa

¿ns --————————>8

fi ./ Slempre conmuta, ya que
M // 9*//

SA

existe un único morfismo 8ns-—>8 y es, por supuesto, el

"haz constante". Dicho en otras palabras, hay un único mor

fismo geométrico &——e>ans, cuya imágen directa es "seccig

nes globales" y su imagen inversa es Ag.

Sea U un abierto en Cn , sean h1,...,hk holomorfas en

U. Notaremos E = Z(hl,...,hk)C U.

Se tiene el anillo analítico local OE en Sh(E), (ver
1.17).



5.2. Teorema.

El espectro de 0n(Ub«h1,_._'hk) es el topos de Grothen
dieck Sh(E) junto con el anillo analítico 0E en Sh(E),
concretamente:

Spec(0n(U)/(h h )) = OEllo-¡[k

Demostración.

Comosiempre, indicaremos F(E,0 ) a las secciones globa

les del haz 0E sobre E. Se tiene el morfismo p : 0n(U)
-—->F(E,O). Dada f holomorfa en U, p(f) es la sec

ción global del haz 0E dada por la función f. p es un

morfismo de anillos analítcos y p(hi) = 0 (1< iSQk). No
taremos

r : 0n(U) E On(U)/(hl,...,hk)

la proyección al cociente. Se tiene entonces:

r_—__>
//

P /,//
/ HIW//



que, por definición del cociente, existe una única

W : 0n(U)/(h1,...,hk)—-—-—á F(E,OE) morfismo de ani
llos analíticos tal que «pr = p

Por supuesto, w : 0n(U)/(h h )-—9-F(E,OE) equivalello-c'k
no,a un morfismo A*(0n(U)/(h I h ))———+>OE al cual ng1 ' k

taremos también W. Se tiene entonces el morfismo de ani

- . * w 1

llos analíticos en Sh(E), W. A (Cn(U)/(h1,..-Ihk))-+ LE.
Sea B un anillo analítico local en un topos de Gronthen

dieck 8 y sea A : Aá(0n(U)/(h1,..o,hk))-——9-B un mor
fismo de anillos analíticos en 8.

Hay que probar que existe un único (W*,F), W* : Sh(E)-9

-————+>8 imagen inversa de un morfismo geométrico,

fl: W*0E-—-—>B morfismo local de anillos analíticos, tal
que el diagrama

A*(0(U) )----—-+-B
a n /(hl,...,hk) fl//

* //
w (w) //fl///

w*0E

conmuta, o sea que 19*(9) = A



Como 8 es un topos de Grothendieck, 8 es equivalente

a 5', el topos de haces sobre un cierto sitio D . Sea

l el objeto terminal de D.

El morfismo A equivale a un morfismo

A : 0n(U)/(h '__ [h )--—%>P(B) = B(1).l k

Se tiene entonces: A.r : On(U)-—-->'B(1) que verifica

(Ar)(hi) = X(r(hi)) = X(O) = 0 en B(1).
Por el lema de Yoneda, Ar equivale a un elemento en B(l)

(U) , al cual llamaremos "X", y que satisface, por supues

to, que (B(1)(hi))("k") = 0.
Teniendo en cuenta que B(1)(U) = B(U)(l), el elemento

"A"€EB(U)(1), equivale, por el lema de Yoneda, a un morfis

mo "A" : l -* B(U), donde ahora l es el objeto termi

nal de a. Pensando hi : B(U)-——>B morfismo en 8 ,

se obtiene inmediatamente que hi"A" = 0.
Se tiene entonces:

1//
"AII/
/ "A"/

/'/'
Á! . h__—___—_>

ZB(h1,...,hk)L——>B(U)____,.Bk donde h =i
o = (h1,...,h )k



donde (h h ) es el egalizador en 8 de h y 0.l'ooo,k
Como h"A" = 0, se deduce que existe un único morfismo

%

1-—-—>ZB(h .,hk), al cual llamaremos de nuevo " k" que1,..
hace conmutar el diagrama.

Por lo tanto, se puede pensar "A" : 1--> ZB(hl,...,hk);
donde 1 es el objeto terminal de 8 .

Vamos a definir ahora un funtor w : o(E)-———>-8, donde

0(E) es el sitio de los abiertos de E con la topología

de Grothendieck dada por los cubrimientos abiertos.

Para cada H abierto de E, sea H = VfïE con V abier

to VCU.

Se puede probar fácilmente que si también H = VlfïE con

V1 abierto, V1CZU,entonces ZB(hllV,...,hklv)
= Z (h ,...,h ), pues, en realidad, amboscoinciden

B 11V kIVl l
). Tiene sentido definir enton

l 1
ces W(H) como el siguiente pull-back en 8 :

(h1 ,...,hk )C;—————+>ZB(hl,...,hk)
IV [V iv

con ZB(h “.Hhanv kan

W(H) >

%
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donde iv es la "inclusión" natural entre los egalizadores:
es decir, si

iI---r L———>ZB(hl hk) B(U)

lV,U

jV
Z (h ,...,h )C————>B(V)
B lIV kIV

son las flechas de egalizadores, y si es la inclulV,U

sión de V en U, entonces iV es la única flecha que ve

rifica 11V = 1V'U 3V donde aqui se piensa

lV'U : B(V) —————->B(U).

Teniendo en cuenta que las flechas de 0(E) son las inclg

siones, hay que definir, dada una inclusión i' : H1-——e>H2,

(Hl y H2 abiertos en E, HlCIHZ) una flecha W(i')

W(Hl)-—->W(H2) . Será Hl = vln E , H2 = Vzer con Vl

y V2 abiertos en U. Se puede suponer que VlC'V2 (pues

H1 = (Vlñ V2)F)E).
Se tienen los pull-hacks en 8 :



W(H1) ‘ l

m II A"

(
Zh ,ooclh 'coo'h)
B llv kIV i B l k1 1 V1

MHZ) 471

Il A"

Z [unu’h ¡noo'h)
B llV klv i B 1 k2 2 V 2

)De nuevo, se tiene una"inclusión" j : ZB(h1 ,...,hk
lv1 IVl[ooolhk ) que verifica que, si

I"2 IV2
j
V1

C————————>ZB(hl ,...,hk ) B(Vl)
|V1 lvl
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jvzZ [no.yh))
B llv2 klvz 2

son las flechas de egalizadores, entonces jV j = 1V V jv
2 1’ 2 1

donde se plensa lvllvz : B(V1)C--—>VXB2).
Se tiene

r

pull-back A

I-on'h h
o o o )k 1' ' k

|"2 lV
2

vamos a probar que iV j V .
2

Recordemosque iv y iV verifican, por definición,l 2
que

(2)

(3)



Por lo tanto,

i(i j)=(ii)j=(i j)j=
v2 V2 V2U v2

i (J' j)=i (i j)=(i i )J' ‘
V2U v2 V2U vlv2 v1 V2,U v1,v2 vl

= i j i i ,
V1,U v1 vl

y como i es un monomorfismo, se deduce que

V2

Por lo tanto, en (1), es

i (jm ) = (i j)m = i m = "A"u
V2 1 V2 1 V1 1 1

Se deduce entonces que existe un único r : W(Hl)--—> W(H2)
tal que

1127 = ul

Se define, entonces:

50(1') = 1' .



Es fácil ver que W es un funtor.

Vamosa probar que w respeta límites finitos. Basta ver

que w respeta pull-backs y objeto terminal.

Unpull-back en o(E) es una intersección: HlfïHz.
Por lo tanto, hay que probar que

a
wmlnnz) ——-——> M11)

es un pull-back
en 8.

MHZ) 4MB)

Sea X.€ 8 , y sean a y fi flechas que hacen conmutar el

diagrama:

C!Xfx
lenH2>———+ WH1)

W(H2)--—-----*> W(E)



-1524

H1=V1
Por el teorema 3.6,

OE; H2 = VZFIE con Vl y V2 abiertos en U.

existe un único B* : L —-> 8 que pre

serva limites finitos y es un punto del sitio L tal que

B*A = B; donde A : C ——+L es A(U) = (U,0U), y r es el

sitio de los modelos locales.

Es

H1 = Z(h1IV ,...,thV ) ;1 1

H2 = Z(hlIV ,...,hklv )2 2

H n H = Z(h ... h ) 'l 2 1 ' ’ k ’
Ivln v2 Ivln v2

E = Z(h1,...,hk).

Se tiene el siguiente pull-back en L

C————————+Hlñ H2 H1

n1<—

Como B* preserva limites finitos, preserva pull-hacks y

es B*(Hl) = ZB(h ,...,h ); B*(H2) = ZB(h1 ,..1 k
¡V1 ¡V1 IV2

¡[h
kIV2

);



B*(H nH ) = Z (h ... h1 2 B 1 ' ' k
¡Vlr‘vz ¡Vlrïvz

.,hk). Por lo tanto

r1
)C-——44>ZB(h

2

¡[hZ ( ,..
B ll V1 kI V

h ...hlvnv' 'kan
I l 2 I 1 l

L———+ ...
) i zB(hl, .,hk)

V

z ' o.o’h
B lIv2 kIv2

2

es un pull-back en 6 .

A su vez, se tienen los pull-hacks en 3 :

z (h ,...,h
B H )<f—>ZB(h1,...,hkV1 lv

k
Iv1

); B*(E) = ZB(hl,...
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Se tienen:

mla : X-—+-ZB(h1IV,...,hklv )l 1

mza : X«-+ ZB(h1 ,...,hkI )V2lv2

que verifican:

ivl(m1a) = (iVlml)a = ("k"ul)a = "A"(ula)
(4)

iV2(m25) = (iV2m2)5 = ("A"u2)6 = "A"(u25)

Pero

ula : x 4 1

; por lo tanto, ula = uzfi

uzfi : X á l



Se deduce entonces, de ( 4 ) que i (mla) = i (m fi).
V2 2

Se tiene entonces

rlZ [coo'h 'o-o’h)
B l k B 1 kñ ‘Ivlñv2 Iv]L v2 Ill IVJL

m fi .2 l
r2 p-back V1

-en 8.

g M
ZB(h1IV,...,hklv ) i ,ZB(hl,...,hk)

2 2 V2

Se deduce, por lo tanto, que existe una única Ó: x ————e>

-—————>ZB(h1 ,...,hk ) tal queñIV1 V2 Ivlñv2

rló = mla

rzó = mzfi

Sea v : X * l la única flecha. Es- v = u a = u B .

Se tiene:



\\an\
HWHIÑHZ) > 1

Ó

m p-back en 8. 'Ï"

Z '00c,h 1...,h)
B 1 k B 1 k

¡Vlnvz IVlm’z p

donde pd) = (iV r1) Ó = iv- (rldb) = iV (mia) = (iv m1)a =l 1 l l

= a ="A" ="Aliv
Se deduce entonces que existe una única 7 : x-——a_W(leïH2)
tal que

CI q || <

Ahora bien, se verifica, por definición de a y b, que:

mla = rlm ; mzb = rzm.

Por lo tanto,



m1(a7) = (mia)? = (rlm)7 = r1(m'7) = r Ó = mor

m2(b7) = (mzb)7 = (r2m)7 = r2(m7) = rZÓ = mzfi

además, u1(a7) y ufx son flechas x ———>l. Entonces

u1(a7) = uf! ; y análogamente, u2(b7) y uzfi : X-—+1;

y entonces u2(b7) = uZB Podemos escribir entonces:

ml(a7) — mf! z m2(b7) = mZB

u1(a7) = ula u2(b7) - uzfi

Por lo tanto, siendo a7 y a : x-——e>W(Hl),se deduce,
por la unidad de las flechas que llegan a un pull-back, que

a7 = a. Análogamente,

b7=B.

Por lo tanto, hasta aquI se probó que existe 7 : X-—--->

‘-->W(H1‘WH2) tal que



Vamos a probar que 7 es única.

Sea 7' : x —-—-—+W(leïH2) tal que

' a’y' = a

b'y' = B

Se tiene: m7' : X—---->-ZB(hl ,....,hk ), que
Ivlnv2 Ivlnv2

verifica:

_. I — _ _.
r1(m7') — (rlm)7 — (mla)7' - ml(a7') —mla

l _ v _ l = l =r2(m7 ) - (rzm)7 - (mzb)7 m2(b7 ) mzfi

Por lo tanto, por unicidad de Ó , se deduce que m7' = Ó.

Se tiene también u7' y v : X-—-> l. Por lo tanto,

u7' = v.

Entonces, 7‘ : x ———+-W(H1FIH2)verifica:

u7’ = v

m7’=Ó

Se deduce, enotnces, por definición de 7 , que 7' = 7.

Esto termina de probar que



a———>
W(HÏW H2) W(H1)

b es un pull
back en 8.

W(H2) >VW(E)

Por lo tanto, W preserva pull-hacks.

El objeto terminal de la categoria o(E) es E, y por def;
nición se tiene un pull-back en 8 :

W(E)-------—á-1

IIA II

ZB(hl,...,hk)--f-> ZB(hl,...,hk)1d

Por lo tanto W(E) = 1 es el objeto terminal de 8 . Se

probó entonces, que w preserva objeto terminal. Con es

to queda probado que W respeta limites finitos.

Vamosa probar ahora que W es un punto del sitio o(E);

o sea, que si Ha es abierto en E , (a GI) y H = U H0,ae I '

entonces la familia W(Ha)——+>ü(H) es epimorfa efectiva
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en 8. Aqui, es Ha = qxñ E con Va abierto en U; y se
tiene:

H = u H = U (V n E) = ( U V ) n E
aGI a aEI a aGI a

Sea V = U Y¿ V es abierto en U y H = VfïE.ae I
Como B preserva cubrimientos, la familia

iVal”!
B(v¿)-——-————--——> B(V)

es epimorfa efectiva univerSal en 8.

Consideremos el pull-back en L, la categoria de modelos
locales:

L-—->
(Ha,0Ha) (H,0H)

(V L___—) =
un“) (vmw (% How)

Aplicando B* , obtenemos, usando que

H = Z(h ... h )a 1 I I k I
Ivh lvh



H = Z(h ,...,h )
1Iv kIv

que

ZB(h );——>ZB(h1|V,...,hklv)
,...,h

llva klva

B(Va) 4>B(V)

es un pull-back en 8 , y como B(V¿) ————4>B(V) es epi

morfa efectiva universal en: 8 , se deduce que la familia

ja
Z (h ,...,h )C————————>Z(h ,....,h )
B llva klva B llV le

es epimorfa efectiva (universal) en 8.

Vamos a probar ahora que

WH“)-T—a>W(H)

ma m

ZB(hllva,...,thV:C—:iÏ->ZB(hlIV,...,hk|v)
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es un pull-back en 8 .

Por definición de Ta, se verifica que m1 =
Supongamosque se tiene:

a:x___,z (h “H, );
B llva

hk
Iva

b : X—->III(H)

tales que a = mb.ja
Se tienen los pull-hacks en 8:

a
una) r 1

m "A"a

z [0.01h ,ooo'h)
B l k ' B l k

|v¿ |V¿ la

u
W(H) 71

m ’"A"

[ooo'hkl)L_-_)ZB(hl’.oo'hk)V V '
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y se tiene:

\\‘ uaX —__>
W(Ha) l

m p-back "x"

ZB(h ,...,h )C—+ZB(hl,...,hk)l k .
lv¿ ¡Va 1V

donde y : x * l es la única flecha. Por lo tanto,

y = ub. Se verifica que:

iaa = (ivja)a = iv(jaa) = iv(mb) =

= (IIAIIu)b= "x" = "Ally.

Por lo tanto, se deduce que existe una única 0 : x + JKHa)

tal que

Rae = a

una =Y

vamos a probar que n19 = b. Se tiene:
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¡naa0) = (mra)0 = (janb)0 = ja(ma0) = jaa = mb.

Por otra parte, u(ra0), ub : x ———91; entonces,

u(‘ra o) = ub.

Se tiene entonces que:

3m(ra0)

u(1ú0) = ub,

siendo Tae , b : X -->W(H), y siendo

W(H)----—-——————> 1

m "A" un pull-back.

ZB ooo ooo
1

V

Se deduce entonces que Tao = b.

Luego, 0 : x-—-%>W(Ha) verifica:



-165:

mae = a

¡me = b.

Vamosa probar que 0 es única con esta propiedad:

Sea 0' : x ——>4/(Ha) tal que

muü' = a

raü' = b

Se tiene uuü' : x-—-+>1. Por lo tanto, uaü' = y.
Por lo tanto, 0' verifica:

maü' = a

uaÜ' = y

Se deduce entonces, por la definición de 6 , que 6' = 6.

Por lo tanto, se probó que existe una única 6 : x-e>dKHa)
tal que

ma9=a

Tae = b

Esto prueba que



WHO!)—————> WH)

Z (h ,...,hB [co Ih )k
Va IVcr Ja Iv kIv

es un pull-back en 8 . (para cada a E I).

Por lo tanto, comola familia:

ZB( h )C——f——a>ZB(hlh 00' IO. h )l I I k I I k
Iva IvOZ Ja IV lv

es epimorfa efectiva universal en fi , se deduce que la f3
milia:

T

W(Ha)—a>ll/(H)

es epimorfa efectiva (universal) en 8.

Esto prueba que w es un punto del sitio 0(E), que pre
serva limites finitos.

Por lo tanto w: o(E)-——-—>8, se extiende (por preservg

ción de colïmites) a un W* : 57Ï3 = Sh(E)-—+> 8 que pre

serva colimites cualesquiera y limites finitos (ver [1]).

Vamos ahora a definir fi : w*OE-——+B morfismo local de
anillos analíticos.



Recordemos que para cada W abierto en Cm , n13 0, (%(W)

es el haz sobre E, cuyas secciones sobre un abierto H en E

son las m-uplas (81,...,Sm), donde cada Si es una sección

de 0E sobre H, tales que para xEEH, (VSl(x),...,VSm(x))

EW) aqui VSi(x) indica el valor de la sección Si en x.
Por el lema de Yoneda, es:

0E(W) = colim [ , H]
S

y es por definición de W*:

W*(0E(W)) = .colim W(H)
S

Este colïmite se toma sobre la categoria de las secciones s

del haz 0E(W); y una flecha s-á-t ,

s : [ ,H]—>0E(W)

t: [ ,H']->0E(W)

es una flecha en o(E) de H ——+>H', o sea una inclusión

i : HC———<>H', tal que el diagrama:



i
[,H] ———-——>[ ,H']

conmuta

0E(W)

Esto dice que, si se piensa a s como sección en H de

OE(W), y a t como sección en H' de 0E(W), que t = S./H

Vamos a definir ahora, para cada s :[ ,H] '+(E(W) un mor

fismo 7g : W(H)--—+'B(W). Esta colección de flechas 78,

inducirá un morfismo W*(CE(W))-—-+-B(W), que será ww.

Sea entonces s : [ ,II]-—->'OE(W). s equivale a un ele

mento de 0E(W)(H), o sea, a una sección s del haz OE(W)
sobre H. H = VfïE.

Vale decir, se F(H,OH(W)).

Por la observación 4.1 se puede pensar s : (H,OH)——+4W,OW)
flecha en L . Y se tiene entonces

B*s : B*(H,0H)--—>B(W)

* = '
Como B (H,OH) ZB(h1IV,...,nle)

se tiene entonces
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B*s : Z (h ,...,h )——>B(W)
B lIV klv

además, se tiene el pull-back:

W(H) -—-—-—-—-—-———€> l

ral-I IIA II

( h )C-——>ZB(hl,...,h )Z h [0.0,
B llv le k

Se define:

75 = (B*s)mH

75 = w(H)——> B(w).

Vamos a probar que dados HCH' abiertos en E, dada

t : [ ,H'] á OE(W) y s = t entonces:/H '

. _ . _ ._ lH'H'o
Pensando a i , : (H,O )C————>(H',0.), se tiene queH,H H H

* ' o

B (1H,H.) . ZB(hlIv,...,hklv)c___—+ZB(hlIV',...,hk|V')



es la inclusión canónica; donde H = VfïE; H' = V'ñ E.

Se tiene entonces que la composición:

iH,H' t
(H,0H)C———————->(H',OH,)CF———————->(W,0w)

es s : (H,0H)-——e>(w,0w) (pues t/H = s).

Por lo tanto, B*s = B*(t)B*(iH H,).I

. * . = . _

Como V1mos, B (1H'H.) J . ZB(h1lV,...,h V)C___———:>ZB(h1rkI IV'

...,hkl ) es la inclusión canónica j, o sea:VI

B*s = B*(t)j.

Componiendo con mH: W(H)-——+-ZB(h1IV,...,hle), se obtle
ne:

B"'(s)mH= B*(t) (ij)

Sea T = W(iH'H,). Por definición, r satisface: nh'r

= ij . Se tiene entonces:

B*(S)mH = B*(t)(mH.T) = (B*(t)mH.)T .

. = * . = *
Tenlendo en cuenta que ’É B (s)mH , 7t B (t)mH. :

se obtlene 75 = 7t1' o sea 75 = 7tW(1HIH.).



Por lo tanto, por ser

W*(0E(W)) = colim W(H) ,

[- ,H ILOEWJ)

si llamamos fis : W(H)-—a>W*(OE(W))a la flecha natural al

colímite, se deduce que existe una única 1rw ,

wa : W*(0E(W))—>B(W) tal que

nwfis = 75 para toda s :[ ,H] -’ 0E(W)

queda definida entonces, para cada W abierto en Cm, m;>0,
una flecha:

1rw : W*OE(W)——> B(W) .

Vamosa probar ahora que esta colección ww (W abierto en
Cm, m220) define un morfismo de anillos analíticos

n: W*OE'-+> B. Hay que probar que si Wl es abierto en

C , W2 ablerto en C , y f : W1---->>W2 holomorfa,
entonces el cuadrado:



1 x \
W*OE(W1) , 13ml)

W*(f*) B(f) conmuta;

7T

wz
* y

W 0E(W2) r B(W2)

donde f* : 0E(W1)’-->“OE(W2) es el morfismo de haces de
ducido a partir de f.

. *
Sea s . [ ,H] '* 0E(Wl) y sea Bs W(H)-—-> W 0E(Wl) la
flecha natural al colïmite.

Para probar que B(f)1rW = wwW*(f*), siendo flechas que sa
1 2

len de un colimite, basta ver que para toda s : [ ,H] ->

--+> 0E(wl) , se verifica:

(B(f)1ïwl)l3s = (Fw2W*(f*))Bs

Se tiene ffi : 0E(Wl)(H)--> 0E(W2)(H); sea t = ffi(s);

te 0E(W2)(H), o sea t : [ ,H] * 0E(W2).
Sea

¿t : W(H)-—-> W*(OE(w2)) la flecha natural
al colïmite.

Por definición de W*(f*), el diagrama:



fis
WH)———> onml)

W*(f*) conmuta.

w*0E(W2)

ya que por definición, W*(f*) es la única flecha tal que,

W*(f*)fis = ¿t para todo s, donde t = fñ(s)).

Además, por definición de #wl y ww , se verifica:

"w Bs=7 = B*(S)m.H

"w5t=7t= 3*(th

Se tiene entonces que:

(B(f)1rWl){3S B(f)(1rwlfis) = B(f) (B*(S)mH) =

(B(f)B*(s))rn.H . (5)

Pensando t : (H,%fl-->(W2,0w );
2



s = (H,0H) ———>(w1,0wl);

"k . .(flf)o )I
1 2

se tiene que: t = (f,f*)s y por lo tanto

B*t = B*(f,f*)B*s = B(f)B*(s)

se deduce entonces, de (5), que:

(B(fnrwlms = B*(th = vt =1rW26t=

= Ww2(\l/*(f*)fis) = ("w2W*(f*))Bs

Esto termina de probar que n: W*0E--á-B, dado por la co
lección r es un morfismo de anillos analíticos en 8

w I

Vamosa probar ahora que n es local:

Sea W un abierto en cm . Hay que probar que:

"w
W*(OE(W)) —%>B(W)

w*(i*) B(i) es un pull
back en fi.

* *m r
W (OE) "Cm B



donde i : W<L—+Cm es la inclusión.

Este cuadrado es conmutativo por ser 1r morfismo de anillos
analíticos.

Sea s : [ ,H] e 0: una sección del haz OE , donde H =
= VtWE con V abierto en U.

s induce una función continua "valor de s", a1 la cual notg
remos VS.

Vs : H——>-Cm

Sea H' ={x€H tales que Vs(x)€W}.

H' es abierto en H, H' = V'n E con V' abierto en U,

V'C V.

Pensando s : (H,OH)---+>(Cm,0 m) y restringiendo a H',
C

se obtiene:

s : (H',OH.) ——> (w,0w)

Resulta claro que

S
I —————-———-——4>

es un pull

back en L ,

m
(H,0H)————> (e ,0 m)
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y como B* : 3-» a preserva limites finitos, se obtiene

que:

13*(5)
Z (h ,..., ) --‘-——-> B(W)B

j B(i)

B*(s)z [noo'h)
B lIV klv

es un pull-back en á .

Además, es fácil ver que

mn.
H' fix- Z h [ooo h

W( ) B( lIV' y kIVI)

T j

w "‘H(H) 4—%>Z (h p...,h )
B lIV kIV

es un pull-back en fi .

Por lotanto , se obtiene, juntando estos pull-hacks, que:



B*('s')mH.wH') ¿Bm

B(i) es un pull

B*(S)mH back en 8.
W(H) fix (6)

Recordemos además, que si llamamos:

as z WH) ——>w*(0‘¿‘>

. l t
8g . WH )—->IÍJ 0E(W)

a las flechas naturales a los colImites, entonces, por defi
nición de n, es:

n 8 = 7 = B*(s)mH
CI'l'l S S

"w ¿s = 7; = B*<s>mnv

ahora ya estamos en condiciones de probar que n es local:

Sea X68 , y sean

a : x——>w*(o‘¿‘)

b : X—>B(W)



tales que B(i)b = 1r a
z:rn

on (w)——ï——> B(w)

W*(i*) B(i)

m m

W*(0E)——1r'm—-> B
C

Hay que probar que existe una única c : X—>IJJ*(0E(W)) tal
que

1rwc = b

W*(i*)c = a

Para cada s : [ ,H ]—>OÏ¡l sección del haz o: sobre H,

sea XS el siguiente pull-back en a

ds
x -——-——-> Xs

a a

WH)“WWW?
85
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Por ser w*(0:) = colim W(H), la familia:
m

s .[ ,Hl-> OE
85 m

WH)‘--—"-'> W*(0E) es epimorfa en 8 , y como 8 es un to

pos de Grothendieck , es epimorfa efectiva universal. Se de

duce entonces que la familia:

XS------* X es epimorfaefecti
va en 8.

Sean H' y g comoantes; se tiene:

t = = = =
(B (s)m¡_¡)as (WC8 )a 1r (8 a ) ow(ads)

= («animas = (B(i)b)ds = 13(1) (bds)

Se deduce entonces, por (6), que existe una única c : X

———+W(H') tal que

(B*(E)mH,)cs - bds

Se tiene ahora la familia:
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Es fácil ver que esta familia es compatible (con respecto a
d

xs-——+-x), y por lo tanto, como xs-—-—5———+>xes epimor

fa efectiva, se deduce que existe una única c : X a-np*QE(W)
tal que

c para todo s : [ ,H] á- 0%

vamos a probar que:

«wc = b

w*(i*)c = a

y que c es única con esta propiedad.

nwc , b : X-———9'B(W) verifican que

(nwc)ds = nw(cds) = flw(63cs) = (fiw83)cs =

= (B*(s)mH.)cs = bds . (para todo s :[ ,H] -+

d
-—-+0:), y por ser XS--EL-—-9 x epimorfa, se deduce

que nwc = b.

Análogamente,

(W*(i*)C)ds = W*(i*)(cds) = W*(i*)(8gcs) =



(W*(i*)óg)cs = (ósr)cs = 88(705) =

H
0-; DJ H 2L

y por lo tanto, W*(i*)c = a.

(Se observa aqui que W*(i*)6g = 651 por definición de
W*(i*).).

Veamos la unicidad: nwc' = b

Sea c' : x —-—+ W*OE(W) tal que W*(i*)c' = a

Como W*(i*) es un monomorfismo y W*(i)c' = a = W*(i*)c,

se deduce que c' = c.

Esto termina de probar que n es local.
Hasta ahora se tiene:

W* : Sh(E)-———>a que preserva colïmites cualesquiera

y limites finitos

n : w*0E ———-—+B morfismo local de anillos analíticos.

Vamos a probar ahora que nú*(w) = A, donde:

w : A*(o (U) )—-—> 0
n /(hl,...,hk) E

w «p:Agwn hk))——> on.(U) /(hll"°l



Recordemos que w equivale al morfismo w 0 (U)n /(hl,...
TF(E,OE) dado por cpr = p , donde r : o (U)—>oo, k n

——>O (U) es la proyección al cociente, yn /
(hl, '-Ihk)

p : On(U)—>I‘ (E,0E) es el morfismo canónico.

r se puede pensar comouna flecha r : Aá(0n(U))---—>
___> * : -—---——->

A¿(0n(U)/(h h )) y como r 0n(U)
l] a o o 1 k

——->0 (U) es un epimorfismo, entonces tambiénn / (h r “¡h )l k
. * * - - r . A¿(On(U))—> A¿(Un(U)/ ) es un eplmorfls(h1,...,hk)

mo.

Por lo tanto, para probar que 1rd;*(«p)= A , basta ver que

(fiw*(w))r = kr

Como Ag(0n(U)) = W*(A*(On(U))) Y 00m0

A*On(U) = colirn [ ,H] ,
,H] _5,N(0n(u))I_|

entonces:

Ag(0n(U)) = ¡P*(A*(0n(U))) = colim IJ/(H)
B

[ :H]—>A*(0n(U))

Por lo tanto, para probar que (nú*(‘p))r = A r, basta ver



que, para toda B : [ ,H ] á A*(0n(U)), Se verifica:

(THIJ*(tP))rW*(B) = Árw*({3) r

donde

41*(6) WH) —-> 'J/*(A*(0n(U))) = AE(On(U))

es la flecha natural al colimite.

B : [ , H] 6- A*(On(U)) equivale a un elemento

f e A*(0n(U))(H) = 0n(U); o sea, f : U-——€>C holomorfa.

Y B es la composición

llfll

[ ,H]——>1 ——-> A*(On(U))

Como W* preserva limites finitos, preserva objeto termi
nal.

Por lo tanto, W*(1) = 1 y entonces, W*(B) es la composi

ción:

u "f"
W(H) ———>1 > ¿g(0n(U))

donde ahora 1 es el objeto terminal de a y "f" es la

flecha canónica deducida a partir de f.
O sea:
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ww) = "f"u

Se tiene r"f" : l -—a-Aá(0 (U) Esta flen / h )(hl' coo, k
cha es lo mismo que considerar r : 0 (U)-—a>0 (U)n n / (hl,..,hk)
y como fe 0n(U), r(f)€ 0n(U)/ , y se deduce a(hi....,hk)

partir de r(f), una fleCha= "r(f)" = 1 a AE(0n(U)/(hl,..

ooo, ), o sea,
hk)

r“f“ = "r(f)".

Por lo tanto,

rW*(B)= r("f"u) = (r"f")u = "r(f)"u

Por lo tanto, hay que probar que:

nw*(w)"r(f)"u = ¡"r(f)"u

Sea a = r(f) ae 0 (U)n / (hl,...,hk)
Hay que probar que:

uauu= Allal'u.



aqui, a = r(f) y "a" : J.-——>Qa(0n(U)/ )(hl,... k

A*(0 (U) ) = colim [ ,H]n /
(hlI‘o-Ihk) a

[ ,H]-> A*(0n(U)/ (hl,...,h

w*A*(0n(U)/ ) = colim w(H)
(hl,...,h]_) g‘ *

[ ,H] A (0n(U)/(h )llo-.Ihk)

Pensando a: [,H ]*-A*(0n(U)/ ) y llamandochl'ona
ta : W(H)-——+>W*(A*(0(U) )) a la flecha naturaln /

(hll °Ihk)

al colïmite (ta = W*(a); a : [ ,H 1* A*(0n(U)/ )(hl,...,hk)
es, ¡“(t/¡Ha =w*(w)d/*(a) =\ü*(soa).

Sea s = wa : [ , H ]'* OE

OE = colim [ ,H] y w*0 = colim W(H) ,ss
[ ,H]—> 0B [ ,H] -> oE

y la flecha natural al colimite, Bs :_ W(H)-———+-W*0Ees

tal que fis = w*(s).
Entonces, se tiene:

w*(v)ta = ams) || u
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Ahora bien, como a : [ ,H]———+.A*(0n(U)/ ) es(hl,...,hk)"a"
la composición [ ,H] -> l _--_-*’A*(0n(U)/ )(hl,...,hk)
entonces W*(a) es la composición:

w u "a" '(H) =-l 44%>A*(0 (U) )8 n / (hllnao

(pues "a" : l'—-*A*(0n(U)/ ) es "a" = A*a(hl,ooo
luego,

W*("a") = (W*A*)a = Ag(a) = "a")

O sea:

ta = W*(a) = "a"u.

Por lo tanto:

* Il n = * =
W (W) a u W (W)ta fis

Entonces:

wwwaw = nas

Pero por definición de fl , es

"5 = 7 = B*(s)mH.S S
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Se tiene entonces, que nú*(v)"a"u = B*(s)mH.
En resumen, el miembro izquierdo de (7) es:

B*(s)mH

donde s = Wa : [ ,H]-—4>0E.

Por otra parte,

n _|I A1 ---> A*(0(U) )---9'B
a n /(h h)1,00., k

es "Mon"1 ---—-> B

donde

A : 0 (U) -F-—-—--> B = B(1)n / 1(hl,...,hk)

y A(a)EBl equivale a ">\(a)" : l->B.
Por lo tanto, el miembro derecho de (7) es “A(a)"u. Por

lo tanto, hay que probar que

B*(s)mH = "7\(a)"u (e)

donde a = r(f)
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a : [ ,H] -+ A*(0 (U) )n / (h1,...,hk)

W:A*(0 (U) )——‘0n / E(hl,...,hk)

y es claro que ‘Pa = W(a)/H; donde ahora” a EOn(U)/ (h [oool
; W:0 (U) ----->1‘(E,0 ) y w(a)€ P(E,0 )

"hk) n /(hl,...,hk) E E
es una sección global del haz OE.
O sea,

s =fiP(a)/H °

Por lo tanto, pensando s : (H,0H)-->(C,0C), s es la
composición

i W(a)
-————————+

o sea, s = W(a)i. Por lo tanto, B*(s) = B*(W(a))B*(i).

Pero

B*(i) : ZB(h1 ,...,h
IV kIV)C——>ZB(hl,...,hk) (H = VfïE)

es el morfismo canónico jv.
Entonces 2

B*(S)mH = B*(W(a))(ijH)
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Recordemos que

u
W(H) > 1

es un pull
mH A back en fi .

Iv Iv jV

Por lo tanto, B*(s)mH= (B*(W(a))"k")u.

Por lo tanto, para probar (8), basta ver que:

B*(*P (61))"Á" = "A (01)" (9)

Ma) = w(r(f)) =p(f)

donde p(f) es la sección global del haz 0 dada porE

f €0n(U); (ya que tpr = p) .

Pensando p(f) : (E,0E)-—-—>(C,Oc), p(f) es la composi
ción

i (f,f*)
(E,0 )C—-—->(U,0 ) -———>-(C,0 )

E U C
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o sea,
P(f) = (f,f*)i ; por lo tanto:

B*(W(a)) = B*(P(f)) = B*(f,f*)B*(i) - B(f)B*(i)

donde B*(i) ZB(h1,...,hk)C———á>B(U) es la flecha natu
ral de egalizador

Bf : B(U)—->B.

Por otra parte, ¡(a) = (Kr)(f), con Ar : 0n(U)--—+>B1.

Pero, Ar "¡"6 Bl(U), 0'si se quiere aequivale a

"A" 1 -—€>B(U), que a su vez define

0.-,hk)o
(Recordar que

"X' l —*’ZB(hl,...

II A"

ZB(h1,. . .,hk) L-*—_+B(U)

Por lo tanto

B*(w(a))uxn= (B*(i)u)\u) = B(f)n)\n



donde ahora, "A" : 1-—————>B(U).

Pero "A" : l->‘B(U) , provenía de considerar

Ar : 0n(U)--> B o sea1 I

ArEBl(U), o sea Ar : 1 —>B(U)

o sea, por definición, era "A" = "Ar" (recordar def de

"A" al principio del teorema).

Se obtiene entonces que

B*(W(a))"X" = B(f)"xr" con Ar z 1 -+ B(U)

además, A(a) = (Ar)(f) = B1(f)(Ar) donde Ar : 0n(U)-> Bl

o krEBl(U).
Por lo tanto, para probar (9), basta probar que

B(f)u>\rn= u

Sea (o = A.r; a: E B1(U), o bien "w" : 1 --> B(U)

B(f) :B(U)-—>B

Hay que probar que

B(f)"w" = "131m un)"
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B(f)"w" : l-——á-B está dada por el elemento:("Lema de Yo

neda")

(B<f>"w")l<idl) = B(f)1("wï(idl)) = B(f)1(w) _=

131mm

que es justamente, el elemento que define "B1(f)(w)".
Esto prueba que

llull= II
Esto termina de probar que nú*(w) = A

Vamosa probar ahora la unicidad de (W*,n).

Sea

WÏ : Sh(E)-———4>8 (imagen inversa de un morfismo

geométrico)

' : WÏOE -———>B (morfismo local de anillos a
nalíticos)

tal que W'WÏ(W) = A ,

Se puede probar sin dificultad el siguiente hecho general:

Sean B1 y B2 anillos analíticos en una cierta categoria

8 con limites finitos, y sea n : Bl-——>B2 morfismo
.de anillos analíticos.
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Sea U abierto en Cn , n >0, y hl,...,hk holomorfas en

llolo'hk)o
Entonces, existe una única flecha nE : ZB (hl,...,hk)———>

1

U. Sea E = Z(h

—>z(hB l,...,hk) tal que el cuadrado
2

... C—————___+
ZBl(hl, ,hk) i Bl(U)

¡ 1

I

í HE HU conmuta.
I

|

+
C————————>

ZB2(hl,...,hk) i 82(U) (10)
2

además, si n es local, y H es abierto en E, H = VfïE

con V abierto, VCIU, el cuadrado:

j
k >L1_>ZB (h h)

Iv 1
’ooofh l"'f

V 1 k

(ll)

j 2,...,h )C—+Z ¡(h,...,h)
llv klv B2 l k

es un pull-back en 8.



Continuamos ahora con la prueba de la unicidad de (W*,n).

Se tiene n' : wÏOE —————+-Bmorfismo local de anillos ana
liticos.
Se tiene que, por (ll)

J' 1
2* (h ,...,h ) z, (h,...,h)
wloE lIV klv ’IIÏOE 1 k

ná ná (12)

j2Lfi
,...,h ZB(h1,o--'hk)

es un pull-back en 8 .

Ahora bien, idU : U-——>U, induce una sección global del

haz 0E(U), a la cual llamamos id : [ ,E ]--> 0E(U).
Se tiene

[ ,El///
H:id* // id////

z (h1,...,hk). -——> k .
ZOE(hl,...,hk);q—>0E(U) OE egalizador.0



donde hjid : [ ,E] -9-0E es la sección global del haz

OE dada por hj. Por lo tanto, hjid = 0.

Se deduce entonces que existe una única id* : [ ,E] '*ZO (hl,E

...,hk) tal que q id* = id.
ql

Análogamente, si Z (h ,...,h )C;———-*()(V), y si
OE lIV kIV E

rd : [ ,H] -> OE(V) es la sección en H del haz 0E(V) dE

do por la idV : V * V (H = VfïE), se deduce que existe una
única:

id* : [ ,H]-—>-Z (h ,...,h ) tal que
OE lIv kIv

q1 id* = i".

Se puede ver que

única
[,H] r[ ,E] = 1

es un pull
{3* id* -back en

Sh(E).

Z (h ,...,h )CL————4>Z(h ,...,h )
0E llv klv i QE 1 k

Aplicando WÏ que preserva limites finitos, y por lo tanto
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preserva pull-backs y objeto terminal, se obtiene que:

única
WÏ(H) > l (objeto terminal de 8)

wï('i"d*) wÏ(id*)

WÏ(ZOE(h1IV,...,thV)C——+>WÏ(ZOE(hl,.--,hk))

es un puil-back en 8 .
(h ,...,h )

lIv klvx k

E Iv lv o

es egalizador y wí preserva limites finitos, (por lo tan
to preserva egalizadores), se obtiene aplicando WÏ , que:

,...,h )(h
lIV kIV\ k

41*(2 (h ,...,h )L—>¡I/*o (V) 441wl OE llv klv lE lE

es un egalizador en 8.

Por lo tanto,

* (hlIV,.o.,h ).)) = Z (h ,...,h
E kIv “’ÏOE 1IV kIV
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Análogamente, WÏ(ZOE(h1,...,hk)) = ZWÏ0E(h1,...,hk
Se tiene entonces que:

única

(id*) WÏ(id*)

z (h ,. h (h ,...,h )
WÏOE 1| 1 k

.., )C———-————>Z

v kIV jl=WÏ(i) WÏOE

es un pull-back en 8.

Juntándolo con el pull-back (12), se obtiene que:

única* \

«¿wïddn lfládiïüdflZ ,...,h ,...,h)
B ll V kl V . B l kJ2

es un pull-back en 8
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I * ' _ II II . II II _
Vamos a probar que WE W1(1d*) — A , A . 1-—a-ZB(hl,...

...,hk). Recordemosque

i1COI g-fi

WÉ nó conmuta

J:2o.a ;—_fi
zB<hl, ,hk) B(U)

y que 12"A" = "A" : 1 —-4>B(U).
Por lo tanto:

12(WEWÏ(id*)) = (izflÉ)WÏ(id*) = (flúil)WÏ(id*) =

= (flüWÏ(q))WÏ(id*) = núwï(q idt) = «ú wÏ(id) (13)

(donde Wï(q) = i1 por ser WÏ(ZOE(h1,...,hk)) =

=Z* 'n..,h))0
Wl OE l k

Recordemosque pU(idU)€IïE,0E)(U) es la sección global

del haz 0E(U) dada por idU ; o sea, pU(idU) = id.

id : [ ,E]-+ 0E(U) .
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Se tiene wÏ(id) : l-———á-Wï0E(U),que verifica:

(Wï(id))1(idl) = (WÏ(PU(idU)))1(idl) = ( vr = P) =

= (WÏ(WU(rU(idU))))1(idl) = (WÏWU)l(rU(idU)) =

= (wi/iv)l'U (rU(idU) ) .

Aplicando r' a ambos miembros se obtiene:

flí'U((WÏ(id))l(idl)) = flí'U((WÏ?)lIU(rU(idU)))

Se sabe que n'WÏ(W) = A.

Por lo tanto,

"'(WW’) = A 7K:O (U) ——> Bl 1 1 n / l(hl,...,hk)

Entonces:

ní(WÏv)1r = kr": A 0n(U)---—>'Bl

y por lo tanto:

"í'U(WÏ‘P)l'U(rU(idU)) = AU(idU) = xe Bl(U)
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Se obtiene entonces que:

* . . =
flí'U(W1(ld)l(ld1)) AG B1(U) , o sea

(«{¡WÏ(id))l(id1) = A e 31(U);

de donde se deduce obviamente, que

* - = u n ,núúflid) A . l—>B(U)

Por lo tanto, por (13) se tiene que:

- - _ * - t = n u .12(1TÉWÏ(1CÏ*))- «¿d/did) A . 1-—>B(U)

O sea:

¿Zuryïud'vn = 12"“

donde ahora "A" : 1--+ ZB(hl,...,hk).

Como i2 es un monomorfismo, se deduce que:

I * ' * = u u«Ewlhd ) A

Se tiene entonces que:



única
W1(H) = WÏ(H) > 1

es un pull

. -” n back en 8 .
“HWÏ(id*) A

C——————————4>) _ ZB(hl,...,hk)
J2

Z (h ,...,h
B llv klv

Recordando la definición de W(H), se obtiene que W1(H)=
= W(H) en 8L(para HCZE). Ahora bien, por preservación de

colimites, se deduce inmediatamente que

wï = w* (y también mH = «¿WÏ({a*))

Vamos a probar que fl' = fl .

Sea W abierto en Cm. Por definición, ww es la única

flecha tal que ww88 = 78 para toda sección s :[ ,H] *

á QE(W), 88 : W(H)-+ w*OE(W) es la flecha natural al col;

mite, y es 85 = W*(s).
Además,

7 = B*(s)mH = B*(S)(WáWÏ(Ïd*)) =

(B*(s)wú)WÏ(ïa*)
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Es fácil ver que

z (h ,...,h ) -———————-———>(u#0>(w)

WÏOE lIv kIv (wÏoE)*(s) 1 B

1 I

FH 1I'W

Z (h ,. .,h ) >B(W)
B 1IV kIV B*s

conmuta.

Donde WÏOE preserva cubrimientos ya que OE preserva cu

brimientos, WÏ también y por lo tanto tiene sentido
'k *

(WIOE) (5)).

Se tiene entonces que:

vs =(nú(WÏ0E)*(s))wÏ(íá*) =

«¿((wÏoE>*(s)wÏ(ía*)) = (usando que wi = w),,

«¿(<w*oE)*(s>w*(ía*)) = wú(w*(OE(S))W*(ía*)) =

«¿asi/Hoysuïih (14)



Se tiene s : (H,OH)—->(W,Ow), v como OE preserva cubri
mientos, se tiene

OMS) : Z (h ,...,h )—>0 (W)
1:. OE llv kIV E

además

1751*:[ ,H] —->z (h )
O. 1IV kIV

Supongamos que la sección s viene dada en Va por

fa:Va—>-W, con V ngaDH (H=VnE).
Se tiene que

aaZ (h ,...,h );—>Z (h ,...,h )
OE llva klva OE lIv kIV

es epimorfa efectiva en Sh(E); además, la familia:

bOi fa
Z (h ,...,h )L——>0 (V )L-—>O (W)
OE lIV klv E a E

es compatible, y entonces existe una única T : ZO (hll ,...E V

...,thV)-6’0E(W) tal que Taa = faba Va . Por definí
ción, es 0€(s) = T.

Sea Ha = Hn Va.

Es claro que
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i"d* = a 13* ,
/[ .H] °‘ °‘

o sea que,

[ ¡Hal 4) [ KH]

1d* {3*

Z (h r- 01h )‘———>Z (h ,...,h )
OE 1Iv klva OE 1IV kIv

conmuta.

Se tiene:

* q- 'N* = * 7* =
05(9) 1d /[ H 1 0E(s)(aa1da)' a

= (0E(S)aa)idg = (7a“)idg =

(faband; = fa(baid¿) = faida

donde {aa : [ ,Ha¿]--> 0E(V¿).

Por lo tanto, fazïda : [ ,Ha] -> OE(W) es la sección de

0E(W) en Ha dada por fa . O sea: falda = S/[ H f’ a

[ ,Ha]—> OE (W) .



Esto rueba ue 0*(s)Ía* - s ara todo a
p q E /[ IHa] /r ] (p 1. ,Ha

y como H = Ua Ha , se deduce que

* 7' * =OE(s)1d s

Por lo;tanto, por (14) se tiene:

= I = I '75 WWW*(s) rwós para toda secc1ón s.

Por lo tanto, por definición de Fw, se obtiene que ná = ww
(para W abierto en Cm , m>=0).

Esto termina de probar que W' = fl.

Queda probado el teorema 5.2.

Vamosa calcular ahora el espectro de un retracto de un co
ciente.
Sea A un retracto de un cociente. Se tiene una retracción

. ———> - : ‘
w . 0n(U)/ A, y sea v A-9vcn(U)/(hll ° (h11o-o

tal que 09v = id . Recordemos (ver 4.5) que
. 01hk) A —i(Vw)
(x ,0 ) es el egalizador en L de (E,0 )_______;(E,0 ).

A XA E id E

5.3. Proposición.

El espectro de A es el topos de Grothendieck Sh(XA) jun

to con el anillo analítico 0X en Sh(XA).
A
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Demostración

Sean:

= 3(XAI

Sea wo : 0n(U)/ ---——--->F(E,OE) el morfismo canó(h1,...,hk)
nico, (wor(t) es la sección global dada por t), y sea

r z P(E,0E)--> F(XA,O ) dada por "proyectar el coX
A ciente“

vale decir, si sEEF(E,0E) está dada por f alrededor de

un punto i(x), con xE xA , entonces T(S) está dada por

f alrededor de x. O sea T(s)(x) = Ï; si s(i(x)) =

= fi(x) (donde fx 1nd1ca la clase de fx según el 1deal

que deflne OXA'x y fi(x) 1nd1ca la clase de f(i(x))

según (hl'x,...,hk'x)).
- -—-——>

Observemos que Two . 0n(U)/(h) F(XA,OXA) es tal que
Twor(t) es la sección global de Ox dada por t.

A

Por lo tanto, (Twor)U(1dU)E F(XA,OXA)(U) es la secc1ón
global dada por idU.

= r - e
Sea W mov . A F(XA,OXA).
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p equivale, por supuesto a un morfismo A*A + 0x , al
A

cual llamaremos también v , donde A*A es el haz constan

te. Por ser (Tvor)U(idU) la sección global de 0x dada
A

por idU,

((TWor)U(idU) e P(XA,0XA) (U)) I

equivale a la inclusión (XA,0x )C————a>(U,OU),se obtig/\
ne que Two es la inclusión (XA,0X )C———>(E,OE)o sea:/\ _ A
wo = 1(w) .

Por lo tanto, por 4.2

_ A _ _
rspovw= i(vw)wo = i(vw) i(w) 

= Manu?) = m3) (103162)) = “¿nuca =

= “¿uuu-v) = i(C-0)i(Ïc_1A)= “¿una? =

i(<Ï>)'d ¿(5) 7/)= l = =

(XAIOXÁ) O

= =T
Por lo tanto, Twovw Two , o sea ww Wo .

Sea B un anillo analítico local en un topos de Grothendieck

a , junto con un morfismo A : A*A * B.



Hay que probar que existe un único par (q*,fi), donde

q* : Sh(XA) -> 8 es la imagen inversa de un morfismo geo

métrico, 1r : q*0x —> B es local, tales que 1rq*(50) = A.
A

R equivale a un morfismo A : A ——>I‘B.

Sea A =>\w:0 (U) —-——>-l"B° n /(h )
l k

Por ser Spec(0 (U) ) = 0 (por 5.2), junto conn / E(h [oon’h )l k

sao : On(U)/(h h—)—> P(E,OE) existe un único par1,00., k
(p*,0); p* : Sh(E)-—> G imagen inversa de un morfismo geg

métrico, 0: p*0E-—> B local, tal que 6p*(*Po) = lo.

Se tiene i(\-r) = (9,71) (E,0E) —> (XA,O ), donde
xA

g : E -—-> XA es continua. Por lo tanto, se tiene

g* : Sh(XA)—> Sh(E); además, n : g*0 —-:>O ( o sea,
XA E

para cada pEE , 1? ).
p z OxA,g(p) OE,p

Además, 1? preserva el "valor" de las secciones (ver [4] )
. . __>

lo cual dice que np . OXA’g(p) OE,p es local, para
cada pGE.

Es fácil ver entonces que, ‘n: g*0x—> OE es local, y c9
A

mo p* preserva limites finitos, p* n: p*(g*0X )—>p*0E
A

es local.

Se tiene entonces que 0 p*n = p*(c_r*0x)-—> B es local.
A

Sean q* = p*g* : Sh(xA) -—>' 8 (imagen inversa de un mor



fismo geométrico), fl = 0p*(n) : q*0x ———>B, morfismo lo
A

cal de anillos analíticos.

Vamos a probar que Wq*(v) = X.

En efecto:

1rq*(*P) = (9p*(n))p*(g*(‘P)) = 9 p*(ng*(‘P)) (l)

vamos a calcular ng*(W) aqui, W: A*A'-> 0x , por lo tan
A

to, 9*? : A*A-—-->-g*0x (g*A* = AF). Entonces
A

fig*v : AfiA-—->OE equivale a un morfismo:

2 : A —>F(E,OE)

Dado aEA, es W(a)€I‘(XA,OxA).

Pensando g*w : A-—>F(E,g*0xA) v es, para pEEE,

((g*‘P) (a) ) (p) = tp(a) (g(p)) (ae A)

Además, se puede pensar

17 : F(E,g* OXA)——>F(E,0E) dada por:

(n(s))(p) = n (s(p)) (pEE, s€l"(E,g*O ).
P XA



Esta composición: 1ïg*Wes E .

Por lo tanto, es

(¿(a))(p) = np((g**fi(a))(p)) = np(v(a)(g(p)))

Vamos a probar que E = wov : A-—-—>F(E,0E).

Como cor : 0n(U)————9-Aes un epimorfismo, basta ver que

Eur = vovwr z OnfiU)—-—>P(E,0E)

Pero (Ewr(t))(p) = np((Wr(t))(g(p))). Como «pm= wo ,

es wwr(t) = Tv r(t) = sección global de (X ,O ) dada
o A XA

por t.
Por lo tanto,

(Ewr(t))(p) 17p(tg(p))

Luego, hay que probar que (Wovwr)(t)(p) = flp(tg(p)) Para

tGOn(U), pEE.
¡”x _ A

En efecto, observemos que mov = i(v)v7o (por 4.6).
A a

Pero Wo : (E,OE)-————4>(E,0E) está dada por Opor)U(1dU),

que es la sección global dada por idU. Por lo tanto,
A» _ .d //\\__ . - _ 1
Wo —1 (EIOE) y entonces mov —1(v) — (g,n), por o tanto,



(WOVGJI)U(idU)ÉEP(E,ÜE)(U),equivale a la flecha:

(E,OE)--——9-(U,OU), que es la composición:

(gm)

(E,0E)——> (xA,OXA)Q (u,0U)

Por lo tanto, para pGEE,si a es una extensión local de

g alrededor de p tal que np.(Eg(p.)) = (tg)p. (para p'
en E alrededor de p), es:

n ' = N
((‘PovwüU (1dU)) (p ) gp. .

Entonces, por el lema de Yoneda, es:

(Wovwr)(t) = (F(E,0 )(t)) ((wovwr)U(idU))

y por lo tanto:

(wbvaJr)(t)(p) = (tg)p = np(tg(p))

queda probado entonces que É = mov
Por lo tanto, en (1) es:



wq*(W) = Üp*(ng*(p)) = 0p*(5) = 0p*(vov) =

aqui, p* r Sh(E)—-->-8 y es

V : A*A—>A*(0n(U) )/
(hl, .. . ,hk)

Como p*A* = A* , es p*(v) : A*A-—>A*(0n(U)/ )(h1,...,hk)
donde ahora A* es el haz constante (en 8 ).

Por lo tanto, p*v = p*A*v = A*v , equivale a v : A —-->

—>0 (U)n /(h1,...,hk)'
Por lo tanto:

1rq*(30) = Mo p*(v), equivale a va = A idA =>\ .

o sea, 1rq*(v>) =7\ .

Vamosahora a probar la unicidad.

Sean

qÏ : Sh(xA)--+> 8. imagen inversa de un morfismo
geométrico

W : qÏOx -———>B morfismo local de anillos ana
liticos.
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tales que nlq*(w) = A.

Consideremos i : XAC—-%>E. Se tiene i* : Sh(E)-——>_Sh(XA).
Sean:

pÏ = qÏi* : Sh(E)-> a imagen inversa de un morfismo
geométrico.

Recordemos que es: i(&) = (1,0) (X ,0 )-——> (E,C ); y
A xA E

. . * . °* ———>sea. 61 . wlql o . Como o . l OE QX es local (al
A

igual que n), y qÏ preserva limites finitos, qÏ o:
*'* * *'* =

qll OE-—————>qloxA es local y es qli OE pÏOE . Se

tiene entonces que:

. *
01 . p10E 4- B es local.

Vamos a probar que 0 pï(vo) = A1 o'

Es:

ÜlpÏ(Wo) = (nlqï(o)) qÏ(i*(Wo)) = "lqï(ói*(wo)) (2)

Se tiene 91*(9 ) A*(0 (U) )--%> 0 , que
° n h ) XA1,0. o, k

equivale a un morfismo 7 : 0 (U) ----—-+> F(X ,0
n /<h1,...,hk> A XA

/(h
).

Para b E 0n(U)/ , es 90(b)€ P(E,0E). Por lo(h1,...,hk)
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tanto 90(b) define una sección de s en i*0E , dada por:

s(X) = (Wo(b))(i(x)) para xEXA ; finalmente, pensando
45 : F(x A,i*0E)—> I‘(xA,ox), dada por:

A

(45(5)) (X) = Óx(S(X)) (Óx: (1*0E)x = OE'i(x)-’OXA'X)

se obtiene que esta composición es 7 . Vale decir:

(7(b))(X) = Óx(S(X)) = Óx(vo(b)(i(x))).

Pero claramente, T: P(E,OE)--->-F(XA,0x) verifica que
A

T(0)(X) = Óx(0(i(x)) para 0€ P(E,0E), xEExA.

Por lo tanto, 7(b)(x) = T (90(b))(x) para xEEXA,

bEO (U) .n / (hl,...,hk)
Esto prueba que 7 = Tv o Por lo tanto: Ó i*(wo) equ;
vale al morfismo TW 0 (U) —--“’——4> F(X ,0 ).

° n /(h1,...,hk) A XA
Por lo tanto, en (2), obtenemos:

* = * = * =01p1(vo) wlql(rw0) fllql(vo»

*

= qu (WqÏW) = A qÏM
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Pero w : 0 (U) ————-—————>A equivale an /
(hl’lonlhk)

w : A*(On(U)/) -----> A*A
( h1,...,hk)

y es:

* . * —-> *

ql w - A (0n(U)/(h h )) A A1,00., k

qÏA*=A* (en Sh(&))

y qÏw = qÏA*w = Arm = w o sea, qïw equivale
a w.

* = =Por lo tanto, 61p1(wo) kw A .

Luego, por 1a unicidad de (p*,0), se obtiene que pÏ = p*

y 01 = 0.
Por lo tanto:

P* = PÏ = qÏi* e: 01 = "lqÏ(”)

Por lo tanto:

q* = p*g* = qïi*g* = qï(9i)*

Pero i(v)i(6) = i(vofl = i(uN) = id(xA o ) , o sea:
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Por lo tanto, gi = id . * = .

xA y entonces (gl) 1dSh(XA) . Se

deduce entonces que q* = qï .

Además, es 9 = fllqï(v) = qu*(v). Por lo tanto:

"1C!*(Ó)p*(n) = 0 p*(n) = vr (3)

Se tiene:

pt = pi = qïit = q*i* = (p*g*)i* = p*g*ii = q*i*

Por lo tanto:

q*Óp*n = q*(Ó)q*(i*fl) = q*(Ói*(fl)) (4)

Pero: Ói*(fl) : i*(0x ) = 0 —-> 0 está dada por:
A xA xA

e -* = . -*Para x XA, es (1 17)x ni(x) , entonces (Ól (12))x es

la composición

"¿(x) _ <"xá . —_+
A,x E,1(x) x



Como (9,0)(10) = id 1 , se obtiene que
(X ¡C )A X

óxni(x) 1do para x E xA .x ,xA

.* = . _
Entonces, (01 (71))x 1d0xA’x para xG XA . Por lo tan

to: Ói*(fl) = idox Obtenemos entonces, por (4), que:
A

* * = * -* = * - :
q (Mp (12.) q (451 (17)) q (1d0xA) 1dq*(ox )

A

Por lo tanto, por (3), obtenemos que:

1r = 1r1q*(d>)p*(n) = "1 .

Esto termina la prueba de la proposición 5.3.

5.4. Observación.

Consideremos en ACP , la categoria dual de anillos analípf
ticos de presentación finita, 1a siguiente topología de Grg
thendieck:

Aa----+> Á E cov(Á)
(a GI)

si y sólo si existe un cubrimiento abierto Ucv (a e I) de
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un abierto U y existen push-cuts

on<u>—> onma>

l l para cada a E I
A Aa

Se desconoce si esta topología es subcanónica, vale decir,

——————————+

si las familias Áa 9' Á son epimorfas efectivas. Se
puede ver que esto equivale a que si A €_A , entoncespf

A; I‘(X ,0 )
A XA

Esto diria, por ejemplo, que O (U) g F(E,Ü ),n / E(hl,...,hk)
lo cual, en general se desconoce. Sin embargo] se tiene

el siguiente resultado, obtenido en colaboración con A.

Dickenstein y C. Sessa.

Cuando un objeto A EEApf tiene una presenta
ción, vale decir A = 0 (U) I tal que E =n /(h h)l,..., k
= Z(h1,...,hk) tiene una base de entornos Stein (ver [5]),
entonces se puede probar que A = F(E,OE). En primer lugar,

es facil ver que si se toma un abierto Uo Stein tal que
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U DU :DE, entonces A = 0 (U) ; vale deo n /
poco )

Uo Uo
cir, se puede suponer directamente que U es Stein.

Sea w : On(U)-——>B tal que p(hi) = 0, 1.<i Sk. Sea

p : 0n(U)-a>F(B,OE) el morfismo canónico; vamos a probar

que existe una única A; : P(E,OE)-——4> B tal que ¿b = W.

Esto dirá que 'F(E,0E) = 0n(U) Para s G/(hl,...,hk)
e F(E,OE), existe f GOn(U) tal que p(f) = s, (por ser U
Stein) y se define 5(s) = p(f).

Esto está bien definido, ya que si s = p (g) con ge On(U),

entonces p(f-g) = 0, vale decir fp-gp €(h1p,...,hkp) pa
ra todo p EE.

Por lo tanto, por ser U Stein, se deduce que

)f-g €(h .,hl"' k

y como W(hi) = 0, se obtiene que

W(f-g) = 0, o sea W(f) = W(g).

Además se puede probar que si se F(E,OE)(W), con w abier
to en C, entonces als) EB(W).

En efecto, s = p(f) para cierta ffEOn(U), y como
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s€F(E,0E) (W), se obtiene que f(E)C w. Luego, existe un
abierto V tal que EC VCU, tal que f(V) CW. (por ser f

continua).

Por el lema de Yoneda, existe b€B(U) tal que *P(t) =

= B(t) (b) para tEOn(U). Como W(hi) = 0, es B(hi) (b) =

= 0 (1<i<k), vale decir be ZB(h1,...,hk). Pero por

(2.10), ZB(hl,...,hk)C B(V). Por lo tanto, b€B(V), Y C9

mo f(V) CW, se puede pensar flv : V-> W y es 90(f) =

= B(f) (b) = B(fIV) (b). Como B(flv) : B(V) —avB(W), se ob
tiene que sp(f)€B(W), o sea 5(s)€B(w) .

Finalmente, se define "EW, para WCCn del mismo modo;

queda por probar que v; es un morfismo de anillos analíti
cos:

Sea g : W -> C holomorfa; supongamos que WC C es abier

to, hay que probar que

*

'62 'G

B(W) A, B
B (g) '

conmuta. Sea sEI"(E,0E) (W); sera s= P(f) con f€0n(U),

y de nuevo, f(E)CW, y por lo tanto existe V abierto tal
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que ECVCU, tal que f(V) CW.

Es g*(s) = p'(g°f|V) donde p' : On(V) -+ F(E,0E) es el

morfismo canónico. Por otra parte, existe tÉÉOn(U) tal
que g*(s) = p(t) y por definición es W(g*(s)) = W(t) =

= B(t)(b), además, ‘;w(s) = W(f) = B(f)(b), y por lo tanto,

B(g)(5(S)) = B(g)(B(f)(b)) = B(g)(B(f¡V)(b)) =

B(gofl V) (b).

Por lo tanto, hay que probar que B(t)(b) = B(goflv)(b).
Comopor hipótesis, E tiene una base de entornos Stein,

existe un abierto Vo Stein tal que ECZVOCZV,y de nuevo,

por (2.10), bEEB(Vo). Por lo tanto, es:

B(t) (b) = 13(th )(b);o

B(goflv)(b) = B(goflV )(b)o

Además,

g*(S) = P'(g°flv) = p"(g°flV )
O

g*(S) = P(t) = P"(t¡V )o
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donde p" : 0n(Vo) -> F(E,0E) es el morfismo canónico.

Por lo tanto, p"(g°flV ) = p"(tlV ), lo cual dice que pao o

ra todo pEE, (gaflvo)p - (tIVO)p€(hlp,...,hkp), como VO
es Stein, se deduce que gof - t e 01 ,...,h ),

IVo IVo 1IV kIVo o
o sea, gof - t = a. h. con a.€() (V ).

IVO IVo i=l l lIV l n o
s o

Evaluando en b y teniendo en cuenta que B(hi )(b) =

= B(hi)(b) = 0, se obtiene que B(g°flV )(b) = B(tlV )(b).o o
Esto prueba que P es un morfismo de anillos analíticos. Es

claro que WP = W y que v es única con esta propiedad,

pues P es suryectiva.

Entonces, se probó que

I‘(E0)=0(U) =AIE n / (h1,...,hk)

Pero sabemos por (5.2), que Spec A = OE ; vale decir, en
este caso, se obtiene:

P(Sepc A) = A.
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