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1. Productos tensoriales de complejos

Para construir complejos a partir de complejos mas simples se usa la construccion del producto tenso-
rial:

1.1. Definicién. Sean (M., dM) y (N.,d)) dos complejos de R-médulos. Entonces el producto tensorial
M. ® N, es el complejo formado por los R-médulos

(Me ® Na)n:= P M, &@r Ny,
ptq=n

junto con diferenciales
dni (M. ® N.)n — (Mo ® No)nflf

donde paracada x ® y € My @R Nycon p+g=n

dp(x®y) = dﬁd(x) Ry+(—-1)Fx ®dé\](y).

Obviamente, los morfismos d,, deben ser construidos de alguna manera a partir de d% y dé\] ; la tinica
cosa misteriosa en la férmula son los signos alternados “(—1)P”, pero se ve que son necesarios para que

dy—1 ody = 0 (de hecho, pudimos haber definido también d,,(x ® y) := (—1)17 dﬁ/[(x) QY+x® dé\] (y)):

1.2. Observacién. Si (M., dM) y (N, d) son complejos, entonces (Me @ No,de) es también un complejo de
cadenas.

Demostracién. Es suficiente ver qué pasa con un elemento x ® y € My @gr N, con p +¢q = n:

dy_10dn(x@y) = dy_1(d)! (x) @y + (-1)P x@d) (y))
——— N———
EMF,,1 GNq,]

= dLdl(x) @y + (—1)P ) (x) @ d (y) +
(~DPdy (x) @) (y) + (~1)*" x © dLody (y)
= idﬁd(x) ® dé\’(y) F dy(x) ® dé\’(y) =0.

1.3. Ejercicio. Demuestre que Me @ No = No @ M,.



Obviamente, existe cierta relaciéon entre la homologia de los complejos Mo y No y la homologia del
complejo M. @ N,, pero esta relacion se expresa mediante la sucesion espectral de Kiinneth (para com-
plejos M. y N. concentrados en grados > 0)

Er, = @ Tory(Hs(M.), Hi(N.)) = Hpyg(Me @ N,
s+t=q

que es una herramienta que no forma parte de nuestro curso. Sin embargo, si M. es un complejo de
médulos planos y los imd¥ C M, ; son también planos para todo 1, entonces tenemos una sucesién
exacta corta

0— P Hy(M.) ®@g Hy(Na) = Hy(Ms @g Na) = € Torf (Hy(Ma), Hy(Na)) — 0
ptq=n prg=n—1

Este resultado es una consecuencia de la sucesién espectral, pero también puede ser demostrado directa-
mente.

La construccién del producto tensorial de complejos se aplica a nuestra situacién con complejos de
Koszul:

1.4. Observacién. Si tenemos dos aplicaciones R-lineales f1: Fi — Ry fa: F» — R, entonces existe un isomorfis-
mo de complejos

Ke((f1, f2)) = Ke(f1) ® Ke(f2)-

Demostracién. Antes de todo, tenemos isomorfismos

on: P AP(F)@r AN(E) = A'(F @ B),
ptq=n

XN ANXp @Y1 N ANYg > X A AXp AY1 A=+ A Xy,

entonces los términos del complejo Ko (f1) ® Ko (f2) se identifican con los de K¢ ((f1, f2)). Tenemos que ver
que los diferenciales son compatibles:

I;-(ﬁ)@K'(fz)
@ AF(F)orA(R) @© AP(F)@rA(R)
ptq=n p+g=n—1
(Pnl \L‘Pn—l
n n—1
A'(F @ R) TS A" (F©R)

De hecho,



Pn—1 Odn(xl AREE

dno(Pn(xl/\...

Axp@yi A Ayg) = Y (=1 f(x)xi A AZ A Axp Ayr A Ayg+
1<i<p
(=P Y (1T ) xa A Axp AL A AT A AYg);
1<j<q
ANxp@yp A - qu) dn(x1 CAXp ANy A /\yq)
Z 1+1f Y1 A ATA AXp AYp A AYgt
1<i<p
(=17 Y (T ) xa A Axp A A AT A AYg).

1<j<q

2. Cohomologia de Koszul

Casi todos nuestros resultados basicos para complejos fueron férmulados con la numeracién cohomo-
16gica, es decir, con diferenciales d": M" — M"*!. En el caso de complejos de Koszul los diferenciales
son naturalmente homolégicos. Sin embargo, podemos aplicar al complejo de Koszul K, (f) el funtor con-

travariante Hompg (—

R) para obtener el complejo “dual” Hompy(Ke(f),R) con diferenciales al revés y

numeracién cohomolégica. Pero este complejo va a ser isomorfo a Ke(f).

2.1. Proposicién. Para simplificar la notacion, para un R-médulo M escribimos MY := Homg (M, R). Sea f: F —
R una aplicacion R-lineal definida sobre un R-mddulo libre F de rango n. Entonces el complejo de Koszul Ko(f) es
isomorfo al complejo Ke(f)" con la numeracion apropiada. A saber, tenemos isomorfismos

Ki(f) = K'(f) == Ku-i()"
que forman un isomorfismo de complejos:
Ke(f): O%A”(F)i;A”’l(F) ”'";;A”*(F)%...HM(F) & F ! R 0
K'(f): 0 R - EV Z AZ(F)\/‘),..‘>AVHZ(F)\/KAnfl(I:)\/E)An(F)\/‘)O

Notemos que el rango de Al(F) es

("), lo cual implica que A’(F) y A"~/(F) tienen el mismo rango: es una

especie de dualidad que ya estd presente en el dlgebra exterior. Por ultimo, para cada R-médulo libre F

finitamente generado tenemos un isomorfismo no canénico FV = F. A saber, si ey, ...
entonces una base de FY es e, .,

El isomorfismo e; — e} depende de la base escogida ey, .. .,

Demostracion. Fijemos una base ey, ...

la formae; A---Aejparal <j <---

,e, es una base de F,
e;; donde

* 1,
e; (ej) = {0

i=j,
i #].
ey de F y por lo tanto no es canénico.

,e, de F. Tenemos bases de A’(F) que constan de los elementos de
< ji < n. Los isomorfismos

¢i: Ki(f) = Kyi(f)Y



estdn definidos por la férmula obvia

pilej, N Nej)(ex, N--- Neg, ;) = (—1)l/2 e, N Nejp Negg A Neg

n—i 1 n—i’

Es facil ver que este es un isomorfismo y la tinica cosa que tenemos que verificar es que los morfismos ¢;
conmutan con los diferenciales (el signo extrafo (—1) 1i/72) sirve para eso):

¢i1odi=d; ;. 0¢;: A(F)— Homg (A" "T(F),R).

De hecho, parae; A---Aej, € A!(F) tenemos

piodi(e; A Aei) (e A Ak ) =im( Y (D flej,) e Ao NG A Aej)(eg A Aey_i)
1<0<i

(41 i—1)/2 ~
; (—1) 141 >/Jf(e]-[)ejl/\n-/\eﬂ/\---/\e]'l/\ekl/\n-/\ek
1<e<i

n—i+17

dy_irro¢ilej A Aej)(ex, N Aeg = ¢i(ej, A Nej)ody_ir1(ex, Ao Neg

n—i+1) y,,i+1)

(71)K+1+U/2J f(ek{) e N Nej Neg N+ /\e/k\p A Aeg
1<0<n—i+1

n—i+1"

Aqui tenemos dos sucesiones de indices, (ji,.../i) y (k1,...,k,—i+1), en total n 4+ 1 de ellos. Entonces
ambas sucesiones tienen por lo menos un indice en comtn. Notamos que si hay mds de un indice en
comun, entonces cada término en las sumas de arriba es igual a 0. Sin pérdida de generalidad, j; = k; = 1.
Todos los términos de las sumas son ceros, excepto uno que corresponde a ¢ = 1:

pirodiler Ao Nej)(er A Ay

(=DM fler) ey Ao N ner Ne A Aewia
(_1)L(i—1)/2J+i+1 f(el) e1 /\ejz A /\e].i A ek, A Ney_itq,
(=172 fler)er Nejy A+ Aejy Aexy A+ Aey—is1.

n—i+1)

dy_jroiler A Nej)ler A Neg, )

La diferencia entre las dos expresiones es el factor (—1)L=1)/2/+1i/2]+i+1 'y finalmente se puede verificar
que | (i—1)/2] + [i/2] +i+ 1 es un numero par para cada i > 1. [

Noten que el isomorfismo que hemos construido no es canénico y depende de la base de F que
hemos escogido. Sin embargo, todo esto implica que la cohomologia de Koszul H*(f; M) (definida por el
complejo de co-cadenas Ky, —o(f)") coincide con la homologia de Koszul:

H;i(f; M) = H"7{(f; M).

Nuestro objetivo es relacionar los complejos de Koszul con la cohomologia local (que vamos a de-
finir mds adelante), y por eso voy a usar la numeracién cohomoldgica. Antes de todo, notamos que la
cohomologia de Koszul es un é-funtor derecho:

2.2. Observacién. Para cada sucesién exacta corta de R-mddulos
0—K—-M-—N=—=0

tenemos una sucesion exacta larga de cohomologia de Koszul:



0*>H0(f;1<) *>H0(f;M) *>H0(f;N)

C—>H1(f,'l<) —— HY(f; M) —— H'(f;N)

<—> H2(f;K) — H*(f; M) —= H*(f;N) — -+
de tal modo que H"(f; —) es un d-funtor derecho.

Demostracién. Tenemos el complejo de Koszul K*(f) := Ky_e(f)Y que es un complejo de R-moédulos
libres. Entonces tenemos una sucesién exacta corta de complejos

0—K*(f)®r K= K*(f) @k M — K*(f) @ N = 0

y podemos considerar la sucesién exacta larga correspondiente. |

3. Complejos de Koszul para sucesiones de elementos

3.1. Notacién. Sean xq,...,x; € R algunos elementos fijos. Sea F el R-médulo libre generado por n
elementos ey, ..., e, y sea f la aplicacién

f:F— R,
e; —r Xj.

Entonces el complejo de Koszul correspondiente se denota por
Ke(x1,...,xn) 1= Ko(f),
y la homologia de Koszul correspondiente se denota por
He(x1, ..., Xn; M).

3.2. Ejemplo. Se ve que K, (f) es un complejo de médulos libres con algunos diferenciales que se definen
por matrices con elementos +x; o 0. Por ejemplo, si n = 2, entonces A%(F) es el médulo libre de rango 1
con base e; A ey y tenemos

dz(el /\62) =X1-€ —Xp-€1.

Entonces el complejo de Koszul K, (x1, x2) toma la forma
X1

0 R R? (s_x)

R—0

De la misma manera, para n = 3 tenemos
» A%(F) con base e; A ey, e1 Aes, e3 Aes,

= A3(F) con base e; Aey Aes,



y el complejo de Koszul se identifica con

X3 —X2 —X3 0
—X2 X1 0 —x3
X1 0 X1 X2 X1 X2 X3
0—R R R ( ) -0

A

3.3. Observacién. Para cualquier permutacion o € S, de la sucesion de elementos x1,...,x, € R tenemos
isomorfismos

KO(xl/ .. -/xn) = Ko(x(7~1/ .. -/x(T‘rl)/
He(x1,..., x5, M) = He(X51, - - ., Xgon; M).

Demostracion. La permutacién o corresponde a un isomorfismo F — F de R-médulos libres de rango
n (definido por la matriz de la permutacién). Luego, como hemos notado en la leccién de ayer, este
isomorfismo induce un isomorfismo de los complejos de Koszul correspondientes. |

3.4. Observacién. Tenemos isomotfismos de complejos

Ke(x1,...,xn) = Ke(x1) ® Ke(x2,...,%n),
Ke(x1,.--,%n) = Ke(x1) ® Ke(x2) ® Ko (x3,...,%3),

Ke(x1,...,xn) 2 Ke(x1) @ -+ - @ Ko ().
Demostracion. Inductivamente podemos aplicar el isomorfismo Ke((f1, f2)) = Ke(f1) @r Ke(f2) de 1.4. m

Notemos que el isomorfismo Ko (x1,...,%,) = Ke(x1) ® - -+ ® Ke(x) nos da otra demostraciéon del
hecho de que las permutaciones de xi,...,x, dan complejos isomorfos Ke(x1,...,x,) (esto ya que el
producto tensorial de complejos es conmutativo).

Esto significa que el complejo de Koszul Ko(x1,...,x,) es simplemente el producto tensorial de com-
plejos de la forma

05RILR—=0
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