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Introduccion

Hace ya un par de afios inscribi en mi curricula una materia llamada Temas selectos de teoria de
numeros, teoria de cribas con un profesor llamado Florin Nicolae. El ambiente en dicho curso era
increible, resolviamos problemas que hasta entonces jamas pensé que podria llegar a comprender, sin
duda todo se debia a las increibles capacidades de mis compaiieros y de mi profesor, no me fue dificil
enamorarme de la teoria de numeros.

Entre las cosas que aprendi a través del curso se econtraba un problema conocido como la conjetura de
los primos gemelos, la misma trataba sobre la infinitud de las parejas de primos de la forma p, p+2.
El problema me resulto interesantisimo, supongo que eso le sucede a todas las personas que se
involucran con la teoria de nimeros, es una caracteristica bastante particular del area el hecho de que
los problemas mas dificiles tengan una naturaleza tan elemental. Desde aquel entonces fue que decidi
trabajar de lleno en el problema.

Este es sin duda uno de los problemas mas importantes en la rama, tal vez sélo por debajo de las
grandes conjeturas como son la de Goldbach, la de Riemman y la de Elliott-Halberstam. Asi que era de
esperarse que no pudiera darle solucién (como todos me decian desde el principio), sin embargo, creo
que gracias a la ayuda de las personas que me escucharon pude llegar a comprender un gran resultado
en esa direccion, el teorema de Goldston, Pintz y Yildirim.

Este resultado indica que, hay una infinidad de primos consecutivos p; y P;,; a distancia tan pequena
como queramos en comparacion con el salto promedio entre ellos, que de acuerdo al teorema de los
ntmeros primos debe ser ~10g p;, a pesar significativamente mas débil que lo que buscamos, sigue
representando el mayor avance en lo referente a los saltos pequefios entre primos.

Existieron muchas dificultades en el proceso, principalmente por no vivir en lugar con muchos
investigadores trabajando en el area. Sin embargo, gracias al apoyo de algunas personas a las que les
robaba el tiempo de a poco cuando podia, pude aprender mucho del tema, con lo que me fue posible
concebir este trabajo.

Espero que el mismo le haga justicia a todas las personas involucradas, como Florian, Florin, Juan
Carlos, Pedro Luis y Enrique, principalmente a los dos ultimos, ya que sin el apoyo de uno de ellos
jamas habria podido seguir con el trabajo y habria perdido el camino por mi inegable falta de
experiencia y sin la atencion y las puntuales observaciones del otro la calidad del trabajo estaria muy
por debajo de lo que es ahora.



Capitulo 1

Distribucion de los Numeros Primos

1.1 Introduccion

Un nimero primo es un entero positvo p que posee exactamente dos divisores positivos, a saber 1 y
p . Una de las cuestiones mas naturales a tratar a partir del concepto de nimero primo, es la
distribucion de los mismos. Tal vez la pregunta mas antigua relacionada con este problema es la que
presenta Euclides en los Elementos, ;cudntos primos hay?

Teorema 1.1.1 Existen infinitos nimeros primos.
Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion

my=2

9

n
mn+1:H m1+1 .
i=0

Es facil ver que para cada j€IN debe existir algin p; tal que p,lm; y p;dm; si i<j, de
manera que existe al menos un primo distinto por cada elemento de esta sucesion. O

Es inevitable preguntarnos (ahora que sabemos que son infinitos) en donde se encuentran exactamente,
a lo largo de IN, los niimeros primos. Esta pregunta no solo resulta ser interesante, también resulta
muy dificil, por este motivo nos vemos obligados a ser menos osados y preguntarnos cual es la cota
mas precisa que podemos dar para la magnitud de los primos y cudl es la mejor descripcion de su
distribucion.

Nuestra de demostracion de 1.1.1 nos ayuda en este cometido, al brindarnos también nuestra primera
cota superior ya que el n-ésimo primo debe ser menor o igual que 7, . A lo largo de este capitulo

trataremos de exhibir cotas superiores e inferiores y funciones asintéticamente similares a la
distribucion y la separacion entre dichos numeros.

1.2 El Teorema de los Numeros Primos

Sea x€R, denotamos por 7m(x) al nimero de primos menores o iguales a x . Lo que nos gustaria



hacer para responder las preguntas planteadas con anterioridad es describir de alguna manera el
comportamiento de la funcién 7(x) . En principio, la misma parece tener una complejidad enorme, sin
embargo, la evidencia nlimerica nos muestra que su comportamiento es bastante regular.
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Nuestro primer avance se debe al siguiente resultado de Euler que generaliza la infinitud de los
nimeros primos.

Teorema 1.2.1 (Euler) Sea P el conjunto de los primos. Se cumple que

Y =

pEP p



Demostracion. En base al teorema fundamental de la aritmética, podemos considerar la
factorizacion de Euler de la serie armonica en términos de series geométricas convergentes

Sin(E L4

pEP \i=0 p PEP p

(esta factorizacion es formal y tiene sentido hacerlo asi, pues todos los términos son positivos)
aplicando logaritmos en ambos lados de la ecuacion y expandiendo de acuerdo a las series de
Taylor los términos de la forma log (1 —x) obtenemos

00

log(Z ) Zlog(l——)z—z (—Z
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=Y +Y
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Por ultimo, observemos que la serie que aparece en el ultimo término converge, de hecho

x4

Asi que Zpe » 1/p debe divergir, ya que de lo contrario la serie arménica deberia converger
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p
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PEP

(ver teorema A.2.1). O

Corolario 1.2.2 Se cumple que

-4

PEP p

Demostracion. Siguiendo la demostracion de 1.2.1 llegamos a lo siguiente
oo [T (-5 -2 -3 (54
PEP

pEP p peEP\i=2 lp
que es equivalente a lo que queremos demostrar. O

Consideremos ahora P, como el conjunto de los primeros k primos, definimos pk::Hpepk Py

S, =#{n<p,|V peP,, ptn}, es decir, la cantidad de enteros menores o iguales a O, que no son
divisibles por ninguno de los primeros k primos. Utilizando el principio de inclusion y exclusion

tenemos
Sk=,0k+z (_1)#1 ak

I1cP, Hpejp

o de manera equivalente



Claramente 7t(p0,)<S,+k (los primos menores que ©, son aquellos enteros que no son divisibles
por ningln otro primo), asi que

(o) 1), & 1),k
o <H(1—— +5- (1—— +
pGP,{ p pePA p 2
dejamos tender £ a infinito y aplicamos 1.2.2 para obtener
(1) tim 2 <pim T (1= tim £ =
x—wo X peP p k— o

Lo que esto nos indica es que los nimeros primos aparecen de manera menos frecuente conforme
avanzamos a enteros mas grandes. Interpretando (1), la distancia promedio entre primos consecutivos
A(x)=x/m(x) tiende a infinito junto con x .

Otra cosa que podemos ver a partir de 1.2.1 es que para todo €>0 se cumple
(2) xll(l+£)<<67[(x) ,

ya que x'/"tntt {n'"<x|n€N} y la suma de los inversos de los elementos en este conjunto
converge con x— oo (teorema A.2.2), contrario a lo que sucede con los inversos de los primos.

Apartirde (2), tomando 8:=¢/(1+¢)€(0, 1) , obtenemos

(3) nzcx) <, x>

Esto significa que, cualquier funcion de la forma x° con 8>0 crece mas rapido que x/m(x), lo que
nos brinda evidencia en relacion al comportamiento de Tt(x) ; de acuerdo a (3) , la funcion x/ Tt(x) es
parecida a log x en el sentido de dicha relacion, lo que nos lleva a preguntarnos ;qué tan parecidas son
estas dos funciones en realidad?

Para responder esto recurriremos a las ideas de Chebyshev. Consideremos primero la funcién

p(x)=3 Aln)

n=<x

en donde A(:) es la funcion de Von Mangoldt (A(n)=logp si n=p*,y 0 de lo contrario), de la
cual se detallan algunas propiedades en el apéndice B. Definimos una segunda funcion

6(x)=2 logp

P=Xx

y vemos, a partir de la definicion de A () , que se tiene lo siguiente

log, x

w(x)=2, A(n)=2_ log p= D logp= k; 0 (x"),

k 11k
n<x p <x p<x



esto y la desigualdad 6(x)<xlogx (para verificar esto basta aplicar exp a ambos lados de la
desigualdad) implican

(x)=6(x) logzzlx (x'%) Sy 1k lﬁx X" x"(logx) (x)
x)—0(x)= O(x"")< x logx "=logx < =o(x),
I/} k=2 k=2 g g k=2 k 210g2

y por lo tanto

Por otra parte, si aplicamos sumacion parcial con f (¢)=logt y a,=1 si n€P, obtenemos

H(x)zrt(x)logx—j (1)

5

dt,

(1) implica que esta integral es o(x) ,y en consecuencia

(5) 0(x) Tt(x)logx+0(1) .

Combinando (4) y (5) vemos que, de exisitir alguno de los tres limites, se debe tener

(6) tim Y] iy 003, 7l logx

X—00 .x X— 0 x X — 00 x

b

Utilizando esta relacion podemos probar lo siguiente.
Teorema 1.2.3 (Chebyshev) De existir alguin L€IR tal que

n(x) _
X— 0 )C/logx ’

se debe tener que L=1.

Demostracién. Supongamos que existe dicho L , segin (6) deberiamos tener

(7) lim M=L.

x—ow X

Definimos R(x)=(x)—Lx y vemos que (7) implica R(x)=o(x), sustituyento esto en la
suma ZHSXUJ(X/ n) obtenemos

(8) Y y(x/n)=, Lx/n+) R(x/n)

n=<x n<x n<x

Observemos ahora que 2, _ R(x/n)=o(xlogx) .



Utilizando esto y A.2.1 en (8) obtenemos

(9) > 1/’(x/n)~Lxlogx.

n<x

Por otra parte, utilzando las propiedades de la funcion de Von Mangoldt (teorema B.2.1),

2ow(xin)=2 2 Ali)=2 2 Ald)= 2 logn',

n<x n<xi<x/n n'<xd|n’ n'<x

Lo que, de acuerdo a A.2.3, implica

(10) 2 y(x/n)~xlogx

Avpartirde (9) y (10) es claro que L debeser 1.0

De manera que, si el limite de nt(x)/(x/logx) existe, tendriamos el siguiente resultado consistente con
nuestra primera conjetura al respecto del comportamiento de x/7(x) y su parecido con logx .
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Teorema 1.2.4 (de los Numeros Primos) Se cumple que

(11) H(X)Nlo;x

Esto fue conjeturado por Legendre en 1798 y mas tarde reformulado de manera mas concisa por Gauss.
Sin embargo, no fue sino hasta 1896 que Hadamard y de la Vallée Poussin, de manera independiente,
lograron dar una demostracion en base al trabajo de Riemman concerniente al analisis de la funcion £.



La dependencia de ambos trabajos a las técnicas propias del analisis complejo dio lugar a la idea de la
imposibilidad de dar una demostracion mediante métodos elementales hasta que en 1949 Erdos y
Selberg, de manera independiente, lograron dar demostraciones elementales de 1.2.4 utilizando la
férmula de Selberg como punto de partida.

El resultado anterior tiene una generalizaciéon que no resulta nada evidente, la misma surge del
siguiente teorema de Dirichlet que extiende la infinitud de los primos de forma destacable a cualquier
progresion aritmética que no posea un divisor global.

Teorema 1.2.5 (de Dirichlet, Primos en Progresiones Aritméticas) Para cualesquiera a,q€Z tales
que (a,q)=1, se tiene

#{peP|p=a(modq)}=c0.

1.2.4 nos situa en la posicion de efectuar las mismas preguntas que hemos hecho al respecto de los
primos y su distribucidon, pero ahora extendiéndonos a progresiones aritméticas (los conjuntos de la
forma {n€N|n=amodq} con (a,q)=1 son llamados progresiones aritméticas reducidas).
Concretamente, podemos definir

n(a,q,;x)=#{pEP|p=a(modq), p<x}

y, como antes, indagar acerca de las propiedades asintoticas de esta nueva funcion. En lo referente a
esto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.5 (de los Numeros Primos en Progresiones Aritméticas)

(x)
(q)

La demostracion rigurosa a esta pregunta también fue dada por de la Vallée Poussin, y es tan compleja
como la de 1.2.3. Sin embargo, podemos indagar un poco en la intuicidon detras de esta relacion.

=

(12) n(a,q x)~

<

Podemos pensar en p=a(modq) y p€P como eventos independientes (en breve profundizaremos
en este enfoque probabilistico), como para cada ¢ existen ¢(q) progresiones aritméticas reducidas, la
independencia de dichos eventos implica la equidistribucion de los primos entre estas progresiones.
Esto es, en efecto, la relacion que establece (12) .

El problema se puede tratar de una manera mas general pensando en g como una funcidén que crece
con x,digamos g~cx”. Parael caso =0 tenemos las hipotesis de 1.2.5, es decir, ¢ constante, sin
embargo, 6>1 implica ¢g>x, asi que algunas progresiones aritméticas reducidas, como
g—1(mod q) no podrian ser cubiertas por ning@in nimero menor que x, lo que imposibilita la
equidistribucion de los primos a lo largo de las ¢(g) progresiones aritméticas posibles.

Cuales valores de @ permiten que x y ¢ satisfagan (12)? A 6 se le conoce como nivel de
distribucion, y se conjetura que 6=1—¢ es uno de estos valores permitidos para cada £>0, esto se
conoce como la conjetura de Elliot-Halberstam (aunque se formula de manera distinta). En el capitulo 3
hablaremos de la misma y de la version mas débil 6=1/2—¢, conocida como el teorema de Bombieri-
Vinogradov.



1.3 Conjeturas sobre numeros primos

De acuerdo al Teorema de los Numeros Primos, la proporcion de nimeros primos menores a X,
digamos P(x), debe cumplir lo siguiente

Tt(x) Nx/logx: 1
X X log x

(13) P(x)=

Si pensamos en términos probabilisticos, (13) indica que la probabilidad de que un entero aleatorio
grande 7 sea primo es aproximadamente 1/logn . Para formalizar esta idea recurriremos al siguiente
resultado.

Teorema 1.3.1 Definiendo para cada entero n las variables aleatorias

B,=Be(lllogn) y (n):=), B,

m=<n

con B,,B,, B,,... todas independientes, tenemos con probabilidad 1 que T1(n)~m(n).

NOTA: B,=Be(l/logn) significa que B, tiene distribucion Bernoulli con pardmetro 1/logn , es
decir, B, toma valores 1 6 0, el primero con probabilidad 1/logn y el segundo con probabilidad
1—1/logn .

Demostracion. De acuerdo a la desigualdad de Chebyshev se tiene que para todo €>0

(14) P(|I(n)—E(M(n))zen )<

endonde £ y D son laesperanzay la desviacion estandar, observemos que

)

m=<n

D)=y (1) +(E(11 () =7 (3 8,

m=<n

SIIPRI PRI e +(Z !

2
m=<n m=<n m=<n (10gm) m=<n logm

y que cada una de estas tltimas sumas es o(n), asi que D(I1(n))=o0(n’) . Aplicando esto en

(14) obtenemos
lim P(|IT(n)—E(II(n))=en)=0

n— oo 5

y, como esto se cumple para todo €>0, tenemos que con probabilidad 1

N (n)—E(1(n))

lim =0,
n— oo n
que mediante un poco de algebra se convierte en lim ————~=1,

oo E(TT n))_



precisamente la definicion de 11 (n)~E(T1(n)) . Por ultimo, aplicamos sumacion parciél en el
término de la derecha para obtener

E(M(n)=Y ——~"

2
~ logm logn
con lo que concluimos nuestra demostracion. O

A este modelo probabilistico de primalidad se le conoce como modelo de Cramér. EI mismo resulta de
gran utilidad para determinar el comportamiento esperado sobre la distribucion de primos con
propiedades particulares.

Definamos 7,(x)=#{n<x|n€P,n+2€P}  es decir la cantidad parejas de primos de la forma
(n,n+2) , mejor conocidos como primos gemelos. De manera analoga lo hecho en (13) , el
comportamiento asintotico de 7, (x) puede ser descrito en términos probabilisticos considerando la
proporcion como medida de probabilidad

P(n,n+2€P):Tt2(n) .
n

Si tomamos P como en el modelo de Cramér, es decir, suponiendo que n€P y n+2€P son eventos
independientes, se debe satisfacer lo siguiente

(15) P(n,n+2€P)= 1 1 ~—l

logn log(n+2) (logn)

de donde obtenemos la estimacion.

__n
,(n :
(logn)
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En la figura 1.4 podemos observar las graficas de ambas funciones. Aunque en principio esto parece
indicar que el modelo de Cramér no nos sirve en esta situacion, resulta sencillo explicar el error
emergente en el orden de magnitud de T ,(*) mediante algunas observaciones.

Primero debemos notar que para que un primo p<+n no dividaa n nia n+2 es necesario que n
no coincida con las congruencias —2,0(mod p) , y la probabilidad de que un entero aleatorio grande
cumpla esto es evidentemente ~1—2/p (salvo en el caso p=2, en el cual ambas congruencias
coinciden).

Lo anterior es precisamente el motivo de la discrepancia, ya que resulta inconsistente con la suposicion
de independencia del modelo de Cramér debido a que, bajo la misma, la probabilidad de que »n y

n+2 no sean divisibles por p deberia ser el producto de las probabilidades de cada evento, es decir,
~(1-1/p).

A partir de esto es posible corregir el error en (15) generado por la falsa independencia de
divisibilidad por un primo p , multiplicando por el factor

1_%)‘2: ((fﬁ

salvo el caso de p=2, en el qué el factor de correccion es (1/2)(1/2)2=2 . Asi obtenemos

(16) 2 T1 maln).

1—; P(n, n+2€pP)~-2
2< p<in

(p—l)z) n

con P la medida de probabilidad del modelo de Cramér. Ademas, como

11t

p>2

2

p

_(p=1p-1_
(p—1) (p—1)""

p—2
p

1 )
2
(p—1)
converge, asintoticamente podemos precindir del parametro +n y obtener lo siguiente.

Conjetura I (Distribucion de los Primos Gemelos)

Hz(x)Nz H

p=3

1— 1 ) X .
(p—1)*)(logx )’

Si denotamos con p, al n-esimo primo, podemos plantear las siguientes dos conjeturas implicadas
directamente por I.

Conjetura Il (Infinitud de los Primos Gemelos)

lim inf (p,,,—p

n— o0

=2,

n



Conjetura I1I (Infinitud de los Primos a Distancia Acotada) Existe CEN tal que

hm inf<pn+l_pn):C_

n— oo

Por desgracia, a pesar de ser mas débiles que I, ambas también estan fuera de nuestro alcance. Sin
embargo, podemos formular una version aun mas débil que sigue siendo objeto de interés y que puede
ser atacada con los métodos que hoy se conocen.

De acuerdo al Teorema de los Numeros Primos, la distancia promedio entre primos consecutivos A (x)
menores o iguales a x debe satisfacer

x ~
n(x) x/logx

(17) Alx)= =log x -

Asi que, en general, cerca del entero n los primos estan a distancia logn , sin embargo, de acuerdo a
nuestras tres conjeturas, esperamos que a lo largo de IN aparezcan de manera frecuente diferencias
entre primos consecutivos mucho menores a lo esperado. Esto arroja nuestra ultima conjetura, la que
resulta ser el objeto central de este trabajo.

Conjetura IV (Saltos Inusualmente Pequerios Entre Primos Consecutivos)

lim inf 21— Pr_g

o lOg p,
Gracias a un método desarrollado por Daniel A. Goldston, Janos Pintz y Cem Y. Yildirim en 2005, nos
veremos en posicion de dar una demostracion de IV. Ademas, haremos evidente la profundidad de
dicho método utilizdndolo como herramienta para obtener avances significativos en relacion a III.



Capitulo 2

Teoria de Cribas y Tuplas Primas

2.1 Tuplas primas y la conjetura de Hardy-Littlewood

Consideremos ahora un conjunto H:={/ <h,<...<h,} , una tupla prima asociada a este conjunto es

un vector de la forma (n+h,, n+h,,...n+h,) compuesto exclusivamente por primos. Generalizamos
entonces la definicidon de T[() y th( ) como

n,(x):=#P,N[0.x] endonde P,i={nEN|(n+h,,...,n+h)EP"}

Hardy y Littlewood, mediante argumentos analiticos relacionados con el método del circulo
desarrollado por ellos mismos, conjeturaron que T[H(X) tiende a infinito junto con x, siempre y

cuando H se escoja de manera que para ningin primo p se tenga que #1{h(mod p)|h€eH}=p, es

decir, que los elementos de H no cubran todas las congruencias distintas (mod p) ,un H que cumpla

esta condicion se llama admisible. Nosotros llegaremos a la misma conjetura en base a los argumentos
probabilisticos relacionados con el modelo de Cramér que fueron presentados en el capitulo anterior.

Podemos pensar, como en el caso de los primos gemelos, la proporcion como una medida de
probabiliadad, es decir
n,(n)

P(n+he€P,Vi<k)=

n

Si consideramos dicha P como en el modelo de Carmér, los k& eventos n+h,€P deben ser
independientes y cada uno debe darse con probabilidad 1/ log(n+h,) , entonces

k
1 1
P(n+heP Vi<k)=]] ~ ,
(n+hep visk)=]] log(n+h) (logn)

asi pues, T[H(”) deberia distribuir como n/(logn)* . Sin embargo, como en el caso de los primos

gemelos, estamos cometiendo un error al asumir que, para un primo p, los eventos p{n+h; son
todos independientes.



En dicho modelo, la probabiliad de que los & enteros de la tupla no sean multiplos de p es
~(1-1/p)*. Sin embargo, en realidad hace falta que n no conicida con ninguna de las congruencias

—hi(mod p) , definiendo UH(P) como la cantidad de congruencias distinitas que cubre H médulo

p , esta probabilidad es 1_UH(P ) p . Asi pues, el factor de correccion por la falta de independecia

4

al hacer esto sobre todos los primos, obtenemos el factor de correccion
v,(p) -
H
P

p
Conjetura (Hardy-Littlewood) Se cumple la formula asintética

debe ser

( v,(p)
1_

p

G(H):=]1

pEP

es asi como justificamos esta conjetura.

n

n, (n)~G(H
n)=GlH)

Ala G se le conoce como la constante de Gallagher de la tupla H, esta jugard un papel muy
importante en los resultados concernientes al capitulo 3.

A partir de ahora, asumiremos /,=0. Es claro que basta considerar el comportamiento de T (x)
cuando esto sucede, ya que cualquier otro resulta asintdticamente similar. Ademads, restringiendo el
analisis a estos conjuntos, se tiene también que P =P | lo que restulta comodo para la presentacion de

nuestros siguientes resultados; podemos observar, por ejemplo, P, =P y que P HlﬁP HZZPHluHZ .

En base al resultado de Euler expuesto en el capitulo anterior, podemos construir una medida de
probabilidad en P como sigue, para todo AP definimos

> 1
P(A):llm pEAN(O,n p
n—oo Z

1
pePn(0,n] P

Nuestro fin en este capitulo sera demostrar el siguiente teorema
Teorema 2.1.1 P(P,)#0 < H={0}, ie. P,=P en particular P(P,)#0=P(P )=1

En 1915 Viggo Brun dio una prueba de un caso particular de este resultado referente a los primos
gemelos basandose en la llamada Criba de Brun. Concretamente, si H={0,2} entonces



> Lo

q€EP, p

Sin embargo, la importancia de su trabajo, més que en el avance correspondiente a la distribucion de
estas tuplas, radica en la introduccion de los métodos de cribas como herramienta de la teoria de
numeros analitica.

La demostracion que aqui se presenta de 2.1.1 sigue las ideas de la criba de Eratdstenes (que se
exponen en la siguiente seccion), sin embargo, resultan similares a las utilizadas por Brun.

Claramente 2.1.1 contrasta con el resultado de Euler expuesto en 1.2.1. En realidad, la combinacion de
ambos indica que la cantidad de tuplas primas a distancias especificas es pequefia en comparacion a la
cantidad de primos. Es decir, que a pesar de que esperamos la infinitud de las tuplas primas asociadas a
conjuntos admisibles (entre ellos el correspondiente a los primos gemelos), si tomamos un primo
cualquiera (a lo largo de todo IN), la probabilidad de que forme parte de una tupla prima dadaes O .

2.2 La Criba de Eratostenes

Sea A un conjunto finito y sea P un conjunto de primos tal que para cada p€P tenemos un

conjunto A cA . El problema general de la criba consiste en acotar, superior ¢ inferiormente, la
cardinalidad del conjunto

S(A,P)=A\ U A

pEP
Una respuesta explicita al problema se puede obtener de manera natural mediante la combinatoria; si
para cada conjunto /P denotamos

A,=nNn ., A

PEl“"p>

segun el principio de inclusion y exclusion, tenemos

(1) S(A,P)=> (-1)"#A,

IcP

en donde interpretamos A, como A . Sin embargo, de manera general, el problema de determinar el
valor de los sumandos del lado derecho de la igualdad posee una complejidad equivalente a la del
manejo del lado izquierdo.

En el caso particular de la criba de Eratostenes se tiecne A={n€IN|n<x} y P el conjunto de todos

los primos. Para cada pe€P escogemos @ (p) clases residuales modulo p y definimos A , como el

p
conjunto de los elementos de A que pertenecen al menos a alguna de estas clases. Sea A=A y para

cualquier d €Z libre de cuadrados compuesto por primos en P definimos



A= mprp y w(d)::H p|dw(p) .

Para z€lR™ definimos

En este caso quisieramos acotar

S(A, P,z)::#(A\ O o Ap) _

Suponemos que existe X tal que

#Adz%XJer,

para algun R, con [R,|=O0(w(d)).yque #A,=0 paratodo d mayor que algin yeR™, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 2.2.1 (La Criba de Eratostenes) Si existe algin k>0 tal que

Z MSklng—l-O(l) ,
pIP(z) P

se tiene que

S(A,P,z)=XW(z)+0

X+ (logz )" exp _logy ,
log z log z

en donde W(z) denota el producto

I (1—M).

pIP(z) p

Antes de proceder con la demostracion trabajaremos un par de resulados que nos seran de extrema
utilidad, ambos relativos a la siguiente funcion

F(t,z)= z a)(d)

d=<t
d[P(z)

Para ello aplicaremos lo que se conoce como el truco de Rankin (en [2] se encuentra una buena
referencia). Podemos ver que para cualquier 8>0 se tiene

Fli2)< Y w(d)(é)Z ; 2)%s e Tl

d|P(z) d|P(z

utilizando aqui que 1+ x<e* tenemos



l+w(p))Sexp(6logt + Z a)(gy)

5
p plp(z) P

(1) Ft,z)< 1

plP(z)

Por otra parte, tomando M:=1-—0 resulta lo siguiente

Z 60(160):

plP(z) P plP(z) P

de manera similar podemos utilizar que e*<1+xe* y p<z para obtener

(2) > & <Z:}f1+M%p ;: p1+m%m ")
pP

plp(z) p pIP(

apartirde (1) y (2) llegamos a

(3) F(t,z)<texp|—mlogt + z p)+nz Z w(p)ﬂ
P plP(z) p

plP(z)

Abhora, utilizando sumacion parcial con f(t)=1/logt y an=(1)(n)log( )/n si n|P( ) neP y nulo

de lo contrario, obtenemos

olp) 1 w(p)log p S(t)
pg(:Z) p logz (pIP z) p f (logt) &

siendo S(7) :Zné , 4, , suponiendo la hipotesis de 2.2.1 se deberia seguir que

Zw(p)sklogz+0(1)+kf 1 dt+0f 1 i
pip P log z > tlogt > t(logt)

+kloglogz+0O(1)=kloglogz+0(1).

—k+0

ogz

Utilizamos lo anterior (y la hipotesis de 2.2.1) en (3) para obtener

F(t,z)<<texp(—nlogt +kloglogz+nz"klogz),

se sigue que

si tomamos M= log z

1
_—gt+k IOgIOgZ +210g2k):t(10g Z)kexp(_llo_gt)exp(zlogz k) ,
0gz

F(t,z)<texp

y como z'*®?=¢ | la expresion anterior se reduce a



logt

4) F(t,z)<t(logz) exp| - :

() Flt,2)<rllog o xp| ~1282 |

De nuevo utilzamos sumacién parcial, esta vez con f (¢)=1/t y a,=w(n) si n>y,n|P(z)nepP y
nulo de lo contrario. Asi vemos que

a) a . a .
pIRCICEE YYD S B
d>y n>y n m=00 \ y<n<m

d|P(z)

=lim

m— o0

%(mm,z)F(y,z))fmf’z)””z))(%)dr)

m

zlim(%(F(m,z)—F(y,z)))ﬁLlim [

m— o0 m— o0 ¥

observamos que el primer término se anula, ya que F (m,z)=0(m),ycomo F(¢,z)/t* es mayor que
la funcion que aparece en la integral llegamos a

00

> L4 ol < lim fF(t,z) iz dt ZIF(t’Z)izdt
[|1>(y) moe t y €7
d|p

que podemos acotar utilizando (4)

Z o <<ft (log z)"* exp( logt/log z) dt<<(logz)k+lexp(—10gy).
[|1><y) ) £ log z
d|P

Ahora la demostracion de 2.2.1 resulta sencilla.

Demostracion. Expresamos S(A,P,z) en términos de la funcion de Mobius de

acuerdo al principio de inclusidon-exclusion, como en (1).

S(AP.= 3 uld)iA- T ula)ih,- ¥ u<d>(MX+Rd |
d\P d=<y d<y d
d|P(z) d|P(z)

para esto definimos @ (1)=0.Como |R,|=0O (w(p)), se tiene

S(A.P.2)= ¥ M(d)%d)mo(my,z))
d\P(y)

trabajamos el primer sumando



wld w(d
staP.2)= 3 w2y 3wyt xro(riy.2)
afrt) d iy d
d|p(z)
a) d) d
~x| 2 )0k T w2 o(r(y 2)
afPte) d
le )
d
para el primer término vemos que Z M(d)Mz H (I—M) — 1, yenlos otros dos
alPle) d el p
utilizamos (5) y (4) respectivamente, para obtener
=X H -X+0 X(logz)kﬂexp _logy +0 y(logz)kexp _logy
1P (2) p logz logz

=x [] |1

plP(2)

+0

X+ )(logz)kﬂexp —%))

p log z

que es justamente lo que queriamos probar.

Ahora poseemos las herramientas necesarias para demostrar 2.1.1. Para hacerlo probaremos el
siguiente lema que brinda una cota asintética para HH(‘) cuando H tiene dos elementos.

Lema 2.2.2 (Brun) Si H={0,h,} se cumple que

x(loglog x )’

(
m,(x) < (logx)

Demostracion. Sea A={n€IN|n<x} y P el conjunto de todos los primos. Dado un z€R™,

para cada p€P menor a z distinguimos las dos clases residuales —hz(mod p) y O(mod p) )
Notemos que x juega el papel de X,y que k=2 satisface la hipotesis de 2.2.1, asi que

S(A,P,z)=xW(z)+ O(X(logz)3 exp(—logx/log z)) ,

en donde W(Z):Hp<z(1—2/]?) .Como 1-2/p < e™'?, tenemos que

W(Z)Sexp(—z £)<<(log z]”

p<z

Ahora tomamos z tal que logz=1logx/Cloglogx,con C alguna constante
S(A,P,z)=0(x(logz)_z)+O(x(logz)3exp(—logx/logz))

x(logx ) )

C’(loglogx)*e©

C x(loglog x)’
(log x)*

=0

Habiendo probado este lema, 2.1.1 es también sencillo de probar.



Demostracion de 2.1.1

Supongamos que H={0<#h,<..<h,} (notemos que el caso H={0} es trivial), y definamos

H'={0,h,} , claramente £4<Py.,y en consecuencia

oY

PEP, p PEP,, p

Consideremos la sucesion @, como la funcion indicadora de P g (ei. a,=1 si PEP H Y se
anula si no), y la funcion f (¢£)=1/t . Por medio de sumacion parcial obtenemos

ZnH,(t)(—tiz)dt),

el lema 2.2.1 nos sirve para acotar el lado izquierdo y asi obtener

yl_s _hm(i %):lim (n” m)

pePy, P n=2 N moo\,=) m— o0

2
2 i<<1im(1°glﬂ) + 1°g1°gf _fmdt
PEP, V4 m— oo lOgm 5 logf s (10gt)

y como esta integral existe, de hecho

~2

9

T loglogt 2+2loglogZ+(loglog2)2
> t(logt) log 2

concluimos justamente con lo que queremos probar

ZLSZL<OO

per, P pep, P
de donde resulta trivial concluir que P(P,)=0 o

Lo interesante de este resultado, como ya habiamos mencionado, es el contraste que representa la
combinacion del mismo con la conjetura Hardy-Littlewood, y los argumentos euristicos detrds de la
misma. Por un lado, la probabilidad de que cada tupla prima permisible se repita infinitamente a lo
largo de los naturales es 1, y por el otro, la proporcion de estas es pequefia, no s6lo en comparacion a
los naturales sino a los primos mismos.



Capitulo 3

Goldston-Pintz-Yildirim

3.1 Primos Cercanos

Como ya mencionamos en el primer capitulo, la distancia promedio entre primos consecutivos es
log x . También se menciond que este hecho es consecuencia de que 7t(x) se comporte de forma tan
regular. Sin embargo, nuestro objeto de interés no es la distancia promedio entre primos, sino la
distancia real entre cada pareja de primos consecutivos, ya que es en términos de la misma que se
formulan nuestras conjeturas mas fuertes.

Aunque no estamos en posicion de exhibir de manera concreta el comportamiento de estas diferencias,
podemos empezar a comparar dicho comportamiento con el de las distancias promedio, ;existiran
primos a distancias mucho mayores o mucho menores a ésta?, para responder esta pregunta nos
valdremos de la sucesion

Rn:pn+1_pn .
log p,

De acuerdo a las conjeturas sobre la distribucion de los primos gemelos y de las tuplas primas en
general, esperamos que

liminf R, =0

n— o0

es decir, la conjetura I'V. En este capitulo abordaremos este problema mediante el método recientemente
desarrollado por Goldston, Pintz y Yildirim; a partir del andlisis de tuplas primas y la distribucioén de
los primos en progresiones aritméticas podremos concluir un par de resultados realmente profundos al
respecto.

Sin embargo, antes de continuar con lo descrito arriba haremos un breve paréntesis para hablar de la
sucesion en cuestion y de como esta nos ayuda a comprender la complejidad del problema de los saltos
entre primos consecutivos. El siguiente resultado es obra de Paul Erdos.

Teorema 3.1.1 La sucesion R, tiene infinitos puntos de acumulacion.

Una de las cosas que podemos concluir a partir de 3.1.1 es que no podemos describir el



comportamiento de las diferencias entre primos mediante una funcion tan sencilla como las que hemos
utilizado hasta ahora.

Aunado a lo anterior, el siguiente resultado, también obra de Erdos, nos incita a creer que el problema
de los saltos entre primos estd ain mas lejos de nuestras capacidades, ya que magnifica la complejidad
del mismo exhibiendo la gran cantidad de saltos que resultan mucho mas grandes que las distancias
promedio.

Teorema 3.1.2
lim sup R, =00

n—oo

Este par de resultados nos brinda evidencia de las dificultades que enfrentaremos al intentar construir
funciones con propiedades asintoticas similares a aquella de los saltos entre primos. Por ello es que nos
tendremos que limitar a estudiar la forma en la que se relaciona esta funcion con la de los saltos
promedio, es decir, la sucesion R, .

3.2 El Nivel de Distribucion de los Primos

Como mencionamos en el capitulo 1, el nivel de distribuciéon de los numeros primos refleja la
velocidad a la que puede crecer el moédulo ¢ como potencia de x en el teorema de los nimeros
primos en progresiones aritméticas. Concretamente, si para algin 6 se tiene que para todo 4>0
existe una constante C, tal que

Cx
(logx)*”

oy mlx)
w(xiq.a) @(q)

<

S max

1<g=<x’ (a,q)=1

decimos que dicho 6 es un nivel de distribucion permisible. Si definimos

E(x;q):= max |n(x;q,a)—

(a,q)=1

la relacion se puede reescribir de la siguiente forma

Z E(x;q)=0(x/(logx)"), VA>0 ,

1<g=<x’

que resulta facil de interpretar; de acuerdo a esto, para un nivel de distribucion permisible, la suma de
los errores relativos E(x;q) (las diferencias entre los valores de n(x;q,a) y los de n(x)/p(q),
que se espera sean asintdticamente similares) debe volverse arbitrariamente pequefia, de aqui la
referencia hecha en el primer capitulo. De igual forma, podemos ahora enunciar la conjetura hecha por
Elliott y Halberstam y el resultado de Bombieri y Vinogradov, ambos mencionados entonces.

Conjetura 3.2.1 (Elliott-Halberstam) Si €>0, 6=1—¢ es un nivel de distribucion permisible.



1/2(

Teorema 3.2.2 (Bombieri-Vinogradov) Sea A>0,si x'*(logx) *<Q<x'?, entonces

. _L_ xl/z o xS
v(viq.a) (p(q)\-m Ollog ),

Z max max
q=<0 y<x (a,q)=1

endonde ¥ (y;q,a)= z A(n

n<y
n=a mod q

Esta funcion ¥ es analoga a la utilizada en el primer capitulo para probar nuestra version condicional
del teorema de los nimeros primos (teorema 1.2.3). y, como en aquel caso, se tiene que

Y(y,q.a)~n(y;q,a).

3.3 El Método de Goldston, Pintz y Yildirim

El método de Goldston-Pintz-Yildirim consiste en evaluar asintéticamente una funcion que detecta
primos en tuplas. Lo primero que haremos sera proceder con la construccién de la misma, ademas
claro, de la descripcion de las ideas con las que se abordara el problema.

Sea N una variable que tiende a infinitoy H, R tales que

H <logN <log R<logN ,

Sea H={h,,...,h, }<[0,H]NZ  Para un primo p,sea {2, (p) el conjunto de las clases residuales
—h,(mod p) . Abusando de la notacion, diremos que "€ L2, (p) si n(mod p)e2,,(p) . Llamamos a

H admisible si
#Q, (p)<p,VpeP

Extendemos {2 () multiplicativamente; para d €Z libre de cuadrados decimos que n€£2, (d) si
para todo p€P tal que p|d tenemos que €2, (p). Si definimos P(n;H)=(n+h,)..(n+h,) se
puede replantear esta condicién a d|P(n;H) . Definimos las funciones

0 si d>R
Aolda)= “
eld;a) i, (d)(logg) si d<R

1 RY

AR(”;H:a): Z A‘R(d;a):_' z M(d)(logg)
d a: 4lp(n:H)
ne, (d) d<R

Sea cT)(n) igual a logn si n€P y nulo de lo contrario, similar a la de Von Mangoldt, salvo en las
potencias de los primos. Ahora definimos

= > (S an+h) log3N) (s H kI

He[1,H] N<n<2N \ h<H
#H=k



Observemos que si >0 alguno de los sumando deberia ser no nulo, y como A (n, H, k+/ )* nunca
es negativo, esto es equivalente a que para algiin n€[N,2 N

> @(n+h)>log3N

h<H

de donde vemos que al menos dos niimeros en el intervalo [7,n+ H] deberian ser primos, por que
h<H y n<2N implican que @ (n+h)<log3 N . Tendremos entonces que

(*) min (pi+1_pi)SH'

Pi> P €(N,2N]
Para evaluar S necesitamos de los siguientes dos resultados.

Lema 3.3.1 Se tiene que

G(H
> AR(n,'H,k+I)2=<kl21))‘ (2/)N(logR)k+21+0(N(logN)k”l_l(loglogN)C).

Lema 3.3.2 Si 6 es un valor permitido para el nivel de distribucion de los primos y R<N"?, se
cumple que

>, @(n+h)Ag(n:H, k+1)=

N<n<2N

G(HU{h}) (4,

- - 7 N(log R +0(N(1 k+20=101001 c ”
(k+21)! (z (logR)""™+O(N(log N )"~ (loglog N ') sihgH
G(H) 2(1+1) k+20+1 k+21 C .

m [+1 N(logR) +0(N(logN) (loglogN)) siheH.

Un bosquejo de una demostracion corta pero con gran dificultad técnica se puede encontrar en [4], aqui
proseguiremos directamente con la demostracion de GPY.

Teorema 3.3.3 (Saltos Inusualmente Pequerios Entre Primos Consecutivos, Goldston-Pintz-Yildirim )

lim inf pn+l_pn:

0.
now  lOg p,

Demostracion. Evaluemos

S= > 3 > @(n+h)-log3N|Ayn:H, k+1).
Hc[1,H]N<n52N h<H
#H=k

Primero quitamos los paréntesis



S= > > > @n+h)AgnH k+1~1og3N > > Agln;H k+1),
(1) Hc[l,H]) h<H N<n<2N Hc[1,H] N<n<2N
#H=k #H=k

y tratamos el segundo término en base al lema 3.2.1

S S AfnH k)

Hc[1,H] N <n<2N

#H=k
G(H)
21 k+21 k+21-1
= > N(logR)™™+ > O(N(logN) (loglog N)),
He[1,H] (k+2l)’ ) Hc[1,H]
#H=k #H=k

aplicamos aqui un resultado de Gallagher en relacion a G(-), que dice

(**) conforme H— Y. G(H)=(1+o(1))H"
Hc[1,H]
#H=k

el mismo se detalla en [3], y continuamos entonces con

1
(k+21)!

ZIZ)N(logR)M’(1+o(1>)Hk+ Y O(N(log V)" (loglog N )°).
Hc1,H]
#H=k

observando que la cantidad de sumandos en el término de la derecha son menos que H*
llegamos a

1 21 k k+21 k Y
AglnyH k+1)= N H"(logR)*"*'+0(N H*(logN )""*').
(2) HC%;H}N<;S:2N elniH ) (k+2l)!( / ) (log R) 0( (logN) )

#H=k

Regresamos ahora a (1) para tratar con el primer término de la ecuacion,

Z Z z @(n+h)Ay(n;H, k+1)

He[l,H] h<H N<n<2N
#H=k

distinguimos entre los casos h¢H y heH

X > anth)Agn s H k+1P+ Y D> D> @(n+h)Ag(nyH k+1)
Hc[1,H] h<H N<n<2N Hc[1,H] h<H N<n<2N
4H=k heH 4H=k heH

para aplicar los lemas 3.3.1 y 3.3.2 en los términos respectivos para proceder con (**) y asi
obtener



D> > @nth)Ayn,H k+1)

(3) Hc[1,H]) h<H N<n<2N

ey hEH
G(HU{R})/(,
= N (logR) ™' +0O|N(log N) "> ' (loglog N |
Hc[zu-[ h<ZH k+21) ( [ ) ( )
ey heH
G(HU{h}) (5 R)
= ——————|“"|N(logR)" O(N(logN ) "> '(loglog N)©
T, 5w ) ; T ol )
4H= heH H=k heH
k+1 (2] k+21 k+1 k+2/ 1
= N(logR (log N) loglog N
=i (log R) HC“H] +0(N H"'(log (loglog N )|
#H=k+1
=KL _20) N (1og R (140(1) H* ' +0( N H* (log N ) (loglog N)°)
(k20| 1
_ k+1 (24 k+1 k+21 k+1 k+21
=Terall Z)NH (log R)* ™' +o N H'"' (log N )|

debido a que H <logN , el errores o (N H*(log N)k”l“) . Por otra parte

Z Z Z cT)(n+h)AR(n;i-'l,k+l)2

(4> Hc[1,H] h<H N<n<2N

HH=k heH
— 2(1+1) 1 k+21+1 ( 1 2 (100 c)
=2 2 k+2,+1) |V log RYT+O(N (log N (loglog V)
c |h<=H
I:H[lkH heH
_ 2(1+1) N (log R) ! k+21 c
> 2 gR)+ Y ¥ 0[N (log N)(loglog V)]
HC[IH]h<H k+2l+1) [+1 He[1,H] h<H
#H=k h€H 4H—p heH
L2041 v (10g R)H i G(H)+O(N H"(log N ) (loglog N)°
(k+21+1)11 (log R) HC%:H}()( (log V)" (loglog N )|
#H=k
=k 20+ 5 (1og R (14 0(1)) H +O( N H* (log N |+ (loglog N )
T (k+20+10) 141 g 0 g glog
:—(k+2kl+1)( (ll++11) NH (1 gR)k+21+1 O(NHk(logN)k”lH)

De acuerdoa (2), (3) y (4) vemos que

>y (Zc_u(nJrh log3N) s H k+1)

He[1,H] N<n=<2N \h=H
#H=k



NHk(log R)k+2[+1

k+1 (2] k1 k+21 k 2(1+1)
=———— (4" |NH" '(logR)"™*' + ———
z) (log R) (k+21+1)!

~(k+21) I+1
1

21 k k+21 k k+21+1
—— N H (log N )(log R + H (1
=il (log N)(log R)"*'+0(N H"(log N )"
H .k 2(21+1)logR |
logN k+21+1 [+1 logN

1
(k+21)

~

(k+1)

2/) N H*(logR)*"*'log N .

que es positivo siempre y cuando

(k+1)

H___ k 2(2z+1)1ogR_1 -0,
logN  k+2/+1 [+1 logN

segun nuestra eleccion de R (lema 3.3.2), esto pasa si

(k+1)H>1_ k 2(2l+1)10gR_1_ ko 2(20+1)
log N k+21+1 [+1 logN k+21+1  [+1

9
5

Dado &¢>0, podemos escoger H de manera que se satisfaga lo anterior tomando

H _ .k 2(21+1)
log N k+21+1 [+1

(5)

0
2
Como mencionamos antes, esto implica que se cumple (*), que implica a su vez

lim inf 222" Pn — jim ,
n— oo 10g pn N —> IOg N

Si ademas tomamos Z=[\/Z] y hacemos tender £ al infinito lentamente, de (5) llegamos a
que
liminf 22272 < hax {0,1+6—26 )
e lOg p,

De acuerdo al teorema de Bombieri-Vinogradov, 6 se puede tomar tan cercano a 1/2 como
queramos. Lo que implica que

lim inf 2 P" < max {063,

now  lOgp,
como esto se cumple para cualquier €>0, llegamos a lo que queriamos demostrar. O

Asi hemos concluido con el teorema principal de este trabajo, mismo del que hablamos en el primer
capitulo. Es interesante como contrasta el mismo con el teorema de los nlimeros primos; por un lado la
distribucién de los primos es tan regular que nos es dificil distinguir entre las graficas de 7(x) y de las
funciones x/logx y li x,y por otro, la sucesion R, tiene infinitos puntos de acumulacion y estos van
desde 0 hasta .



Apéndice A

Sumacion Parcial

A.1 Sumacion Parcial

Teorema A.1.1 Sea {4, },cn una sucesion de nimeros reales, y S la funcién sobre Z definida por:

S,

n=<x

Si a,=0 siempre que [<n,, para algun entero positivo 7,, y si f tiene derivada continua en el
intervalo [71, ], para x>n, se tiene

> a,f(n)= SERL

n<x n,

Demostracion. Apelando al hecho de que a,=S (n)=S(n—1) tenemos:

Z%f =2 S(n)f M—ZSW%MW>

:Z S(n) f(n) z S(n)f(n+1)
n<x n<x-—1

fﬁ%—Z:SWMfW+H—fWD

n<x-—1
n+1

=S(x) £ ( ff

n<x 1

ya que S es constante en cada intervalo [n,n+1] en realidad tenemos:

n+1

> a,f(n - > [ s

n<x n<x—1 n

—jﬂﬁf@ﬁ

ny

Lo que cuncluye el problema. o



A.2 Ejemplos

Para ejemplificar la aplicacion en la practica de la técnica de sumacion parcial recurriremos a un
resultado clasicos.

Teorema A.2.1 (Serie Armonica) Se cumple que

Z l~logN

n<N

en particular, esta serie diverge.

Demostracion. Sea @,=1 y f(t)=1/t, segin el teorema A.1.1 se tiene que

n=<x 1

Zl (1/N) T (—ti) t_1+f

debido a que (r—1)<[t] <t, se tiene que

evaluamos ambas integrales

logN—(l—l/N)S]{[ ](

NNl’_‘
~—————
=
A
Qo
aQ
=

asi que

logN+1/N<) lslogN+1

n<N
con lo que concluimos el problema. o

Teorema A.2.2 Si r>1, entonces

1
Z —, converge

n<N N

Demostracion. Sea a,=1 y f(¢)=1/{", por A.1.1 se tiene

r+1)dt_1+.f

> Loy T
1

n<x }’l

o

como [t] <t se tiene que



Jua[ £ Jar< £

evaluamos la integral de la derecha

i r r 1
t dt< 1—
\!’I[ ](tr-H) I”—l( Nr—1)<r

asi que

y por lo tanto converge. O

Teorema A.2.3 Se cumple que

Zlogn~xlogx

n<x

Demostracion. Sea a,=1 y f(t)=logt, por A.1.1 se tiene

> logn:xlogx—f [t](%)dt
n<x 1

como [t] <t se tiene que

ol o

y como x—1=o(xlogx), concluimos el problema. o



Apéndice B

Funciones Aritméticas

B.1 La Funcion de Mobius

La funcion de Mdbius, denotada por wu (), esta definida en los enteros positivos por las siguientes
propiedades:

) wu(l)=1
si p es primo
2) ulp)=-ly
3) u(p*)=0 para a=2
4) u(‘) es multiplicativa

De manera inmediata podemos observar que si 7 no es libre de cuadrado, se tiene que «(n)=0,y si
n es el producto de k primos distintos, entonces w(n)=(—1)".

Lema B.1.1 (La propiedad fundamental de la funcion de Mobius)

> u(d)=0

dn

Demostracion. Sea n=p,"...p," la factorizacion Ginica de n en potencias de primos
distintos. Sea N=p,... p; (i.e. el radical de n ). Ya que los inicos términos en la suma que no
se anulan son aquellos en los que d es libre de cuadrado, tenemos

Dould)=> uld)

dln d|N

Podemos pensar el lado derecho de la ecuacion de una manera sencilla mediante un par de
consideraciones. Si para cada subconjunto / de K={1,...,k} denotamos N,= Hie , Pis

tenemos lo siguiente

> uld)=Y uln,).

d|N IcK



que puede ser evaluado facilmente mediante el teorema del binomio de Newton

5 u(m)= % =2 ()

IcK IcK i=0

con lo que concluimos la demostracion.o

A partir del lema B.1.1 podemos obtener una relacion de extrema utilidad. Misma que constiye la base
de las cribas de Eratosthenes y de Brun.

Lema B.1.2 (Formula de inversion de Mdébius) Sean fy g dos funciones aritméticas. Entonces

= g(d)

dln

si y solo si

)=> uld)f(nld)

dln

Demostracion. Debido a que la demostracion de ambas implicaciones es similar, aqui
supondremos la primera ecuacion como cierta y probaremos que se cumple la segunda.

Dando por hecho la primera ecuacion, podemos reescribir el lado derecho de la segunda de la
siguiente manera

Y uld)f(nld)=2 u(nld)f ZMWng

dln d|n d|d

reordenando los terminos de la Gltima suma, obtenemos lo siguiente

2oulnid)), gld)=2 g(d,) X, ulnld)=2 g(d,)), ulmld,)

d|n d|d d|n d,|dln d\|n d,|m

en donde m=nl/d, y d,=dld, . Porel lema B.1.1, la suma que aparece en el iltimo término
de la ecuacion es distinta de cero s6lo cuando m=1 , es decir, cuando d,=n , entonces tenemos

> gd)Y wimld,)=g(d)

d|n d,|m
con lo que concluimos. O
B.2 La Funcion de Von Mangoldt

La funcion de Von Mangoldt se denota por A() , 'y se define como A(n)=logn si nzpk para
algunos p€P y k€IN. Esta funcion cumple lo siguiente propiedad que resulta de gran utilidad.

Lema B.2.1 (La propiedad fundamental de la funcion de Von Mangoldt) Para cualquier n€Z se
cumple que



ZA(d):logn

dln

Demostracion. Solo basta eliminar los términos que se anulan y contar para cada p€P
cuantas veces aparece en la suma el término log p , tenemos

2 A(d)=2 A(p)=2 log p=2 log p=2 v (n)log p

dln Pl p'l Pl pln

=Y log(p""|=log [T p""'=logn
pln

pln
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