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Introduccion

Las Variedades Tdricas han estado vigentes desde hace unos cuarenta anos. Fueron in-
troducidas por Demazure en sus trabajos de clasificacién de subgrupos. Desde entonces,
han aparecido diversas aplicaciones de las Variedades Téricas, por ejemplo, los geométras
algebraicos las utilizan para estudiar la geometria de diferentes politopos convexos. Tam-
bién son ttiles en la resolucion de singularidades, compactificacion de espacios localmente
simétricos, para encontrar puntos criticos de funciones analiticas, etc.

Si tenemos un sistema completamente integrable en una variedad simpléctica M, obteni-
do a partir de una acciéon del grupo R” y si el Mapeo de Momentos asociado a esta acciéon
es propio, entonces el grupo cociente T" = R™/Z™ acttia libremente en un subconjunto
abierto de M. Delzant probé que si este subconjunto era todo M, con M compacto, en-
tonces debia tratarse de una Variedad Torica. Ademds, comenzé la clasificacion de todos
estos espacios, poniéndolos en correspondencia biunivoca con unos objetos geométricos
denominados Politopos de Delzant. De tal forma que la imagen del Mapeo de Momen-
tos de una Variedad Simpléctica es un Politopo de Delzant. Y dado cualquier Politopo
de Delzant es posible construir su correspondiente Variedad Torica. A grandes rasgos,
un Politopo de Delzant es la envolvente convexa de un conjunto de puntos que cumple
algunas propiedades de racionalidad.

En este trabajo enfatizaremos la geometria del Mapeo de Momentos, pues su imagen
determina la estructura simpléctica de las Variedades Téricas. La nociéon de Mapeo de
Momentos asociado a una accién de un Grupo de Lie generaliza el concepto de funcién
hamiltoniana de un campo vectorial. Los Mapeos de Momentos han sido utilizados para
estudiar problemas de geometria y topologia donde existe un tipo particular de simetria.
Este trabajo esta dividido en cinco capitulos. A continuacién se detalla cada uno de
ellos.

1.- Grupos y Algebras de Lie. Comenzaremos definiendo los conceptos de Grupo
y Algebra de Lie, los cuales seran de suma importancia durante el desarrollo de
todo este trabajo. De la misma manera, veremos lo qué es una acciéon de Grupo de
Lie en una Variedad Diferencial, asi como el Mapeo Exponencial entre un Algebra
de Lie y su correspondiente Grupo de Lie.

2.- Variedades Simplécticas. Definiremos los conceptos de Forma Simpléctica y
de Variedad Simpléctica. Presentaremos algunos ejemplos y concluiremos con un
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importante resultado, llamado el Teorema de Darboux, el cual nos indica que toda
Forma Simpléctica puede escribirse de manera canénica.

Mapeo de Momentos. Distinguiremos entre dos tipos de acciones; simplécticas
y hamiltonianas. Se definiran los conceptos de representacién adjunta y representa-
ci6én coadjunta de un Grupo de Lie G en GL(g) y en GL(g*), correspondientemente.
Y con ayuda de estos conceptos introduciremos una de las funciones mas relevantes
en este trabajo; el Mapeo de Momentos.

Reducciéon Simpléctica. Mostraremos que al conjunto de érbitas de una accién,
de un Grupo de Lie en una Variedad Simpléctica se le puede inducir, de manera
natural la estructura de Variedad Simpléctica. Esto, con ayuda del importante
Teorema de reduccion de Marsden-Weinstein-Meyer.

Politopos de Delzant. Finalmente, en este capitulo estudiaremos las acciones
de Toros en Variedades Simplécticas que son compactas y conexas. Si dicha ac-
cién es hamiltoniana y efectiva entonces la variedad se llamara Variedad Torica.
Estudiaremos la relacién existente entre las Variedades Téricas y los Politopos de
Delzant.

IV



Capitulo 1

Grupos y Algebras de Lie

1.1. Grupos de Lie

Definicién 1.1.1 (Grupo de Lie) Consideremos una variedad diferencial G. Supon-
gamos que adicionalmente G posee la estructura algebraica de grupo. Diremos que G es
un grupo de Lie si las operaciones

GxdG = G
(,y) — x-y

son diferenciables (de clase C*).

De aqui en adelante, se escribira xy en lugar de z - y.
A continuacién se describen algunos ejemplos de grupos de Lie.

Ejemplo 1.1.1 El conjunto GL(n,R) de matrices de dimension n X n con entradas
reales, cuyo determinante es diferente de cero. Debido a que la funcion determinante

det : M, (R) — R
es continua, el conjunto
GL(n,R) = M5, (R)\{det ' (0)}

es abierto y por lo tanto se le puede heredar la estructura diferencial de M, «,(R). Por
otro lado, como det(AB) = det(A)det(B) y det(A™') = det(A)™t, la multiplicacién de
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matrices y la operacion de obtener inversos son cerradas en GL(n,R), asi el conjunto
de matrices invertibles resulta ser un grupo. Ademds, para A, B € GL(n,R) el producto
AB es la matriz de tamano n X n cuyo elemento i,j estd dado por

n

§ airbrj7

r=1

debido a la forma polinomial de las entradas de AB, tenemos que la multiplicacion
matricial es una funcion diferenciable. Finalmente, de la formula

-1 _ cof(A)
A= det(A)’

donde cof(A) es la matriz de cofactores de A, vemos que la funcidn obtener inversos
también es diferenciable. Por lo tanto, GL(n,R) resulta ser un grupo de Lie.

Ejemplo 1.1.2 Como caso particular del ejemplo anterior, tomando n = 1, vemos que
GL(1,R), los reales diferentes de cero, también son un grupo de Lie, con el producto
usual.

Ejemplo 1.1.3 Andlogamente al Ejemplo 1.1.1, dado un espacio vectorial V de dimen-
sion finita, el conjunto de funciones biyectivas ® : V. — V', denotado por GL(V), es
un subconjunto abierto del conjunto de endomorfismos en V', End(V'). Considerando la
composicion de funciones (91, Py) — Py 0 Py dotamos a GL(V') de estructura de grupo.
Finalmente, si V es real y dim(V') = n entonces GL(V') es isomorfo a GL(n,R).

Ejemplo 1.1.4 Sabemos que S* es variedad diferencial real. Ademds, puede identificarse
de la siguiente manera
St={2eC:|z|=1}.

Sean z,w € S*, debido a que |zw| = |z||w| y |27 = é tenemos que la multiplicacion

usual de nimeros complejos y la funcion tomar inversos son cerradas en S*, luego S*
es grupo. Mas aun, utilzando cartas coordenadas puede probarse que dichas operaciones
son diferenciables, asi S* es un grupo de Lie.

El siguiente resultado nos serd de utilidad para mostrar un ejemplo mas.

Teorema 1.1.1 Sean G y H grupos de Lie. Entonces G x H, con el producto entrada
a entrada y la estructura diferencial inducida por el producto cartesiano, también es un
grupo de Lie.

Ejemplo 1.1.5 FEl toro n-dimensional T" es un grupo de Lie, pues

T =8 x ... x St.
——

n veces
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1.1.1. Homomorfismos

Definicién 1.1.2 Sean G y H grupos de Lie. Si un homomorfismo (algebraico) entre
ellos
F:G—H

es de clase C'™°, entonces se llama un homomorfismo de grupos de Lie.

Ejemplo 1.1.6 Consideremos G = GL(n,R) y H = R*, el conjunto de nimeros reales
no nulos con la multiplicacion usual. Debido a que det(AB) = det(A) det(B) y la funcidn
determinante es de clase C'™, tenemos que

det : GL(n,R) — R*
es un homomorfismo de grupos de Lie.

Ejemplo 1.1.7 Sean G = R con la suma usual y H = S' con el producto de nimeros
complejos. Entonces

F:R — ¢St

es un homomorfismo entre grupos de Lie.

Ejemplo 1.1.8 De manera andloga, para G = R" y H = T" = St x ... x S la siguiente
funcion también es un homomorfismo de grupos de Lie

F:R" — T"
(t1, ..., ty) > (2™ ... 2™,
Teorema 1.1.2 Si F' : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces
= rangoF' es constante
= ker F' es un subgrupo de Lie

» dim(ker F) = dim G — rangoF’

1.1.2. Acciones en grupos de Lie

Definicién 1.1.3 Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferencial. Una accion
por la izquierda de G en M es una funcion

W Gx M- M

que satisface las siguientes propiedades



1. ¥(e,p) = p, para todo p € M, con e € G el elemento neutro,

2. Y(91,%(92,p)) = ¥(9192,p), para cualesquiera g1,g. € G yp € M.

De manera anéloga se definen las acciones por la derecha. En ocasiones, 1(g, p) también
se escribird simplemente como g - p.

Las acciones que mas nos interesan son las de clase C*°, asi pues, de ahora en adelante
supondremos que todas las acciones son diferenciables.

Sea ¢ : G x M — M una accién, para un elemento fijo g € G la funcion

g M — M
p = ¥(g,p)

resulta ser un difeomorfismo con inversa wg_l = 1g-1. De esta manera, cada accién suave
establece una correspondencia entre G y el conjunto de difeomorfismos de M en M

Yv:G — diff(M)
g = Y
Definicién 1.1.4 Una accion ¢ de G en M se llama
s Ffectiva, si el unico elemento g € G que satisface
¥(g,p) = p,
para todo p en M, es el elemento neutro, es decir g = e.

» Libre, si g # e implica
U(g,p) #p
para todo p € M

» Transitiva, si para cualesquiera py,ps € M existe un g € G tal que

V(g,p1) = pa-

En este caso, diremos que la variedad M es homogénea bajo la accion 1.

Definicién 1.1.5 Sea py un elemento en M.

s La G-orbita de py estd definido como el conjunto
G -po={¥(g:po) : g € G} C M.
s Ademds, el estabilizador de pg estd dado por
Gy ={9 € G :9(g9,p0) = po} C G.
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A continuacién veremos algunos ejemplos de acciones de grupos de Lie.

Ejemplo 1.1.9 Todo grupo de Lie G actua sobre si mismo por conjugacion

Vv GxG = G
(9,h) +— ghg™".

Ejemplo 1.1.10 Consideremos GL(n,R) actuando en R™ por multiplicacion de matri-
ces

(A, v) = Av.

Dicha accion es efectiva, pues Av = v si y solo si A = I. No es libre; para v = 0 y
A # I tenemos Av = 0 = v. Finalmente, para vi,vy € R"™ no nulos es posible resolver el
sistema Avy = vq, por lo tanto, la accidon es casi transitiva.

Ejemplo 1.1.11 Sea ® : G — H un homomorfismo entre grupos de Lie. Definamos
¥(g,h) = ®(g)h. La funcion ¢ resulta ser una accion, que serd efectiva y libre si y solo
st ker ® = e, ademds es transitiva si ® es sobreyectiva.

1.2. Algebras de Lie

Definicién 1.2.1 Un dlgebra de Lie g sobre R es un espacio vectorial g junto con un

operador bilineal [-,-] : g X g — g, llamado corchete, tal que para cualesquiera x,y,z € g
se cumple
» [2,y] = — [y, 2], (anticonmutatividad).

v ([z,y], 2] + [y, 2], 2] + [[2, 2] ,y] = 0, (identidad de Jacobi).

Ejemplo 1.2.1 Sean M wuna variedad diferencial, y g el conjunto de todos los campos
vectoriales suaves en un punto particular p € M. Resulta que g es un dlgebra de Lie con
el corchete entre campos vectoriales:

(X Y], f = Xp(Y ) = V(X ).

Ejemplo 1.2.2 El conjunto de matrices cuadradas con entradas reales My «,(R) es un
algebra de Lie con el operador llamado conmutador de matrices:

[A, B] = AB — BA.

Ejemplo 1.2.3 El espacio euclideano R? junto con el producto cruz de vectores.



Definicién 1.2.2 Sea G un grupo de Lie. Para a € G fijo, definimos la traslacion
1zquierda y derecha por a como

l, — G
r — ar,

r,: G — G
T = xa.

Es claro que [, y r, son funciones diferenciables, mas aun, son difeomorfismos con inversas
l,-1 v rq-1, Tespectivamente.

Definicién 1.2.3 Sean M y N variedades diferenciales suaves. Consideremos campos
vectoriales X e Y en M y N, respectivamente. Sea ¢ : M — N wuna funcion suave,
diremos que los campos X e Y estdn p-relacionados si

dpoX =Y 0.

Teorema 1.2.1 Sean M y N wariedades diferenciales suaves. Consideremos campos
X1, Xo en M y Y, Ys en N. Sea ¢ : M — N wuna funcion suave. St X; y Y; estdn
p-relacionados, entonces [ X1, Xa| y [Y1, Ya] estan p-relacionados.

Definicién 1.2.4 Sean G un grupo de Lie y X : G — T(G) un campo vectorial. Si para
cualquier a € G se cumple

dlybo X =Xol,,

entonces diremos que X es un campo vectorial invariante bajo traslaciones izquierdas.
El conjunto de campos vectoriales invariantes se denotard por g.

Proposicion 1.2.1 Sea G un grupo de Lie. Entonces

1. g es un espacio vectorial real, mds aun, la funcion

a:g — T.(G)
X = X(e) =X,

es un isomorfismo, luego dim(g) = dimT.(G) = dim(G).
2. Cada X € g es suave.

3. Bl corchete de Lie de dos campos invariantes por la izquierda es de nuevo un campo
vectorial invariante por la izquierda.



4. @ forma un dlgebra de Lie con el corchete de Lie.

Demostracion. Sean XY campos vectoriales invariantes por la izquierda.

1. Para cualquier ¢ € G se cumple

di;joX = Xol,
dl, oY = Yol,,

asi, para 3 € R se tiene

dl,o (X +Y) = dlyo(fX)+dl,0oY
= [B(dlyoX)+dl,oY
= B(Xol,)+ (Yol,)
= (BX+Y)ol,.

Por lo tanto, g es un espacio vectorial real. Ahora veremos que la funcién

ag — T.G
X = X,

es lineal. Para ello, consideremos X,Y € gy § € R, asi tenemos
a(fX+Y) = (BX+Y)(e)
= (BX)(e)+Y

(
= [X(e)+Y(e)
= fa(X)+ aY).

e)

Para verificar que « es inyectiva, supongamos que a(X) = a(Y), esto es, X(e) =
Y (e). Para algin otro o € G podemos calcular

X(0) = di,(X(€)) = di, (Y (e)) = Y (0),

por lo tanto, X = Y. Finalmente, « es sobreyectiva, pues para v € T,(G) podemos
definir

X:G — T(G)
T = dl(v).

Es claro que X es un campo vectorial suave, ademas

a(X) = X(e) =dl.(v) = d(id)(v) = v.



Para ver que X es invariante por la izquierda, tomemos o € GG y calculemos

(Xol,)(r) = X(o7)
= dl,r(v)
= dl,(dl-(v))
= dl;(X(7))
= (dl, o X)(7).

Por lo tanto, g es isomorfo a T.G.

. Para probar esta parte del teorema debemos verificar que para cualquier funcién
suave f tenemos que X f es suave, pero

Xf(O') = Xaf = dla<Xe)f = Xe(f o la)a

asi, debemos probar que la asignacién o — X.(f ol,) es suave. Haremos esto
descomponiendo a X, (f ol,) en funciones suaves. Denotemos por ¢ : G X G — G
al producto del grupo. Definamos las funciones suaves

it(r) = (7,¢)

i*(r) = (o,7).

Sea Y un campo vectorial suave tal que Y (e) = X(e) y consideremos el campo
vectorial suave (0,Y) en G x G. Debido a que i' y f o ¢ son suaves, tenemos que
[(0,Y)(f o )] oi® también lo es. Ahora

[(0,Y)(fop)oil(o) = (0,Y)se(fow)
= 0,(fopoi)+Y.(fopoi?)
= Y.(fopoi?)
= Xe(fogpoiz)
= Xc(foly).

Por lo tanto, los campos vectoriales invariantes son suaves.

. Si X, Y son invariantes por la izquierda, entonces para todo ¢ son [,-relacionados
consigo mismos, luego por el Teorema 1.2.1 [X, Y] es [,- relacionado con [X, Y],
esto es

dl, o ([X,Y]) =1,0[X,Y],

lo que prueba que el producto de dos campos invariantes es de nuevo un campo
invariante.

. Ya hemos visto que el producto de campos vectoriales es lineal, antisimétrico y
cumple la identidad de Jacobi, por lo tanto g resulta ser un algebra de Lie.
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Definicién 1.2.5 Sea G un grupo de Lie. El dlgebra de Lie de G se define como el
conjunto g de campos invariantes por la izquierda. Alternativamente, puede definirse
como el espacio tangente en la identidad e € G, esto es, T,G = g.

Ejemplo 1.2.4 Ya hemos visto que R es un grupo de Lie. Los unicos campos que son
mwvariantes por la izquierda son los campos constantes {/\d% : A € R}. El corchete de dos
de estos campos es igual a cero

d _ d d o/ df d (. df
|:>\1E>)\2%:| fo= )\1% ()\2%) - )\2% (M@)

d2f d2f
= Mhegm—MhTgE
= 0.

Por lo tanto, el dlgebra de Lie v de R puede identificarse con R, esto es v = R.

Antes de mostrar el siguiente ejemplo recordemos que todo espacio vectorial puede do-
tarse de estructura diferencial, esto a través de la base dual. Ademés, si {e;} v {r;} son
la base y la base dual de V, para p € V' es posible identificar a T,V con V' de la siguiente

manera
n n
IE DS
a; ~—— a;€;.
- or; y
=1 p i=1

Ejemplo 1.2.5 Consideremos GL(n,R). Notemos que las funciones

l‘ijZMan<R) - R
A — Qjj

son suaves para todo 1 <i,j < n. Para el neutro e de M, x,(R) sea
a: TMxn(R) = M, (R)
la identificacion arriba descrita. Si v es un elemento particular de T,M,,«,(R) tenemos
a(v)i; = v(zy).
Ademdas, sabemos que T.M,,»,(R) = T.GL(n,R), pues GL(n,R) es variedad abierta.
Consideremos la siguiente funcion
B:T.GL(n,R) — M,x,(R))
X =



Probaremos que 3 es un isomorfismo entre dlgebras de Lie, esto es B ([X,Y]) = [B(X), B(Y)],
en otras palabras, B preserva el corchete. Es claro que 3 es lineal. Para 0,7 € M, x,(R)
notemos que

(wij 0 lo)(T) = wij(oT) szk o) ks (T
Ademds, para' Y campo invariante

(Y (zi5))(0) = dis(Ye)(ws;)

ast

/6([X7Y])ij = [X,Y], (zi)

Por lo tanto, B es un isomorfismo entre dlgebras de Lie, luego el dlgebra de Lie corres-
pondiente a GL(n,R) es M, (R).

Ejemplo 1.2.6 Andlogamente al ejemplo anterior, si V' es un espacio vectorial real y
End(V') y Aut(V') representan los conjuntos de endomorfismos y automorfismo, respec-
tivamente, entonces, resulta que el dlgebra de Lie de Aut(V') es precisamente End(V').

Proposicién 1.2.2 Sean G y H grupos de Lie y o : G — H un homomorfismo. Si
X € g, entonces X y dp(X) son p-relacionados, esto es

dpo X =dp(X) o .

10



Demostracién. Hagamos dp(X) = X, asi debemos probar que dp o X = X o ¢.
Notemos que para todo o € G tenemos ¢ o l, = l ) © ¢, pues ¢ es homomorfismo.
Ahora, para ¢ € GG, aplicando la invarianza de X obtenemos

X(p(o)) = X(p(o)e)

= dly ( (X)(e))
= ( o p) (X)(e
= d(SOOZ)( )(6’)
= dp (dl,(X)(e))
= dp(Xol,)(e)
= dp(X)(0).

Por lo tanto, dp o X = X o ¢, 0 bien dp o X = dp(X) o . d

Proposicién 1.2.3 Sea ¢ : G — H un homomorfismo entre grupos de Lie, entonces
dy : g — b es un homomorfismo entre dlgebras de Lie.

Demostracion. Solo probaremos que dy preserva el corchete. Sean X,Y € g, por el
lema anterior X con dp(X) y Y con dp(Y) estan @p-relacionados, de la misma manera

[X,Y] con [de(X),dp(Y)], asi

dp o [X, Y] = [dp(X), dp(Y)] o ¢,

evaluando esta expresion en eg tenemos

de ([X7 Y]ec) = [dSO(X>’ d(p(Y)]eH )
por lo tanto dp : g — b es un homomorfismo entre algebras de Lie. U
Si Gy H son grupos de Lie y ¢ : g — b un homomorfismo entre sus algebras, ;bajo qué
circunstancias podemos garantizar que existe ¢ : G — H, homomorfismo entre grupos

de Lie, tal que ¢ = dp ?
El siguiente teorema nos da un reciproco parcial de la proposicién anterior.

Teorema 1.2.2 Sean G y H grupos de Lie. Supongamos que G es simplemente conezo.

St g — b es un homomorfismo, entonces existe un unico ¢ : G — H tal que dyp = ).

1.2.1. Mapeo Exponencial

Consideremos un grupo de Lie G y un homomorfismo ¢ : R — G, la imagen de R bajo
@ resulta ser un subgrupo de G. Por ello a este tipo de homomorfismos se les conoce
como subgrupos uniparamétricos de G.
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Sea X € g fijo, hagamos la siguiente asignacion entre TyR y g

d
A— X
dr - ’

dicha correspondencia resulta ser un homomorfismo entre algebras de Lie, pues es lineal
y [/\1(1%, /\gdiﬂ = [M X, M X] = 0. Debido a que R es simplemente conexo, por el Teorema
1.2.2, existe un inico homomorfismo entre R y G tal que su diferencial coincide con esta
asignacién, llamaremos exp, a dicho homomorfismo, asi

expy :R—= G
cumple

d(expy) (Ad%) — X,

De esta manera, tenemos que t — expy(t) es el tnico subgrupo uniparamétrico de GG
cuyo vector tangente en 0 es X (e).

Definicién 1.2.6 El mapeo exponencial en un grupo de Lie G estd dado por

exp:g — G
X — expy(1).

Teorema 1.2.3 El mapeo exponencial en grupos de Lie satisface propiedades similares
a las de la funcion exponencial de los numeros reales, a saber

i) exp(tX) = expy(t).
i) exp(t; + t2) X = exp(t1X) exp(t2X).
iti) exp(—tX) = (exp(tX))~ "

) l, o expy es la unica curva integral de X que toma el valor o en 0. Como conse-
cuencia, tenemos que los campos vectoriales invariantes son completos.

Demostracion.

i) Definamos las funciones ¢ y ¢ de R en G como sigue

o(t) = expx(st)
w(t) = eXst(t)a

donde s € R. Observemos que 9 es la tinica curva integral de sX tal que 1(0) = e.

Ahora p p
dp (% t) =dexpy (s e St) = 5X|expx(st) )
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Entonces ¢ es una curva integral de sX tal que ¢(0) = e, asi pues, por unicidad
@ = 1, entonces, para cualesquiera s,t € Ry X € g se cumple

exp,x (t) = expx (st),

tomando ¢t = 1 y cambiando s por ¢t tenemos
exp(tX) = exp;x (1) = expx(t).

ii) Por la primera parte del teorema y del hecho que expy es un homomorfismo entre
R y G tenemos

exp(ty +t2)X = expx(t; +t2)

expy (t1) expx (t2)
= exp(t1.X) exp(t2X).

iii) De manera anéloga

exp(—tX) = expy(—t)

(expy ()"
— (exp(tX))~"

iv) Por las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.3 tenemos que (d/dr) y dexpy(d/dr), que es
igual a X, estan expy-relacionados. Entonces, expy es la unica curva integral de
X tal que expy(0) = e. Debido a que X es invariante por traslaciones izquierdad,
ly 0 expy también es curva integral, ademds (I, o expy)(o) = 0.

g

Proposicién 1.2.4 Para el grupo de Lie GL(n,C) el mapeo exponencial
exp : gl(n,C) — GL(n,C)

estd dado por la exponencial de matrices
A? AF
A f— — ... — . ..
e—I+A+2!+ +k!+

La demostracion sera dividida en tres etapas, en las cuales se probaran los siguientes
hechos:
: o] Am / 0 __
1) Laserie )~ “- es convergente. Aqui A” = I.

m

13



2) Dicho limite se encuentra en GL(n,C).

3) Para cada A € gl(n,C), la asignacién t +— e de R en gl(n,C), proporciona un
subgrupo uniparamétrico, cuyo vector tangente en 0 es igual a A.

Demostracion.

1) Enrealidad, se probara que la serie es absolutamente convergente. Andlogamente al
Ejemplo 1.2.5 tenemos que gl(n, C) = M,,,(C). Sea A € M,,+,,(C), consideremos
la siguiente norma

[Al = max |a;(A)].

1<i,j<n

Hagamos K = B,,(0), donde p = ||A|| + 1. Es claro que para todo i, se cumple
|laij(A)] < p. Més atin, para A? tenemos

n

E (0778 arj

r=1

n
<3 o < m

r=1

|5 (A%)] =

De manera inductiva, supongamos que la desigualdad |z;;(A™)] < n™ 'u™ es
valida. Asi, haciendo y;; = x;;(A™) obtenemos

n
E yirarj
r=1

Por lo tanto, la desigualdad |a;;(A*)| < n*~'y* es vélida para todo k € N.

| (A" =

n
< irans| =
r=1

nk—1,k

£ por el criterio de la razén

Consideremos la serie Y 7~ *—

’I’Lk,u,k+1
. Q41 , (k+1)! , np
limsup | —| = limsup | == | = limsup |——| = 0.
k—oo Qg k—o0 n_k'& k—oo k+1

vemos que es convergente. Luego, por el hecho de que

2

k

e ZUij(Ak) s nk_lluk
EnR

0 k=0

y aplicando la prueba M de Weierstrass, cada una de las entradas de
[o¢] Am
>
m=0

es absolutamente convergente, por lo tanto, la serie misma también lo es para

AeK.
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2) Para demostrar que e € GL(n,C) primero notemos que B + AB es un mapeo
continuo de M, (C) en si mismo, asi

) A? A¥ , A? A¥
{]}LTO(I+A+§+---+H)}B]}LI§O {(I%—A—i—i—k---—kH)B}.

En particular, si B € GL(n,C) se cumple

A? A¥
BedB™l = B(I+A+—+---+—+--->B‘1

2! k!
BA?B~! BA*B~!
= I+BAB‘1+T+---+T
BAIAB™! BAIA-.-AIAB™!
= ]+BAB‘1+T+---+ X
BAB™')? BAB 1)k
S I+BABl+(T)+~-+%+
— eBAB_l. ' '

Para A € GL(n,C), mediante la forma canénica de Jordan, podemos encontrar
una matriz invertible B tal que BAB™! sea triangular superior. Los elementos de
la diagonal principal de BAB~! son los valores propios \i,...,\, de la matriz
A, algunos de ellos podrian repetirse. Resulta que Be*B~! = ¢B4B™" también es
triangular superior, y los elementos de su diagonal estdn dados por e, ..., eM.
De esta manera, tenemos que det(BeB~1) = det(eP4P ") # 0, luego det(e?) # 0
y et € GL(n,C).

3) Finalmente, consideremos la funcién t — ¢4 de R en GL(n,C), la cual es diferen-
ciable, pues cada entrada de e es una serie de potencias en ¢. Ahora, notemos
que si XY =YX, con X, Y € M,,4,(C) entonces

Yy X"\ [ Y™ [ X ymh
- (5 (E) S e)

m=0 m=0 m=0 \k=0
0o m (m>XkYm_k 0 (X + Y)m
=2 (Z I P S
m=0 \ k=0 m=0
— 6X—i—Y

de esta manera, t1 + ty > et 24 = ghidel2A aqf g funcién antes descrita induce

un subgrupo uniparamétrico. Ademads, el vector tangente en cero es A, en efecto

d [ = (tA)™
i (Z57)

m=

t=0



Ejemplo 1.2.7 En C\ {0} tenemos la exponencial usual de complejos

2 k

s z z
e = +z+§+---+y+---
Ejemplo 1.2.8 Si V' es un espacio vectorial, real o complejo, entonces el mapeo expo-

nencial
exp : End(V) — Aut(V)
estd dado por
! 12 ¥
donde | € End(V) 1 representa la transformacién identidad y I* significa componer k
veces | consigo mismo.

Teorema 1.2.4 Sea ¢ : G — H un homomorfismo entre grupos de Lie, entonces el

siguiente diagrama conmuta

©
e

H G
exp] ]exp
d
h——g
Demostracion. Consideremos la siguiente asignacién
R —- G
t — pexp(tX)).

Debido a que exp(tX) = expy(t), esta asignacién es un homomorfismo, es decir un
subgrupo uniparamétrico de G, ademas su vector tangente en 0 es dp(X(e)). De la
misma manera, la correspondencia

R — G
t = exp(t(dp(X)))

también es un subgrupo uniparamétrico, cuyo vector tangente en 0 es dp(X)(e). Por la
unicidad de expy tenemos que

p(exp(tX)) = exp(t(dp(X))).
O

Como caso particular podemos considerar el caso en que H es un subgrupo de G y ¢ es
el mapeo inclusion.
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Proposicién 1.2.5 Sea X € g. Si X € dp(h), entonces exp(tX) € p(H) para todo
nimero real t. Inversamente, si exp(tX) € @(H) para t en algin intervalo abierto,
entonces X € dp(h).

Demostracion. Supongamos que X € g es tal que X € dp(h). Como el diagrama
del teorema 1.2.4 conmuta tenemos que exp(X) € dp(h). Mas ain, al ser dy lineal
tX € dp(h) para todo t, luego exp(tX) € w(H). Por otro lado, supongamos que dado
X € g se cumple exp(tX) € p(H) para algun ¢ en un intervalo abierto /. Entonces el
mapeo t — exp(tX) puede ser expresado como una composiciéon poa, donde o : [ — H
es una curva suave. Tomemos ¢ € I, sea X el campo vectorial en H determinado por

a(ty), dicho campo resulta ser invariante, ademds dp(X) = X. O

Teorema 1.2.5 Sean A un subgrupo de G, no necesariamente de Lie. Supongamos que
a C g es un subespacio. Sea U una vecindad de 0 € g que es difeomorfa, bajo el mapeo
exponencial, a una vecindad V' del elemento identidad e € G. Supongamos que

exp(UNa)=VNA.

Entonces A con la topologia relativa es un subgrupo de Lie de G y a es el subdlgebra de
Lie correspondiente a A.

Ejemplo 1.2.9 Consideremos el grupo de Lie GL(n,R) y los siguientes subgrupos
a) Subgrupo Unitario U(n) = {A € GL(n,R) : A~! = A'}.
b) Grupo Especial Lineal SL(n,R) = {A € GL(n,R) : det A = 1}.
Entonces sus dlgebras de Lie estdn dadas por
a) u(n) ={A € gl(n,R) : A+ A" =0}.
b) sl(n,R) ={A € gl(n,R) : traza(A) = 0}.
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Capitulo 2

Variedades Simplécticas

2.1. Formas Simplécticas

Consideremos un espacio vectorial real V. Una funcién bilineal 2 : V' x V' — R se dira
antisimétrica si Q(u,v) = —Q(v,u) para cualesquiera u,v € V.

Observacién 2.1.1 5i Q) es una forma bilineal antisimétrica en V' entonces para cual-
quier u € V' se cumple

» Qu,u) = —Qu,u) =0
» Q0,u) =Qu —u,u) = Qu,u) — Qu,u) =0
Teorema 2.1.1 Si ) es una funcion antisimétrica en V', entonces existe una base
{ur, .. up,ery o sen, fi,o ooy fuld

para la cual se cumple

Qu;,v) = 0
Qe e;) = 0
Qfi, f;) = 0
Qei, ;) = 6y

para todo v € V' y cualesquiera 1, j.

Demostracion. Sea U = {u € V : Q(u,v) = 0V v € V}. Notemos que U # () pues
0 € U. Ademas, si uj,us € V'y k € R tenemos

Q(kur + ug,v) = kQ(uy,v) + Q(ug,v) =0,

18



para todo v € V', luego U es un espacio vectorial real. Escojamos una base {uy, ..., ux}
de U y sea W la completacion de V' respecto a U, esto es

V=UaW.

Tomemos algin elemento e; € W. Debido a que U NW = {0} debe existir f; € W
tal que Q(eq, f1) # 1. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que (e, f1) = 1.
Hagamos

Wi = span{ey, f1}
W = {weW:Qw,v)=0Yve W}

Probaremos que Wy N W5 = {0}. En efecto, supongamos que u = ae; +bf, € Wi NW;2,
entonces para e, f1 € Wi debe cumplirse

0=Qu,e1) = Qae; +bfi,e1) = aQder,er) — bQeq, f1) = —b,

0= Q(u, f1> = Q(ael —+ bfl, fl) = CLQ(@l, f1> + bQ(fb fl) = a.

Ademas, W = W, @ W Sea v € W, supongamos que Q(v,e;) = cy Qv, f1) = d.
Consideremos v + cf; — dey, para v € Wy con u = kiey + ko f; tenemos

Qv +cfi —der,u) = Qu+cfi —der, kier + ko f1)
= k1Q(v,e1) + k2Q(v, f1) + ckiQ(f1, e1)
+ k) f1, f1) — dk1Q(eq, 1) — dkoSQ(eq, f1)
= kic+ kod — cky — dks
= 0,

por lo tanto, v + cf; — de; € W, Asi, podemos descomponer a v como

v=(—cfi +dey)+ (v+cfi —d€12-

. i (.

vV vV
eWw, € WlQ

Andlogamente, tomamos e; € Wi no nulo. Asi, debe existir f, € Wi tal que Q(ey, fo) #
0, se puede asumir que (eq, fo) = 1. Definimos Wy = span{es, f2}. Etc.
Debido a que dim V' < oo, este proceso debe terminar. De esta manera, obtenemos

V=UeW,eWed- ---3&W,,

donde todos los sumando son simplécticamente ortogonales. Ademas cada espacio W;
tiene base {e;, fi} v Q(e;, fi) = 1. d
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2.2. Espacios Vectoriales Simplécticos

Sea V' un espacio vectorial real de dimension m y €2 : V x V — R una funcién bilineal
y antisimétrica. Consideremos la siguiente funcion

Q:V oV
definida como Q(v)(u) = Q(v,u).

Definicion 2.2.1 Una funcion bilineal y antisimétrica Q@ : 'V x V. — R se llamard
simpléctica si ) es biyectiva. Asi mismo, el espacio (V,2) se dird un espacio vectorial
simpléctico.

Una de las consecuencias de esta definicién junto con el Teorema 2.1.1 es que si (V, )
es un espacio vectorial simpléctico, entonces la dimensién de V' es par.

Definicién 2.2.2 Si Y es un subespacio vectorial de un espacio simpléctico (V,Q), en-
tonces definimos su complemento simpléctico como

YE={veV:Quu)=0YucY}
Las siguientes definiciones estan relacionadas al complemento simpléctico.

Definicién 2.2.3 Sean (V,2) un espacio simpléctico y' Y C V un subespacio, entonces

» Y se llama simpléctico si Y NY? = {0}.

Y se llama isotrépico si Y C Y.

Y se llama lagrangiano si Y = Y.

Y se llama coisotrépico si Y C Y.
Ademas, tenemos las siguientes propiedades:

s dimY +dimY®%=dimV.

YO =Y.

Si Y y W son subespacios entonces Y C W = W® C Y%,

Y es simpléctico <= V =Y ¢ Y&

Si Y es isotrépico entonces dimY < %dim V.

Si Y es lagrangiano entonces dimY = %dim V.
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Un prototipo de espacio vectorial simpléctico es (R**,€)y) , cuya base estd dada por

n

=
er = (1,0,...,0), ... ,e,=(0,...,0, 1 ,0,...,0),
Fi=(0,.0 1 ,0,...,0), oo fu=1(0,....0,1).

Los valores de €2 en la base estan definidos como en el Teorema 2.1.1, y el valor en algin
otro vector estard determinado por los elementos de la base y la bilinealidad de €.

Definicién 2.2.4 Un simplectomorfismo p entre espacios vectoriales simplécticos (V,€2)
y (V', Q) es un isomorfismo lineal ¢ : V — V' tal que

’

Q(u, v) = Q (p(u), ¢(v)).

2.2.1. Variedades Simplécticas

Sean M una variedad diferencial y w una 2-forma, tal que para cada p € M la funcion
wy : TyM x T,M — R es antisimétrica y varia suavemente en p.

Definicidn 2.2.5 La 2-forma w es simpléctica si es cerrada y w, es simpléctica para
cada p € M.

Definicién 2.2.6 Al par (M,w) se le llama una variedad simpléctica.

Ejemplo 2.2.1 Sea M = R*" con coordenadas {x1,...,%p,y1,-..,Yn}. La forma

W = Z dflj’k A dyk
k=1

es simpléctica, y el conjunto

(), 2, @), )

es una base simpléctica para T, M.

Ejemplo 2.2.2 Sea M = C", consideremos las coordenadas

VAN xk—l—iyk

2L = Jfk—iyk.
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St multiplicamos por —2i cada término de

Z dxy N dyp
k=1
tenemos que
Z(—Qldl’k VAN dyk) == Z(—ldl‘k A dyk - Zd(l]k VAN dyk)
k=1 k=1
k=1

n

= Z(dxk A dxy —idzy A dyg, + idyy A dxy, + dyg A dyy)

k=1
n

= Z(dxk + idyx) A (dzy, — idy)

k=1
n
= Z de A dzk.
k=1

Ast, una forma simpléctica en C™ estd dada por
i -
wy = 3 ;dzk A dZy.

De forma alternativa, utilizando coordenadas polares

Tr = 71, cosby

Y = Tk Sin@k,
obtenemos

dl‘k = d(’f‘k COS gk)
= dry cos O + rrd(cos )
= dry cos 8, — r sin 0,dO,

dyk = d(?"k sin@k)

= drgsin 0y + rrd(sin 6y,)
= d?“k sin Gk + 71 COoS deek,
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ademds
dxp Ndyy = (drgcos Oy — rsin0,d0y) A (dry sin 0y, + ry cos O, dby,)
= cos O sin Opdry A dry, + 75 cos? Opdry A dby,
— 1y sin® 0,d0y A dry, — 73 sin 6 cos 0, d0, A dby)
= 1 cos? Opdr A dy, + 1y, sin® O,dry, A dby,
= ridry A\ dOy.

De esta manera, tenemos que

Z dlL‘k VAN dyk = Z T‘dek VAN ko

k=1

Ejemplo 2.2.3 Sea M = S?, usando coordenadas cilindricas, tenemos la forma
w = df N dh.

Ejemplo 2 2.4 C’omo caso particular del Ejemplo 2.2.1, sea M = R?, asi w = dx A dy.
Siv = alaz +b 2 by Y V2= G2g; 890 + bga son vectores tangentes, podemos calcular

w(vy,va) = dx Ady(vy,vs)

0 6 8 8

0 0 0 0
= dx (CL1% + bl(‘?—y) dy (aga + bza—y)

0 0 0 0
— dy (ala‘i'bla—y) dx (aga‘f—bga—y)
= (llbg — b1a2
o a; by
= det ( ay by > .

Definicién 2.2.7 Para C"*'\ {0}, una forma simpléctica estd dada por

1

Wrs = 585 og(\z|2)
i 9 (log(]2[*)) _
_ Ly ZVOBER)) ho A g
2 Z 02,07, 900k
7,k=1
i "~ [ |22z A dZy,  Zizmdzi A dz
B 2 ¢ |2]* |2
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Definicién 2.2.8 Sean (M, w;1) y (Ma,ws) variedades simplécticas 2n-dimensionales.
Un difeomorfismo g : My — My es un simplectomorfismo si para w,v € T,M, se satisface

(Wi)p(u,v) = (w2)g(p) (dgp (1), dgp(v))-

Lo anterior se abreviard simplemente por g*ws = wy.

Teorema 2.2.1 (de Darboux) Sean (M,w) una variedad simpléctica 2n-dimensional
yp € M. Entonces existe una carta (U, (x1,...,Zn,Y1,...,Yn)) centrada en p tal que en
U la forma se escribe como

w = zn:dxk A dyy..

k=1

Una de estas cartas es llamada carta de Darboux.
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Capitulo 3

Mapeo de Momentos

3.1. Campos Simplécticos y Hamiltonianos
Consideremos una variedad simpléctica (M, w). Para cualquier p € M
wy : T,M x T,M — R
es bilineal, antisimétrica y no degenerada. Ademads, fijando v € T,M tenemos que
wy(v,-) : T,M — R.

Sea H — R, entonces dH, : T,M — R. Debido a que w, es no degenerada, existe
v, € T, M tal que
Wy(Up, ) = dH,.

Haciendo variar p € M obtenemos un campo vectorial Xy : M — T'M tal que
CO(XH, ) =dH.
De esta manera, tenemos la siguiente

Definicién 3.1.1 A uno de estos campos Xy se le llama campo vectorial hamiltoniano.
Y a la funcion H se le conoce como funcion hamiltoniana.

Supongamos que la variedad M es compacta, o que Xy es completo. Entonces para cada
p € M sus curvas integrales estan definidas en todo R, digamos «a,, : R — M. Asi, para
cada t € R definamos la familia uniparamétrica de difeomorfismos p; generados por Xy

pM — M
p o aylt).

Tenemos los siguientes hechos
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" 0Dy = ldM

dpt -1 _
[ ] W O pt = XH
» Cada difeomorfismo preserva la forma simpléctica, es decir, pjw = w.

Por lo tanto, cada funcion H : M — R induce una familia de simplectomorfismos p;.

Definicién 3.1.2 Sea (M,w) una variedad simpléctica. Un campo X en M se dird
simpléctico si preserva la forma w, esto es Lxw = 0.

Tenemos la siguiente caracterizacién de campos:
i) X es simpléctico si y solo si ixw es cerrada.

ii) X es hamiltoniano si y solo si 1xw es exacta.

Ejemplo 3.1.1 Consideremos (M,w) = (S?,df A dh). Entonces el campo Xy = 2 es
hamiltoniano, con funcion hamiltoniana H(6,h) = h, en efecto

ix, (dOAdR) = (dO A dh) (%, )

0

0 0
= db (%) dh — dh (%) do

= dh.

- (d@@dh—dh@d@)(a )

Sin embargo, el campo Xy = 8@

- es simpléctico pero no hamiltoniano, pues

vx, (0 Adh) = (dO A dh) (%,)

)
— (d0® dh — dh® db) (%)

0 0
~= Y (%> dh — dh <%> df
= —df

es cerrada pero no exacta.

Teorema 3.1.1 Si X e Y son campos vectoriales simplécticos, entonces [X,Y] es un
campo vectorial hamiltoniano, con funcion hamiltoniana w(X,Y).
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Demostracion. Calculando

z[va]w = EXZyw - ZyEXu)

= dixiyw + ixdiyw — iydixw — 1ytxdw

= dixiyw

= dw(X,Y)).
Por lo tanto, [X,Y] es hamiltoniano con funcién hamiltoniana w(X,Y"). O
Sabemos que X(M) con el corchete de Lie forma un élgebra de Lie, la cual denotaremos
por (X(M),[-,-]). El Teorema 3.1.1, y el hecho de que todos los campos hamiltonianos
son campos simplécticos, indican que el conjunto de campos simplécticos, denotados por
X(M)simpi, forman una subélgebra de Lie de (X(M), [, ]).Por otro lado, si dos campos
vectoriales hamiltonianos X,Y son simplécticos, entonces [X, Y] también lo serd. Asi,

el conjunto de campos hamiltonianos, X(M )pem, también es una subdlgebra de Lie.
Ademas, se cumple la siguiente contencion

(X(M)nam; [-;-1) € (X(M ) simpt; [+, 1) € (X(M), [, -]).

Definicién 3.1.3 Sean (M,w) una variedad simpléctica y f,g € C>°(M,R). El corchete
de Poisson entre f y g estd dado por

{fa g} = W(va Xg)v
donde Xy y X, son los campos vectoriales hamiltonianos de f y g.

Para un p € M particular

{f,g} : M — R
p = wp(Xs(p), Xy(p))

Lema 3.1.1 Tenemos el siguiente hecho
Xirgy = =X, Xyl
Demostracion.

Xirgt = Xoxy,x,)
= [ng Xf]
= _[vaXg]‘

Teorema 3.1.2 El par (C*,{:,-}) forma un dlgebra de Lie.
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3.2. Acciones Simplécticas y Hamiltonianas

Consideremos una accién ¢ de un grupo de Lie G en una variedad M, su mapeo de
evaluacion es la funcion

evy : M xG — M
(p.g) = ().

Si una accién es suave, su mapeo de evaluacion también lo es.
Si X es un campo vectorial completo en M entonces

p:R — diff(M))
t = Pt
donde p; denota el flujo de X en el tiempo t, define una accién suave. Asi, todo campo

vectorial completo induce una accion suave. de R en M. Reciprocamente, cada accién
suave ¢ de R en M induce un campo vectorial completo, para ello definamos

evy : M xR — TM
th(p)]

dt |_y

Definicién 3.2.1 Sean (M,w) una variedad simpléctica, G un grupo de Lie y 1) una
accion. Si para cada g € G se cumple que ¥, : M — M es un simplectomorfismo,
entonces diremos que 1 es una accion simpléctica.

Definicién 3.2.2 Una accion simpléctica 1 de ST o R en (M,w) es hamiltoniana si el
campo vectorial generado por 1 es hamiltoniano.

Ejemplo 3.2.1 Sea R*™ conw =", dx; A dy;. Entonces, la asignacion

(36’17917---79516,3/16,--->$n>yn) — ($layla---7$kayk_tw"axnayn)

induce una accion, por traslacion, de R en R?*". Para el generador X = % det =R, el
campo vectorial generado por la accion es

d(xl)yh'"axkayk_tw"axnayn)
dt

__9
t=0 Y .

0 2n )
w | T3 = dz/\dz - "
Z(ayk) Zx y(ayk>

Ademdas

0
= (dzp @ dyy, — dyp ® dwy) <_8_yk’ )
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Por lo tanto, el campo —% tiene por funcion hamiltoniana a H(x1,y1 ..., Tn, Yn) = Tk,
luego, la accion es hamiltoniana.

Para saber cudndo una accion en general es llamada hamiltoniana seran necesarias al-
gunas definiciones.

Primero, consideremos un grupo de Lie G y v su accién por conjugacion, esto es, para
cada g € G tenemos

vy G— G
h— ghg,

! = e. Ahora, como v, es difeomorfismo

notemos que ,(e) = geg~
d(Yg)e : T.G =g — T.G =g,

es una transformacion lineal invertible. Asi, a cada g € G le corresponde un elemento
de GL(g), dicho elemento lo denotaremos por Ad,, variando g € G obtenemos

Definicién 3.2.3 La representacion adjunta de G en g

Ad: G— GL(g)
g— Ad,.

Por otro lado, para g y g* hagamos
() g"xg— R
(&, X) = (& X) =¢(X).
Dado § € g*, Ad;(€) es el funcional que cumple
(Ad(€), X) = (€, Ady (X))
para todo X € g. De esta manera, tenemos que

Definicién 3.2.4 La reresentacion coadjunta de G en g* estd dada por
Ad*: G— GL(g")
g Ad,.

Definicién 3.2.5 Siv es una accion de G en M, y X € g definimos X¥ como el campo
vectorial en M creado por el subgrupo {exp(tX) :t € R} C G, tal que para x € M
d(exp(tX) - x)

dt —

X#(x) =
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Definicién 3.2.6 Sea v una accion simpléctica de G en la variedad M. Diremos que
es hamiltoniana si existe una aplicacion

p:M— g
tal que
1) Para cada X € g, la componente de p a lo largo de X
WM — R
p = (up),X)

satisface
X
dp”™ = 1x#w,

es decir, uX es funcion hamiltoniana de X7#.

2) La funcion p es equivariante con respecto a la accion de G en M y a la accion
coadjunta Ad* de G en g*, esto es, para todo g € G se cumple

popy = Adg o p.

Cuando el grupo G es abeliano entonces Ad; = Id para todo g € G, asi la segunda
condicion se simplifica

oYy = fu.
A (M,w, G, p) se le llama un G—espacio hamiltoniano y a la funcién p se le conoce como
mapeo de momentos.

Ejemplo 3.2.2 Si G = SY, R entonces g,g* = R. Para X € g, con X = kld%, el mapeo
de momentos p : M — g* debe cumplir

Yp) = pp)(X)
= u(p) <k1%)

d
= (kydr) (k%)
= kpkl

= kiu(p).

Por lo tanto, u* = kipu. Tomando X = % tenemos i~ = L.
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Ejemplo 3.2.3 Fn (R? w = dx A dy) consideremos la accion por traslacion de R

P R? — R?
(z,y) — (z+ty).

Para el generador X = % de vt = R tenemos que

d (exp(tX) - (z,y))

X = dt =0
_ d(x+t,y)
B dt —o
0
= o5

Reduciendo

ix#w = dx Ady (;,)
x

= (dr®dy —dy ® dzx) <%,)

= du,

por lo tanto, p(x,y) =y es el mapeo de momentos para esta accion.

Ejemplo 3.2.4 Consideremos (C", W= % Yoo dzpg NdzZp = >0 rEdrg A de) . Enton-
ces la accion ¢ de S* en C", tal que para cada t € S*

wti(cn — Cn

0 O (146 (6460
T N I T (R TR N LG

(1€’ ,

Y

es hamiltoniana, con mapeo de momentos

En efecto, para el generador X = 1, ya habiamos visto que p* = p. Ademds, similar al

Ejemplo 3.1.1 tenemos
X# — i + + i
06, 00,
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as?

n n 8
IxarwW = <Z ridry /\d9k> (Z %,>
j=1 "7

k=1

= i i (ridri A dOy,) <8%J’ )

k=1 j=1

n.on o
= erk<d7”k®d9k—d9k®d7’k) (8—9,)
J

k=1 j=1

n n a a
= Z Zrk (drk (6—0) do), — dby (a_ej) drk)
k=1 j=1

= Z (—’f‘dek)

k=1

(359
k=1
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Capitulo 4

Reduccion Simpléctica

Lema 4.0.1 Seanp € M y G, C G su estabilizador. Entonces
gp={Xeg: X} =0}

Demostracion. Si X € g,, entonces exp(tX) € G,. Asi exp(tX) - p = p para todo t,
derivando y evaluando en ¢t = 0 obtenemos

d d
= (exp(tX) - p)|,—g = P (P)l¢=o =0,

luego X = 0. Ahora bien, si X € g es tal que X¥ = 0 entonces la curva constante
t — p es una curva integral en p. Pero, por definicion, la curva

t— exp(tX)-p

es curva integral de X# en p. Asi, tenemos que exp(tX)-p = p. Por lo tanto, exp(tX) €
Gp y tX € g, para todo ¢, en particular tomando ¢ = 1. O

Lema 4.0.2 Sea g, el dlgebra de Lie del estabilizador de p € M. Entonces, para du, :
T,M — g* se cumple

kerdp, = (1,0,)*

lmd,up = 927
donde O, es la drbita de G a través de p y gg ={€ecg:(X)=0,VX €g,} esel
anulador de g,.

Demostracion. La prueba de este lema se basa en el hecho de que wp(Xf,v) =
(dp,(v), X) para cualesquiera v € T,M y X € g. Asi, para verificar la primera igual-
dad, tomemos v € (1,0,)*?, entonces w,(w,v) = 0 para todo w € T,0,, en particular
X € T,0, para X € g, luego

0 = wy(X7,v) = {dpsp(v), X),
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para cualquier X del dlgebra, asi dyu,(v) =0y v € ker dp,. Por otra parte, supongamos
que v € ker dpu,, entonces du,(v) = 0. Ahora, para u € 7,0, sabemos que existe X € g
tal que u = Xf, asi

WP(X;?E’ U) - <d:up<v)a X> = 07

luego v € (T,0,)“".
Finalmente, probaremos que imdu, = gg. Tomemos £ € imdpu,, entonces existe v € T, M
tal que du,(v) =&, asi para X € g, tenemos

(€, X) = {dpp(v), X) = wp(XF,v) =0,

pues Xjf = 0. Asi, imdp,, C gg. Contanto dimensiones tenemos

dim(imdp,) < dim gg,
dimG —dimG, < dimg),
dimG —dimg, < dimG —dimg,.
Por lo tanto, se cumple la igualdad imdp, = gg. O

Observacién 4.0.1 A continuacion tenemos algunas consecuencias del lema anterior.
1.- Los siguientes enunciados son equivalentes

e La accion es localmente libre en p
e g, = {0}
o dyu, es sobreyectivo

e p es un valor reqular de
2.- Si G actua libremente en u=*(0) entonces

e 0 es un valor reqular de
o 117 Y0) es una subvariedad cerrada de M de dimensién igual a dim M —dim G
e T,u ' (0) = kerdu,, para todo p € n=1(0)
o T, 1(0) es el complemento simpléctico de T,0, en T,M
Lema 4.0.3 Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico. Supongamos que I CV es un

subespacio isotrdopico, esto es w |[= 0, entonces es posible definir una forma simpléctica
candnica en el espacio cociente 1¥/1.
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Demostracion. Sean u,v € I*, entonces
[u] ={w:w=wu+1i, coni € I},
[W]={z:2=wv+1, conje T}
Definamos la funcién
Q:1°/IxI?/I — R
([ul, [v]) = w(u,v).
Veremos que

= () esta bien definida, pues

Q[u], [v]) = wlu+i,v+7)

= w(w,v) +w(u,j) +w(i,v) +w(i,j)
0 0 0

= w(u,v).

= ) es no degenerada. Supongamos que para [u] € [¥/I se cumple Q([u], [v]) = 0
para todo [v] € I¥/I, entonces w(u,v) = 0 para todo v € I*, luego u € (I*)* =1,
asi [u] = [0].

= Finalmente, como w es bilineal y antisimétrica, se sigue que ) también lo es.

Definicién 4.0.1 Una accion ¢ de un grupo de Lie G en una variedad M se llama
propia st el mapeo

UV:GxM — MxM
(9,p) = (9-p,p)

es propio. Esto es, la itmagen inversa de algun subconjunto compacto es compacta.

Lema 4.0.4 Sea G un grupo de Lie actuando en una variedad M. Entonces la accion
es propia si y solo si, para todo suboncjunto compacto K C M se cumple que

Gk={9eG:(g-K)NK #0}cCG

es compacto.
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Demostracion. Supongamos que G actia libremente, asi ¥ : G x M — M x M es un
mapeo propio. Notemos que para cualquier subconjunto K C M tenemos

Gk = {9€eG:(g-K)NK #0} c G}
= {geG:IpeKtalqueg-pe K}
= {geG:3pe K tal que ¥(g,p) = (g-p,p) € K x K}
= e (V1K x K)).

En particular, si K es compacto, utilizando la continuidad de 7g y el hecho de que W es
propio, obtenemos que G es compacto.

Por otro lado, supongamos que para todo K C M el conjunto G es compacto. Pro-
baremos que ¥ es un mapeo propio. Asi, sea L C M x M compacto. Hagamos K =
m (L) Ume(L) C M, notemos que L C K x K. Ademés, K y G son compactos. Obser-
vemos que

v Y(L) ¢ VYK x K)
C {9eG:g-peK,pe K}
C Gg x K.

Como L es compacto en el espacio Hausdorff M x M, entonces L es cerrado. Por la
continuidad de ¥, vemos que ¥~1(L) es un subconjunto cerrado del compacto Gx x K,
por lo tanto ¥~1(L) es compacto. d

Corolario 4.0.1 Todo grupo de Lie compacto actia propiamente.

Demostracion. Ya hemos visto que
Gk =76 (V1K x K))

para todo subconjunto K. En particular, si K es compacto, entonces G sera cerrado
en G. U

Lema 4.0.5 Supongamos que F' : M — N es una funcion propia y continua entre dos
variedades diferenciales. Entonces, F' es una funcion cerrada.

Demostracion. Sea K C M cerrado, debemos probar que F(K) es cerrado. Tomemos
y € F(K), entonces existe una suciesién {y,} C F(K) tal que y, — y. Sea {x,} C K
la sucesién que satisface F'(z,) = y,. Consideremos una vecindad paracompacta U de
y. Entonces, para n suficientemente grande se cumple y, € U C U. Como F es funcién

propia, F~1(U) es compacto en M, luego la sucesién {x,} C F~}(U) contiene una
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subsucesién {z,, } convergente. Como K es cerrado, tenemos que z,, — = € K, de la
continuidad de F' obtenemos

Flo) = lim Flow) =l yn =y,

asi y = F(z) € F(K). Por lo tanto, F' es una funcién cerrada. O

Teorema 4.0.1 Sea G un grupo de Lie compacto actuando suave y libremente en una
variedad M. Entonces, para todo p € M la orbita G - p es una subvariedad compacta de
M, inmersa y que es difeomorfa a G.

Demostracion. Como la accién es suave, el mapeo de evaluacién también lo es
ev:GxM — M
(9:0) = g-p
Consideremos la siguiente funcién
ev,: G — M
g — ev(g,p)=g-p

es claro que ev, es suave y su imagen ev,(G) = G - p es un subconjunto compacto de M.
Ademas, como la accion es libre ev, es inyectiva.
Ahora, veremos que d(ev,) es inyectivo. Primero, consideremos el caso

devy)e : g = T,M,
para X € g, por ser la acciéon libre, tenemos que
d(evy)e(X) =0= X/ =0<= X =0.
Por otro lado, para g € Gy X € T,G tenemos
d(evp)g(X = 0) <= (d(ev, 0 Ry)e 0 (dRy-1)4)(X) =0,
pero
(evp 0 Ry)(g') = evp(g'y)
= ev(g'g.p)
= ev(g,ev(g,p))
= evgyp(9).

Luego, como ev, o Ry, = evy, tiene diferencial inyectivo en e € G'y d(R,-1), es un
isomorfismo, concluimos que d(ev,), es inyectivo.

g
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Teorema 4.0.2 Sea G un grupo de Lie actuando libre y propiamente en una variedad
M. Entonces, el espacio de drbitas M /G es una variedad diferencial, de dimension igual
a dim M — dim G, con la propiedad de que

T M — M/G
es una submersion.

Demostracion. Primero probaremos que M /G es segundo numerable. Para ello, consi-
deremos la topologia inducida por 7, esto es, A C M /G es abierto siy solosit1(A) C M
es abierto.

Denotemos por ¢ : G x M — M x M a la accién. Si U C M abierto, tenemos que

U 4(U) =77 (=(U)) € M,

geG

donde v, : M — M es la restriccién de la accién a g. Como cada 1,4 es un difeomorfismo,
el conjunto ¢,(U) es abierto, luego 7~ (7(U)) también lo es, asi w(U) es abierto en M/G.
De esta manera, la funcién 7 es abierta. Por lo tanto, si {U, }°, es una base numerable
de M, entonces {m(U,)}%, sera una base numerable de M/G.

Ahora, veremos que M /G es Hausdorff. Definamos la siguiente relacién orbital
O=VY(GxM)={(g-pp)e M xM:peM,geG},

llamada asi, debido a que (¢,p) € O siy solo si py ¢ estan en la misma érbita. Si 7(p) y
7(q) son elementos distintos en M /G, entonces se encuentran en distintas érbitas, luego
(p,q) ¢ O. Debido a que todos los mapeos propios son cerrados, tenemos que O es un
subconjunto cerrado de M x M, asi existe un abierto U que contiene a (p,q) y UNO = 0.
Dicho abierto puede tomarse como el producto de dos variedades ajenas V' y W de p
y q, estoes U =V x W. Asi m(V') y (W) serdn abiertos y ajenos en M /G tales que
w(p) € 7(V) y n(q) € m(W). Por lo tanto, M /G es Hausdorft.

Para continuar, hagamos k = dim G'y n = dim M —dim G. Diremos que una carta (U, )
de p € M, con coordenadas (x,y) = (z1,..., %k, Y1,---,Yn), es adaptada a la accién de
G en M si

i) o(U) es un producto de abiertos U; x U, C R*¥ x R™

ii) Cada orbita interseca a U en el vacio o en una sola rebanada de la forma {y; =
ClyeoyYn = Cn}

Probaremos que para cada punto p € M existe una carta adaptada centrada en p. Para
ello, comenzaremos tomando una carta (U’,¢" = (uq, -+ ,ug,v1-++,v,)) en la orbita
G - p, de tal forma que G - p N U’ sea la rebanada definida por {v; = --- = v, = 0}.
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Tomemos como S la subvariedad definida por la rebanada perpendicular a U, esto es,
aquella definida por {u; = --- = u;, = 0}. Entonces

T,M = T,(G - p) & T,S.

Utilizando el Teorema de la Funcién Inversa, se puede probar que la accién restringida
¥ : G xS — M es un difeomorfismo de una vecindad W de (e,p) € G x S en una
vecindad U de p. Podemos asumir que W = X x Y. Mas aun, es posible tomar a X e Y
como conjuntos precompactos, tales que sean difeomorfos a bolas abiertas en R* y R”,
respectivamente. Lo siguiente es probar que Y puede ser tan pequeno, de tal forma que
interseque a cada G-Orbita en a lo mas un punto. Supongamos que lo anterior es falso.
Tomemos una base numerable {Y,,} de Y, dicha base puede tomarse como bolas abiertas
cuyos radios vayan decreciendo. Para cada n hay p,, p/, € Y,, que pertenecen a la misma
érbita, esto es, existe g, € G tal que g, - p, = pl,. Asi, para todo n se cumple

U(Gn,Pn) = (Gn * DnyPn) = (P, Pn) €Y X Y.

Como Y x Y es compacto y W es propio, las iméagenes inversas (g,, p,) deben estar en
un compacto L C G x M, luego mg(L) = {g,} se encuentra en G. Recordemos que el
grupo G es compacto. Entonces, {g,} contiene una subsucesiéon convergente, sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que dicha subsucesién es la propia {g,}. Digamos que
gn — g € G. Ademads, por cémo se tomé la base {Y,,} vemos que p, — py p/, = p. Por
la continuidad de la accién

g-p=lim g, -p, = lim p/, = p.
n—oo n—oo
Ademas, debido a que la accién es libre, tenemos g = e. Por otro lado, como X es
paracompacto, para n lo suficientemente grande, ocurre que g, € X, asi
w<gnapn) = p;L = z/j(eapil)

contradice el hecho de que ¢ sea un difeomorfismo en X x Y. Por lo tanto, cada érbita
interseca a Y en a lo mas un punto.
Ahora, tomemos difeomorfismos

a:BF — X
g:B" — Y,

donde B* y B" son bolas abiertas en R*¥ y R", respectivamente. Y definamos el difeo-
morfismo

v:B*xB* - U
(,y) — Y(a(z),By))
De esta manera, la carta adaptada y centrada en p estard dada por (U, =~71).

Corroboremos las condiciones
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i) Esta propiedad se satisface, pues p(U) = B x B"

ii) Cada rebanada de la forma y = ¢ estd contenida en una sola drbita, pues

Y(X x {po}) CY(G x {po}) = G - po,

donde pg € Y es el punto cuya y-ésima entrada es constante. Ademads, cada érbita
interseca a Y es a lo mas un punto y cada rebanada de la forma y = ¢ tiene un
punto de Y. Entonces, si una érbita arbitraria interseca a U, debe hacerlo en una
union de rebanadas de la forma vy, = cx.

Esto concluye la prueba de la existencia de cartas adaptadas a la accién.

Finalmente, estas cartas adaptadas nos permitirdn definir cartas coordenadas en M/G.
Para 7(p) = ¢ € M /G, tomemos una carta coordenada (U, p = (21, .., Tk, Y1, -+, Yn)),
con p(U) = U; x Uy C RF x R, Hagamos V = 7(U), como 7 es abierta, tenemos que
V' es abierto. Sea Y C U la rebanada definida por {z; = --- = z,, = 0}. De la definicién
de carta adaptada, tenemos que 7 : Y — V es biyectiva. Més atun, si W C Y es abierto,
entonces

(W) = ({(z,y) - (0,y) € W})

es abierto en M/G, luego 7|, es un homeomorfismo. Tomemos o = (7|, )1 :V =Yy
definamos
n=meopoo:V = Uy,

donde 7y : U — U, es la proyeccién, entonces ) es homeomorfismo y (V,7) es una carta
coordenada para ¢ = 7(p). O

4.1. Teorema de Marsden - Weinstein - Meyer

Teorema 4.1.1 (Marsden - Weinstein - Meyer) Sea (M,w, G, 1) un G—espacio ha-
miltoniano, con G un grupo de Lie compacto. Sea i : u~1(0) < M el mapeo de inclusion.
Asumamos que G actua libremente en p~1(0), entonces

i) El espacio de orbitas M,.q = = *(0)/G es una variedad.
i) 7 (0) = Myeq es un G-fibrado principal.
ii1) Existe una forma simpléctica wyeq en M,eq que satisface i*w = T Wyeq.

Demostracién. Debido a que G actia libremente en p~1(0), tenemos las siguientes
implicaciones

= dy, es sobreyectivo para todo p € u=1(0).
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= ( es un valor regular.
= 1~ !(0) es una subvariedad de dimensién igual dim M — dim G.

Para las primeras dos partes del Teorema es suficiente aplicar el Teorema 4.0.2 a la
accién libre de G en p'(0). Para p € p~'(0) el espacio tangente a la drbita 7,0, es
un subespacio isotrépico del espacio simpléctico (T,M,w,), es decir, 17,0, C (7,0,)“,
ademas

(T,0p)” = kerdp, = T, (0).

El Lema 4.0.3 asegura la existencia de una estructura simpléctica en el espacio cociente
T, (0)/T,0,. El punto [p] € M,.q = = *(0)/G tiene por espacio tangente
Ty Myeq = T~ ' (0)/T,0,.

Entonces, dicho Lema, define una 2-forma no degenerada w;,.q en M,.q, la cual esta bien
definida pues w es invariante bajo la accion. Finalmente, por construccién, tenemos que
"W = T Wyeq, donde

pH0) S M
b
Aﬁ%d

Ademas, T dwyeq = dT¥*wyeq = di*w = 1*dw = 0. La cerradura de w,.q se sigue de la
inyectividad de 7*.
O

Definicién 4.1.1 Al par (M,eq, wreqa) se le llama el espacio reducido de (M, w).

Ejemplo 4.1.1 Sea w = %Zdzk Ndzy = > dxi Ndy, = > redrg A dby la forma

simpléctica estdindar en C"™1. Consideremos la accion de S* en (C"*' w) dada por
t € St — 4, = multiplicacion por t.

Entonces el generador infinitesimal X7 para la accion estd dado por

0 0
X# — ... .
20, T 0

Luego

n+1 1 n+1
Ixaw = w(X* ) = — Zrkdrk = _Ed (Z r,%) :

k=1
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Por lo que dp = —3d ( i rE). Ast
p:C*t 5 R

Els
Z —T—F constante.

Si escogemos la constante igual a 1/2, entonces
,Uil(o) — 52n+1

es la esfera unitaria. Claramente S* actia libre y propiamente en u=1(0). Luego, por el
Teorema de Marsden- Weinstein-Meyer el espacio de drbitas p=*(0)/S! es una variedad
donde la forma simpléctica reducida cumple

inc*w = T wep,

donde inc : S*"1 — C"! es la inclusion y 7 es la proyeccion estandar w : C*\ {0} —
CP". Ademds se tiene
,LLil(O)/Sl — S2n+1/Sl = CP".

Consideremos la inclusion dada por

L
inc(z) = p( 1),

donde p = /1 + ||2%||. Haremos el pullback correspondiente a la inclusion. Para esto
inc; = %, luego

dinc; = Jinc; + Oding;

1 Z; _ —

Asi 1 o
dinc; A dinc; = —dz; A dZj — M
P P

De esta forma

) i1 Zidzg N\ ) . zdZg
inc*w:%zj:dincj/\dincjzé(Ezj:dz’j/\dz_j—zj ’ ]p4zj ’ j) (4.1)

A esta ecuacion se le llama forma de Fubini-Studi en CP". De manera abreviada puede
escribirse como

Wrs = %8510g(|z|2).
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Capitulo 5

Politopos de Delzant

Teorema 5.0.1 (De Atiyah) Sean (M,w) una variedad simpléctica compacta y T™ un
toro. Supongamos que ¥ : T™ — Simpl(M,w) es una accion hamiltoniana con moment
map p 2 M — R™. Entonces u(M) es la envolvente convexa de las imdgenes de los
puntos fijos de la accion

Para la prueba de este teorema se enunciardn algunos resultados.

5.1. Equivarianza de Darboux

Si p € M sabemos que existe una carta (U, (z1,..., 2,)) en la cual, la forma simpléctica
se escribe como

1 n
W= = dzp N\ dzy,.
2 2 dax A 2
k=1
En particular, si p es un punto fijo de la accion, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.1.1 Sea p un punto fijo de la accion de G en M, entonces existen valores
A1y, Oy € g° con los cuales, la accion puede verse de forma lineal en C" con pesos
Q1 py -y O p. Ademds, el mapeo de momentos, para q € U, se calcula con la expresion

~  |al
1(q) = p(p) + ; Ohp™y -

Aunque este Teorema no sera probado, si veremos algunos ejemplos.
Ejemplo 5.1.1 1) La accidn lineal de S* en (C, :dz A dz = rdr A df) estd dada por

0-z=e"z,
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como el mapeo de momentos p: C — s =R* = R debe cumplir

dp = x (rdr N\ d)
= rdr
_ o d(r?)
B 2
tenemos que
K&
pu(z) = — 5 + cte.

2) La accién lineal de S* en C con peso a estd dada por

0.z =0

En este caso, el mapeo de momentos es

2
pu(z) = —a% + cte.

1%

3) Finalmente, la accion lineal del toro T" en C, con peso a € (R")* = R", «

(g, ,ap), es |
(91, .. ;9n> Cy = ez(a191,...,an9n)z.

Para cada campo -2~ el mapeo de momentos satisface
905

duse — o2
0 k—osz + cte.

5.2. Convexidad Local

Teorema 5.2.1 Sean p € M un punto fijo de la accion y (U, (z1,...,2,)) la carta con
las propiedades del Teorema de Equivarianza de Darbouz. Entonces, la imagen de U bajo
el mapeo de momentos es

pU) = {ulp)+ Y Skawy : Sk > 0}

k=1
= ,u(p) + S(aLp) s ’O‘n,p)v

donde S(a1p, ..., anyp) = {p(p) + > 5 Sy : Sk > 0} C g* es un cono con vértice en

w(p).
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Si p no es un punto fijo, podemos considerar la acciéon restringida a su estabilizador
H C G y aplicar el resultado. El mapeo de momentos py se obtiene a partir de p en
composicion y la funcién 7 : g* — b*, inducida por la inclusiéon de H en G, a saber

pg=mou: M —g"— b*.

Entonces
pu(U) = pa(p) + Su(aip, ... anyp) CHY,

con ay, € h*. De esta manera

pU) = 7 Huu(U))
W*I(MH(P) + Su(p, -5 anp))
= pu(p) + 77_1<SH(a1,p7 N,
M(p) + S/<a1,p7 s 7an,p>7
por notacién, hemos puesto 71 (Sy (a1 p, ..., np)) = S (Q1py -\ Qnp).

5.3. Convexidad Global

La convexidad global de la imagen del mapeo de momentos sera probada utilizando la
convexidad local y el siguiente

Lema 5.3.1 Para cualquier X € g, la funcion
WM — R
p = (up),X)

tiene un mazimo local.

Debido a que M es variedad compacta, u(M) es cerrado y acotado en g* = (R")* =
R". Sea £ € g* un punto en la frontera y tomemos p € p~'(£). Hagamos H C G el
estabilizador de p. Sean « y, ..., a4, € h* los correspondientes pesos. Entonces

u(U) =&+ S"arp, ..., aap).

Sea S, una componente conexa de la frontera de S’(ay p, . . ., aqy), debido a que Sy, tiene
codimensién al menos uno, podemos tomar X € g tal que

(p,X) =0 VYV pen S
(p,X) <0 ¥ penelinterior de S"(av1p,. .., Q).
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Asi, si (€, X) = a, entonces para ¢ € U tenemos

(9), X)
(p) +S'(q), X)
(p), X) +(5'(q), X)

™ (

q) =

(n
(u
(n

IN

De esta manera, a es un maximo local de uX. Pero por el Lema anterior, en realidad se
tiene uX (M) < a, esto es, a es un maximo global. Aplicando este argumento a todas las
caras Sy de S'(aq p, ..., a4,) concluimos que p(M) se encuentra dentro de un cono

[L(M) C 5—{- S,(OéLP, Ce 70-/d,p)

Definicién 5.3.1 Una accion de un grupo de Lie G en una variedad M se llama efectiva
st cada elemento g distinto de la identidad mueve al menos a un p € M, o bien , si

ﬂ GP = {6}7

peEM

donde G), es el estabilizador de p.

Proposicion 5.3.1 Bajo las condiciones del teorema de convexridad, si una accion de
T™ en la variedad 2n-dimensional M es efectiva, entonces existen al menos m+1 puntos

fijos.

Demostracion. Si la accion es efectiva, entonces existe al menos un punto p € M para
el cual el mapeo de momentos es una submersién, esto es, el conjunto (dp1)p, . - ., (dim)p
es linealmente independiente. Asi, u(p) es un punto interior del politopo convexo (M),
donde cada vértice es la imagen, bajo el mapeo de momentos, de un punto fijo. Ademas,
todo politopo en R™ no degenerado tiene al menos m + 1 vértices. O

Proposicién 5.3.2 Sea (M,w,T™, u) un T™—espacio hamiltoniano. Si T™ actia de
manera efectiva, entonces dim M > 2m.

Demostracion. Cada orbita O de la accion tiene dimension igual a m. Ademas, debido
a que el mapeo de momentos es invariante bajo la accién, en cada orbita es constante,
digamos p(O) = &. De esta manera, para p € O tenemos que du, : T,M — g* satisface
dp,(T,0) = 0. Luego

1,0 C kerdu, = (17,0),

asi, las d6rbitas son subvariedades isotrépicas de M, por lo tanto

1
dimO =m < idimM.

46



Definicién 5.3.2 Una variedad torica (M,w) es una variedad simpléctica compacta y
conexa equipada con una accion hamiltoniana y efectiva de un toro T tal que

dimT = %dimM.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de politopos obtenidos mediante acciones
toricas.

Ejemplo 5.3.1 Si S actiia por rotaciones en (S*,w = df A dh), sabemos que el mapeo
de momentos estd dado por p = h. Entonces el politopo generado en R es [—1,1].

Ejemplo 5.3.2 Consideremos T? actuando en CP? de la siguiente manera

(e e2) . [29, 21, 22] = [20, € 21, € 29).

Ya hemos visto que que la forma simpléctica en CP? estd dada por
p(z) = 08log(1 + =),

de esta manera, el mapeo de momentos es

o1 Els |22
,LL[Z(%ZI;ZZ] - - .

2 \Jo2 + 212 + [222 [20]2 + [21]2 + |22

Los puntos fijos de la accion son

P11 = []_, 07 0]
P2 = [07 17 0]
b3 = [07 07 1]7

y sus imdgenes bajo el mapeo de momentos
1
,U’(p1> - _5(070) - (070)
1 1
= —2(1.0)= (==
1 1
) = —50.) = (0.-3)

Ejemplo 5.3.3 Andlogamente al ejemplo anterior, sea T actuando en CP* como

(e, €2 €%3) . (29, 21, 2, 23] = [20, €™ 21, €22y, €13 23],
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En este caso, el mapeo de momentos es

R A Y S - S 1
M[ZO,2’1,Z2,Z3] = .

AOBIEALD ML

Los puntos fijos de la accion son

D1 [1,0,0,0]
pe = [0,1,0,0]
ps = [0,0,1,0]
ps = [0,0,0,1]

Y sus imagenes

1
,u(p2> = (_§>f70)
M(pi%) = (07_570)
,u(p4) = (0707 _%)

Ejemplo 5.3.4 Finalmente, T? actuando en CP' x CP' de la siguiente manera

(e, ™) - ([20, 21], [wo, wr]) = ([20, e 1], [wo, e"Muy)) .

El mapeo de momentos estd dado por

/M%&&Wmmb=—1( 1) o, )

2 \Jzol? + |21]? [wol? + [w |?

Los puntos fijos de la accion y sus imdgenes bajo el mapeo de momentos son

p=([L0L[10) = —5(0,0)= (0,0

= (LOL01) = —50,1)=(0,—)
ps = (01 [10) = —5(0,0)=(~5.0)
pi=(0,1110.1) = —3(1L1) = (~5,~3)
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5.4. Politopos de Delzant

Definicién 5.4.1 Un politopo convero A C R™ se llama de Delzant si es:
s Simple: en cada vértice se encuentran n aristas.

» Racional: las aristas que se encuentran en un vértice p son de la forma p + tu;,
con 0 <t<ooyu; €2

= Suave: para cada vértice p, los vectores uy, . .., u, pueden tomarse de tal forma que
sean base de 7.

Los siguientes conjuntos son ejemplos de Politopos de Delzant:
Los siguientes conjuntos no son Politopos de Delzant:

Definicién 5.4.2 Sea A un politopo de Delzant con n = dim A y d = numero de caras.
Un elemento v € Z" es primitivo st no es posible escribirlo como

v=ku

conu€Z"y|k|>1.
FEquivalentemente, si todas sus entradas no tienen divisores comunes.

Ejemplo 5.4.1

Son primitivos No son primitivos
(1,1),(4,3),(1,0) (2,2), (4,6)

5.4.1. Descripcion Algebraica

Consideremos el siguiente politopo A:

En cada arista tomemos un vector ortogonal. Dichos vectores pueden reducirse hasta
que sus entradas no tengan divisores comunes, esto es, hasta que sean vectores primiti-
vos, digamos vy, v, v3. Ahora, notemos que para todo z € A se cumplen las siguientes
desigualdades

(x,v1) < (pa2,v1)

(x,v2) < (p2,v2)
(z,v3) < (p3,v3).

Tomando
A= <p2 , U1 >
Ao = <p2, Uz)
A3 = <p2, U3>



podemos expresar el politopo de la siguiente manera
A={x e R :(z,v;) <\, coni=1,23}
En general, un politopo en R™ de dimension d puede escribirse como
A={zx e (R") :(x,v;) <\, coni=1,...,d}.

Teorema 5.4.1 (de Delzant) Todas las variedades toricas son clasificadas por polito-
pos de Delzant. Mds especificamente, existe una correspondencia biunivoca

{variedades toricas} <«— {Politopos de Delzant}
(M0, T" )+ (M)

Demostracion. Sea A C R" un politopo de Delzant de dimension d. Digamos que
A={reR") :(z,v;) <\, coni=1,...,d}.
Consideremos la siguiente aplicacién lineal
7:RY — R
e > Uk,

donde {ey,...eq} es la base canénica de R?. Afirmamos que 7 es sobreyectiva y mapea
Z% sobre Z™. En efecto, notemos que {e1, ..., e4} genera a Z?%. Ahora, recordemos que en
cada vértice los vectores uy, ..., u, € (R")* forman una base de (Z")*, podemos suponer
que dicha base es la candnica. Entonces, si v; es el correspondiente vector primitivo
ortogonal a las caras que se encuentran en un punto p, debe cumplirse que v; = —uy;,,
para algin k;. Asi, {v; = —ug,,...,vq = —ug,} es base de Z".

Podemos inducir un mapeo en los cocientes, (que también llamaremos )

T T¢ — T
| |
Rd/Zd — R"/Z.

Sea N = kerm C T%, entonces N es subgrupo de Lie compacto, con dim N = d — n. En
los grupos y algebras de Lie, tenemos las siguientes sucesiones exactas

0— N—T!—T"—0,

0—n—RI—R"—0.

Y en los duales de las algebras
0 — (R")* — (RY)* — n* — 0.
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Ahora, consideremos la accién hamiltoniana de T¢ en (Cd, Wy = % S dze A dEk)
i0 i0 i0 i0
(€ e (21,0, 2q) = (€02, .. €0 2y),

cuyo mapeo de momentos u : C?* — (R?)* estd dado por

1
u(z) = —5 (’ 21 !2, T ,! Zd \2) -+ constante,
la constante que se tomard serd igual a (Ai,...,\s) € (R)*. Sii:n — R?es la

inclusién entre las dlgebras de Lie, entonces, el mapeo dual estd dado por la proyecciéon
i* . (RY)* — n*. Y el mapeo de momentos, de la accién restringida del subtoro N, es

py =i op:C— (RY* — (n)*.
Hagamos Z = (uy)~1(0). Afirmamos que Z C C¢ es subvariedad compacta con
dimg Z =2d — (d —n) = d + n,

y que NN actua libremente en Z.
En efecto, veremos que Z es cerrado y acotado. Claramente Z es cerrado, pues es la
imagen inversa de (. Para comprobar que Z es acotado hagamos

A =71"(A),
mostraremos que u(Z) = A’. Sea y € (RY)*, entonces
ye AN s ye ).
Ahora, el valor de y esta en la imagen de Z por p si, y solo si, se siguen las condiciones:
1. y esta en la imagen de pu
2. i*(y) =0
De la definicién del mapeo de momentos

1
M(Zl,...72d>:_§(| 21 ‘27“' 7‘Zd ’2)+()\17-"7)\d)

y usando la sucesion exacta
0 — (R")* — (RY)* — n* — 0,
las dos conidiciones anteriores son equivalentes a

1. <y,e; >< \;parai=1,....d
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2. y = m*(zr) para algin x € (R™)*

Supongamos que la segunda condicién se cumple, esto es y = 7*(x), entonces

(y,ei) <N, Vi & (n%(x),e;) < N\, Vi
& (xr,m(e)) < Ny, Vi
& (zyu) < N, Vi
& x e A

Por lo tanto
yeu(Z)eyer(A)=A".

Por otro lado, notemos que A" = u(Z) es compacto. Como 1 es un mapeo propio tenemos
que Z C pu~'(A) es acotado, luego es compacto.

Ahora, veremos que N actia libremente en Z. Fijemos un vértice p en A, sea I =
{i1,...,i,} el conjunto de indices para las n caras que inciden en p. Tomemos z € Z tal
que p(z) = 7*(p). Entonces p estéd caracterizado por las n ecuaciones

(p,vi) = N, donde 7 € 1.

Pero
pvi) =X < (pmle)) =N\
& (m(p) i) = A
& (uz),e) = A
& i-ésima coordenada de p(z) es \;

Estos puntos z son aquellos cuyas coordenadas en el conjunto I son cero y las otras no.

Sin pérdida de generalidad, asumiremos que I = {1,...,n}. El estabilizador de z es
T, = {(t1,...,tn,1,...,1) € T4,
(T ={(tx d ) }

Como la restriccion

7: (RY), - R"
envia los vectores ey, ..., e, ala base vq,...,v, de Z", a nivel de grupos
7 (TY), — T"

debe ser biyectiva. Como
N =ker(r : T — T"),
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concluimos que
NN (Td)z = {6}7
es decir
N, = {e}.

Luego, los estabilizadores en puntos que mapean hacia los vértices son triviales. Pero
esto es el caso més grande, debido a que los otros estabilizadores N,., con 2’ € Z, estan
contenidos en los estabilizadores de los vértices.

Para concluir, aplicaremos el Teorema de reduccion de Marsden - Weinstein - Meyer.
Hagamos Ma = Z /N, entonces

dimgpr Mo = dimZ —dim N
= d+n—(d—n)

= 2n.
Sea

p:4 —> Ma
r — O,

asi, existe una forma simpléctica wa en M tal que
* -k
P wa =7 Wo.

Veremos que la variedad (Ma,wa) es un T"-espacio hamiltoniano, cuyo mapeo de mo-
mentos pa, satisface pua(Ma) = A.

Si F es una cara de A’ = 7*(A) = u(Z), con dim F' = n — r. Entonces, F estd caracte-
rizado por las r ecuaciones

(y,€;) = N, con i =iy, ..., 10,.
Escribamos F' = Fy, donde I = (i1,...,%,.), 1 < iy < iy < -+- < 1, < d. Para z =
(21,...,24) € Z, su estabilizador, con respecto a la T¢—accién, es (T%); y satisface

(TY; NN = {e}.

Atin en el caso mas extremo, cuando Fy es un vértice, (T%); es un subgrupo de T? y
existe un mapeo inverso

T — (TY);.

Para la accién de T¢ = N x T" en (Ma,wa) el mapeo de momentos es

¢:C* = (RY* =n* @ (R")".
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Consideremos la inclusién j : Z < C? y las proyecciones
pry : (RY)* — n*
pry s (RY)" — (R")".
Como
pryo¢oj: Z < C*—= (RY)* — (R")*
es constante en las N-Orbitas, entonces existe un mapeo
A - MA — (Rn)*
tal que
HA OP=DPryo oy,
donde p : Z — Ma manda a cada x a su orbita O,.
La imagen de pa es igual a la imagen de pryo ¢ o j. Como ¢(Z) = u(Z) = n5(A) = A’
tenemos
pa(Ma) = pry(A) = pryo 7' (A) = A
—

identidad

Ejemplo 5.4.2 Consideremos d =2, n=1. Sea A =[0,1] C R*. Tomemosv =1y
v, = —v
vy = .
De esta manera, el politopo estd caracterizado de la siguiente manera
A={zeR :(x,vn) <0, (r,vy) <1}.
La funcion
7:R* - R

e = —v
€y H— U,
cumple
m(er +eg) =—v+v=0,

ast, N = ker m = span(e; + e3), es decir, la diagonal de T?> = S* x St
Tenemos la sucesion ‘
0—-n>R*5R—0,
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donde

Ademas, la sucesion dual es

i

0 R 5 (R Snf =0

ﬂ*:(_i),i*:(l 1).

La accion de la diagonal N = {(e?, ") € St x S} en C? estd dada por

con

(6i6,€w) X (21,22) — (eiezh 6“922),
con mapeo de momentos

(i"op)(z,22) = " (=(=1l* ]2]*) +(0,1))
= 1 (—|Z1|2,—|Zz|2—|—1)
= —(\z1]2+|z2|2) + 1.

Por lo tanto, (i* o )71 (0) = {(21, 22) € C? : |z1]? + |22|> = 1}, y el espacio reducido es
(i* 0 1) (0)/N = CP".

Ejemplo 5.4.3 Ahora, consideremos el politopo:

Con
v = (0, —1)
Uy = (17 1)
V3 = (_1,0)

entonces, podemos describirlo como
A={z e (R :(x,0) <0, (z,09) <1 (x,v3) <0}.
La aplicacion lineal

7R — R?

e, = v;

cumple que N = ker m = span(e; + ez + e3).
Asi, en las sucesiones
0-nS5R L R?2—0,
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tenemos

0 —1
”:(—11 0),z: 1 , = 1 1 |,i¢=(111).

La accion de N en C3 tiene por mapeo de momentos

(Z* © M)(Zlv 22, Z3) = 7 (_(|Zl|2a |22|27 |Z3|2) + (07 ]-a O))
= —(lal + |2 + [z + 1.

Por lo tanto, (i* o u)~1(0) = {(21, 22,23) € C* : |21]? + |22|? + |23]* = 1} y el espacio
reducido

(i* o 1)1 (0)/N = CP?,

Ejemplo 5.4.4 Esta es la version en 3 dimensiones del ejemplo anterior. Consideremos
el sigutente politopo

donde
vy = (—1,0,0)
vy = (0,-1,0)
U3 = (O? 07 1)
vy = (1,1,1).
Entonces

A={rec Y :(z,v) <0, (z,0) <0, (x,v3) <0, (x,04) <1}.

El kernel de la funcién m: R* — R3 estd dado por N = ker m = span(e; + es + e3 + e4),
es decir, la diagonal de T*. En las sucesiones

0—nSRYS R -0,

0— (R¥)* 5 (RY Snr =0

tenemos
-1 0 01 } _(1) _(1) 8
= 0 -1 01]|,i= , = ,it=(1111)
0 0 -1 1 1 0 0 -1
1 1 1 1
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Luego, la accion de N en C* tiene por mapeo de momentos

(7:*0/1/)<217Z27Z37Z4) = i*(—<|21|2,|22|2,|23|27|Z4|4)+(070,O,1>>
= —(|z1]* + |22 + |2s]* + |24)?) + 1.

Por lo tanto, (i* o u)71(0) = {(21, 22, 23, 21) € C*: |21]* + |22|® + |23]* + |24]*) = 1} y el
espacio reducido es
(" o ) (0)/N = CP".

Ejemplo 5.4.5 Finalmente, consideremos el politopo:

Con
v = (1, 0)
Vo = (—]_, 0)
V3 = (O, 1)
(1 (0, —1)
Entonces

A= {I € (R2>* : <.’13,'U1> < 17 <x,’02> < 07 <$,U3> < 17 <I,U4> < O}
El kernel de la aplicacion

7R — R?

e; =

estd dado N = span{span(e; + e3) + span(es + e4)}. Podemos escribirlo como N =
(t1,t1,ta,t9). De esta manera, en la sucesion

0—n5RYD R 0,

tenemos

3
Il
VRS
o =
)
|
O =
|
—_ O
~~_
-~
|
OO = =
—_—_— O O

Ademds, en

tenemos
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De esta manera, el mapeo de momentos de la accion de N en C3 estd dado por
(i o) (21, 20,23, 20) = i (= (|21 |22 [25]% [2a]?) + (1,0, 1,0))

(=2 ? + 1, —|2)?, —|z* + 1, —|z4]?)

= (—|zf = |2+ 1, —|z" — |2 + 1)

Por lo tanto, (i* o p)71(0) = {(21, 22, 23,24) € C' ¢ [z1]? + [20* = |28]* + [zu]* = 1} y el
espacio reducido
(i* o u)~*(0)/N = CP' x CP".
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo se introdujo al estudio de los conceptos basicos de Grupos
y Algebras de Lie, asi como al estudio de algunos ejemplos. De la misma manera, se
conocieron y estudiaron las Variedades Simplécticas. Ademas, se mostraron dos tipos
de acciones de Grupos de Lie; Simplécticas y Hamiltonianas. Las segundas resultaron
de suma importancia, pues son necesarias para definir el concepto de Mapeo de Mo-
mentos. Asi mismo, el Mapeo de Momentos es imprescindible para aplicar la reduccién
simpléctica. Con la cual, se obtiene una nueva Variedad Simpléctica a partir de otra ya
conocida.

El mayor logro alcanzado durante este trabajo fue el desarrollo del Teorema de Del-
zant, pues con él se caracterizan las Variedades Téricas poniéndolas en correspondencia
biunivoca con los Politopos de Delzant.
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