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Introduccion

El presente trabajo esta enfocado, como su nombre lo dice, a conocer
la relacién que existe entre las variedades téricas y la simetria especular.
La seleccion del tema fue inspirado en la busqueda de conocer la relacién
que existe entre las matematicas puras, abstractas en un area diferente de
si mismas como lo es el caso de la simetria especular o de espejo, que tiene
su origen en la fisica tedrica, particularmente en la teoria de cuerdas.

El trabajo esta dividido en dos capitulos. El primero es un esbozo de la
simetria especular, dando a conocer ejemplos particulares del tema. Aunque
como se menciona, es un esbozo, ya que la manera en que se dieron a
conocer los primeros ejemplos llevan a cabo una metodologia que esta fuera
del alcance de éste trabajo y tiene un enfoque diferente.

En el segundo capitulo, que concentra la mayor parte del trabajo, se da a
conocer las variedades toricas y sus caracteristicas. La idea es poder conocer
a éstos objetos de tal manera que muestren sus propiedades a partir de su
definicién. Al final se muestra la construccion que hizo Victor Batyrev para
poder relacionar las variedades toricas y la simetria de espejo.
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Capitulo 1

Esbozo de la simetria especular

Hablaremos de manera general de la simetria especular y estaremos
mencionando los términos que después definiremos para dar un panorama
general.

La simetria especular surge de manera natural de las construcciones
estandar de la teoria de cuerdas supersimétricas. La supersimetria ha ayuda-
do a resolver varios aspectos dificiles de la teoria de cuerdas, o mejor dicho,
las ha dotado de caracteristicas muy interesantes y versatiles, asi las teorias
de cuerdas supersimétricas se han vuelto muy importantes en la fisica tedrica.

Algunas de las formulaciones de la simetria especular dan lugar a que
algunas variedades tengan una variedad espejo que refleje algunas de sus
propiedades. Matematicamente esto implica que problemas dificiles en
geometria simpléctica (por ejemplo contar curvas) de una variedad de
Calabi-Yau pueden ser reducidos a problemas relativamente faciles de geo-
metria compleja de otra variedad de Calabi-Yau diferente. Particularmente
nosotros hablamos de que para una variedad V existe otra variedad V° cuyo
diamante de Hodge es la reflexién(o imagen de espejo) por una linea de 45°
del diamante de Hodge de la variedad V. De ahi el nombre simetria de espejo
o simetria especular. A esta formulacién en ocasiones se le conoce como la
conjetura de espejo topoldgica. Podria enunciarse como sigue: Dada una
orbidad de Calabi-Yau n-dimensional X, existe otra orbidad de Calabi-Yau
n-dimensional Y para la cual A%/ (X) = h" % (Y).

Esta y otras consecuencias se obtienen de las teorias supersimétricas que
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ayudan a estudiar tedricamente fendomenos fisicos y entenderlos mejor, a
veces no desde el objeto de interés sino desde su dual o simétrico. Sabemos
que muchos de los avances fisicos se deben particularmente a la intuicién y
ésta les permite formular teorias (en ocasiones con poco rigor matematico)
que les ayuda a prosperar enormemente y con cada experimento o validacién
de las mismas se van afinando para consolidarlas y llenar aquellos detalles
matematicos que pudieron haber hecho falta.

No cabe duda que usar la intuicion lleva a resultados magnificos y
permite avanzar a pasos agigantados. Matemdaticamente también se utiliza
la intuicion para poder resolver o crear algo, sin embargo no es precisamente
tomado en cuenta cuando se quiere convencer a alguien sobre lo que se haya
propuesto y es por eso que se necesita (a veces lentamente) avanzar con
precaucion y mediante demostraciones rigurosas de cada afirmaciéon hecha.
Este es el caso de una formulacién de la simetria especular. No se cuenta de
manera precisa con una formulacién matematica general aunque se saben
de formulaciones mas especificas que se han llevado paso a paso a las cuales
se les ha encontrado respuesta favorable. Uno de estos casos favorables tuvo
respuesta gracias a la construccién de espejo de politopos reflexivos de Victor
Batyrev, que nos da a lugar la creacién de variedades duales para las cua-
les se satisface la propiedad de espejo en sus respectivos diamantes de Hodge.

El objetivo para nosotros es poder mostrar los fundamentos de variedades
toricas para enunciar algunos resultados de Victor Batyrev sobre simetria
especular.

Escribiremos un ejemplo conocido sobre la validez de esta conjetura.
Para ello daremos algunas definiciones.

Una métrica Riemanniana g en X es una estructura hermitiana sobre
X si para cualquier punto z € X el producto por escalar g, en T, X es
compatible con la estructura casi compleja I,. La (1, 1)-forma real inducida
w:=g(I(),()) es llamada la forma fundamental.

La variedad compleja X equipada con la estructura hermitiana ¢ es
llamada variedad hermitiana. La estructura hermitiana ¢ estd unicamente
determinada por la estructura casi compleja I y la forma fundamental w,

9(,) = w( 1)



Se define ahora una estructura de Kéhler (o métrica de Kéhler) como una
estructura hermitiana ¢ para la cual la forma fundamental w es cerrada, i.e.
dw = 0. En tal caso se llama a w la forma de Kéhler.

Una variedad compleja dotada con la estructura de Kahler se llama
variedad de Kéhler.

Ahora bien toda variedad diferenciable tiene su haz tangente T'x y éste
su dual, el haz cotangente QL = T%. Se puede definir asi el haz lineal
canénico Ky = wx = detQl, el divisor (o su clase) de 1-formas no cero
meromorfas en X.

Ahora definiremos las variedades de Calabi-Yau:

Una variedad de Calabi-Yau es una variedad de Kahler completa
(X?™ g,w) tal que el haz canénico Ky := /\m’OX es trivial. Una Variedad
de Calabi-Yau X, posee una cierta cantidad de parametros, unos de
los cuales estan asociados a la estructura de X como variedad compleja
y otros parametros corresponden a las deformaciones de su métrica de Kahler.

Los parametros correspondientes a las deformaciones de la estructura
compleja estdn relacionados con el grupo de cohomologia H*! de (2,1)-
formas mientras que los parametros correspondientes a las deformaciones de
la forma de Kahler corresponden al grupo H! de (1, 1)-formas.

Vamos a definir formalmente los numeros del diamante de Hodge.

Dada una variedad algebraica compleja X™ no singular, tenemos los
{a€Q*(X)|da=0}
, {acQk (X)[a=d}
el conjunto H*(X) = H'(X,%) de formas cerradas « de tipo (,)

que localmente vemos como a = Z|I|:i \Jj=j @r,adzr A dZ; médulo formas

grupos de cohomologia H*(X,C) := Podemos fijarnos en

exactas (Q% := A\ Qx la p-ésima potencia exterior de la gavilla de 1-formas
diferenciales).

Existe una descomposiciéon de Hodge para una variedad proyectiva suave
definida sobre los complejos: H*(X,C) = @D, ;— H(X). Los niimeros de

hodge son h7 := dimH™ (X). Por la identidad H*(X, ) = HI(X, Q%) del
teorema de la dualidad de Hodge se obtiene que h*/ = /' y de la dualidad
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de Poincaré h"—5"—3 = pii,

Asi entonces los nimeros h*/ pueden ser presentados en forma de dia-
mante, como es el caso para una variedad de dimensién 3.

h0,0
hl,O hO,l
hQ,O hl’l h0’2
h3’0 h2’1 h1’2 h0’3
h3,1 h2’2 h1,3
h3,2 h2’3
h3’3

Como mencionamos daremos un ejemplo conocido sobre dos variedades,
una siendo el espejo de la otra. La primera a considerar es una triple
quintica P4(5), una 3-hipersuperficie de grado 5 en un espacio proyectivo
4-dimensional, cuyos ntmeros h'!' y h%! son 1 y 101, respectivamente. La
variedad de espejo de esta variedad se conoce gracias a las construcciones
dadas por Green y Plesser [Greene, Brian; Plesser, Ronen (1990). ” Duality
in Calabi Yau moduli space”. Nuclear Physics B 338 (1): pp. 15 to 37], con
ndmeros At = 101 y h?!1 = 1.

Para la construccion de la variedad espejo se utilizé una subfamilia M,
uniparamétrica de hipersuperficies quinticas dadas por los polinomios:

5 5
p=2 z—5]]as
k=1 k=1

Variedades que son invariantes bajo el grupo simétrico x generado por:

Jo = (17()’07074)791 = (07 1,0, 074)792 = (0707 17()’4)793 - (070707 174>

Donde la i-ésima entrada es la potencia de la raiz quinta de la unidad
multiplicada por la por la i-ésima coordenada. Asi pues, g; representa la
Z/5-accién

(:C17 Xo, T3, T4, x5) — (:C17 T, T3, T4, 064375)

donde a = €*"/5. Del hecho de que el producto de los generadores de
* es la accion de multiplicar «, sélo tres de los g¢;’s son independientes,



digamos g1, g2 y gs-

Una familia de variedades espejo, se obtiene entonces tomando el cociente
de cada variedad de Calabi-Yau por el grupo Z/5% generado por gi,gs vy
g3, haciendo las respectivas identificaciones. Una manera de representar a
estas variedades como hipersuperficies en espacios proyectivos pesados Py es
fijando

1/5 4/5 1/5 4/5 1/5 4/5 1/5 4/5
(xlax27x37$4ax5) - (ylyB/ 7y2/ y5/ 7y3/ y4/ 7y4/ yQ/ 7y5/ )

y la ecuacion que las define es

5

P =yys + ysys + ysya + vive + vi — 50 [ [ uws
k=1

Esta variedad es IP4(141’48’51’52’64)(256).

Las 3-variedades quinticas no singulares son variedades de Calabi-Yau. Un
caso de ellas es la quintica de Fermat dada por V° + W5 4+ X° +¢° + 2° =0
y su diamante de Hodge es el siguiente:

1
0 0
0 1 0
1 101 101 1
0 1 0
0 0
1
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Usando el lenguaje de los conos vamos a dar un esbozo de lo que este
trabajo plantea. Sea ¥ un abanico en R" y vy,--- , v, € N C R" los vectores
que generan los conos 1-dimensionales de 3. Consideremos la ecuacién:

(1) Zle Q'v; = 0 donde Q° € R.

Son n ecuaciones lineales en k variables. Entonces el espacio de solucio-
nes S de vectores (Q,---,QF) que satisfacen (1), es un espacio (k — n)-
dimensional y eligiendo una base {(QL,---,Q%)} donde a = 1,--- k —n
podemos escribir a S como:

S = SPG”R{< (117 <o 7@5)}

Lo cual define una accién de (C*)*" en C* definida por lo siguiente: Dada
A= An) € (CHYF " yu= (v, ,v) € CF sea

(@) A= (P AT, )
La variedad térica asociada Xy esta dada por

CF\ Zy

~

Xg .
donde la relacién de equivalencia estd definida por (2) y

Zs = | J{(wy, ..., wp) C CHlw; = OVi € T}
I

y la unién es tomada sobre todas las I C 1,...,k tales que {v;|i € I} no
genere a ninguin cono en ..

Se tiene que en realidad la variedad no depende de la base de S elegida
sino que estd determinada unicamente por >, por lo que sin pérdida de
generalidad usualmente se eligen enteros tales que su maximo comun divisor
sea 1. Con lo que hemos asociado a cada v; una coordenada homogénea wj,
y tal construccién es la generalizacion de CP™.

Proposicién: Una variedad térica Xy tiene haz candnico trivial Ky,
si y sélo si los vectores v; que generan los rayos de X, todos caen el
algiin hiperespacio afin. Esto ademas es equivalente a la condicion de que



Y¥ Q! = 0 para toda a.

De acuerdo a nuestra definicion una variedad de Calabi-Yau es completa,
entonces cualquier variedad que se realice como una variedad Xy no puede
ser de Calabi-Yau, en particular CIP" no lo es. Pues una variedad toérica Xy,
es completa si y solo si el abanico ¥ llena a R™.

Veremos que si A es un politopo reticular y % es una cara de A (no
necesariamente una faceta) podemos definir a o como el cono en Ng gene-
rado por las facetas normales np para todas las facetas ' que contienen a
% . Entonces o« es un cono poliédrico racional fuertemente convexo en Ny
y el conjunto

YA :={07|Z es una cara de A}

es un abanico, llamado el abanico normal de A. Esto da una variedad térica
denotada por Xa = Xy,.

Sea A C Mg un politopo reticular. Entonces su abanico normal ¥ llena
Ng y entonces Xa es completo.

A es reflexivo si y sélo si A* es reflexivo y (A*)* = A. Si A es reflexivo
entonces X« es una variedad térica completa.

Describiremos algunas hipersuperficies de Calabi-Yau:

Sea A C Mg un politopo reflexivo. Por construccién una faceta F; de A
corresponde a un vector normal n; € N que corresponde a un rayo v; de Xa
correspondiente a la coordenada homogénea w; de Xa.

Para cualquier punto reticular m € A N M podemos asignar el monomio

w[m] — ﬁ wi<m,m>+1
i=1
Por reflexividad de A, los exponentes de w; no todos son cero. Si dejamos
fijos los a, como coeficientes complejos y consideramos el polinomio
P =3 canm Om w™ y a la variedad Xp de X definida por P = 0
entonces se tiene la siguiente proposicion.
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Proposicion: Sean A y P como se indica anteriormente con coeficientes
elegidos como vectores en posiciéon general. Entonces Xp es una variedad
completa con haz canoénico trivial.

En general tanto XA como Xp tienen singularidades. De cualquier
manera Y podria ser refinada a un abanico ¥ que daria lugar a una
variedad térica Xy con mejores propiedades. En particular la hipersuperficie
Xp C X definida por el mismo polinomio P desingulariza a Xp. Sin = 4
entonces X p es una variedad suave y por la proposicién anterior, ésta es una
3-variedad de Calabi-Yau .

En este caso resulta que el haz candnico trivial obtenido es la variedad
de Calabi-Yau buscada que satisface las propiedades de la simetria especular.

1

1
[K.Hory, S. Katz, A. Klemm, (Cap 5, Cap 6)]

[V. Bouchard (Prop. 4.8, Prop 4.10)]
[V. Batyrev].



Capitulo 2

Variedades toricas

Las variedades toricas son variedades algebraicas que generalizan tanto
a los espacios afines A" como a los espacios proyectivos P". Dado que aun
siendo generalizaciones tienen una estructura simple éstas proveen ejemplos
practicos donde se puede desarrollar teoria de manera general sin volverla
trivial.

Podriamos definir como variedad térica aquella variedad algebraica
irreducible que contiene un toro algebraico como un subconjunto abierto de
Zariski y cuya accién en si mismo se extiende a la variedad. Sin embargo
algo que hace tan ricas e interesantes a las variedades toricas es la estructura
combinatoria que las acompana y que en nuestro caso, es la manera en que
las estudiaremos.

Tales las obtenemos a partir de abanicos, que son una coleccién de conos
con las propiedades analogas a las que tienen los complejos simpliciales y
como podra verse las propiedades de la variedad toérica se leen de las del
abanico.
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2.1. Definiciones y construcciones.

2.1.1. Conos

Nuestro primer concepto son los conos, pero no los conos circulares, sino
los que tienen caras planas formadas por la unién de ’las orillas’. En tres
dimensiones podemos pensar en cosas tales como piramides, con bases co-
mo tridngulos, cuadrilateros, etc. esto es lo que le da el nombre de conos
poliédricos.

Consideremos A = {uy,...,u,} un conjunto finito de vectores en R™, el
conjunto

o ={Mus 4+ Mg € R"|Aq, ..., Mg > 0},

es llamado un cono poliédrico y el conjunto de vectores A son llamados
los generadores del cono o.

En caso de tener A = () se dice que o = {0}. La dimensidn del cono o es
la dimension del espacio lineal mas pequeno que lo contenga.

vy = €3
v2=€2

— |7

0 v1=€
1= v, = 2e; —eg

Figura 2.1: Ejemplos de Conos.

Para crear variedades toricas se necesita un caso particular de conos,
llamados racionales, para los cuales necesitamos hablar de reticulas,
que son subgrupos abelianos de espacios abelianos asumiendo que con-
tienen el origen. Fijaremos a N una reticula de rango maximo; N = Z" C R"™.

Definicién 2.1. Un cono o en el espacio R" es un cono racional si to-
dos los generadores u; de o estin en N. Un cono es llamado fuertemente
convexo si no contiene ninguna linea recta por el origen.
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Otro concepto fundamental para las variedades téricas es el de cono dual
asociado a un cono. Si (R™)* es el espacio dual de R" y (', ) el apareamiento
dual entonces para cada cono se le asocia su cono dual:

o ={ue (R")|(u,v) >0Vv € o}
Dada cualquier reticula N en R"™ se define su reticula dual M =

Homgz(N;Z) = Z" en (R™)* y se tiene la siguiente propiedad:

Observacién 2.1. Si g es un cono racional entonces & es un cono racional
(relativo a M ). Si o es un cono poliédrico convero entonces & es un cono
poliédrico convexo.

7 - /e;_zea
L
= -

0

Figura 2.2: Conos y sus Duales

A pesar de que las primeras propiedades que tenemos se preservan por
dualidad debemos notar que la propiedad de ser fuertemente convexo no se
hereda para el cono dual. Aunque después podremos ver que tal propiedad
ain cuando no se hereda es base fundamental para la creacion de nuestras
variedades.

Otro concepto importante es el de caras. Todo cono consta de caras y
en particular, el mismo cono es cara de si mismo. En un caso tridimensional
o bidimensional el concepto de las caras de un cono es precisamente aquél
que tenemos intuitivamente; ’la parte lisa de la figura’. Damos la definicion
general como sigue.

Definicién 2.2. Sea o un cono y sea A € 6 N M, entonces

T=0nN\ ={veao|(\v)=0}
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se llama cara de o y lo denotaremos como T < 0.

Cualquier cara del cono que no sea el mismo cono es una cara propia,
las caras 1-dimensionales se llaman rayos y las caras de codimension 1 son
llamadas facetas. Debe notarse que la cantidad de caras de un cono es
finita. Los rayos jugaran un papel importante para la variedad térica que
asociaremos, asi que les daremos una notacion particular. Denotaremos por
p a las caras 1-dimensionales y por n, al elemento primitivo de un rayo p
que simplemente es el Unico generador de p N N. Asi podemos notar que
dado un cono o éste es generado por los elementos primitivos n, de sus rayos.

Ademas se cuenta también con una descripcion del cono dual en términos
de los duales de los generadores.

Proposicién 2.2. Dado o un cono reticular generado por (vy,...,v,), se
tiene que ¢ = N7; donde 7; es el rayo generado por el vector v;.

Demostracion. :

Sea o generado como cono por los vectores (v, ..., v,).Si u € & entonces
(w,v) > 0Vv € o, ie. (u, > 7 Aus) >0 VA >0, j € {1,...,r}. En
particular para los v de un solo sumando, de ahi que (u, A\;v;) >0 VA; >0,
le.ued; Vje{l,...,r}. Luego u € 7.

Todas las implicaciones son un si y soélo si, obteniendo la otra contencion,
implicando con eso la igualdad.
O

Se tiene que las caras de un cono satisfacen la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3. Sea o un cono poliédrico convexo racional , entonces las
siguientes se satisfacen;

(i) Toda cara T es un cono poliédrico convexo racional.
(i1) Toda interseccion de caras de o es una cara de o.
(i1i) Toda cara de una cara es una cara.

Demostracion. :
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()7T<oc=3IX€6NM t.q. 7=XI"N0o. Seac=(vy,...,v,) entonces
pETESP=2 10 a; >0y (Ap =0& (A\X T  av) =0«
> o1 @A v) =0 & (N\v;) =0Vj € {1,...r}. Es decir, 7 estd generado
por los vis tales que (A, v;) = 0.

(ii) Se deriva de la igualdad

ﬂ(a NAX) =0 n(z )t

(2

con \; € 7.

Para demostrarla consideramos lo siguiente: p € (), (c N A}) & p €
oNAN Vi & peaypeAfVi@pGaypan(p,Z?zl)\ﬁ:0<:>p€0
yPE(XLN) T epean(Z )

Entonces para caras dadas 7,...,7, de o se tiene que NI =
Nr(enX) =N N)E=0cnit=7<0.

(i) Sit=0cnNA yy=7NXN"con A e€dyN €7 entonces para un
p> 0 se tiene que N +pA €y v=(N+p\)t.

]

Observemos que de ahi podemos sacar las siguientes propiedades: si
T < o entonces ¢ C 7, si 0 = 01 + 03, entonces se satisface ¢ = g1 N dy v si
7=0NM (con )\ € §) es una cara de o, entonces 7 = & + Rxo(— ).

Escribiremos la prueba para la tultima propiedad a fin de exhibir lo
conveniente de la dualidad:

Como los dos lados de la igualdad son conos poliédricos convexos basta
mostrar que sus duales son iguales. Asf (7) = 7 y de la otra parte tenemos
que (6 + Rso(=A)) =0 N (=A) =N A = 7. La segunda igualdad se sigue
de lo siguiente: Si v € o N (=\) entonces (v,—A) > 0 pues v € (—=\) y
(v,A\) >0 pues v € 0 y A € 7, entonces (v, \) = 0. La otra igualdad se trata
de manera similar.
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Ahora para ilustrar las tres propiedades podemos ver los siguientes
ejemplos:

€2

=] =1
———

4

€1 0 ei=A
€2 -ej+eh
52
p=-e7 0 N

Figura 2.3: Conos y sus duales

Dentro de la fig. 3.3, en el primer ejemplo vemos que 7 es una cara de g
y cuando vemos los duales de cada uno notamos que oy C 7

Para ilustrar la segunda propiedad, consideremos que o; puede ser visto
como la suma de dos conos, 03 =< ey >y 04 =< —eg — €9 >. Los duales de
03 y 04 son los semiplanos (en R? ) generados por < u = —e}, —pu = €} >
y < —ej + e5,e] — e5 > respectivamente, al intersectarlos nos queda como
vemos oy

[lustramos la tltima propiedad con la figura 3.4. Aqui el vector v = e} +¢3
satisface v € o y {0} es una cara de oy pues {0} = oo Nvt, que satisface

{0} = (R?)* = &0 + Rso(—v).

Podemos también hacer una correspondencia -1 entre las caras de
un cono o y las de su dual ¢ pero para ello necesitamos introducir una
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Figura 2.4: 7 = ¢ + R>o(—\)

definicién y mencionar otra propiedad.

El interior relativo de un cono o es el interior topoldgico del espacio
R - 0 generado por o. Un punto en el interior relativo se obtiene tomando
combinaciones lineales estrictamente positivas de n = dim(o) vectores
linealmente independientes entre los generadores de o. Si ademés o es un
cono racional entonces tales vectores pueden ser elementos de la reticula.
Ademas se tiene que para cualquier vector v € o, existe una cara 7 < o tal
que v esta en el interior relativo de 7.

Establecemos ahora la propiedad mencionada acerca de las correspon-
dencias de las caras de o y &:

Propiedad 1.1 Si 7 < o, entonces 6 N7+ es una cara de & con dim(r)+
dim(5 N 1+) = n, dando asi una correspondencia 1-1 (que revierte orden)
entre las caras de o y caras de .

Demostracién. Las caras de & son conos ¢ Nvt conv € (5) NN = o N N.
Si 7 es el cono conteniendo v en su interior relativo, entonces
sgNovt = N (FNovt) = &N 7t entonces cada cara de & es de el
tipo que se indica.

La correspondencia 7 — 7% = & N 7+ invierte orden y se tiene que 7 C
(7%)*, entonces 7* = ((7*)*)* y asf la correspondencia es biyectiva.
]

Aqui podemos retomar una proposiciéon anterior diciendo un poco mas
sobre el cono dual.
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Proposicion 2.4. Si o C R"™ es un cono poliédrico racional fuertemente
convezo, entonces su dual & C R™ es un cono poliédrico racional de dimension
n.

Para demostrar esta proposicién, basta tomar {0} < o, asf {0} = R"
* ~ ~ ~ . .,
g=0 o) .
entonces R™ N es una cara de ¢ de dimensién n

Estas propiedades en realidad juegan un papel importante cuando se
quieren demostrar caracteristicas de las variedades relacionadas a los conos,
pues es ésta la estructura que las define y ademés nos pueden ayudar a
visualizar geométricamente lo que sucede entre los conos, sus caras y sus
respectivos duales.

La siguiente seccion nos ayuda a obtener la estructura base que necesi-
tamos para generar las variedades téricas.

2.1.2. Monoides

Los conos tienen una estructura asociada llamada monoide, digamos S,
que es un semigrupo conmutativo con elemento cero que ademas satisface la
ley de cancelacion:

s+t=s+t=s=s para cualesquier s,s’,t € S.

Dado un cono o, cNN es un monoide. Se dice que un monoide S es finita-
mente generado si existen elementos aq,...,a; € S tales que para cualquier
se s

s=Aay+ -+ A\gag con \; € Zx.

Los aq,...,ax son los generadores del monoide.

El siguiente lema llamado el lema de Gordan, nos asegura que cualquier
monoide asociado a uno de nuestros conos es finitamente generado.

Lema 2.5 (Gordan). Si o es un cono reticular poliédrico, entonces c NN es
un monoide finitamente generado.
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Demostracion. :

Sea A = vy,...,v, el conjunto de generadores que definen el cono . Cada
uno de los v; es un elemento de oM N por definicién. Considérese el conjunto
K =Y tv;, 0<t; <1. Como K es compacto y N es discreto entonces el
conjunto K NN es finito. Afirmamos que tal interseccién genera a cNN. Dado
v € 0 N N, éste se puede escribir como v = Y (n; + r;)v; donde n; € Zsg
y0<mr <1 Asiv = > nw + > rwv. Como cada v; y la suma Y rv;
pertenecen a K N N, entonces K N N genera a o N N.

O]

Como el lema se puede aplicar también al cono reticular poliédrico &,
denotaremos por S, al monoide & N M.

Ya que las caras por si mismas son también conos, se tiene un monoide
asociado y existe una buena descripcion de éstos en términos del monoide
del cono que las contienen.

Proposicién 2.6. Sea o un cono racional poliédrico convexo y 7 = o N A+
una cara de o, con N € S, = N M, entonces

S, = S, + Zso(—A).

Demostracion. :

Para demostrar S; = S, + Z>o(—\) recordemos que S, =7NM y S, =

g N M, asi hay que demostrar que 7 N M = & N M + Zso(—)\). De las

propiedades antes mencionadas tenemos que 7 = § + R5o(—A\) y la igualdad

se reduce a [0 + Roo(=A)|NM =5 N M+ Z=o(—A), lo cual se sigue dado
que A€ g N M.

[

Algo inmediato de notar es el hecho de que entre mas pequeno es el cono,
mas grande es el semigrupo asociado al cono dual, lo cual no es de sorprender
pues el cono dual crece conforme el cono decrece.

2.1.3. Variedades toricas afines

Como comentamos pudimos haber empezado la definicion de una varie-
dad torica como una variedad irreducible que contiene un toro algebraico
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como subconjunto abierto de Zariski cuya accién sobre si misma se extiende
a toda la variedad. En realidad también se podria decir que una variedad
torica es dar un toro algebraico y algunas cosas extra, que para el caso afin,
esas cosas extra seria determinar cudles polinomios de Laurent pueden ser
definidos sobre la variedad.

Para tratar todo ello comenzamos con algunas definiciones. Denotaremos
por Clz,27Y] = Clz1,27%, ..., 20, 27! al anillo de polinomios de Laurent.
Un monomio de Laurent se escribe como A - 2% = Az{* --- 28" con A € C* y
a=(ay,...,a,) € Z"

Uno de los aspectos importantes que intervienen en la definicién de va-
riedad torica es el hecho de que el morfismo

0 : 7" — Clz, 27

a=(ag,...,a,) 2% =21 z0n

es un isomorfismo entre el grupo aditivo Z" y el grupo multiplicativo de
monomios monicos de Laurent. Es aqui donde podemos ver que los puntos
de la reticula que caen en el cono dual se relacionan con los monomios de
Laurent que se definiran sobre la variedad.

Dado un polinomio de Laurent f, se define el soporte de f = > Finita NaZ"
por

supp(f) = {a € Z"|\, # 0}.

Tenemos la siguiente proposiciéon que se sigue inmediatamente del lema

de Gordan.
Proposicién 2.7. Para un cono racional o, el anillo

R, = {f € Clz,27]|supp(f) C 6 N M}

es una dlgebra monomial finitamente generada (i.e. es una C-dlgebra ge-
nerada por monomios de Laurent).

Ahora bien, dado cualquier anillo A, podemos considerar Spec(A), el
conjunto de ideales primos contenidos en A. Estaremos hablando més que de
los ideales primos, de los ideales maximales y seguiremos utilizando la misma
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notacién en vez de la correspondiente Specmaz(A) lo que nos permite dar la
siguiente definicién.

Definicién 2.3. La variedad torica afin correspondiente a un cono poliédrico
racional fuertemente convexo es la variedad X, := Spec(R,).

Sabemos que R, puede representarse como un anillo coordenado de di-
ferentes maneras (todas ellas homomorfas) de la forma R, = C[¢]/I,. Para
determinar una representacion consideremos aq, ..., a; un sistema de gene-
radores de S, donde cada uno de los a; se escribe como a; = (a1, ..., an;) €
o N M. Por el isomorfismo 6 dado anteriormente, obtenemos monomios de
Laurent u; = 0(z) = 2% = 21" ... 2" € Clz,z7Y| parai = 1,... k. La
C-algebra R, = Cluy, ..., uy| se representa como:

R, =Cl&, ..., &/,

Para determinar I, escribimos las relaciones entre los generadores de S,

k k
(5) D viai =Y i v € Lso,
j=1

j=1
obteniendo las relaciones monomiales
(Zal)m .. (Zak>’/k — (za1>,u1 . (Zak>,uk

dando las relaciones

()™ - ()™ = ()™ - - (g )

entre las coordenadas, lo que nos da las relaciones binomiales

(rx) (&) -+ (&)™ = (&) -+~ (&)™

en C[{y,...,&] vy son las que generan el ideal I,.

Esto nos lleva al siguiente teorema.

Teorema 2.8. Sea o un cono racional en R™ y A = (ay,...,a) un sistema
de generadores de Sy, la variedad torica correspondiente X, se representa por
la variedad térica afin V(I,) C C* donde I, es un ideal de Cl&y, ..., &] gene-
rado por una cantidad finita de binomios de la forma (xx) que corresponden
a las relaciones (x) entre elementos de A.
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Para la demostracién de este teorema necesitamos algunos lemas y teore-
mas que involucran algunos conceptos técnicos como por ejemplo las rela-
ciones lineales positivas. Para cualquier conjunto X = {ay,...,a,} C Z"
al vector (A, u) € (Rsp)" x (Rso)” se le dice que es una relacién lineal
positiva de X si >, Ma; = >, p;a;. Se denota por poslinX al conjunto
de todas las relaciones lineales positivas de X.

Se define como conjunto poliédrico a toda interseccion finita de semi-
espacios cerrados en R". Hay un teorema que indica que todo politopo es
un conjunto poliédrico acotado y todo conjunto poliédrico acotado es un
politopo. /6] G. Ewald. II, 1.4, 1.5]. Como corolario del mismo se tiene que
cualquier subespacio afin L de R™ interseca cualquier conjunto poliédrico
(politopo) dado P, en un conjunto poliédrico (politopo).

Ahora comenzamos con el lema que necesitamos para nuestro teorema.

Lema 2.9. (a) poslinX es un cono racional en R*".
(b) Z*" N poslinX es un monoide finitamente generado en R?".

Demostracion (del lema). :

Si a,f € poslinX entonces a + f € poslinX y también se tiene que
ta € poslinX para todo ¢ € Rsg. Entonces poslinX es un cono en (R)?". Su
espacio vectorial generado V' se define como el conjunto de elementos vy + vy
donde v; € poslinX y vy € —poslinX (el negativo de poslinX), y entonces
poslinX =V NR%,.

Como RZ, es una interseccién de semiespacios, es entonces un cono
poliédrico en R?" por el lema que mencionamos anteriormente. Claramente
tiene generadores racionales al ser X C Z" lo que lo convierte en un cono
racional.

El inciso (b) se sigue del lema de Gordan.

Demostracion (del teorema). :

Por el inciso (b) del lema, el monoide de todas las relaciones linea-
les positivas (*) es finitamente generado. Basta mostrar que cada elemen-
to de I, es una suma de binomios del tipo anterior. Dado un polinomio
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=308 flu) =Y hur = S \2"4, asf para todo a € o NZ" | el
coeficiente ¢, de 2% es Zy; yA—a M- Ahora bien f € I4 si y sélo si todas las
ca’s son cero. En tal caso, si \, # 0 para algin multi-indice v € Z%,, existe
otro, digamos y # v, que satisface v- A = - Ay A, # 0. El binomio corres-
pondiente A\, (£ — &*) estd en 4. Extrayéndolo de f tenemos un polinomio
en I, con una cantidad de términos estrictamente menor que los de f. La
demostracion se sigue entonces por induccion.

]

Justo para ejemplificar el teorema consideremos el cono o generado por
los vectores 2e; — ey v es.

€9 e;+2e;
G/
0 / e
261—62
0 el

Figura 2.5: Conos y sus puntos reticulares duales

Se tiene que S, = ¢ N M estd generado por los tres vectores (e, e} +
e, e + 2e3) = (aq, ag,a3). Por el isomorfismo 6 éstos corresponden a mono-
mios monicos de Laurent u; = 21, us = 2120 y uz = zlzg. La C-algebra R,
puede representarse como

R, = C{u17u27u3} = C[§1752,53]/Icr

donde la relacién a;+as = 2a;y da la relacién ujus = u3 entre coordenadas.
El ideal I, es generado por la relacién binomial & &3 = & y la variedad
térica afin correspondiente al cono o estd representado en C3 como el cono
cuadratico

X, =V(l,) = {r = (11,15,73) € C* : 7123 = 73}

Ahora vamos a considerar el siguiente ejemplo, que es en principio muy
bésico. Sea ¢ = 0, el cono cero. Su cono dual es ¢ = (R")*. No es dificil



22 CAPITULO 2. VARIEDADES TORICAS

ver que los siguientes conjuntos forman (cada uno de ellos) un sistema de
generadores de S,;

* * * * * * * *
Ay =(e],...;er,—el,....,—e) y Ay =(e],...;er, —(e]+---+e)).

Para el primer sistema de generadores la correspondiente C-dlgebra mo-
nomial es

(C[Zh'” 7zn721_1a"' 727:1] - C[glw"vSQn]/Ia

donde I, = C[](&&ns1 — 1) + -+ + ClE](&néonyr — 1) de ahi que
Xo = V((§1§n+1 - 1)7 s (§n§2n+1 - 1))

Para n = 1, la variedad que se obtiene es una hipérbola compleja cuyas
asintotas son los rayos & = 0y & = 0. Se puede proyectar biyectivamente
sobre el rayo & = 0 y la imagen es C*.

De manera general podemos ver que X, es homeomorfa al toro T = (C*)”
usando las proyecciones sobre las primeras coordenadas C** — C™.

Con el segundo conjunto de generadores Ay, R, = Cl&1,..., &0, &n1]/ 1y
donde I, = C[¢](& -+ - €n&nr1 — 1) obteniendo asi otra representacion de X, .
homeomorfa a T pero en C**1,

Hay que hacer notar que T contiene al toro topolégico como
T = (SH)" x 2(Rs¢)" y que T es un subconjunto cerrado de C?" pero
como subespacio de C™ no es cerrado.

Esto se puede ver de manera general con la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.10. Sea o un cono racional en R". Entonces la variedad
torica afin X, contiene al toro T = (C*)" como un subconjunto abierto denso
de Zarisks.

Demostracion. Sea (aq,...,a;) un sistema de generadores para el monoide
S, y sea V(I,) C C* una representacién de X,. Con las coordenadas de R™,
cada uno de los a; se escribe como a; = (a},...,al) donde az cZytel se
escribe como t = (t1,...,t,) con t; € C*. El encaje h : T — X, estd dado
por:
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f=(t, .. t) = (9, .. ,1%) € V(I,) N (C)* donde £ = £ ... 4% € C.

Veamos que h es una biyeccién de (C*)" a X, N (C*)*. Como h(t)
satisface las relaciones binomiales se sigue que h(t) € X, N (C*)~.

Que h es inyectiva: sea a € S, tal que todos los puntos a+ e} caen en S,
con los €} base de (R)*. Los monomios de Laurent 2% = fo(u), 224 = fi(u)
estdn en R, = Clu] C C[z,27!]. Sea h(t) = z un punto en X, N (C*)*,
entonces f;(h(t)) = tit* = t;fo(h(t)) y los t; estdn determinados por

ti = fi(h(t))/ fo(h(t)).

Que h es suprayectiva: cualquier punto x € X, N (C*)* se puede escribir
€como

= h(fi(x)/fo(x),..., fu(z)/fo(z))

pues los f; no son cero en el punto z.

Haciendo referencia al ejemplo de la Fig. 3.5, el encaje esta dado por
(t1,t2) = (t1, tita, t1t3) € V(1) N (C*)?

Continuando con algunas propiedades, notemos que por la proposicién
3.10 si 0 es un cono reticular en R™ entonces dimcX, = n.

Veamos el siguiente ejemplo:

€2

€1

Figura 2.6: X, = C?

Aqui S, es generado por (e}, ¢€3), R, = C[{1, &), entonces I, = {0} v X,
es C2. El mismo resultado se obtiene si consideramos el caso general para o
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generado por una base de la reticula N.

Vamos a tomar ahora un ejemplo menos obvio. Tomando 7 € R? como se
muestra en la figura:

€2

[

Figura 2.7: X, = C x Cq,

En este caso S, es generado por (e}, —ej,e3) vy R, = Cluy,ug, us] con
uy = uy'. De ahi se puede obtener R, = C[£],&,6]/(61& — 1) v X, es
Zl X (C&.

Otros ejemplos son: Dado o € R? un cono generado por eg, €, €3 y a4 =
ey — eg + e3 , se tiene que S, estd generado por e}, e3, el +e5 vy e; + €5,y

R, = (C{Ul, Uz, U1Uz, Uzug} = 6[51752753764]/10

donde I, estd generado por &£ = &¢&3. La variedad torica X, es una
hipersuperficie en C* definida por x 24 = 2223, un cono sobre una cuddrica.

El tdltimo ejemplo serd mas general pero sencillo. Si ¢ es el cono en

R™ generado por ej,...,e, con p < n, entonces So estd generado por
* * % * * * s :
(€1, s €y Epi1s —C€pi1s- - €y —€5). De ahi se sigue que
R, =C|z Zp, 2 -, 1
o = 1y+++52py p+1,2p+1,...72’n72’n

y asi X, = CP x (C*)"~?. El mismo resultado se obtiene si o es generado
por p vectores que sean parte de una base de la reticula N.

La manera en que los generadores my, ..., m; de S, generan X, lo vemos
considerando el morfismo:

v (C)" = c!
O(t1y . oytn) = (8 (oo tn)y e 8 (E, o )
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j .
donde t™i(ty,...,t,) = t;""---t". La cerradura de Zariski de este
morfismo es precisamente la variedad X,.

Se tiene que (C*)" — X, bajo ¢ es una inclusion, que t™ se extiende
a la funcion U, — C dada por la proyecciéon de U, C C! en le i-ésima
coordenada, de ahi que t™ esté definida en toda U,. Ademas cualquier
elemento m de & N Z" se expresa como combinacion entera no negativa de
los m;, con lo cual t™ se extiende a una funcién en U,, siendo U, la variedad
mas pequena donde se pueden definir t™ por ser la cerradura de Zariski.

Resulta ser que de esta manera la variedad torica asociada es normal si o
es un cono racional poliédrico fuertemente convexo. Mas atin si my,...,my
son los generadores de S, para un cono con tales propiedades, usando los t™:
se obtiene un morfismo como antes:

(CH" —C?
y bajo esas condiciones; el siguiente teorema.

Teorema 2.11. La cerradura de Zariski de la imagen del morfismo es la
variedad torica afin normal X, determinada por o y Z" si y sélo si ¢ N Z"
es generado sobre Zx( por los my, ..., m;.

Asi las variedades téricas afines son normales (sus anillos locales son
enteramente cerrados en sus campos de fracciones) cuando se utilizan todos
los puntos reticulares en el cono dual.

Para ejemplificar lo que significa la normalidad en términos de las
reticulas tomaremos el ejemplo de la figura 3.8 en el cual los generadores de
FNZ*son m; = (1,i) parai=0,...,4.

Se sigue que U, C C° es la cerradura de Zariski de la imagen de la
parametrizacién (C*)? — C® definido por

(%) (t,u) = (L, tu, tu®, tu?, tut).

Veamos qué sucede si sélo se usan algunos de estos monomios.

Primero supongamos que utilizamos unicamente my = (1,0) y
my = (1,4). Sobre R, estos dos generan & y nos dan el morfismo
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o e & o o 9
L * & o o 0
* 9 ® & @& o
o e @& o o o
L e & & & @
HQ
e & @+ @& 9 L]

Figura 2.8: Un cono o y su dual.

(C*)?> — C? definido por (t,u) ~— (t,tu"). La cerradura de Zariski es C2
pero es 4 — 1. Esto sucede porque mgy m, no generan 7> sobre Z. El
punto es que la variedad térica incluye la informacién del cono y de la
reticula. Entonces estos generadores no funcionan pues cambian la reticula
atin cuando generan el cono dual.

Ahora tomemos my, m; y my. Son generadores del cono dual sobre R>q y
dan el morfismo (C*)? — C? definido por (t,u) + (¢, tu, tu*). Este morfismo
es 1 — 1. Sin embargo la cerradura de Zariski de la imagen de este morfismo
es y* = 232. Se puede apreciar que su zona singular es la linea v = y = 0,
con lo cual esta variedad no es normal (la zona singular de toda variedad
normal tiene al menos codimensién 2).

En el caso de la variedad U, determinada por el cono o y reticula Z2
generada como la cerradura de Zariski de (x) se utilizan todos los m;, que
van de (C*)? en C®, mientras que en los casos anteriores sélo se proyecta
la imagen a C2 y C? respectivamente. Estas no son las proyecciones a
la variedad térica normal asociada a o y Z? ya que en el primer caso se
mantiene el cono dual pero se cambia la reticula y en el segundo se mantiene
la reticula y el cono dual pero se pierde normalidad.

A las variedades toricas afines podriamos pensarlas como las piezas bési-
cas de las variedades téricas. Cualesquier dos variedades toricas que conten-
gan el mismo toro algebraico pueden 'pegarse’ para formar una variedad mas
grande. Este es el caso de las variedades téricas cuya construccién necesita
que hablemos de abanicos.
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2.1.4. Abanicos y variedades toricas

Como se menciono hay que pegar las variedades toricas afines, y la manera
de definir las variedades toricas asociadas a los objetos llamados abanicos
sera creandolas como variedades abstractas. Damos asi la definicién de un
abanico.

Definicién 2.4. Un abanico X en R™ es una coleccion finita de conos tales
que:

1. Todo cono de ¥ es un cono racional, poliédrico y fuertemente convexo
en R”.

2. Sioc€eX yrt <o, entonces T € 3.

3. SiT,0 €%, entonces 0 N T es una cara comun.

Es inevitable pensar en la similitud que tiene la definiciéon con la que
tienen los simplejos simpliciales pero hay que recordar que los conos no
son acotados, mientras que los complejos simpliciales son formados por
r;-simplejos , que son la envoltura convexa de un conjunto de r; puntos en
posicién general con r;, 7 € N.

Mostremos entonces algunos ejemplos de abanicos:

Figura 2.9: Abanicos
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De manera inmediata se da la siguiente definicion.

Definicién 2.5. Dado un abanico ¥ en R™, Xy es la variedad obtenida de las
variedades afines X,, o € X, pegando X, y X, a lo largo de su subconjunto
abierto comiun X,n, para cualesquier 7,0 € 3.

Recordemos que cualquier cono tiene el conjunto {0} como una de sus
caras, y que ademds el toro afin correspondiente a {0} es el toro T, de
ahi que éste esté contenido en Xy como un subconjunto abierto de Zariski.
Més ain es posible mostrar que tal variedad es normal y que todas las
variedades toéricas normales son de esta forma, i.e., toda variedad torica
normal se determina por un abanico.

Veamos un poco mas de cerca la manera de pegar las variedades afines
que se dan en Y. Si tenemos 7 < o, ambos en el abanico X, sabemos que
S, =8y +Zso(=N)cond €5NMyT=0nA

El monoide S;, como hicimos ya notar, se obtiene de S, agregando
un generador, —A. Como ¢ puede ser elegido como un elemento de un
sistema de generadores (ay,...,a;) para S, podemos asumir que A = a
y denotamos por axy; = —A. Para obtener las relaciones que se tienen
en S;, consideramos las relaciones que existen en S, y agregar la relacion
ap + A1 = 0.

Esta relacién corresponde a la relaciéon multiplicativa wgui; = 1
en R, y en este caso es la unica relacién que se necesita agregar para
obtener R, de R,. Como los generadores u; son precisamente las funciones
coordenadas en las variedades toricas X, y X, entonces la proyeccion
Ck+1 — C* en las primeras k coordenadas identifica X, con el subconjunto
abierto de X, definido por x; # 0. Lo cual escribimos como el siguiente lema.

Lema 2.12. Eziste una identificacion natural X, = X,\(ux = 0).

Asi para una cara comun 7 de dos conos o y ¢’ este lema nos permite
pegar X, y X, alo largo de X,. Si (v1,...,v;) son las coordenadas en X,.
Existe un homeomorfismo X, = X,/\(v; = 0) y se obtiene un morfismo de
pegado:

Voo Xo\ (e = 0) = X, = Xo\(u = 0).
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Podemos escribir entonces la definicién como un teorema.

Teorema 2.13. Sea X un abanico en R™. Considérese la union disjunta
U, es, Xo donde dos puntos x € X, yx' € Xy estan identificados sitg o (1) =
x'. El espacio topoldgico resultante Xy, se le llama variedad torica y tiene la
propiedad de que es un espacio topologico dotado de una cubierta abierta
por las variedades toricas afines X, con o € X. FEs también una variedad
algebraica cuyas cartas estan definidas por relaciones binomiales.

Se ha visto que dados 7 < ¢ se dan las siguientes inclusiones:

T“—>0
T+ 0
R, +— R,
X, — X,

Notemos que éstas propiedades son las mismas que se necesitan para ma-
nejar algunas propiedades de los abanicos, ya que los argumentos se reducen
a usar los conos vistos como caras uno dentro de otro.

Recordemos que algunas de las propiedades de las variedades toricas pro-
vienen del cono asociado e igualmente sucede con las propiedades del abanico
del cual surgieron. Existe una correspondencia 1-1 entre los siguientes obje-
tos:

= Los limites lim;_,oA"(t) con u € |X| := U, 5 0
= Los conos o € Y.
= Las orbitas de la accién del toro en Xs..

Estas correspondencias se dan como sigue: una orbita corresponde a un
cono o si y sélo si limy_o\“(t) existe y cae en una érbita para todo u en el
interior relativo de 0. Ademas para una érbita o se satisfacen;

1. dimo + dim orb(o) = n.

2. orb(o) C orb(t) si y sélosi T C o.

Podemos notar que por 1, los puntos fijos de la accién del toro correspon-
den a conos n-dimensionales en el abanico. Ahora, definanse los siguientes
conceptos:
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1. Un cono se dice suave si es generado por un subconjunto de una base
de N.

2. Un cono se dice simplicial si es generado por un subconjunto de una
base de R™.

3. Un abanico se dice completo si su soporte |X| = R".

4. Un abanico es politopal si existe un politopo A tal que 0 € A y X
es generado por las caras de A. Recordemos que un politopo es la
envoltura convexa de un conjunto finito de puntos en R".

Esto nos permite escribir el siguiente teorema en lenguaje méas corto:

Teorema 2.14. Sea Xy, la variedad torica determinada por un abanico ¥ en
R™. Entonces

1. X5 es completa < el abanico X es completo.
2. X es suave < todo o € ¥ es suave.

3. Xy tiene a lo mds singularidades cociente finitas < todo o € ¥ es
simplicial. Tal variedad es llamada stmplicial.

Proposicién 2.15.

(i) Una variedad torica afin es suave si y solo si X, = CP x (C*)" P con
p = dim(o)
(ii) Si 3 es completo, entonces Xy, es una compactificacion de T = (C*)™.

Demostracion. :

Podemos ver que un cono ¢ es un abanico si consideramos el abanico
formado por todas las caras del cono o y éstos generan la misma variedad. La
variedad torica afin X, es suave si y sélo si o es suave y en particular se tiene
que o es suave y es generado por un subconjunto de una base de N, luego,
sin pérdida de generalidad podemos pensar que el conjunto es determinado
por {ey,...e,} con p = dim(o), ya que la dimensién es la del menor espacio
que lo contiene. Asi estamos en el caso de un ejemplo ya mencionado de las
paginas 36-37.



2.1. DEFINICIONES Y CONSTRUCCIONES. 31

Para el segundo inciso notemos que si ¥ es completo significa que X,
es completa, luego al ser el toro T denso en X,, T = X,, es decir una
compactificacién del toro algebraico.

O

Un concepto introducido anteriormente es el de politopo, el cual sera de
utilidad posteriormente. Se vera que un politopo reticular n-dimensional P
determina una variedad térica proyectiva de dimension n, las cuales son de
nuestro interés en este trabajo.

2.1.5. La accién del toro y sus orbitas
La accién del toro.

El toro T es un grupo que actiia sobre si mismo por multiplicacién. La
accion de éste sobre cada variedad torica afin X, podemos describirla como
sigue:

Si(aq,...,a) es un sistema de generadores del monoide S, donde como
antes, con las coordenadas de R” cada a; = (...,al,...) con a} € Z. Si
tenemos un t = (ty,...,t,) €T, t € C*yunz = (z1,...,2,) € X, C CF
entonces podemos describir la accién del toro sobre la variedad asi:

TxX, = X,
(t,x) — t-xz=({t"x,... t%xg)

1 n
Donde t% = t{* - -t € C*.

En caso del ejemplo de la figura 3.5 se tiene que a; = (1,0), as = (1, 1),
y a3z = (1,2). Dado cualquier ¢t € T se tiene que t*' = ty, t*2 = 1ty y
t = tit3. As{ para cualquier r € X, el punto tx = (t"'x,t%2x,, t%1x3) =
(t121, t1taws, titixs) también estd en X, .

Ademas para cualquier abanico ¥ en R™ y cualquier cara 7 de cualquier
cono ¢ € ¥, la identificacion X, = X, \(ux = 0) es compatible con la accién
del toro, lo que implica que los morfismos de pegado ¢, ., también son
compatibles con la accién del toro.
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Asi tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.16. Sea > un abanico en R™. La accion del toro sobre las va-
riedades afines X, asociadas a los conos o € ¥, proveen una accion del toro
sobre la variedad Xx.

Orbitas

Vamos a empezar a describir las érbitas de la accién del toro empezando
por un caso sencillo. Sea > = 0 € R". Sabemos que 0 es un cono y entonces
también es un abanico. Hemos visto también que Xy = (C*)". Sélo existe
una orbita y es el espacio total X, siendo ademés la érbita que corresponde
al punto cuyas coordenadas son (1,...,1) en C".

De manera general para cualquier abanico > en R" el vértice 0 = 0 de
Y. da una drbita abierta densa que no es mas que el encaje del toro T = (C*)".

Para describir las érbitas recordemos que existe la siguiente correspon-
dencia:

CF <3 {M C C[¢] | M es un ideal méximo } +» Homc.q,(C[¢], C).

Con esta correspondencia, el punto x = (z1,...,xy) corresponde al ideal
M, = Cl§](& — x1) + -+ + C[€](& — zx) v el homomorfismo ¢ : C[¢] — C
tal que Ker(p) = My, ie. o(f) = f(z).

Si I es un ideal en C[¢], entonces V = V(I) = {x € C* | I C M,}
y Iy = I[(V(I)) . El conjunto V es un conjunto algebraico afin cuyo anillo
coordenado es Ry = C[¢]/Iy y tenemos la siguiente correspondencia

V < {M C Ry | M es ideal maximo } <> Homc q4(Ry, C).

Como semigrupo, la reticula dual M se genera por los vectores e}, i =
1,...,ny el anillo de polinomios de Laurent C[M] estd generado por z;, z; *
,1=1,...,n. Se obtienen asi las identificaciones siguientes

T = Spec(C[M]) = Hom(M,C*) = N ®, C* = (C*)"
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donde N = Homgz(M,Z) y Hom(M,C*) son homomorfismos de grupos.

Todos los semigrupos S, = ¢ N M son semigrupos de la reticula M y
C[S,] es una subalgebra de C[M], subalgebras generadas por los monomios
en variables u;.

Si S, es generado por (aq,...,ax), entonces los u; = 2%, ¢ = 1,...,k
son generadores de la C-subdlgebra C[S,] que denotamos por Cluy, ..., u].
Para cualquier a € S,, 2% es el correspondiente elemento de C[S,].

Los puntos de Spec(C[S,]) corresponden a homomorfismos de semigrupos
de S, en C visto C = C*U{0} como un semigrupo abeliano via multiplicacién.

X, = Spec(C[S,]) =2 Homg,(S,,C).

Si ¢ € Homgy(S,,C), el punto x correspondiente a ¢ satisface que
o(a) = z%(z) (la evaluacién en x) para todo a € S,, lo cual significa que
©(a;) es la i-ésima coordenada de z, i.e. x = (p(ay),...,p(ax)) € CF.

La accién del toro T sobre X, se puede interpretar en términos de
homomorfismos.

Un elemento ¢ € T podemos identificarlo con un homomorfismo de gru-
pos M AN C*, un elemento x € X, se identifica con el homomorfismo de
semigrupos S, — C y entonces t - & € X, se identifica con el homomorfismo
de semigrupos S, — C , u > t(u) - z(u).

Con esto en mente debemos mencionar que existen, digamos que de cierta
manera natural, algunos puntos distinguidos. Si bien no para todos podrian
ser naturales al menos si tienen relacion directa con la variedad que define
un cono.

Definicion 2.6. Sea o un cono y X, la variedad torica afin que define. A
cada una de las caras T de o le asoctamos un punto x, al que llamaremos
distinguido, que corresponde al homomorfismo de semigrupos definido sobre
los generadores de S, mediante:

1 siactt
SOT(G) =
0 en otro caso
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En el ejemplo de la figura 3.5 los generadores de S, son a; = (1,0) ,
as = (1,1) y a3 = (1,2). Si 7y es la cara generada por 2e; — ey, entonces
solo az € 7i-. Asi pues ¢, (a;) = ¢, (az) = 0y o, (az) = 1. Con ello las
coordenadas del punto x, son z%(x,) = 2%(z,) = 0y z2%(x,) = 1, ie.
2% (z,,) = (0,0,1).

Podemos repetir los calculos facilmente para encontrar el punto distin-
guido correspondiente a la cara 7, generada por ey pues 73 es la linea recta

generada por e ¥ ., = (¢, (a1), r(as), pr,(az)) = (0,0,1).

Considerando a o como cara de si mismo se tiene que o = {0}, con lo
que ningin a; estd en o y z, = (0,0,0).

Finalmente considerando {0} como cara de o, {0} = R? que contiene a
todos los a; y entonces zyoy = (1,1,1).

Todos estos puntos en realidad resultan ser més interesantes de lo que
a simple vista pueden parecer. La siguiente definiciéon nos ayuda a dar una
relacién de las orbitas de la accién del toro y los puntos distinguidos.

Definicién 2.7. Sea o un cono en R™ y 7 una cara de o. La orbita de T
en X, correspondiente a la cara 7 es la orbita del punto distinguido que
denotaremos por O;.

Parece simplemente que se ha hecho una definicion para satisfacer una
relacién forzada entre el cono y las dérbitas, pero en realidad el siguiente
teorema nos indica que hay una conexién mas profunda.

Teorema 2.17. Sea X un abanico en R™. Para cada o € ¥ se puede asociar
un punto distinguido xyx, € X, C Xa y la orbita O, C X, de x, satisfaciendo:

1 X, =1L_,0. .

2. s1 V. denota la cerradura de la orbita O, , entonces V, = ]_[HU O,.
3. O, = VT\UT%(;VU-

Demostracion. Para demostrar 1 notemos que un punto de U, estd dado
por un homomorfismo de semigrupos = : ¢ " M — C. Este punto estd en
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Tx = Ogoy exactamente cuando = no toma el valor 0, el cual se extiende a
un homomorfismo de M a C*.

En general z7'(C*) = ¢ N7+ N M para alguna cara 7 de o: la suma de
dos elementos en & no pueden estar en z7'(C*) a menos que ambos estén

en 7 !(C*). Esto significa precisamente que x corresponde a un punto de
O, C Uy(7).

Para 3, trabajemos con la variedad toérica V,, y podemos asumir que
7 = {0}, en cuyo caso debemos de mostrar que

Ty =X\ |J Vo
v#{0}

Intersecando con conjuntos abiertos de la forma U,, la igualdad se sigue
de 1. Ahora 2 se sigue de 3 por induccién en la dimension.
O

Se sigue de esta proposicion que Xy es unién disjunta de las érbitas O,
de la accién Tpy. Ademads una érbita O, esta contenida en la cerradura de
O, justo cuando 7 es una cara de o.

Veamos un ejemplo sobre los puntos limites y las érbitas.

Ejemplo: Consideremos IP? 2 Xy, para el abanico X del espacio proyectivo
(figura 3.10).

Un subgrupo a un pardametro v € Z? da lugar a un morfismo \* : C*
IP2. Como PP? es compacto el limite

1fm A“(t)

t—0

existe en P2 Si u = (a,b) € Z? entonces \“(t) = 11’1%(1, £, t°).
_>
Después de unos célculos se obtiene que

’ U _ 17 a b _
lim A% (#) = lim(1, ¢, %) =
1,0,0) a,b>0

(1,0,1) a>0,b=0

1,1,0) a=0,b>0
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lim = (1.1.0)
l

L ] L ] L ] [ ] L ]
lim = (1.0.0
L] L] L] L]

L] . L ] L]
lim = (0.1.0
L - - L " L] L]

a _.__.__.__.-_'.;-.——.—-e lim = (1.0.1)

lim = (1.1.1)

L ] L]
lim. = (0.0.1)
[ ] L] L] L]

T e e EET Y

lim = (0.1.1)

Figura 2.10: Puntos limite y orbitas.

(1,1,1) a=b=0

(0,0,1) a>0bb<0
(0,1,0) a<0,a<b
(1,0,0) a<0,a="0.

Las desigualdades mostradas descomponen el espacio en 7 regiones
disjuntas, tres conjuntos abiertos, dos rayos y un punto. La coleccién de
estos conjuntos en este caso es el abanico correspondiente a la variedad
térica P2

Una pregunta muy natural al hacer una asociacién de un objeto a otro
es si la asociacion creada tiene su parte inversa. Es decir si hemos creado
una variedad térica a partir de un abanico, jpodemos asociar un abanico a
ciertas variedades toricas?

Hagamos el siguiente proceso:
Para un k € Z, tenemos un homomorfismo de grupos algebraicos
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C* > C* 2z 2F

dando lugar al isomorfismo Homg,.4-(C*, C*) = Z.

Sea N una reticula, con reticula dual M. Se tiene que T = Ty =
Hom(M,Cx) y eligiendo una base para N se tienen isomorfismos
Hom(C*,T) = Hom(Z,N) = N. Como todo subgrupo a un pardme-
tro A : C* — T corresponde a un unico v € N, denotando como
A, el subgrupo a un parametro correspondiente a v, se tiene que
vo= (v1,...,0,) € Z" M(2) = (2",...,2"). Dualmente se tiene el
isomorfismo Hom(T,C*) = Hom(N,Z) = M.

Ahora bien, para cada cardcter y : T — C* existe un tnico
u € M, sea entonces x* € Hom(T,C*) un cardcter correspondiente a
u = (ur,...,u,) € M. Sit = (t,...,t,) € T entonces x“(t) = ti*---tir.
Denotaremos de igual manera como x“ a la correspondiente funcién
en el anillo coordenado C[M] (recordando que una base para el espacio
vectorial complejo C[M] esta dada por elementos de la forma x* con u € M).

Si z € C* entonces \,(z) € T, y entonces A\ (z) corresponde a un homo-
morfismo de grupos de M en C*. Explicitamente tenemos

Auo(2)(w) = X" (A (2)) = 21
donde (,) es el apareamiento dual M @ N — Z

uv = (u,v)
MxN — Z
Hom(T,C*) x Hom(C*,T) — Hom(C*,C")
XA = oz 2% =y (A,(2)

Con esta descripcién uno puede recobrar la reticula N del toro T = Ty.
Conversamente, para recobrar el cono ¢ del encaje T — X, debemos de
fijarnos en el comportamiento del limite lim,_,o\,(2) cuando v varia en N.
Resulta que los posibles puntos limites son los puntos distinguidos z, para
T<O.

Proposicién 2.18. Siv € |X| y 7 es el cono de 3 que contiene a v en su
interior relativo, entonces lim,_ o\, (2) = ..
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Demostracion. Nos fijamos en X, para todo o que contenga a 7 como cara.
Sabemos que se identifica a A\,(Z) con el homomorfismo de M en C* | u
z{?) Como v esté en el interior relativo de 7y 7 < o, entonces para cualquier
u € S, = N M se tiene que (u,v) > 0y la igualdad se satisface para los
elementos u € 7. Como el homomorfismo de semigrupos que corresponde
a z, es el homomorfismo S, — C que manda v en 1 si v € 7% y lo manda
a 0 en cualquier otro caso, entonces el homomorfismo limite de S, en C es
precisamente el mismo, el que define .

m

Proposicién 2.19. Si v no estd en ningin cono de X, entonces lim, o\, (2)
no existe en X

Demostracion. Si v no estd en o entonces los puntos \,(z) no tienen puntos
limite en X, cuando z tiende a 0. Esto lo podemos ver ya que dado un u € &
tal que (u,v) < 0, entonces x“(A,(2)) = 2" tiende a infinito cuando z
tiende a cero.

O

Entonces o N N es el conjunto de vectores v € N tales que \,(z) admite
un limite en X, cuando z tiende a cero y el limite es el punto x, si v esta en
el interior relativo de o. Si v no pertenece a || (la unién de los conos de ¥)
entonces el limite no existe.

Proposicién 2.20. St Xy, es completa entonces ¥ es completo.

Demostracion. Si |X| no es todo Ng entonces existe un vector v tal que v
no pertenece a ningin cono. En tal caso A,(z) no tiene ningin limite en Xy,
cuando z tiende a 0 dando asi una contradiccién con la completez. O

Proposicion 2.21. Las variedades toricas son normales.

Demostracion. Una variedad algebraica es normal si para cualquier pun-
to x el anillo local R, es enteramente cerrado. En el caso de las varie-
dades toricas el anillo local en z, es R,. Si (vy,...,v.) son los genera-
dores de o por el lema que dice que ¢ = N7; se tiene que R, = NR,,
donde los 7; son los rayos correspondientes a los generadores v;. Como
R, = Clzy,zyb w2, w6, T, x;fl,xn, z, '] es enteramente cerrado
y la interseccién de dominios enteramente cerrados son enteramente cerrados,
se sigue el resultado.

m
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Proposicion 2.22. Si la variedad torica Xs asociada al abanico ¥ es suave
entonces el abanico X es regular.

Demostracion. Consideremos primero el caso en el que el abanico generado
por el cono o es tal que dim(c) = n. Si S, = § N M esta generado por
(aq,...,ax) se tiene que

(C[Scr] - Ra = C[za17 . '7zak] = C[él’ v 75]6]/]7

el anillo local de x,. Denotemos por M el ideal maximal de A, corres-
pondiente al punto z,. Entonces

X, es suave <= R, es regular VLN dimRy, = dimpM | M?

donde M /M? estd identificado con el espacio cotangente. Como dimR, =
dimX, = dimT = n, se tiene que:

X, es suave <= M/M*=n

M es generado por todos los elementos de la forma x" para u # 0 en S,
y M? estd generado por todos los elementos de la forma y“ tal que u es la
suma de dos elementos de S, — {0}.

M/ M? tiene como base la imagen de los elementos x* donde u € S, —{0}
que no son suma de dos vectores en S, — {0}. En particular, los primeros
elementos en M sobre los rayos de &(elementos primitivos) son elementos de
M/M?.Si X, es suave, & no puede tener mas de n rayos y los generadores
primitivos de estos rayos deben generar a S,. Como o es fuertemente con-
vexo, o genera a Mg y S, genera a M como grupo (M = S, + (—S,)). Los
generadores primitivos de S, dan una base de M y por dualidad, o es gene-
rado por una base de N. Esto implica que X, = C". Consideremos ahora el
caso general en que dimo = p < n. En tal caso consideremos la sub-reticula
Ny, =(6NN)+(—oNN) C N generada (como subgrupo) por ¢ N N. Dando
a lugar la descomposicion N = N, @ N” tal que o = o’ @ {0}, y el cono ¢,
en N, satisface dimo’ = dimo = dimN,. Utilizando la descomposicién dual
M = M"® M" se tiene

S, = (oY NM)a My
XU = XU/ X TN// = XU/ X (C*)nip
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y X, es la variedad térica correspondiente al cono ¢’ en la reticula N, (con
respecto al toro Ty, ). Si X, es suave, entonces X, debe ser suave y ¢’ debe

ser una base para N,.
m

2.1.6. Variedad térica asociada a un politopo

Un aspecto bastante interesante dentro de la teoria es el concepto de
los politopos. En principio de algo meramente geométrico al utilizar sus
propiedades combinatorias se deduce una hermosa relaciéon con cierto tipo
de variedades toricas.

Un politopo racional A en R™ es la envoltura convexa de un sub-
conjunto finito de Z". En general para cualquier politopo sus puntos no
necesariamente caen en Z", pero ésto es lo que nos permite relacionarlo
con las variedades téricas tal como las hemos estado construyendo. Si fi-
jamos una reticula N pediremos que tal subconjunto finito esté en la reticula.

La dimensién de un politopo se define como la dimensién del menor
subespacio que lo contenga. Asi por ejemplo un punto tiene dimension
cero, dos puntos generan un segmento (si no son el mismo punto) teniendo
dimensién uno, tres puntos no colineales forman un politopo de dimension
2, etcétera.

Lo que esperaremos es que un politopo reticular A, n-dimensional genere
una variedad torica proyectiva XA de dimensién n.

Dado un politopo A racional n-dimensional en R" lo podemos expresar
como interseccion finita de semiespacios; para cada faceta F' de A existe un
vector normal primitivo ng que apunta hacia adentro del politopo y un entero
ar tales que

A = (| {meR"(mnp) > —ar}.

F' es una faceta

Esta descripcién nos permite (sugiere) hacer la siguiente construccion:

Dada una cara F de A en R", sea o el cono generado por la coleccién
de vectores {ng | F C F'} y F es una faceta. Asi definimos el abanico normal
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de A como

EA = {O‘]:|F'< A}

La variedad térica asociada a X es la variedad térica Xy, que denota-
remos simplemente como Xa.

Por ejemplo el cuadrado unitario, es un politopo con vértices
(0,0),(1,0),(0,1),(1,1) que podemos representar como

O = {a>0tn{a<1}n{b>0} Nn {b<1}
= {a>0}N{-a>-1} N {b>0} N {-b>—1}.

{0, 1) l l (1,1)

(0,0) T T (1,0)

Figura 2.11: Cuadrado y sus normales interiores.

Sus normales interiores son los vectores +e;,+es; en Z2. Obtenemos
asf un abanico que corresponde al producto cruz de dos espacios P!, es decir
Xp =P x PL

Consideremos el siguiente ejemplo:

Figura 2.12: Cuadrado con vértices en los rayos.
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Para ver que existe también una construccién dual de XA suponga-
mos que P C R™ es un politopo n-dimensional reticular que contiene al
origen como un punto interior. Entonces se puede obtener un abanico
Yp en R" tomando los conos (relativos al origen ) sobre las caras de P.
El resultado sera la variedad térica Xp. En este caso tomamos la fig.
3.12 y como vemos el resultado es precisamente el ejemplo anterior, en el
que los vectores £e;, e generan un abanico cuya variedad es Xp = P! x P!,

La relacién que hay entre los politopos y las variedades proyectivas es el
siguiente teorema.

Teorema 2.23. La variedad torica normal de un abanico ¥ en R™ es proyec-

tiva sty solo si X es el abanico normal de un politopo racional n-dimensional
en R™.

Demostracion. Sean mq,ms, ..., my los puntos racionales del politopo A con
¢ =|ANZ". El morfismo

Oty ..o ty) = (™t .ty t™ (. 1)) € P!

de (C*)™ a P! se extiende a un morfismo X — P*~!. Es una versién
proyectiva del caso afin, asi que basta ver que para v > 0 el morfismo

correspondiente a vA es un encaje.
O

El siguiente concepto importante es el de politopo dual de un politopo.
Esto es, dado un polipodio A en R"™ se puede asociar un politopo A° en R"
llamado polar, de la siguiente manera:

A° ={ve (R")|{u,v) > —1Vu e A}.

En efecto A° es un politopo y si A es racional entonces A° también lo
es. Particularmente si el politopo A contiene al cero en su interior, podemos
hacer una descripcién de las caras de A°. Supongamos que es el caso.

De manera general las caras F' de A las podemos escribir de la siguiente
manera;

F = {u € Al{u,v) =r donde v € R" es tal que (u,v) > r,Vu e A}.
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Con el cero dentro de A se tiene que

F* ={ve A°|(u,v) = —1,Yu € F'}

es una cara de A°.

Para tomar ejemplos estdn las siguientes figuras (3.13) (en ambos casos
se denota por P al politopo): un tridngulo cuyo polar es otro tridngulo y
un octaedro con centro en el origen y vértices con coordenadas 0 o £1 cuyo
polar es un cubo de vértices con coordenadas +1.

NVATAN
P PC.

Figura 2.13: Politopo polar.

Tenemos el siguiente lema que nos describe como es la relaciéon entre las
caras de un politopo y su dual.

Lema 2.24. .

(a) Existe una correspondencia 1-1 entre caras de A y caras de A° ;
F < F* que revierte orden.

(b) dimF + dimF* =n — 1.
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Demostracion. :

Definamos como o el cono sobre A x 1. Las caras de ¢ se pueden ver
como los conos sobre las caras de A, siendo el cono {0} el correspondiente a
la cara vacia de A. El cono dual & corresponde a aquellos u x 7 en (R™)* x R
tal que < u,v > +r > 0 para todo v en A. De ahi tenemos que & es el cono
sobre A° x 1 en (R™)* x R. De ahi se siguen las proposiciones aplicadas a los
conos del resultado que llamamos Propiedad 1.1 de la seccién 3.1.1.

O

Abanico asociado a un politopo

Resulta ademés que existe una manera de asociar un abanico a un poli-
topo A. Esto se hace asociando un cono o a cada cara F' del politopo de la
siguiente manera:

or = {v € Ng[{u,v) < (W ,v)Vu € F, Vu' € A}

El cono dual 6 en (R™)* es generado por los vectores v/ — u con u € F
y u' € A. El cono o en R” tiene a F* como base.

F
/ P \ /
&r, r, oR, /
oF,
\ p:)
/ \ 0
VA A
0 [T
[/ /)T TN
- /)
F 1 Fy / f’ .‘.f /
2 VR
— Jor |/
aJF ! ! /
\

Figura 2.14: Abanico asociado a un politopo P.

En la imagen tenemos que la imagen polar del politopo A (A = P )



2.1. DEFINICIONES Y CONSTRUCCIONES. 45

es precisamente A°. A la cara F' de A, que en este caso es un vértice le
asociamos la cara F* de A°, el cono op en R y su dual 65 en (R™)*.

Como mencionamos antes, estos conos son los que generan un abanico al
que llamaremos Ya.

Proposicion 2.25. .

a) los conos o forman un abanico, ¥ a

b) Si {0} estd en el interior de A, entonces Xa estd formado por los conos
que tienen como base las caras del politopo polar A°.

Demostracion. :

Si el origen esta en el interior de A, se sigue de la definicién que o es el
cono sobre la cara dual F* de A°, de donde se sigue (b). También se sigue de
la definiciéon que X p es invariante cuando A se traslada por un elemento
de M o cuando se multiplica por un entero positivo m : ¥,,a1, = 2a. Como
cualquier A que genere My puede ser intercambiado por cualquier otro que
contenga al origen como un punto interior ya sea por traslacion o expansion,
se obtiene (a).

]

2.1.7. Divisores, homologia, cohomologia y funciones
de soporte

Divisores

Demos la definicién de un divisor de manera general para una variedad
algebraica compleja X.

Definicién 2.8. Un divisor de Weil es un elemento del grupo abeliano libre
W(X) generado por las subvariedades cerradas irreducibles de codimension
(compleja) 1 en X.

Tales divisores se pueden escribir como:

anAz — ijBj con n;,mj; > 0
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donde A; y B; son subvariedades de codimensién 1 en X.

Consideremos por ejemplo el espacio C? con coordenadas (z1,29).
Denotemos por A al rayo z; = 0 y por B al rayo z5 = 0. Un ejemplo de un
divisor de Weil es 2A — B.

Podemos considerar otro tipo de divisores. Denotemos por R(U) el
conjunto de funciones racionales en un conjunto abierto U de X.

Definicién 2.9. Un divisor de Cartier (o divisor localmente principal)
D = (Uy, fa) es la coleccion de una cubierta X = |JU, de X por conjuntos
abiertos afines y funciones racionales no cero fo € R(U,) que satisfacen la
siguiente propiedad: si Uy, NUgz # 0, entonces fo/fs € O*(Uy N Up) (funcio-
nes holomorfas que no son idénticamente cero). El conjunto de divisores de
Cartier es un grupo denotado como C(X).

Tomemos nuevamente X = C? cubierto por un solo abierto U = C?2.
Consideremos en U la funcién racional f(z1,29) = 27/25, obtenemos asi un
divisor de Cartier D = (U, f).

Si X es una variedad normal, existe una inclusién C'(X) — W(X). Con
el ejemplo anterior: si A = {f = 0} es el conjunto de ceros de f contando
multiplicidades y B = {1/f = 0} es el conjunto de polos de f contando
multiplicidades, entonces el divisor de Weil 2A — B corresponde al divisor
de Cartier D = (U, f) del ejemplo antes considerado.

En general el morfismo C'(X) < W(X) se define por

D~ [Dl= Y ordy(D)-V

codim(V,X)=1

Estaremos interesados en divisores de una variedad térica X = X(A)
que bajo el morfismo del toro T = T son invariantes. Las subvariedades
irreducibles de codimensién 1 que son T estables corresponden a los rayos (o
rayos ) del abanico. denotemos a los rayos por 7y, ...,7; y v; el primer punto
reticular que interseca el rayo 7;. Estos divisores son las cerraduras de las
érbitas D; = V(7;). Los T-divisores de Weil son las sumas de estos elementos
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con coeficientes enteros. Queremos describir los divisores de Cartier que son
T invariantes. Consideremos el caso afin X = U, con dim(c) = n. Sea D
el divisor invariante por T, correspondiente al ideal I = T'(X,O(D)). Se
asegura que I es generado por una funciéon x" para un tnico v € & N M.

El hecho de que el divisor sea T-invariante implica que I esta graduado
por M, es decir, I es una suma directa de espacios C - xy* sobre algin
conjunto v en M. Como [ es un ideal principal en el punto distinguido z,,
I/mI debe de ser 1-dimensional, donde m es la suma de todos los C - x*
donde u # 0. De ahi se sigue que existe un tnico u tal que I = A, - x*.
Entonces un T-divisor de Cartier general en U, tiene la forma div(£") para
un unico u € M.

Divisores y funciones de soporte.

Recordamos que la accién del toro tiene una cantidad finita de érbitas
actuando sobre la variedad definida por un abanico ¥ y ademas existe una
inclusién uno a uno que revierte orden entre las cerraduras de las érbitas y
los conos de ¥. Asi pues cada uno de los p € ¥(1) corresponden a un divisor
irreducible Ty-invariante D, C Xy. Con ello podemos hacer lo siguiente:
para cada m € M corresponde un cardcter x" : Ty — C* y viendo a ™
como una funcién racional sobre X se puede definir

[div(x™)] = Z(m, v,) D,

p

Asi pues a cada elemento m le asociamos un divisor de Weil. En el caso
de las variedades toéricas definidas por un abanico >, un divisor de Weil
D = Zp a,D, es de Cartier si y s6lo si para cada o € ¥ existe un m, € M
tal que (m,,v,) = —a, cada vez que p C 0.

El soporte del divisor D es el conjunto de puntos en Xy donde las
funciones f; se anulan. En tal sentido podemos decir que los soportes
de los divisores de Cartier son localmente ceros de funciones. La funciéon
¢p : |2| = R, definida por ¢p(v) = (m,,v) con v € o, se llama la funcion
de soporte de D.
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Existen muchas relaciones bonitas entre estos objetos y los politopos.
Por ejemplo, considerando varios politopos Ay, ..., Ar podemos definir la
envoltura convexa de Ay U - - U Ay denotada por Conv(Ay, ..., Ag) el cual
es un politopo.

Otra forma de crear un nuevo politopo y posiblemente mas interesante es
la suma de Minkowski, que se define como el conjunto

Si kA = A + --- + A (k-veces), entonces por convexidad
EA = {km|m € A}. Algunas construcciones de la simetria de espejo
hacen uso fundamental de las envolturas convexas y las sumas de Minkowski.

En el caso de una variedad completa X y D = ) ,apD, de Cartier se
tiene que

Ap = {m € Mg: (m,v) > ¢p(v) para todo v € Ng}
= {m € Mg : (m,v) > —a, para todo p}

es un politopo. Se satisface ademds que Ayp = kAp, Apiaiwpm) =
Ap—m, D es generado por secciones globales < Ap es la envoltura convexa
del conjunto {m,|c € £(n)} y D es amplio < m, # m, para ¢ # 7 € 3(n)
y Ap es un politopo n-dimensional con vértices {m,|o € ¥(n)}.

En los dos casos Ap es un politopo entero o reticular. Mas aun, si D
es amplio entonces existe una correspondencia biyectiva entre caras no
vacias de Ap y conos de . En particular las facetas de A corresponden a
elementos de X(1).

Otra observacién 1til es que Ap N M se identifica naturalmente con los
Tn eigenvectores de H°(X, O(D)), dando un morfismo Ty-equivariante

Para ver su validez podemos pensar en las secciones de O(D) como
funciones racionales f en X tales que (f)+ D > 0. Entonces div(x™)+D >0
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es equivalente a (m,v,) > —ap para todo p. La demostracién se puede
consultar en ([Fulton3, seccién 3.4]).

Hemos dado ya una manera de proceder para asociar una variedad a un
politopo. Lo hicimos exhibiendo un abanico asociado. Sin embargo podemos
también hacer lo siguiente; dado A podemos considerar monomios de la forma
thx™ donde m € kA. Estos monomios se multiplican por la regla tfx™ -
thy™ = tEH " pues m € kA y m’ € IA implican m +m’ € (k +1)A. La
C-4lgebra generada por los t5x™ se denota por Sa y este anillo es graduado
declarando la graduacion mediante

deg(tgx™) = k.

Llamamos a Sa el anillo politopal de A. Entonces la correspondiente
variedad proyectiva asociada a A de ésta manera es la variedad

IPA = PTOj(SA).

Resulta ser cierto que esta variedad es precisamente la que se asocié con
anterioridad mediante el abanico normal. Recordando los politopos polares
supongamos que 0 estd en el interior de A y describamos a PA de acuerdo a
la siguiente proposicion.

Proposicion 2.26. El abanico en Ny obtenido de los conos sobre las caras
propias de A° es el abanico normal de A 1y entonces se obtiene la variedad
torica XA = Pa.

Demostracion. Es suficiente mostrar que op = {Mv|v € F°, A > 0} para
cada cara propia F' de A. Primero obsérvese que v € o si y sélo si
(m,v) > (m/,v) para todo m € Ay m’ € F. También notemos que v # 0
implica que (m,v) > 0 para toda m € A. Lo cual no es posible pues 0
esta en el interior de A.

Si v € F°, entonces (m,v) > (m/,v) = 1y entonces \v € op. Ahora
supongamos que (m,v) < (m/,v) para toda m € Ay m'’ € F. Podemos
asumir que v # 0. Para un m/’ fijo en el interior relativo de F', (m/,v") = —1
implica que v € F° pues m’ estd en el interior relativo de F.

O]
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La clase anticanénica de un espacio proyectivo es amplia y mas general-
mente cualquier variedad suave completa con esta propiedad se dice ser de
Abanico. Para propédsitos de la simetria de espejo es necesario considerar
variedades de Abanico singulares.

La nocién de politopo reflexivo de Batyrev es la que le permitié en-
contrar el tipo de variedades que buscaba.

Definicién 2.10. Un politopo A C Mg = R", n-dimensional entero es
reflexivo si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

(i) Todas las facetas I' de A estin soportadas por un hiperplano afin de
la forma {m € Mg|(m,vr) = —1} para algin vr € N.

(ii) Int(A) N M = {0}.

Los politopos reflexivos tienen propiedades combinatorias de dualidad
realmente atractivas. A parte de que engendra (A°)° = A, Batyrev muestra
que la dualidad béasica que existe entre A y A° es la siguiente:

Lema 2.27. A es reflexivo si y solo si A° es reflexivo.

Los politopos reflexivos se vuelven interesantes en nuestro contexto por-
que el siguiente resultado caracteriza cuando Pa es de Abanico.

Proposicion 2.28. A es reflexivo si y solo si Pa es de Abanico.

El ejemplo mas sencillo de una variedad de Abanico es el espacio proyec-
tivo IP". El siguiente caso a considerar es el espacio proyectivo pesado pero
con un detalle a considerar sobre sus pesos.

Lema 2.29. Sea X = P(qo,...,q,) un espacio proyectivo pesado y q =
Yoo Entonces X es de Abanico sty sdlo si q;lq para todo i.

Demostracion. El abanico de X = P(qo,---,q,) tiene conos generadores
Vg, -+ , U, que satisfacen Y ¢v; = 0 en la reticula n-dimensional N, y
los conos maximales del abanico son generados por los subconjuntos de n-
elementos de {vg, -, v, }.

Para cada 4, se tiene un inico m; € M ® Q tal que < m;,v; >= —1 para
todo j # 1. Entonces el divisor D es de Cartier si y solo si m; € M para
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todo . La relacién > ¢;v; = 0 implica que < m;,v; >= % =2L-1
Como vy, -+ - , v, genera N, vemos que m; € M si y sélo si ¢;|q para todo 7.

Ahora que sabemos que éste es de Cartier, el criterio de amplitud se reduce
a la desigualdad < m;,v; >> —1 que como fue visto anteriormente implica
la amplitud del divisor.

O

Dada una dimension fija, sélo existe una cantidad finita de politopos re-
flexivos salvo transformaciones unimodulares lo que significa que sélo existe
un nimero finito de variedades de Abanico de dimensién n salvo isomorfismo.

Como los politopos reflexivos vienen en pares A, A°, se obtienen entonces
variedades de Abanico Pp y PPao que son duales en cierto sentido. Estas
variedades son las que se utilizan para crear hipersuperficies de Calabi-Yau
que son importantes en la simetria de espejo.

2.2. La construccion de espejo de Batyrev

Los primeros ejemplos explicitos de variedades simétricas en fisica fueron
dados por los fisicos Greene y Plesser que habian encontrado el espejo de
la variedad como cociente de una hipersuperficie de Fermat y un espacio
proyectivo pesado.

El matemético ruso Victor Batyrev encontré una descripcion torica
que generaliza resultados anteriores sobre la construccion de espejo de
Greene-Pleaser. Como hemos comentado, el concepto basico que se necesita
son los llamados politopos reflexivos. Un politopo reflexivo da lugar a una
variedad torica Abanico y su politopo dual también es reflexivo. Se encuentra
asi la dualidad entre los politopos A y A° que resulta en una dualidad
entre familias de hipersuperficies de Calabi-Yau en ciertas variedades téricas
relacionadas cercanamente a Pa y Pao.

Para el desarrollo de la teoria es necesario que al crear IP o se utilicen aba-
nicos simpliciales que refinan al abanico de PA. Recordemos que el abanico
de PP es el abanico normal de A que consiste de los conos generados sobre
las caras propias de A° C Ngr. Méas aun, como A es reflexivo se sigue que
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los conos generadores del abanico normal son los vértices de A°, que caen en
A°N N —{0}.

Definicién 2.11. Dado un politopo reflexivo A C Mg, un abanico ¥ en Ny
es una subdivision proyectiva si tiene las siguientes propiedades:

e X refina el abanico normal de A.
e ¥(1) c A°n N — {0}.
e Xy es proyectiva y simplicial.

Ademds se dice que ¥ es mazimal si $(1) = A° NN — {0}.

La siguiente proposiciéon muestra como crear variedades de Calabi-Yau
usando el sistema lineal anticanonico en Xy y Pa.

Proposicion 2.30. Si A es un politopo reflexivo de dimension n, entonces el
miembro general V € | — Kp,| es una variedad de Calabi-Yau de dimension
n— 1. Mas aiun, si ¥ es una subdivision proyectiva y X = Xx,, entonces:

(i) El miembro general V € | — Kx| es una orbidad de Calabi-Yau.

(1) Si ¥ es maximal, entonces el miembro general V € | — Kx| es una
orbidad de Calabi-Yau minimal.

Se puede ahora describir la construccion de espejo de Batyrev. Sea A
un politopo reflexivo y ¥ una subdivisién proyectiva maximal de su abanico
normal. Esto da lugar a una familia de hipersuperficies de Calabi-Yau
V C Xy para V € | — Kx.| y cada uno de los miembros de la familia
viene equipado con un cono de Kéhler complejificado, obteniendo asi una
familia {(V,w)} que consiste de todos los posibles pares de hipersuperficies
de Calabi-Yau y clases de Kahler complenjificadas.

Del hecho de que A es reflexivo, se tiene que A° es reflexivo, por lo que
podemos repetir la construccién anterior usando el politopo A°. Entonces
para una subdivisién proyectiva maximal ¥° del abanico normal de A° en
Mg, | — Kx,.| da lugar a una familia de hipersuperficies de Calabi-Yau
Ve C Xso. Agregandoles los conos de Kéhler complejificados se obtiene una
familia {(V°,w°)} que se llama el espejo de Batyrev de la familia original

{(V,w)}.
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En fisica se cree que estas familias son simétricas en un sentido fisico sobre
teorias de campos superconformes. Mds explicitamente existe la siguiente
conjetura fisica:

Conjetura 2.31. Las familias {(V,w)} y {(V°,w°)} inducen teorias de cam-
pos superconformes isomorfas cuyas N = 2 representaciones superconformes
son la misma, salvo un cambio de signo.

Esta conjetura de simetria especular no ha sido probada atn en fisica.
Dada la falta de rigurosidad en los fundamentos de las teorias de campos
superconformes, la conjetura fisica mencionada no es una conjetura en el
sentido estandar matematico. Sin embargo es posible formular consecuencias
matematicas precisas de estas igualdades en las teorias de campos supercon-
formes. En particular la simetria de espejo implica que lo siguiente debe ser
verdad:

e El grupo de cohomologia H' (V') (H'*(V°) respectivamente) debe de
ser isomorfo a H" %1(V°) (H"%!(V) respectivamente).

e De acuerdo a la simetria de espejo, el méduli de Kéhler de V' (V°,
respectivamente) debe de ser localmente isomorfo (via el morfismo de espejo)
al moduli complejo de V° (V' respectivamente).

e La funcién de correlacion del modelo A de V' (V°, respectiva-
mente) debe de corresponder (via el morfismo de espejo) a la adecuada
funcién de correlacién normalizada del modelo B de V° (V| respectivamente).

En cuanto a éstas Batyrev ha demostrado la primera que se establece en
el siguiente teorema:

Teorema 2.32. Si A es un politopo reflexivo n-dimensional y V' es una
hipersuperficie anticanonica general en X,, donde o es una subdivision pro-
yectiva mazimal del abanico de A, entonces los numeros de Hodge de V' y V°
(relativo a A°) entonces:

hLl(v) — hn—?,l(vo) y hn—2,1(v) — hl,l(vo)
[D. Cox and S. Katz pp. 57-60]

El reto para los matematicos es probar tales consecuencias de manera

general. Muchos progresos se han hecho cuando V° es el espejo de Batyrev
de V.
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