Kombinatorika

Kombinatorikahra v rozvoji matematického myslenia vyraznu rolu.

Jej vyznam je predovsetkym v rozvoji logického naysh a obecnych kombisiaych schopnosti a
v neposlednom rade ju mozZno povazbxa zaklad pre nasledné rieSenie roznych
pravdepodobnostnych problémov.

Kombinatorika jetag’ matematiky, ktora sa (jak je z ndzvu jasné) zaokembinovanim vSetkého
mozného, napr. mézeme pri Sportovych turnajoch koavat’ druzstva, mdézeme ich prifava’ do
réznych skupin at.

Ako matematické disciplina sa kombinatorik&ada objavové priblizne v 17. stord.

O jej rozvoj sa okrom inych zasluziRascal Fermat, Bernoulli, Leibniz, Euler aleboLaplace
Predmetom ich skiimania boli hazardné hrylkyeryznam mala Gloha o rozdeleni stavky, ktoru
Pascalovi predloZil jeho pridtevasnivy hré - Chevalier de Méré. Slo o ,Zapas* hlava — orodri

sa hr4 do 6 vyhranych partii. Problém vznikol keusel by preruSeny ase, k€’ jeden hré mal

5 a druhy 4 vyhrané partie. Ako teda roztlggadené peniaze? Bolo jasné€, Ze rozdelenie v gomer
5:4 by nebolo spravodlivé. Pascal pouzil metédy Bimatoriky a rieSil tento problém v obecnom
pripade, kedy jednému uG@vi ostava eSte vyhta partii a drunému partii. Touto Ulohou sa
zaoberal aj Pierre Fermat, ale ten doSiel k inée&eniu.

Dalsi rozvoj kombinatoriky je spojeny s menadskob Bernoulli G. W. Leibniza
Leonhard Euler. Aj u nich boli hlavnymi tlohami aplikacie na riehry (oto, pasiansatd.).

V zapadnych kultdrach ju matematici objavili tiegWwislosti shazardnymihrami.

Vtedy v Zivote privilegovanych vrstiev spélwosti zaujimali hazardné hry vyznamné miesto.

V kartach a kockach sa vyhravali a prehravali &mity, zlato, palace a statky, kone i drahé Sperky.
TaktieZ boli rozSirené rozmanité lotérie.

Preto sa kombinatorické ulohy sjatku tykali predovsetkym tychto hier.

Riesili sa napriklad problémy: Roymi sposobmi méze pri danomdte vrhnutych kociek padiiu
urcity pocet ok, alebo ktkymi sp6sobmi je mozné ziskdvoch krdiov v uritej kartovej hre.

Tieto problémy boli hybnou silou v rozvoji niel&@ombinatoriky, ale taktiez

tedrie pravdepodobnostktoré sa rozvijali subezne.

"Ko I’kymi spésobmi mozno vybfazorady’, usporiada’ isté objekty?"
Takuto ulohu sa kombinatorika snazi roztredid skupirti typov a pre kazdy typ ulohy formuluje
vSeobecnu metddu rieSenia - napriklad v podobecazor

Motiva ény uloha:
Urcte patet vSetkych prirodzenych dvojcifernyérsel, v ktorych v dekadickom zapise
sa kazd&islica vyskytuje najviac raz.

RieSenie:

Na mieste desiatok sa vyskytuju postupistice 1 —9 a ku kazdej z nich mozno

z mnoziny{ 0, 1, 2, ..., B vytvorit’ vSetky dvojcifern&islo tak, Ze sdislice neopakuju:
1 krat 9 zostavajucich

2 krat 9 zostavajucich

3 krat 9 zostavajucich

atd’. , celkom teda vytvorime 9. 9 = 8ikel



Bez toho, aby sme si uvedomili, sme k rieSeniuwpoprvé z kombinatorickych pravidiel -
pravidlo s&inu.

KOMBINATORICKE PRAVIDLA
Predchadzajuca jednoducha uloha vedie k zavedennbikatorickéhgravidla sinu:

Predpokladajme, Ze mame vybdva prvkya, b pricom vyberame prvy z koseej

neprazdnej mnozZing a druhy z konénej neprdzdnej mnoziry.

V pripade, Ze vyber prvkio je nezavisly na vybere prvikaje celkomA.B moznosti, ako vybra
tieto prvky.

Jedna sa teda o ¢t vSetkych usporiadanych k - tic, ktorych pélgn mozno vybréan
spbsobmi, druhynsp6sobmi po vybere prvého, ......... , kazdy ké&len ny, ny, ..., o spésobmi
po vybere (k - 1) hdlena. Tento pé&et je rovny stinu ny. M. ..... N .

Kombinatorickym pravidlom siinu mozno riegi v&sSinu kombinatorickych uloh, rieSenia
vSak byvaju zthavé.

Ak je tlohou zisti pocet prvkov nejakej mnoziny M, méZzeme mnozinu M

rozlozi' na niekdko disjunktnych podmnozimj tak, zeM =M, 0 M, O M3 0O ... O My,
a potom Wit pocty prvkov mnozin M;.

Tym je zavedené kombinatorickéavidlo sttu.

Tento péetjerovny M | = | M1 |+ | M2 |+ | M3 |+ ...+ | MK|

Pre rieSenie ulohy nielen tymito pravidlami je reittefinovad najzakladnejSi pojem
kombinatoriky a tdaktorial .

Faktorial

Faktorial ¢isla nje siin prirodzenych¢isel 1azn a oznéujeme ho vykinikom

za danyntislom, vSeobecng!.

Matematicky to ndjphSie zapisujeme vtvamet=n (n-1)(n-2)(n-3)...3. 2.1

Nula nie je prirodzenéislo, ale ak sme nateni vyjatit niektorom vZahuOQ! ,

definujeme to akd, t.j. platiO! = 1.

Ak chceme faktorial rozloRilen ¢iastaine, mézeme kedyKegek presté a poslednylen zase
povazovd za faktorial teda, napm! =n (n- 1) (n - 2)!

Na zéklade toho je moznécut faktorial zloZitejSich prikladov.

Dokazte, Zze plati: (n+1)'-nl=n.n!

RieSenie (n+1)=(n+1)n!' ... (n+1)AN!'=n.n! ... n.(n+%1)=n.n! ..
.n.nl=n.n!

Je dolezité si zapamdtae faktorial (| ) je len symbol, ktory sdm o sebe nemoZzno aniatypred
zatvorky ani vykrati, prave tak ako s nim nemozno napriklad roznéis@iivorky*.

Pri vyskyte faktoridlov v zlomku je vyhodné faktaly v&Sichéisel rozpisépomocou faktorialov
mensSichtisel a po Uprave vykrditi
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Variacie, Permutacie, Kombinacie

1. Variacie bez opakovania

Definicia:

(nl)
(1

2)

Variacie bez opakovania k-tej triedy z n prvkmkazda usporiadana k-tica_réznyagbrvkoy,

vybranych zn-prvkovejmnoZziny.

Nech mnozinaM obsahujen roznych prvkova nechp; 7M.

Potom kazd§pi; p2; ps; -.-; P] je variacia k-tej triedy z n prvkov bez opakovania
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Poznamky: 1)zalezi na poradprvkov
2) prvky seemobzuopakova

!
(=il

Pocet takychto variacii sa tuje pod’a vzorca: Pk, nl=

Priklad 2:

Dana je mnozinM = {a, b, c, d}
Z prvkov tejto mnoziny vytvorteariacie 2.triedy bez opakovanigypocitajte ich paet.

RieSenie:
|
Vik,ni= —
=il
|
Fizdi= i
2l
Fladi=473
Fladi=12
ab, ac,ad
ba be, bd
Fizdi=
ca,ch,od
dat, db, de
Priklad 3:

Do skolského vyboru zvolili 7 Ziakov.
Kol'kymi sp6sobmi sa da z nich vynaredseda, podpredseda, tajomnik a pokladhik

RieSenie:

Suto variacie:n=7,k=4

|
47—
(F—41
|
yiaTi=l
3l
|
viaq) o 16543
Fid4,71=7654
4.7 1= 840

Funkcionari vyboru sa daju vyhr&840 sposobmi.

Priklad 4:

Z korkych réznych prvkov mézeme vytver240 variacii 2. tried¢
RieSenie:

SO to variacie:n=x, k=2



Fiz xi=240
xl
fxr—21

= 240

xx—1r=240
xt—x=240=10
lx=161x+131=0
xn=16
x, = =15, nevyhovuje
K =16
Potrebujemd.6 prvkov.
Priklad 5:
Ak sa pa@et prvkov zv@si o 2, zvaSi sa poet variacii 3. triedy o 384. K&o je prvkov?

RieSenie:

Vi3 x+21- i3 x) =384

i | |
;tii_qTEJZB%
ix+20ix+lix—xx-1ilxz—2i=384
X 43% +2x—x +3x° - 2x= 1384
6x° =384

xt =64

x*—64=0

(x—8ix+8i=0

=3

x, = —Suevyhovigje
=8
Prvkov je8. X—Y
Priklad 6:

Kol'ko jedno az Stvorcifernyatisel mozno zostawipomocou cifier 0,1,2,3 ak sa v Ziadnorizel
nijaka cifra nema opakov&

RieSenie:
V(4,1) +V(4,2) +V(4,3) +V(4,4) =64.......... eky medzi ciframi nebola 0
V(3,0) +V(3,1) + V(3,2) + V(3,3) =16............ pet cisel s 0 na zaatku

Spolu tycheisel bude 64 —16 48



Ulohy

1. Ak sa poet prvkov zv@Si o dva, zv&i sa poet variacii tretej triedy bez opakovania o 384.
Karko je prvkov? (8)

2. Vo vrecku je 6 roznych listkov ozremychgéislicami 1 az 6. Kbkymi roznymi sposobmi
mdbzeme postupne, s prihliadnutim na poradigaitri z nich, ak vybrané listky sa do vrecka
nevracaju ? (120 spbsobmi)

3. Paet troglennych variacii bez opakovania je 10 nasobkomdonych variacii bez
opakovania tej istej mnoziny prvkov. Ko prvkov ma tato mnozina? 2 fitvkov)

4. V slovenskej hokejovej lige hrd 10 muzZstievalda o zlaté, strieborné a bronzové medaily.
Kol’kymi spésobmi mézu hiyrozdelené? (720)
5. Kdko r6znych trikolor méZeme vytvari bielej, Zltejcervenej, modrej a zelenej latky?
Pruhy trikol6r maju rovnaku Sirku a zoSivaiotevodorovne. (60)
6. O telefonnondisle svojho spoluziaka vedel Peter len to, Ze $¢ndiestne, zéina sedmikou,

neobsahuje dve rovnagiélice a je delittné 25. Uéi, kor'ko telefonnychkisel prichddza do
Gvahy. (420)

2. Variacie s opakovanim

Definicia:

Variacie k-tej triedy z n prvkov s opakovanife kazda usporiadana k-tica prvkowybranych z
n-prvkovejmnoziny. V k-tici san6zu prvky’ubova’ne opakova.

Poznamky: 1)zalezi na poradprvkov

2) prvky sab6zuopakova

Pacet takychto variacii sa tuje poda vzorcaV'(k, n) = n“

Priklad 7:

Vo vrecku je 6 roznych listkov ozéenychcislicami 1 az 6. Ktkymi réznymi spédsobmi mbézeme
postupne, s prihliadnutim na poradie vyhiraz nich, ak vybrané listky sa do vrecka vracaju

RieSenie:
V'(3,6) =6 =216

Karticky m6zeme z vrecka vyhi@16 spdésobmi.



Priklad 8:

Korko réznych telefonnych stanic mozno zapaop telefonnu centralu,
ak su vsetkyisla stanic 5-ciferne?

RieSenie:

n=10, k=5
V'(k, n) = V'(5, 10) =10°

Priklad 9:
Kol'ko moZze by tychto stanic, ak sa iclislo neméze zana’ nulou?
RieSenie:

Patet ¢isel, ktoré sa Zdnaju nulou (0....)jen=10a k=4
V'(k,n)=V'(4,10)=1

Patet ¢isel, ktoré sa neZmaju nulou je
V'(5, 10) - V'(4, 10) = 10— 1¢" =90 000.

Priklad 10:

Kol'ko znakov, ktoré su zloZzené z 1 az 4 signalov nofisahové Morseova abeceda?

RieSenie:

n=2(.:,): zjednéhosignélu..k=1.. V' (1, 2p=2
z 2 signalov k=2.. V(2 2)=2=4
z 3 signalov k=3 . V'(3,2)=2=8
0 4 signalov = V'(4,2)=2%=16

spolu (z 1 ... 4 signélov) ... V'(1, 2) + V 2,2V (3,2)+V'(4,2)=2+4+8+1630
Priklad 11:

Kolko réznych pécifernych prirodzenyckisel, v&Sich ako 30 000 mézeme napigaislic 0, 1,
2,3?

RieSenie:

Tu je jasné, Ze ide o variacie s opakovanim, lebmenk dispozicii Stydisla a z nich mame
vytvara® pa’cifernédisla.

Kazdécislo musi mé na prvom miestéislicu tri a nad’alSie Styri miesta méZzeme kombindva
hociktoré zislic 0, 1, 2, 3.

Teda: V(4, 4)=4=256 . Medzi tymita&islami je viak afislo 30 000, ktoré nevyhovuje
zadaniu prikladu.

Konetny vysledok je preto 256 — 1255



Ulohy

1. Kd’ko pé&cifernychéisel mdézZzeme zostave cifier 2, 3, 4, 6, 7, 9,
ak sa cifry moézu opakot/a (7776el)

2. V urne je 6 listkov ozganych¢islami 1 az 6. Kikymi spo6sobmi s prihliadnutim na poradie
mézeme vytiahnu3 z nich, ptom sa listky do urny vracaju? (216 moznosti)

3. Kad’ko réznych vrhov mozno vykori@ kockami so stenami oztenymi jednou az Siestimi
bodmi ? (1296 moznosti)

4. V istom kasine mozno sté\aj na uhadnutie troatisel, ktoré vyjdu v troch za sebou iducich
hrach. V kazdej hre mdze wjjsdslo od 0 do 36. Ak uhadnete vysledok troch hiesetaou,
vyplatia vam 48 000 - nasobok vkladu. Omatstavi na vSetky mozné trojvysledky
(‘aky je poet vSetkych trojvysledkov) ? (50 653 trojvysledkov, neoplati sa )

5. Korko Statnych poznavacich ziek, zainajucich sa na BA méZzeme vytvgrak za tromi
¢islami nasleduju eSte dve pismena? ( mame k digp@Zipismen).
(V'(3,10).V(2,27) =729 000)

6. Na paneli j& Ziariviek, z ktorych mdZe kazda svietha zeleno, Zlto alebgerveno.
Urite, kd’ko r6znych stavov méze panel signalizbva
Ka'ko Ziariviek by sme potrebovali, keby sme chcetiligit 50 r6znych stavov? (V'(r,3)534)

7. Kufrik mé& heslovy zamok, ktory sa otvoridkea kazdom z piatich katdv nastavime spravnu
¢islicu a tychtatislic je na kazdom kotildevé&’. Uréte najv&si paet pokusov, ktoré je potrebné
vykond, ak chceme kufrik otvafi (59 049)

8. Mame 4 Skatule s pastelkami. V kazdej Skatuthpoho pasteliek jednej farby a Ziadne dve

Skatule neobsahuju pastelky inej farby. Maetmatnapriklad jednu so zelenymi a jednu
s modrymi pastelkami. Kko réznych trojic pasteliek mézeme vytui (64)

9. Urte paet pdcifernych prirodzenyckisel, zloZzenych z cifier 6,7,8,9.

Karko z nich je menSich ako 90 0007 (10248 = 3. 44)
10. Ka’ko rdéznych pécifernychéisel mézeme vytvoriz ¢islic2 a5 ? (32)
11. V mnoZine prirodzenyatisel rieSte rovnicu: V'(2, x) — x - V'(2, 3) = 10 (20)

12. Meno a priezvisko kazdélilmveka byvajuceho v mestieu s 1 500 obyvateni zaina jednym
z 32 pismen. DokaZzte, Ze asplwaja obyvatelia mestka maju rovnaky monogram. (1024)

3. Permutéacie bez opakovania
Definicia:
Variacie n-tej triedy bez opakovania z n - prvkovenozinynazyvamepermutacie

Pocet vSetkychpermutacii z n prvkov budeme ozoaa’ P(n).



Pretoze plati P(n) = V(n, n) = n__n =n! ... OnON: P(n)=n!

(n=-n)! O

Poznamky: 1)zaleZi na poradprvkov
2) prvky seemoézuopakova

Priklad 12:

Dané su tri prvky a, b, c. Vytvorte z nich permigdwoez opakovania.
RieSenie: {abc, acb, bac, bca, cab, gba.. P3)=3!#6

Priklad 13:

Korko réznych pécifernych prirodzenychliisiel mozno napisgpomocouwislic 1,2,3,4,5, ak:
a) cislica sa Kisle pouzije len raz?

b) Karko z napisanychisiel sa bude zéna’ ¢islicou 5?

c) Korko z napisanychisiel bude parnych?

RieSenie:

a) P(5)=5!=5.4.3.2.1=120

b) P(4) = 4! = 4.3.2.1 =24

c) kortiacich 2: P(4) = 41 =24
kortiacich 4: P(4) =41 =24
spolu:S=24!1=2.2448

Priklad 14:

Styri ¢eské a tri slovenské knihy treba usportada poltke tak, aby boli zoradené najpfeské a
potom slovenské knihy. Kkorakym spdsobom sa to da unibi

RieSenie:

Usporiadanig€eskych knih: P(4) = 4! =24
Usporiadanie slovenskych knih: P(3) =3!=6
N = P(4).P(3) = 24.6 = 144

Knihy sa daju usporiadad 44 sposobmi.

Priklad 15:

Patnasti svadaiania sa nemohli dohodtitkto kde bude stéha svadobnej fotografii.
Zenich navrhol, aby sa urobili vietky mozné zostuwgdolanov na fotografiach.

a) Ka’ko fotografii treba urolsP

b) Korko by fotografovanie trvalo, keby vyfotografovaigeinej fotky trvalo 10 sekdnd a
fotografovalo by sa deaj noc?

RieSenie:
a) P(15)=15!=1,307.10 ... Treba urolsi1,307.1&7 fotografii.

b) t=1,307.18.10 s = 1,307.18s ... t =414 377 rokov
Fotografovanie by trvald14 377rokov.



Priklad 16:

Ak sa zvdSi paet prvkov o 2, zvési sa poet permutacii (bez opakovania) 42 krat.
Korko prvkov na to potrebujeme?

RieSenie:

P(x+2)=42.P(X) ... (x+2)!=42x! ... €2)(x +1)x! =42x!/: x! ... X +2)(x + 1) =42.
X°+3x+2-42=0 ... %3x—-40=0 ... (x=-5)(x+8)=0 ., x5 a %= - 8 nevyhovuje
K={5} Potrebujemé& prvkov.

Ulohy

1. V urne je vloZenych 6 listkov oztemych 1, 2, ..., 6. Kitkymi r6znymi sp6sobmi je mozné ich
postupne vytiahnyak sa listky do urny nevkladaju a prihliadamepaeadietahania listkov?
(720 spbsobov)
2. Do jedalne priSlo 7 deti. Kkymi moZznymi spdsobmi sa mézu postasto radu? (5040)

3. Kakymi sp6sobmi mézeme ulazé knih v polici? (720)

4. Ko’kymi spbésobmi mdZze dt& zastupe 5 vojakov A,B,C,D,E tak, aby vojak babdl prvy
a vojak E posledny? (6- A a E su stabilm&nia sa iba B,C,D)

5. Ka’kymi réznymi spésobmi mozno usporigdanozinucisel {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, ak ma
by ¢islica 2 na tréom acislica 9 na piatom mieste? (40 320)

6. V kvalifika¢nej skupine na MS vo futbale je 5 dobrych muZstiev.
Ka’ko r6znych poradi méze nasgta (120)

7. Z kdkych prvkov méZzeme utvatid0 320 permutacii bez opakovania? (n=8)

8. V paitacovej hre je potrebné pozbi€ra miestnosti 5 predmetovlilc, mes, obraz, prstea
mincu. Zalezi vSak na poradi, v akom jednétjiwedmety pozbierame, pri zlom poradi prideme
o Zivot. Kdko je vSetkych poradi? (120)

9. Ka’kymi spbsobmi sa daju postédo rady 4 Angliania, 5 Franclzi a 3 Turci, ak osoby tej
istej narodnosti musia steed’a seba? (31.41.51.30)

10. Na lavtke v parku sedi 5 chlapcov. Ramkrat sa mézu presadiked’ dvaja priatelia chcu
sedié ved’a seba? (24)

11. Znédma je hra, pozostavajluca zo SKatd x 4, v ktorej je 15 Stvéekov 1 x 1 @islovanych
¢islami 1, 2, 3, ...., 15 a jedno pid je prazdne. Teraz nas nebude zaujjréaje cidom hry.
St&i ndm vedi€, Ze Skatika je vzdy otéena tak, aby nazov hry bol hore a Stedy nemozno
preklapg, ani ot&at’. Urcte kd’ko je moznych rozlozeni 15 Stwekov 1 x 1 v Skafitke?

(20 922 789 888 000)

12. Kd’kymi spésobmi mézZzeme posta0 Ziakov do radu pri nastupe na telocvik? (201

13. Kdkymi spésobmi mézZzeme postéwvlo rady na potiku 10 r6znych slovenskych knih a
5 anglickych tak, Zze najprv budu knihy sloské a veth nich knihy anglické?
(435 456 000)
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14. Ugte ka’kymi sp6sobmi méze nasti@l0 tAbornikov pri ndstupe na rannd rozkui

do radu (aon

do radu, v ktorej je AleS na kraji (9

do radu v ktorom AleS a Zdeno nestojalaestba (8.9))
15. Ucte ka’kymi spdsobmi sa v Sémiestnej lavici méze posadb chlapcov, ak

a) dvaja chcu sediged’a seba 4

b) dvaja chcu sediwed’a seba a treti chce sediea kraji (96)

4. Permutécie s opakovanim

Def:

Premutacie s opakovanim. n je poc¢et prvkov uvazovanej mnoziny. Z toho n; je 1. druhu, n, je 2.
druhu, ... n¢ je k-teho druhu, priéom n;+ n,+...+ n, =n . Kazdé usporiadanie prvkov nazyvame
permutéciou s opakovanim.

n!
PI n -
n1,n2,...nk( ) nl!_nZ!,..nk!

- na poradi prvkov zalezZi
- prvky sa mdzu opakovat

Definicia:
Nechn je paiet prvkov uvaZzovanej mnoziny, v ktorkjdruh sa vyskytujen;- krat, 2. druh sa

vyskytujen,- krat, ...,k-ty druh sa vyskytujen- krat, pricomn; + my + ... + gy =n.
Kazdé takéto usporiadanie prvkov nazyvame permioids opakovanim.

Pocet vSetkychakychto permutacii s opakovaninm prvkovbudeme ozrmva P n2, .. nk(N)

Ve e n!
aplati:  P'nyn2, .. k() =

Poznamky: 1)zaleZi na poradprvkov
2) prvky sab6zuopakova

Priklad 16:

Kol'ko permutacii s opakovanim mozno vyt¢aripismen slova OKOLO?

RieSenie:

VSetkych pismen je B sa opakuj8-krat, K sa opakujd-krat, L sa opakujd-krat, preto pdet

vSetkych permutacii s opakovanim je

, -
P3,1,1(5)—m—20
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Priklad 17:

V krabicke je 10 farhiiek, z toho 4 rovnakéervené, 3 rovnaké modré, 2 rovnaké ZIté a 1 zelena.
Kol'kymi sp6sobmi mézeme fatiliy v krabicke usporiadé?

Y _ 10
RieSenie: P4 3.2 1(10)= AAAT 12 600

Priklad 18:

Dané su tri prvky a, b, c. Vytvorte permutacie slagvanim, v ktorych sa ,, a“ vyskytne 2 - krat,"
b“raz a,c“raz.

aahe, aach, acab, abea

4

RieSenie: P721,1(4)= m =12 Pla11ld) = < boaa, chaa caba baca

bane, caah, acab, abac

Priklad 19:

Osem Studentov méa na internate pripravené ubytewatroch izbach. Dve su trojpobBteé a jedna
dvojpost&ova. Kd’ko je spbsobov rozdelenia Studentov do izieb?

RieSenie:
Prvaizban; = 3, druhaizban, =3, tretiaizbanz=2 ..n=3+3+2=8

|
P'332(8)= % =560 ... Existuje 560 sp6sobov rozdelenia Studentov do izieb

Priklad 20:

Sesciferny kdd uzatvarania trezoru v banke je vytvgrerych istychiislic ako¢islo 926002.
Kol'ko je moznosti vytvorenia prislusného kodu?

Aky ¢as by trvalo zlodejovi vytit vSetky moznosti, ak vyt jeden kdéd mu trva 5 sekand?
RieSenie:

O0m=2,20n,=2,60=1,90p=1... n=6

6!

—— =180
2.2.1.1

P2 21,1(6)=

t = 180.5sec. = 900 sec.15 minit

Moznosti je 180 a zlodejovi by to trvalo 15 minak Spravny je aZz posledny vyeny kod).

12



Ulohy

1. Kd’ko r6znych aj bezvyznamnych slov mozno vytvarpismen slova MATEMATIKA ?
(151 200)

2. Maly Janko ma 4 rovnakeé ZIté kocky a 3 rovnaik&ré kocky.

Karko réznych farebnych hadov z nich méze uf@bi (35)
3. Kad’ko réznych 11-pismenkovych slov mozno vytvao slova ABRAKADABRA? (83 160)
4. Ucrte kd’kymi sposobmi je mozné zrovhdo radu 2 sive, 3 modré a&ierne kocky ? (1 260)
5. Urte paet usporiadani tychto Siestich prvkov: a ,a, &,lt., (60)
6. Urte paet vSetkych pécifernych prirodzenychliisel, ktoré je mozné zostaw ¢islic 5 a 7,

ak ma v kazdom z nichtyislica 5

a) prave trikrat (20)

b) najviac trikréat (P3,2(5)+P53(5)+Pi4(5)+Ps(5)=10+ 10 +5 + 1 = 26)

) aspn trikrat (R 20B)+P;1(5)+Ps(5)=10+5+1=16)
7. Zo siedmych guliek, z ktorych st 4 modré, 1ahikcervena, 1 zelena, mame vybaapolozt

do radu 5 guliek. Kikymi spésobmi to mbézeme uroBi

seba?

9. Kad’ko znakov mézeme vytvariz dvochciarok

(135)

Traja chlapci a Styri digatd. Kdkymi spésobmi je mozné ich ptadpohlavia postavived’a

135

a Styroch bodiek? (15)

10. Ucrte paet vSetkych pé&cifernych prirodzenychkiisel, ktoré sa daju zostav ¢islic 5 a 7,

ak v kazdom z nich matb§islica 5:
a) prave trikrat

b) najviac trikréat

c) aspn trikrat

5. Kombinacie bez opakovania

Definicia:

(10)
(26)
(16)

Nech je dan&onefha mnozinaM, ktora mén prvkov. Kazda podmnozinéejto mnozinyktora ma
k prvkoy, sa hazyv&kombinacia k-tej triedy z n prvkov bez opakovania

n, kO No
Poznamky: 1)nezalezi na poradirvkov
2) prvky seemobzuopakova

Pocet takychto kombinacii sa &uje pod’a vzorca:

i

n
k

nl

= —(n “R)IK . nazyvarkembina‘né ¢&islo

13
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Priklad 21:

Urcte, kd’kymi réznymi sposobmi sa da vypfdeket Sportky, ak tipujeme Sesisel zo 49.
Pri akom Jackpote by sa uz oplatilo vsadlko tiketov, aby sme zatane vyhrali 1. cenu ?
Cena jedného typu je 0,70

RieSenie:

V Sportke nie je dblezit& zaSkrtneme najprvislo 12 alebo 64, a preto to budd kombinacie bez
opakovania Siestej triedy zo 49 prvkov.

49
C (649) = ( ) ] - %9 13983316

43.6!

13983816 x 0,70 9 788 671, &
Hrozi tu vSak to, Ze afalSi typujuci s minimalnym vkladom méze vyhirh cenugim sa cela suma
deli na polovicu.

Priklad 22:

V rovine je 6 réznych bodov (ziadne 3 nelezia i@ priamke).
Korko réznych uséiek dostaneme pospajanim vSetkych tychto bodovajan??

RieSenie:
&
Cl6 2= [ J
2
&l
Cl6.2)= ol Dostanemd5 r6znych Uséek.
ci6 2= 22
2
e 2i=15
Priklad 23:

Na kruznici je rozmiestnenych 9 bodov.
Korko existuje r6znych trojuholnikov, ktorych vrchay tieto body?

RieSenie:
2,90 =
3
2l
3,9 =— o , . .
6131 Existuje84 takychto trojuholnikov
|
Ci3.9)= 9876l
i
o2 287
&
13,91=284

14



Priklad 24:

a) Odval'te vzorec pre pet N uhlopri€éok vypuklého - konvexného n-uholnika!
b) Karko uhlopriggok ma konvexny 10-uholnik?

RieSenie:

Patet priamok, ktoré spéjajulzibovd’né vrcholy konvexnéhp-uholnika jeC(2,n).
Aby sme zistili péet uhlopri€ok N, odtitame od tohto piu paet stram-uholnika.

| [} —_ ] 2— | —_ ]
cx}N:H— _ EH _H:nn I_H:n 3?@:?2;2 3
2 a2 — 202 2 2 2
N=?€'H—3'
2

10
b)fﬁf:(zJ—lD:/—lﬂ—lD:Bﬂ

N=335
Konvexny10-uholnik ma 35 uhlopriéok.

Priklad 25:

Na pomaturitnom stretnuti po rokoch gagtnici Strngli poharmi. Uskutnilo sa 253 Strngnuti.
Korko ¢astnikov bolo na stretnuti?

RieSenie:

2 xi=253

X

{EJ =255

Y

g = 2%
Hx=l_os3y0
%% —x=1506
x*—x-506=0
lx=230x+221=10
X =23

x, = —Zinevyhovije
K =23

Na stretnuti bolo 23 dastnikov.

Priklad 26:

Korko priamok je ukenych Siestimi bodmi, ak tri z nich leZia na jedpeamke.
RieSenie:

15



C(2,6) — C(2,3) + 1= 15— 3 +13

Priklad 27:

Urcte, kd’kymi spésobmi sa da na Sachovnici (8x8) vybra
a) trojica poléok, ’
b) trojica poltok neleziacich v tom istomigti

RieSenie:

a) vyberame 3 palka zo 64, nezalezi nam na poradi vyberu, nemozZegtret\dvakrat
to isté poléko (nebola by to trojica), ide teda o kombinacie bpakovania

64
C,(64) :( 3] :% = 41664

b) Trojic, ktoré lezia v jednomigti, je G(8), sipcov mame 8, trojice, ktoré nelezia
v jednom dipci vypaiitame ke’ od vSetkych moZznosti odgitame tie moznosti, kié

8 I
lezia v jednom dpci.  Cs(64)—8C;(8) = 41664~ 8.(3] = 41664~ 8.% = 41216

Priklad 28:

V obchode predavaju 3 druhy sirupov — jablkovy, im@aly, pomaratiovy. Kol’kymi sp6sobmi
mozno kupf 4 frase sirupu?

- nezalezi na poradi : nie su to variacie

- mobzu sa opakova su to kombinacie

J 4 0 0 3 3 01 1 @ 2 0 2 1 1
B O 4 0 1.0 3 3 0 2 0 2 1 2 1
P o o 40 1 120 3 ®» 2 2 1 1 2
15 mozZnosti
mame kupi 4 flias k=4
vyberdme z 3 druhov n=3

C'(k,n) =C(k,n+k-1)

C'(43) =C (43+4-1) = C (46) :@ :@ :% :% =15
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Ulohy

. Karkymi spdsobmi mozno vytiahi® z 32 hracich kariet, Hena ich poradi nezalezi ?

(10 518 300)
SkuSajuci mé pripravenych 20 prikladov z arttkyea 30 z geometrie. Na pisomku chcé:da

a) 3 aritmetické a 2 geometrické priklady (495 900)
b) 1 aritmeticky a 2 geometrické priklady (8 700)
Ko’ko ma moznosti zostavenia réznych zadani?

V rovine je 1Qubovd’nych bodov. Kéko najviac kruznic je nimi édenych ? (120)
Zo siedmych muzov a Styroch Zien sa ma wbesg¢clenna skupina, v ktorej su aspti Zeny.

Urite, kd’kymi sposobmi sa da vyber urdgbi (161)
Na kruznici st dané body AA,, ..., Az . Vypciitajte:

a) paet tetiv utenych tymito bodmi, (66)
b) pa&et trojuholnikov s vrcholmi v tychto bodoch, (220)
c) p@et konvexnych Stvoruholnikov s vrcholmi v tychtadoah. (395

Na brigade bolo 15 chlapcov a 20 detv Kd’ko réznych sluzieb moznodit, ak sa maju
skladé z 2 chlapcov a 1 di¢eta ? (2 100)

Cestovné listky dopravného podniku maj&Blovanych okienok. Kikymi spdsobmi mbzu
by nastavené navzajom rézne kédy u @mpzcich strofekoch, ak sa 3 alebo 4 okienka? (210)

Urite vSetky n, pre ktoré plati C(2, n) = 28 (8)

Urite, kd’kymi sp6sobmi mézeme nahodnym vyberom vyl¥ayrobky z 30 kusov. (27 405)

Urte, kd’ko réznych priamok je denych vrcholmi kocky. (28)
V podkrovi je 6 bielych a&ernych parov ponoziek.

Kd’kymi spésobmi je mozné vyhialve ponozky ? (231)
Kd’ko priamok je utenych dsmimi bodmi, ak Styri z nich leZia na jedmégmke ? (23)

Kd’ko priamok je utenych devatnastimi bodmi, ak sesnich leZi na jednej priamke ?  (157)

Hokejové druzstvo méa 20 ko — 13 uténikov, 5 obrancov a 2 brankarov.dts, kd’ko
zostav by mohol tréner vytvoriak zostava ma nia8 uta:nikov, 2 obrancov a 1 brankara.

(5052
Na maturitnom veerku je 15 chlapcov a 12 digat. Ukte, kd’kymi spésobmi sa z nich daju
vybra’ 4 tan€né pary. (16 216 200)
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6. Kombinacie s opakovanim
Definicia:

Kombinacie k-tej triedy z n prvkov (s opakovanija)kazda k-tica prvkov vybranych z n-prvkovej
mnoziny (v k-tici nezélezi na poradi prvkov a m&aw nej prvky'ubovd’ne opakov8).

Poznamky: 1)nezalezi na poradirvkov
2) prvky sab6zuopakova

. e , , n+k-1
Pacet takychto kombinacif sa &wje poda vzorca:C'(k,n) = )

Priklad 29:

V cukrarni maju 5 druhov zmrzlin. Otec chce preimackupi’ 15 porcii.
Korkymi sp6sobmi méze zmrzlinu ka

RieSenie:
C’"IS,SI: 54+15-1
14
. 19
1551 =
o155 181 Otec moze zmrzlinu kdpB 876sposobmi.
T 4115l
C"Ilﬁ,ﬁl _ 19.18.17.16
4321
15,50 = 3976
Priklad 30:

Kol'ko potrebujeme prvkov, aby sme z nich mohli vytvds kombinacii 2.triedy s opakovanim?
RieSenie:

C'2xi=15

r+2-1
2
(x+1J:15
2

(x+ 11 15 K ={5} ... Potrebujemé& prvkov.
(x—112

lx+1ix

=15/2

¥ 4x=730

x4+ x—30=0

(x—Six+61=0

xn=5 18

X, = —bugvyhovige



Priklad 31:

V obchode maju 3 druhy kavy A, B, C v balikoch o
Korkymi sp6sobmi mozno kipi200 g kavy (4 batky)?

RieSenie:

3+4-1
cuy=", =15

Priklad 32:

Z mesta A do mesta B vedie ciest, z mesta B do mestarCciest.
Korko ciest vedie z A do C cez B?

A
C
B
RieSenie:
A-B 3 cesty
B-C 5 ciest
A - C 3.5 =15 ciest

Z mesta A do mesta C cez mesto B vendlien ciest.

Ulohy
1. Pan Jozef si chce v obchode Kiptokolad. V obchode maju 3 druhy.
Kolkda méa moznosti ? (28)
2. Klenotnik vybera do prsta 4 drahokamy. K dispozicii ma rubiny, smaragdsféay
Ko’ko ma moznosti ? (15)

3. Pan Karfiol dostane od zamestnalatiei nové auta a moze si vybrzo Siestich farieb.

Ko’ko ma moznosti ? (56)

4. Pan Telekom mieni vybaviirmu siedmimi mobilnymi telefébnmi a ma na vybepiatich
druhov. Kéko ma moznosti ? (330)
5. Vo vrecku sitervené, modré a zelenélgy. Gu’ky rovnakej farby su nerozliSiteé.
Urite, kd’kymi sp6sobmi mozno vybréb guliek, ak vo vrecku je asp® guliek rovnakej farby.

(21)
6. Urite paset kvadrov, ktorych idky hran su prirodzengéisla mensie ako 11.
Urite, kd’ko z nich je kociek. (220; 10)
. Urite paet vSetkych trojuholnikov, z ktorych Ziadne dva siezhodné a ktorych kazda strana
mé dku vyjadrent jednym &isel 4, 5, 6, 7. (20)
. Urite paet vSetkych trojuholnikov, z ktorych Ziadne dva siezhodné a ktorych kazda strana
mé dku vyjadrent jednym &isel 4, 5, 6, 7, 8, 9. (53)
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9. V sade 32 kariet je kazda z hodn6t kariet rre&kh, osméka, deviatka, desiatka, dolnik, hornik,
krd’ a eso - Styrikrat. Karty rovnakej hodnoty saaliirbou <ervei, zelai, gu’a, Zalul’.
Urtte, kd’kymi spésobmi mozno vybral karty, ak je dblezita:
a) len farba jednotlivych kariet (35)
b) len hodnota jednotlivych kariet (330)

KOMBINA CNE CiSLA

n__no nazyvamkombina‘né éislo
k) (n=k)Lk!

v Ve n
VLASTNOSTI KOMBINACNYCH CISEL (k} :

R W N OO OO
I
R
A O
N

X O X O O O

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

20



PASCALOV TROJUHOLNIK - vlastnosti

O

()

Swéet kombinaénych ¢isel leziacich vetla seba sa rovna kombin&nému ¢islu leziacemu pod

nimi.

Priklad 33:

Zapiste jednym kombigaym ¢islom:
10 10 13

a) + b) +
4 5 2

RieSenie:
13
b)( j +
2

)

)= (2)(5) (4]

BINOMICKA VETA

Oa, bOR,OnON:

(a+b)" = Mar+| " lamtp+| Mam2z + a4 " fa b+
0 1 2 3 n-1 n

n_nn_lnn—l _2nn—22_3nn—33 _n—ln n—1_nnn
(a-b) —(OJa +(=1) .@a b+(-1) .@a b? +(~1) .@a % +...+(-1) (n_ljab +(-) (er

Priklad 34:

Pomocou binomickej vety dokazte , Ze pra ON plati :

EAGHaRGe
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RieSenie:

et e e (e (0

Priklad 35:
Vypocitajte 10&len binomického rozvoja:  (2xy)*™

RieSenie:

6o 654329
= 13.35.64.8y° =— 29 120.X.y°

10.clen = [195j.(2)()159.(_ y) = 15 (2x) (= Y = 1514131211109 20 (-1 y° =

Priklad 36:
Ktory ¢len binomického rozvoja (5 — 2xpbsahujec* ?

RieSenie:

7 _ 7 _
k-ty &len = (k 1J.57‘("‘1).(— 2x)<* = (k 1J.SS‘".(— 2 xkt L X=X = k=1=4= k=5
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