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Modelovani krivek a ploch

PGR

Pouziti kfivek a ploch v grafice a cile pfi jejich navrhu
Zpusoby zapisu kfivky / plochy

Interpolaéni metody modelovani kfivek / ploch
* Polynomialni kfivky
* Interpolace kubickymi oblouky, spline
* Fergusonovy (Hermitovské) krivky

Aproximacni metody modelovani krivek
* Bézierovy kfivky / plochy
* Coonsovy kfivky / plochy
* NURBS kiivky / plochy



N .
Pouziti krivek a ploch v grafice
* modelovani objektu (auta, priumyslovy design,...) (NURBS,...)
* definice fontu (Bézier)

* draha kamery a objektu pfi animaci (Kochanek-Bartels, Catmull-Rom)

= Co aplikace, to jiné pozadavky
* pravidelnost kroku po kfivce
* spojitost s okolnimi segmenty krivky
* Intuitivni deformovatelnost
e Skala tvard,...

= Rozvoj v 60 letech 20 stoleti v automobilovém prumyslu
* de Casteljau — Citroen
* Béziere — systém UNISURF, Renault
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= snadna editace
* lokalita editace tvaru
* predvidatelné chovani
* stabilita (malé zmény na vstupu zpusobi malé zmény na vystupu)
* omezeni konvexni obalkou Fidicich bodu
* hladkost a spojitost
* snadny vypocet derivaci
* jednoduché vykreslovani
* invariance k afinnim transformacim

= ,odstinéni uzivatele od matematiky"

= schopnost vyjadrit jednim popisem co nejvétsi Skalu tvaru
(NURBS — jadro modelaru)
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- Bézier u Kochanek-Bartels

- Hermite n Catmul-Rom Spline

i COOHS [B. Benes]
- Splines

PGR



Zpusoby zapisu krivky ve 2D * + +
Explicitni zapis kfivky ve 2D: y =f(x), xcR X nezavisla proménna
y zavisla promenna,
= kfivka je funkci x (predpis vypocCtu y pro dané x)
Explicitni rovnice je vhodna pro

prosté funkce (jedna hodnota y pro
zadané x) bez svislych teCen

Pr. Parabola
y=ax?+bx+c

Implicitni zapis kfivky ve 2D: F(x,y) = 0 ...definuje testovaci funkci
F(x, y) =0 = bod [x,y] lezi na krivce Implicitni zapis je vhodny pro
= nevhodny pro vykreslovani testovani, zda bod lezi na kfivce
= nelze ve 3D (prusecik 2 rovnic ploch F;(x,y,z) N F,(x,y, 2))
Navic se Casto definuje pojem uvnitf a vné kfivky (nalevo, napravo)
F(x, y) < 0 = uvnitf
F(x,y)>0=vne
Pr. Kruznice se stredem v bode [3,4] a polomeéru 5
(X-3)? + (y-4)>-5° =0

PGR



Zapis krivky ve 3D =+ +

Parametricky zapis krivky: (stejny pro vSechny dimenze!)
* 2D kfivka: x=x(t),y =y(t),
* 3D kfivka: x=x(t),y=y(t),z=2z(t), parametrt e [a, ] .... Cas

Parametricky zapis krivky Parametricky zapis se pouziva pro
ze chapatjako vykreslovani, protoZe snadno
pohyb bodu v zavislosti na Case (. vypoéteme libovolny bod na kfivce

(bod je jednoznacné urcéen hodnotou

Uzitecné vlastnosti: parametru t).

* Tecna vznikne derivaci uvedenych funkci podle t
* Vhodné pro libovolny tvar krivky
Priklad: Kruznice o polomeéru r se stfedem v pocatku:

Xx=r-cos(t), y=r-sin(t), 0<t <2n

Parametricky zapis jako sloupcova matice:
Q(t) = [x(t), yOI',  resp.  Q(t) = [x(t), y(t), z(t)]".
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Zpusoby zapisu plochy
Explicitni rovnice plochy: z =f(x,y), x,ycR POZOR
= plocha je funkce nezavislych proménnych x a y _Ve 3D n?jde.kFivkg _porgsgt
implicitné ani explicitné (jen

Implicitni zapis plochy: F(x,y,z) = 0 jako prunik dvou ploch)

Priklad: Kulova plocha o poloméru r se stredem v poc€atku

X2+y2+z2-12=0
Parametricky zapis plochy: P
x =x(u,v),y=y(uv), z =z(u,v),
S parametry u € {(a, B), v € {y, o) / \

Priklad: Kulova plocha o poloméru r P{liv) P(Lv)
se stfedem v pocatku

X(u,v) = r - sin(ru) - cos(2nv)
y(u,V) =r- Sln(TCU) . Sln(ZTEV) t
z(u,v) =r - cos(nu) u, v e 0.1 L“ rw.m
Priklad parametrické plochy

P(u,v), u, v € 0..1
PGR 8



Parametrické krivky T

OSSOSO .
Parametricky zapis krivky
= Neni jednoznacny (stejna kfivka lze rtzné parametrizovat)
Pf. pro usecku POP1  L(P0,P1) = PO + u(P1-P0), u=10...1]

L(PO,P1) = (P1+P0)/2 + v(P1-P0)2 v =1[-1..1]
= V grafice se pouzivaji polynomy stupnée 3
= Stupen krivky, polynomu (degree) n = max mocnina parametru t

= V OpenGL rad krivky (order) k = n+1 = pocet fidicich bodu
axi

Q=) a-t', kde a =|a,
1=0

* t je parametr z intervalu 0..1
* a je n+l1 vektort koeficientl a = [a, a;, a,]"
PGR * Q) =[xV, Z]", kde x, y, zjsou vzajemné nezavislé => 3 rovnice ve 3D o



e o —fm e —f—

.......................................................................................... ....DCGI
N _axi _
Q)= Z A t , kde =1 Qi
1=0 _azi )

= Q(t) =[xV, 7], kde x, y, Zzjsou vzajemné nezavislé
=> 3 rovnice ve 3D

* Rozepsano do 3 rovnic
Q) = a t’+ a,t' + a,t” +at’ +a,t
Q) = a,t’ + a,t' + a,t’ +a,t’ +a,t’

Q,(t) = a,t’ + a,t' + a, t* +a,t’ +a,t”

PGR 10



Navazovani krivek -

Navazovani krivek

Kfivka Q(t) miZzZe byt poskladana z ¢asti (segmentl) Q,(t), Q,(t),...

Uzel (knot) = bod styku segmentu, N Q, 1) Q,(t)

Q,(1) = Q,(0), | )
uze )

Q,(1 )]; Q,(0)

PGR 1



Navazovani krivek -

Notace

Jednosegmentova krivka Q0) q(0)
Q(t) Kfivka (bod kfivky pro dané t)

q'(t) Tecny vektor ke kfivce (1. derivace) qqu
q“(t) Druha derivace v bodé Q(t) a (1)

Kfivka z nékolika segmentu

Q,y(t) Nulty segment kfivky,

Q,(t) ity segment kfivky

g; (t) TecCny vektor k i-tému segmentu

Qi(1)=Q,,4(0) Uzlové body kfivky
P; Uzlove body interpolacni krivky

q; TeCny vektor (1.derivace) v uzlu j
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Navazovani krivek -

Spojitost krivky
* parametricka C"

ma ve vSech bodech spojité derivace podle parametru t radu 0..n
(totozné vektory)

Pr.: C! ma totozné vektory tecen prichoziho a odchoziho segmentu
a spole¢ny koncovy bod (je zarover C° spojita)

* geometricka G"

ma linearné zavislé vektory n-tych derivaci pfichoziho a odchoziho
segmentu a je G™' spojita, ¢

6 bl
A

r \.\ ! . )
(= =

tj. stejny smér a orientace, ale rizna délka vektorad ..~ c
m
Parametricka spojitost vyzaduje kromé spojitosti
e Rgeometrie | spojitost zvolené parametrizace .



Navazovani krivek -

Parametricka spojitost C" v uzlu Q,(t)

CO ... totozny konec Q, a pocatek Q,
* bod se pohybuje po spojité draze
* smér pohybu, rychlost a zrychleni

se muze zménit skokem ... f(t) = [t-0.5]
C' ... totozné i vektory te¢en

* stejny smer pohybu a rychlost CO C' C?
* zrychleni se mUze zménit skokem [MPG] B. Benes

Q(t)

C? ... stejné i zrychleni
Plati: C"*1 => Cn
... ti., spojitost C"** implikuje spojitosti C°, C', C2, ..., C"

PF.: pohyb: C? &i C3, proudéni kapalin: nespojitost C3 ¢i C# turbulence

PGR 14



Navazovani krivek

Geometricka spojitost G" v uzlu

GY ... totozny koncovy a pocatecni bod
* jako CO

G' ... souhlasné kolinearni vektory te¢en
* kfivka vizualné hladka

[MPG] B. Benes
* bod nezméni smér, ale muze skokem zménit rychlost a zrychleni

G2 ... bod nezméni smér ani rychlost,
ale muze skokem zmeénit zrychleni

Plati: G"1 = G"
... tj., spojitost G"*1 implikuje spojitosti G%, G, G2, ..., G"

PGR
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Modelovani krivek a ploch ”

Modelovani krivek

= Vstup:

* Posloupnosti bodu (opérné body Q,({0,1}) nebo fidici body p;)
* prip. derivace (tecné vektory) v bodech

opérné body

= |Interpolace /N
* Kfivka zadanymi body musi prochazet ON

* Opérné body Q,(0) a Q1)

fidici body
= Aproximace o’/&\‘

v ’ . , 7 b ¢
* Kfivka zadanymi body nemusi prochazet W

* Ridici body p; uréuji tvar kfivky.

PGR
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Priklad: Vozik na krivce .

Funkce alignObject()
v asteroidech

Transformuje do teCné
soustavy ke krivce
q(t) = pozice voziku
q’(t) = smér jizdy voziku

) ox(t) ady(t) odz(t)
q — ) )
ot ° odt = ot

Stejna, jako LookAt(), ale
bez inverze matice

(je to modelova matice) up vektor volime dle typu aplikace

PGR



Pfiklad: Vozik na kfivce -

glm: :mat4 alignObject(glm::vec3& position, const glm::vec3& front,
const glm: :vec3& up) ({

glm: :vec3 z = -glm::normalize(front) ;

if (isVectorNull (z))
z = glm: :vec3(0.0, 0.0, 1.0);

glm: :vec3 x = glm::normalize (glm: :cross(up, z));

if (isVectorNull (x))
x = glm::vec3(1.0, 0.0, 0.0);

glm::vec3 y = glm::cross(z, Xx);
//matd4d matrix = matd4(1.0f);

glm: :mat4 matrix = glm::mat4 ( // po sloupcich!!!
X.X, X.Y, X.z, 0.0, //
y-Xx, Y-Y, Y-z, 0.0,
zZ.X, z.y, z.z, 0.0,
position.x, position.y, position.z, 1.0

) ;

return matrix; // bez inverze, teénad soustava ke kEivce

PGR



Interpolacni krivky

opérné body

/



Interpolacni krivky ”

Interpolace — krivka prochazi zadanymi body opémé body

Kfivka zadana: ON\O

1. Explicitné: Souradnice [X, vy, z] bodl, body se dosadi:
a) do jediné rovnice polynomu vysokého stupné
=> VyreSi se soustava rovnic (jedna velka)
b) do sady rovnic obloukt stupné 3
=> \/yfeSi se sada mensSich soustav rovnic

2. Parametricky: popofadé oblouky mezi dvojicemi bodu (Fergusson)
zadavaji se dva body a dve derivace v nich.

U rozdéleni na oblouky - 1b) a 2 zalezi na spojitosti napojeni
snadno se dosahne C' a G' - viz dale
zarucGime-li spojitost C?, vznikne SPLINE (st.3=> kubicky spline)
(obecné spojitost C”, pro kfivky stupné n+1)

PGR



Interpolacni krivky o

1a) Interpolace algebraickym polynomem (explicitné - jednou fci)

Dano n + 1 opé&rnych bodt p; = [x;,y;], i = 0,1,..,n

Nevyhod

PGR

sestrojime polynom f™(x) stupné nejvyse n
n
y. = f ()= a, X' + aﬂ_lxi”‘1 +..+aX +a,, kdei=0,1,..,n

soufadnice bodu dosadime do polynomu => soustavan + 1
algebraickych rovnic pro vypocet koeficientl polynomu

vyresenim ziskame koeficienty a;

y

explicitni zapis kfivky (jako funkce y = f(x))

T pocCet opérnych bodu urcuje: (T = vétsi)
= T max. stupen polynomu

= T operacni slozitost interpolace

= T pocCet inflexnich bodu — kfivka je zvinéna (osciluje)

= lokalni zména zasahuje celou krivku

21



Interpolacni krivky

Priklad: Sestavte interpolacni polynom prochazejici tfemi body

p0= [O! O]a p1= [1’ 2]’ a p2= [3! 3]

Reseni: 3 opérné body = stuperi polynomu f*(x) bude n = 2 a proto

y = f2(x) = a,x* + a;x + q,

Dosazenim soufadnic bodu p; do polynomu
f%(x) dostaneme 3 algebraické rovnice

po: aO:O
P1- a2+a1+a0:2

Pyt a.9+a4.3+ag=3

Resenim t&chto rovnic jsou koeficienty
a, =-0,5 a;=2.5aa,=0

A tedy polynom ve tvaru

y =—0.5x% + 2.5x

PGR

(dosadilijsme i = 0,1, 2)

Y

T3.5
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Interpolacni krivky ”
N .
1b) Interpolace kubickymi oblouky (explicitné - sadou funkci st. 3)

3 .
fi(X):Zaj.Xjﬂ i:091929"°33 P P2 n
j=0 Po fy f P

= Kazdy oblouk urCen 2 body a 2 derivacemi
* Pocatecnim a koncovym bodem (p, a p;,,) oblouku

* Derivaci v po¢ate¢nim bodé p; = f;'(0) a koncovém bodé p;,, = f;'(1)
oblouku ,
Pi

/
Pi+1

Pi+1

PGR



Interpolacni krivky ”

SR ok

.. 1b) Interpolace kubickymi oblouky (explicitné - sadou funkci)
p1 p2 n

Po f, ; f

PGR

Derivace na styku oblouku (v uzlech p, az p,4) lze

|. odhadnout stfedovou diferenci => spoijitost C' (G')
=> Catmull-Rom spline ... viz dalSi strana

Il. vypoditat z derivaci funkci obloukUl tak, aby byla spojita C?2
=> pfirozeny spline

Derivace na pocatku p, a na konci p, cele krivky se urci, obvykle =0

Lokalizuji se zmény na sousedni oblouky, ne na celou krivku

24



Interpolacni krivky ”

1b) I. Derivace v uzlech p, az p,_, se odhaduje stredovou diferenci

fr(x ) =i il i=1,2,..,n-1 0,
Xivt — X Po_7
0 f1 f

p2 n

Metoda stredovych diferenci - odhad derivaci v bode P;

y Dobry odhad derivace
A

f(x) a f '(x) jsou spojité => (C' spojitost)

PGR



Interpolacni krivky ”

1b) I. Derivace v pocatecnim a koncovém bodé p, a p,, se nastavina 0

nebo odhadem nasledujicim postupem

Odhad

PGR

Sestrojime dva interpolacni polynomy f(x) stupné 2, jeden pro 3 pocatecni body
(Po. P41, P,) @ druhy pro posledni 3 operne body (p, P,.1. Py)

y =f(x) =a,x?+a; - x+a,

Derivace téchto polynomu pak pouzijeme jako hledané derivace v po¢ate¢nim bodé
po @ v koncovém bodé p,

y, - f,(X) = 2.a2'x + a1

Y a interpolac¢ni
polynom
interpolacni 2. stupné Pn
polynom Pt
2. stupné Pn-2
odhad odhad
“'—(')-_ derivace derivace X

26



Interpolacni krivky ”

1b) Il. SPLINE - derivace se spocita analyticky z oblouku fi(x)

f(x), f'(x), f"(x) jsou spojité => C2 spojitost , Mﬂ
0
fo } .

1 n-1

Podminky pro interpolaci spline krivky f(x) kubickymi oblouky f;(x):

* krivka prochazi opernymi body p:= [x;,y;], i=0,1, ..., n n+1 bodu
y; =f(x) ='agx® +la,x? +la,x, +iay, i=0,1, ..., n-1 pocatky obloukd
y|+1 = fI(XI+1) = Ia3X|+13 + '82X|+12 + 'a1X|+1+ Iao, | = 0,1, ceny n'1 konce oblouk

= 2N rovnic
* spojitost 1. a 2. derivace v opérnych bodech

F'i (Xie1) = 1 i1 (Xi24), 1=0,...,n-2
f”i (X|+1) = f”i+1(Xi+1), = 2(n = 1) rOvnIC
* v pocatku anakonci f;,"(x5) =0 (prirozeny spline)
f’4(x,) =0 = 2 rovnice
celkem: 2n + 2(n-1)+ 2 =4nrovnic ..... (pro n+1 bodu ve 2D)

PGR 27



Interpolacni krivky ”
eeeeemmmeeeeeeeeeeeeseessessemnmmeeeneseeessssssessssmmneneeesseeeeessssssssssrnneneennss D G O
2. Parametricky - Fergusonova (Hermitovska) kubika
» zadana dvéma koncovymi body a derivacemi (tangentami) v nich
p’o p’1
P+
Po
p, pocatecni bod, t=0 P’ teCna v pocCatecnim bode, t=0
p, koncovy bod, t=1 p’y teCnav koncovém bodé, t=1

PGR



Interpolacni krivky ”
OO TOOOOROOON *Ach e
2. Fergusonova (Hermitovska) kubika (parametricky)
Q(t) = po-Fo(t) + pi-Fq(t) +p'gFa(t) + p'4-Fs(t), tel0, 1]
Fo(t) = 213 —3 2 +1
F.(t)=-213+ 31
F(t)= -2+t
Fit)= -
Kontrola: Dosadime-li: _
Q(0) = p, & :
Q(1) = p; 0 S 1T—
Prochézi body pq a p;

(nabyvaiji i zapornych hodnot)

PGR 29



Interpolacni krivky ”

= Fergusonova kubika

p’O = [5’ O; 5]
p's =[10, 0, 0]

= Fergusonova kubika

p’O = [ 3’ O’ 5]
p'y =1[-5,0, 0]

POZOR! Vektory derivaci jsou zna¢né zkraceny!!!

PGR



2. Specialni pripady Hermitovské (Fergusonovy) kubiky
® pouzivaji se v animacich
* jsou C' spojité

= Catmull-Rom splines
* pouziva se Casto pri animaci kamery
* tangenty se nastavuji stfedovou diferenci (p,,s— py.1)/ 2

= Kochanek-Bartels Splines

* Tangenty vazenym prumérem vektoru k pfedchozimu a
nasledujicimu bodu - parametry bias, tension a continuity
(spojitost)

PGR
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Interpolacni krivky o

Shrnuti interpolacnich metod

» Kfivka musi prochazet zadanymi opernymi body
* Obtizneé splnit
* Nachylna k oscilacim

(Drobny posun bodu => obrovské zmeny) N

opérné body

PGR 32
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Aproximacni krivky
fidici body
O
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Aproximacni krivky

= Neprochazeji vSemi ridicimi body, nekterymi vsSak prochazet mohou
(Beziérovy krivky) fidici body

= Nemusi dokonce prochazet . o "0
zadnymi ridicimi body (Coonsova kfivka) N

Tvar kfivky urcuji ridici body (control points) p;

PGR 2



Aproximacni krivky ”
Aproximacni krivka
konvexni (barycentricka) kombinace fidicich bodu p,

QW =) ,pi-E®), tea.p
F.(t) - soustava bazovych funkci (misicich funkci - blending functions)
p; - fidici body

Obecné viastnosti aproximacéni krivky

1. Bazove funkce F(t) jsou vSechny kladne.
= modelovana kfivka se vychyluje ve sméru pohybu fidiciho bodu.

2> " F () =1 pro vSechna te a.p
— Modelovana kfivka Q(t) lezi uvniti konvexni obalky Ffidicich bodu p,,
3. Bod p; ovliviiuje tvar modelované krivky v celém intervalu a .. .

4. Kfivka Q(t) ma v bodé t spojitou k-tou derivaci,
jestlize maji v tomto bodé spojité k-té derivace bazové funkce F;(t)

PGR
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Probereme tyto aproximacni krivky
= Beézierovu

= Coonsovu
= NURBS - pristé

PGR
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Bézierovy krivky n-téeho stupné ”

UrCena n+1 ridicimi body a vztahem P

Qt)=>_" p;-B(t), te0..1

Po

kde
p, 1 =20]12,.n fidici body

B.() =c¢,t.0d- t)"" Bernsteinovy polynomy n - tého stupné

n |
cC. =| |= n binomické koeficienty
(n-1)! 1!

i,n
|

PGR
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.......................................................................................... ....DCGE
n .. stupen
n=20 n=2 n=3
i=0 B, ()=1 B, (t)=1-t B,()=(1-t)" B,t)=(1-1)
i=1 B.()=t  B,()=2t(-t) B,({t)=3t(1-t)
i=2 B,,(t)=t’ B, ,(t)=3t".(1-1)
1=3

PGR

\ B3,3(t) =t’
stupen

| ... index polynomu
(fidiciho bodu)



P
Uréeny 4 fidicimi body a vztahem P3

Qt)=>" p,-B,(t), te0..1

kde
Boa(t) = (1-1)°
B, 5(t) = 3t(1 - t)°
B, 5(t) = 3t2 (1 - 1)
Bjs(t) = t°

\

stupen

index polynomu (poradi bodu)

PGR 39



® VPG| B. Benes
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Vlastnosti Bézierovych krivek (radu n)

PGR

- o ——
> S o~ 4~
-~ + -+

1. PocateCnim bodem krivky je bod p,, koncovym bodem je bod p,..

2. Krivka se v pocateCnim bodé dotyka prvni hrany ridiciho polygonu,
v koncovem bodé se dotyka posledni hrany ridiciho polygonu.
teCny vektor v poCatecnim bodé: p’s=n (p;— Py )
teCny vektor v koncovém bodé:  p’,=n (P, — Pn.1)-

3. Bézierova kfivka lezi v konvexni obalce mnoziny bodu p;.

4. Derivace Bézierovy kfivky je spojita Bézierova krivka.

5. Bézierova kfivka je symetricka vUci posloupnosti fidicich bodu.
6. Ridici bod p, méa pseudolokalni vliv na tvar Bézierovy kfivky.

7. Bézierovy kfivky jsou invariantni vuci afinni transformaci (x -> Mx+v).
(posunuti, otaCeni, zména méritka, zkoseni, zrcadleni, paralelni projekce)

8. Jsou-li fidici body pg, P, ... P, rOvnomerne rozmistény na usecce
(Po> Pr), Pak Bézierovou kfivkou je usecka (py, p,)-
(linearni presnost).
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* Pro stupen 3 je Bezierova krivka kubikou parametru t
= Fergusonova krivka je také kubikou parametru t

» Krivka prochazi krajnimi body jak pro Bezierovu krivku,
tak i Fergusonovu kubiku

= Je tedy spolecCny vzorec polynomu tretiho stupné s
ruznymi koeficienty.
» Rozdil je v definici:
* U Fergusonovy krivky mame zadany tecny vektor explicitné
* U Beziérovy kubiky je teCny vektor zadan obalkou
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Poznamky:
1. Bernsteinovy polynomy muzeme téz zapsat ve tvaru

B, (=" (1" (2)()¢
2. nebo rekurentnim vztahem (linearni kombinaci B nizSich stupnu)
B, ,(t) = (1-t) B, . 4() + 1 B4 ,,4(t)
3. nebo pomoci symetrie
B; n(t) = (1-t) B; ,.(t)
4. Pro derivaci plati
B'n(t) = n-[Biynq(t) - Bipqlt)]

PGR
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[MPG] B. Benes
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Vykreslovani Bézierovych krivek
Naivni algoritmus vykreslovani neni efektivni

= produkuje stejneé dlouhé usecCky bez ohledu na zakriveni segmentu

o—O0—O0—0—0

5 R

Algoritmus de Casteljau

= Adaptace dle zakriveni => Algoritmus de Casteljau

R
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Vykresleni Bézierovych obloukt — naivni algoritmus [Benes]

Dan parametr t a Ctvefice fidicich bodu PO,...,P3

PointT Q (double t,
PointT P0,PointT P1l,PointT P2, PointT P3){

double B0, Bl1l, B2, B3:
static PointT hlp;

BO=(1-t)*(1-t)*(1-t);
Bl=3*t* (1-t)*(1-t);
B2=3*t*t* (1-t);
Bi=t*t*t;

hlp.x = PO.x*BO + Pl.x*Bl + P2.x*BZ + P3.x*B3;
hlp.y = PO.y*BO + Pl.y*Bl + P2.y*B2 + P3.y*B3;
return hlp;

PGR
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Vykresleni Bézierovych obloukt — naivni algoritmus [Benes]

L4 L] L

Bezier (PointT PO,PointT P1l, PointT P2, PointT P3, int n){

//P0,..,P3 are the control points
//n is the # of lines used for approximation
double t, deltat;
PointT a, b;
int i;
deltat = 1.0/n; //curve will be approximated by n
lines
a =Q(0, PO, P1, P2, P3); //the first point of the curve
t = 0;
for (i=0;i<n;i++){ //for all lines do
b = Q(t+deltat, PO, P1l, P2, P3);//endpoint of line

Line(a,b); //render line

a=b; //end becomes the start now
t += deltat; //increase the t wvariable

}

}
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Algoritmus de Casteljau ”

= Zalozen na rekurzivni definici Bernsteinovych polynomu

» Vraci jeden bod na krivce:

P ; (1) =(1-1) Pii - (1) +t Pi - (1)
kde | =1,2,...,n
1= ],...,N
= PocatecCni hodnoty bodu jsou p;,=p;
» Koeficient j odpovida urovni rekurze (roste pomaleji)

= Poslednibodje p,,=p,

PGR



Bézierovy krivky ruznych radu s
DCGI
oF, PP Kvadraticka (n = 2)
/
/
/
/
/
/
f GPE
[ F:l . L = 0 =0
t=0
Linearni
n="1
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bezier linear anim.qgif GP 7
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bezier guadratic anim
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bezier cubic anim.qif F' 0 t:[]

PGR Kubicka (n = 3)



QG/A™
" Rozdéli Bézierovu kiivku na dvé!

Pos P1,1> P22, P33 a P33 = Q(3/4)

p3,3! p3,2! p3,1! p3
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Algoritmus de Casteljau ”

/* Adaptive rasterization of a Bézier curve */
void DeCasteljau (PointT PJ])
{
PointT left[4], right[4];
if (FlatEnough(P)) // podminka zastaveni rekurze
{
Line (P[O], P[3]);
return;

}

else

{
SplitCurve(P,left,right);
DeCasteljau(left);
DeCasteljau(right);

[Benes]
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Pseudokdd algoritmu de Casteljau prot=7, = = *

/* Input is the curve control polygon P.
Alg. splits the curve exactly in the middle and returns two control polygons,
one for the left and one for the right segment. */

void SplitCurve(PointT P[], PointT left[]; PointT right[]) {
PointT hlp;
left[0] =P[0];
left[1].x = (P[0].x+P[1].x)/2.0; hlp.x = (P[1].x+P[2].x)/2.0;
left[1].y = (P[0].y+P[1].y)/2.0; hlp.y = (P[1].y+P[2].y)/2.0;
left[2].x = (left[1].x+hlp.x)/2.0; left[2].y = (left[1].y+hlp.y)/2.0;
right[3]=P[3];
right[2].x=(P[2].x+P[3].x)/2.0; right[1].x = (right[2].x+hlp.x)/2.0;
right[2].y=(P[2].x+P[3].y)/2.0; right[1].y = (right[2].y+hlp.y)/2.0;
left[3].x= right[0].x = (left[2].x + right[1].x)/2.0;
left[3].y= right[0].y = (left[2].y + right[1].y)/2.0;

[Benes]
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Algoritmus de Casteljau

Kritérium pro zastaveni rekurze pri vykreslovani ve FlatEnough(P)
Ridici body padnou do jednoho pixelu

Ridici body jsou mensi nez jeden pixel (antialiasing)

Ridici polygon se zuzil témé&F na pfimku

Plocha ridiciho polygonu je mala

a H 0 -~
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Napojovani Bézierovych oblouku (segmenttll) a reparametrizace

= KFivku poskladame z Bézierovych obloukt => Lokalni zmény pfi editaci
= Cela kfivka ma rozsah parametru 0 <t < 1 (definicni obor)
= segmenty (oblouky) maji rozsah parametru t, <t <t,

» nutno reparametrizovat (pro kazdy segmentnat zintervalu 0 <t<1)

4 Z \
7 \

0 t, t t, 1

= zvetSiinterval. (t, t, N 1) pro kazdy segment na (0, 1)
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RO 4,
Napojovani Bézierovych oblouku a derivace v koncovych bodech
’(0) = 3(p, — q’(0)
q’(0) (P1— Po) '(0)
q’(3) = 3(p; - p,) Odpovidajici Fergusson
q’(3)
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Po

Spojitost CO
koncovy bod oblouku = pocCatecni dalsiho

P3 =Tg

PGR
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Spojitost C' (parametricka) — prvni derivace je shodna

P2

Po

Spojitost C
koncovy bod = pocatecCni p; =r, a
shodné tangenty: p; — p, =r,—r, (bod p; = r,ve stfedu usecky p.r)
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Napojovani Bézierovych obloukl - spojitost G' ~

Spojitost G’ (geometricka)

Po

Spoijitost G*
koncovy bod = pocatecCni p; =q,a
shodné sméry tangent: p; — p, = k(q;—9q,), k>0
(bod p; = q, lezi na usecce p,q,)
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Coonsovy kubiky T

» Jina forma interpretace kubik

= Krivka vibec neprochazi uzlovymi body, ale je
pritahovana k témto bodiim a to ke vSem

» Pozice sousednich bodu definuje teénu v daném bodé

PGR

59



PGR

konci v antitezisti trojhuelnika p,, p,, P,

2. Tecna v bode Q(0) je rovnobezna s usecCkou p,, p,
teCna v bode Q(1) je rovnobézna s useckou p,, p;
tecny vektor ma delku rovnou poloviné usecky p,, p;
3. Lezi-li body p,, p,4, p,, Na pfimce, lezi bod Q(0) na této pfimce
a ta je souCasné tecnou oblouku v Q(0). Analogicky pro p,, p,, P;

4. py =Py, = lezi Q(0) lezi na primce p,, p,.

S. Pe= P4=p, = Q(0) =p,
=> Coonsova kubika degeneruje na usecku (p, p;)
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Antiteziste Py
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=B+:(=" - B
3 2
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)

SB
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Coonsova kubika — segment spline-kiivky =~ +
Suma Ci(u) je 6
4
Ridici body p, ,i=0,1,2,3 C, C,
Qt)=1/6>" p;-Ci(t), te0..1,
1
Co(t) = (1-1)°, Go Cs
C,(t) = 3t3-6t2 + 4, 0
C,(t) = -3t3 + 3t2+ 3t + 1, N 1
C3(t) = t31

0<t<1

p
Po :
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PGR

Stupen napojeni C? = spoijité druhé derivace
spline krivka

Lokalita zmén
Velmi vhodna pro modelovani
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DCGI
Ferguson Bézier Coons
(hermitovské kubiky)
4
! 6
C, C,
0 1
6 (\C, C,
0
. 1—» . 0 _ 1
(interpolacni) (aproximacni) (aproximacni)

Vzdy 4 baze, funkce na intervalu 0 az 1,
kfivka je dana superpozici zakladnich bazi s rGznymi koeficienty =
ridicimi Ci uzlovymi body
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Fergusonuv plat
Vstup

1. Okrajove krivky platu py(v) = P(0,v), p,(v) = P(1,v).

2. Prubéhy pricnych teCnych vektoru

to(v) = (6 P(u,v)/ 8U )=, t,(V) = (6 P(u,v)/ 8u ), _,
podeél okrajovych krivek py(v) a p,(v)

Vektorova rovnice platu

P(u,v) = Fo(u)pe(V) + F4(u)py(v) + Fy(u)ty(v) + Fa(u)-ty(v),

Fo(u) = 2u3 - 3u2 + 1,
F,(u) = -2u3 + 3u?,
F,o(u) = ud-2u? +u,
Fa(u)=ud-u?

tecnarovina
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Coonsova bikubicka interpolacni plocha (zadana implicitné)

\ Po(V)

_P(0,1)

y A
P(1.v) Bod kfivky
P1L0) ¢ )
P(0,v) > P(1,1
P(0,0) p,(v) 0, ] [ F(V)|

[F(W, L, FW]| pw PUw pu|| -1 |=0
| P@LO)  p(v)  PALD ] [FV)
F() =2t-3t° +1 F({t) =-2t + 3¢t
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Bézierovy plochy
Dvouparametricka plocha

P(u, V) — leo ZJ:Opl’J ¢ Bi,n (U) ‘ Bj,m (V), u, V & < 0,1 >,
Pij i = 0,1,2,...n,j =0,1,2,...m - soustava fidicich bodu
B; ,(u), resp. B; ,,(v) - Bernsteinovy polynomy

Vlastnosti Bézierovych ploch
1. Rohové body sité jsou rohovymi body plochy.

2. Okrajove kfivky plochy jsou Bézierovy kfivky urCené krajnimi
stranami site.

3. Rohové strany site jsou teCnami okrajovych krivek plochy
4. P(u,v) se posune ve smeru posunu kterehokoliv bodu p;;
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Bézierovy krivky v OpenGL

Postup - Krivka je dana sekvenci useCek generované pomoci
jednoho cyklu nad parametrem

Bézierovy plochy v OpenGL

Postup - Plochu popiseme dvojrozmerne parametricky pomoci
dvou vnorenych cyklu a vytvarime nejCastéji triangle strip. Normaly
Ci parametrizaci pro textury ukladame spolu s generovanymi
vrcholy.

Adaptivni freSeni pomoci teselacnich shaderu
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