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Anotace Práce je úvodem do problematiky kvantové entropie, zejména vzájemné kvan-
tové entropie. Je koncipována tak, aby byla př́ıstupná čtenáři, který má pouze základńı
znalosti z lineárńı algebry a teorie pravděpodobnosti. V prvńı polovině práce je podrobně
rozebrán matematický aparát, d̊uležitý pro tento aspekt kvantové teorie informace, včetně
p̊uvodńıho d̊ukazu charakterizace Jordanových izomorfismů, j́ıž je dále využito pro d̊ukaz
Wignerovy věty. Tyto výsledky jsou pak aplikovány v d̊ukazu charakterizace zobrazeńı
zachovávaj́ıćıch vzájemnou kvantovou entropii. Nav́ıc, pro lepš́ı pochopeńı, je vysvětlena
provázanost těchto matematických prostředk̊u s formulaćı fyzikálńıch problémů.

Abstract This bachelor’s thesis is an introductory text to quantum entropy, especially
quantum relative entropy. It’s suited to any reader, who has basic knowledge of linear
algebra and probability theory. In the first half of this report, the mathematical apparatus
important for this aspect of quantum information theory is thoroughly discussed. It includes
an original proof of the characterization of Jordan isomorphisms, which is later used to
prove Wigner’s theorem. These results are then applied to characterization of quantum
relative entropy preservers. Besides that, the connections between these mathematical tools
and formulation of physical problems is explained for better understanding.
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podporovali.

2



Obsah
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Úvod

V této práci podrobně rozeb́ıráme základy problematiky vzájemné kvantové entropie, jed-
noho ze základńıch pojmů kvantové teorie informace. Práce je tedy stř́ıpkem do mozaiky
této stále se rozv́ıjej́ıćı teorie, která snad jednou povede ke zrodu reálně použitelné kvan-
tové výpočetńı techniky, jež je zat́ım omezena na oblast výzkumu. Text je sestaven tak,
aby byl př́ıstupný i čtenáři, který má pouze základńı znalosti lineárńı algebry, matematické
analýzy a teorie pravděpodobnosti – lze ho tedy použ́ıt i jako studijńı materiál. V prvńı
kapitole budujeme matematický aparát použ́ıvaný v jisté části kvantové teorie, jedná se
předevš́ım o teorii Hilbertových prostor̊u konečné dimenze a operátor̊u mezi nimi. Druhá
kapitola se zabývá Jordanovými ∗-izomorfismy. Po objasněńı jejich základńıch vlastnost́ı
je rozpracován d̊ukaz jejich charakterizace. Tento d̊ukaz je p̊uvodńı, vznikl nově jako sou-
část této práce, a je elementárńı, tedy využ́ıvá jen zde uvedených matematických nástroj̊u.
Věta charakterizuj́ıćı Jordanovy ∗-izomorfismy je obvykle dokazována obecněji (zejména
se dokazuje pro nekonečnou dimenzi), ale je k tomu potřeba mnohem pokročileǰśıho apa-
rátu. V daľśı kapitole shrneme ty části matematické formulace kvantové teorie, které jsou
užitečné pro hlubš́ı pochopeńı problematiky kvantové entropie. Dokážeme dále Wignerovu
větu o symetríıch, jeden ze základńıch princip̊u kvantové teorie, jakožto poměrně snadný
d̊usledek výsledk̊u z druhé kapitoly. Nejsme sami, kdo se o elementárńı d̊ukaz Wignerovy
věty pokouš́ı. Původně jsme namı́sto charakterizace Jordanových ∗-izomorfismů zvažovali
zařadit podrobné rozpracováńı d̊ukazu uvedeného v článku [10]. Ovšem jeho podrobnou
analýzou jsme došli k závěru, že obsahuje chybu. Ve čtvrté kapitole se konečně věnujeme
kvantové entropii a zejména vzájemné kvantové entropii. Uvedeme jejich analogie v klasické
teorii informace. Ty jsou speciálńım př́ıpadem těch kvantových, ale zavedeme je i pomoćı
kvantového formalismu. Přechod od klasické teorie informace ke kvantové je pak hladký.
Rozebereme vlastnosti vzájemné kvantové entropie a za použit́ı Wignerovy věty charakteri-
zujeme zobrazeńı, která tuto veličinu zachovaj́ı jako unitárńı či antiunitárńı transformace –
dobrat se tohoto výsledku elementárńımi metodami je ćılem této práce. V závěru zmı́ńıme
některé d̊usledky a nast́ıńıme daľśı možnosti zkoumáńı v této oblasti.
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Kapitola 1

Základńı matematický aparát

V této úvodńı kapitole zformulujeme základńı pojmy a věty předevš́ım z teorie Hilbertových
prostor̊u a teorie operátor̊u, se kterými budeme dále pracovat. U čtenáře předpokládáme
základńı znalosti lineárńı algebry. V př́ıpadech, kdy použ́ıváme zde nedefinované pojmy,
se odvoláváme na standardńı učebnice, jakou je např́ıklad [8]. Ve stručnosti jsou d̊uležité
aspekty lineárńı algebry shrnuty i v publikaci [7], která tématicky v́ıce souviśı s touto praćı.
Relevantńı matematická témata jsou též rozeb́ırána v [12].

1.1 Značeńı

Přehled použitých značek, které nejsou v textu definovány.

Z,R,C Množina celých, resp. reálných resp. komplexńıch č́ısel.
Rn,Cn Množina n-tic reálných resp. komplexńıch č́ısel.
Cn×m Množina matic komplexńıch č́ısel rozměr̊u n×m.
0 Podle kontextu č́ıslo nula nebo nulový vektor.
1 Identita – jednotková matice.
0 lineárńı zobrazeńı na {0} – nulová matice.
SpanA Lineárńı obal množiny A.
KerA Jádro lineárńıho zobrazeńı A.
RangeA Obraz lineárńıho zobrazeńı A.
dimM Dimenze lineárńıho prostoru M.
ı Imaginárńı jednotka.
x Komplexně sdružené č́ıslo k x, př́ıp. vektor či matice (po složkách).
diag(λ1, . . . , λn) Diagonálńı matice: pro diag(λ1, . . . , λn) = (aij) je (aii) = λi, 0 jinak.
δij Kroneckerovo delta. δij = 1 když i = j, 0 jinak.
2Ω Potenčńı množina množiny Ω.
χM Charakteristická funkce množiny M : χM(x) = 1 když x ∈M , 0 jinak.
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1.2 Hilbertovy prostory

Při sestavováńı této sekce bylo čerpáno z [4]. Obsáhleǰśı výklad teorie Hilbertových prostor̊u
je možné nalézt např́ıklad v učebnici [9].

Definice 1.2.1. Skalárńım součinem na vektorovém prostoru V nad tělesem C nazveme
takové zobrazeńı 〈·, ·〉 : V × V → C, které splňuje následuj́ıćı požadavky pro všechny vek-
tory x, y, z ∈ V a skalár α ∈ C:

(a) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.

(b) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉.

(c) 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

(d) 〈x, x〉 ≥ 0 a rovnost nastává právě když x = 0.

O vektorech x, y ř́ıkáme, že jsou ortogonálńı, jestliže 〈x, y〉 = 0, značeno x⊥y. Norma
indukovaná skalárńım součinem je definována takto: ‖x‖ =

√
〈x, x〉. Vektor s normou 1

nazýváme jednotkovým.

Poznámka 1.2.2. Zbrazeńı ‖·‖ : x 7→
√
〈x, x〉 skutečně splňuje axiomy normy. Nezápornost,

tedy to, že ‖x‖ ≥ 0 pro všechna x ∈ V s rovnost́ı nastávaj́ıćı právě pro x = 0, snadno plyne
z vlastnosti skalárńıho součinu (d). Homogenita, tedy že ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ pro všechna
x ∈ V , α ∈ C plyne z vlastnost́ı (b),(c). Trojúhelńıková nerovnost též plat́ı, ale nebudeme
ji potřebovat, takže d̊ukaz vynecháme.

Definice 1.2.3. Komplexńı Hilbert̊uv prostor (dále jen Hilbert̊uv prostor) je vektorový
prostor nad tělesem C se skalárńım součinem, který je úplný. Úplnost́ı rozumı́me to, že
každá cauchyovská posloupnost má limitu v tomto prostoru (v normě indukovanou jeho
skalárńım součinem). Podprostor Hilbertova prostoru je nějaká jeho podmnožina, která je
sama Hilbertovým prostorem.

Věta 1.2.4 (Pythagorova). Jsou-li vektory x, y z téhož Hilbertova prostoru ortogonálńı,
pak:

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

D̊ukaz.

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈y, x〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈x, y〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈y, y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Věta 1.2.5 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost). Pro každé dva vektory x, y z téhož Hilber-
tova prostoru plat́ı:

| 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖ · ‖y‖,

nav́ıc rovnost nastává právě když x a y jsou lineárně závislé.
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D̊ukaz. Pro y = 0 plat́ı triviálně, necht’ tedy dále y 6= 0. Označme:

z = x− 〈x, y〉
〈y, y〉

y. (1.1)

Ukážeme, že z⊥y:

〈z, y〉 =

〈
x− 〈x, y〉
〈y, y〉

y, y

〉
= 〈x, y〉 − 〈x, y〉

〈y, y〉
〈y, y〉 = 〈x, y〉 − 〈x, y〉 = 0.

Snadnou úpravou (1.1) dostaneme rozklad x na ortogonálńı složky:

x =
〈x, y〉
〈y, y〉

y + z, (1.2)

na nějž aplikujeme Pythagorovu větu 1.2.4:

‖x‖2 =

∣∣∣∣〈x, y〉〈y, y〉

∣∣∣∣2 ‖y‖2 + ‖z‖2 =
| 〈x, y〉 |2

‖y‖2
+ ‖z‖2 ≥ | 〈x, y〉 |

2

‖y‖2
.

Vynásob́ıme-li tuto nerovnici výrazem ‖y‖2, obdrž́ıme požadovanou nerovnost. Rovnost
nav́ıc může být splněna pouze když ‖z‖2 = 0, tedy z = 0. Ze vztahu (1.2) je pak snadno
vidět, že z = 0 implikuje lineárńı závislost x, y.

Tvrzeńı 1.2.6 (Polarizačńı identita). Jestlǐze zobrazeńı T : V×V → C splňuje pro všechna
x, y, z ∈ V , α ∈ C:

• T (x+ y, z) = T (x, z) + T (y, z) a také T (x, y + z) = T (x, y) + T (x, z).

• T (αx, y) = αT (x, y) a také T (x, αy) = αT (x, y)

pak pro všechna x, y ∈ V plat́ı:

4T (x, y) = T (x+ y, x+ y)− T (x− y, x− y) + ı(T (x+ ıy, x+ ıy)− T (x− ıy, x− ıy)).

D̊ukaz. Výrazy na pravé straně podle pravidel v předpokladech přeṕı̌seme na takovou
kombinaci, která v parametrech T obsahuje pouze samotné vektory x a y. Jej́ı součet dá
požadovaný výsledek.

Poznámka 1.2.7. Toto tvrzeńı obecně neplat́ı v reálném prostoru!

Definice 1.2.8. Necht’ jeM podprostorH. Pak označ́ımeM⊥ = {x ∈ H|y⊥m ∀m ∈M}.

Definice 1.2.9. Necht’ je H Hilbert̊uv prostor a M ⊆ H. Bod x0 ∈M je nejblǐzš́ım bodem
bodu x ∈ H z množiny M , jestliže:

‖x− x0‖ = inf{‖x− y‖|y ∈M}.
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Poznámka 1.2.10. Nejbližš́ı bod obecně nemuśı existovat, může být právě jeden, nebo jich
může být v́ıce, a to i nekonečně mnoho.

Věta 1.2.11. Necht’ je K uzavřená konvexńı množina v Hilbertově prostoru H. Ke kaž-
dému bodh x ∈ H existuje jediný nejblǐzš́ı bod z množiny K.

Bez d̊ukazu. Viz [4].

Poznámka 1.2.12. Každý Hilbert̊uv prostor dimenze n je izomorfńı s vektorovým prosto-
rem Cn, v němž jsou požadavky úplnosti a separability automaticky splněny. Standardńı
skalárńı součin je:

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi, kde x, y ∈ Cn.

Poznámka 1.2.13. Uvedená definice Hilbertova prostoru i výše zmı́něné výsledky jsou
obecné a vztahuj́ı se např́ıklad i na r̊uzné prostory funkćı. V tomto textu se ale dále bu-
deme zabývat jen Hilbertovými prostory konečné dimenze, tedy Cn. Pokud to ale nebude
zbytečnou komplikaćı, budeme se snažit držet obecného formalismu.

Věta 1.2.14. Necht’ M je podprostor Hilbertova prostoru Cn a x ∈ Cn. Bod x0 ∈ M je
nejblǐzš́ım bodem z množiny M k bodu x právě když x− x0 ∈M⊥.

Bez d̊ukazu. Viz [4].

Definice 1.2.15. Řekneme, že podprostory H1,H2 Hilbertova prostoru Cn tvoř́ı ortogo-
nálńı rozklad, což znač́ıme Cn = H1 ⊕H2, když:

(a) H1 a H2 jsou vzájemně ortogonálńı.

(b) Cn = Span(H1 ∪H2).

Věta 1.2.16 (Projekčńı věta). Je-li M podprostor Hilbertova prostoru Cn, pak:

Cn =M⊕M⊥.

D̊ukaz. Vyjádřeme x ∈ Cn takto: x = x0 + (x− x0), kde x0 ∈M je nejbližš́ım bodem k x
z množiny M. Podle věty 1.2.14 je ale (x − x0) ∈ M⊥. Můžeme tedy každý vektor z Cn

vyjádřit jako součet vektoru z M s vektorem z M⊥.

Definice 1.2.17. Ortonormálńı báze Hilbertova prostoru H je množina {e1, . . . , en}, která
splňuje:

(a) 〈ei, ei〉 = 1, pro všechna i = 1, . . . , n. Tzn. vektory báze jsou normalizované.

(b) 〈ei, ej〉 = 0, pro všechna i 6= j. Tzn. vektory báze jsou vzájemně ortogonálńı.

To můžeme celé úsporně zapisovat pomoćı Kroneckerova delta jako: 〈ei, ej〉 = δij.
Standardńı báze Cn je (ortonormálńı) množina:

{(1, 0, 0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
n

, (0, 1, 0, . . . , 0), (0, 0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, . . . , 1)}.
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Tvrzeńı 1.2.18. Necht’ je M = {e1, . . . , en} ortonormálńı báze Hilbertova prostoru H.
Pak pro každé x ∈ H plat́ı:

x =
n∑
i=1

〈x, ei〉 ei.

A nav́ıc:

‖x‖2 =
n∑
i=1

| 〈x, ei〉 |2. (1.3)

D̊ukaz. Necht’ y =
∑n

i=1 〈x, ei〉 ei pro nějaký vektor x ∈ H. Výpočet

〈x− y, ei〉 = 〈x, ei〉 −

〈
n∑
j=1

〈x, ej〉 ej, ei

〉
= 〈x, ei〉 − 〈x, ei〉 = 0

ukazuje, že (x− y)⊥ei pro všechna ei ∈ M a tedy (x− y)⊥ SpanM = H. Proto muśı být
x− y = 0, tzn. x = y. Rovnost (1.3) pak plyne př́ımo z toho, jak jsme zavedli normu.

1.3 Teorie operátor̊u

Definice 1.3.1. Zobrazeńı A : H → K mezi Hilbertovými prostory H,K nazýváme ope-
rátorem, když je lineárńı, tzn. pro všechna x, y ∈ H, α, β ∈ C plat́ı:

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y).

Zobrazeńı A nazýváme antilineárńım operátorem, když pro všechna x, y ∈ H, α, β ∈ C
plat́ı:

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y).

V obou př́ıpadech znač́ıme zkráceně A(x) = Ax, pro x ∈ H. Operátory (lineárńı) budeme
ztotožňovat s maticemi, jež je reprezentuj́ı v̊uči standardńı bázi.

Tvrzeńı 1.3.2. Necht’ A,B : H → H jsou operátory. Plat́ı:

(a) Jestlǐze 〈Ax, x〉 = 0 pro všechna x ∈ H, pak A = 0.

(b) Jestlǐze 〈Ax, x〉 = 〈Bx, x〉 pro všechna x ∈ H, pak A = B.

D̊ukaz.

(a) Z definice skalárńıho součinu plyne, že zobrazeńı T : (x, y) 7→ 〈Ax, y〉 splňuje předpo-
klady polarizačńı identity 1.2.6. Podle něj je tedy 4T (x, y) = 0 pro všechna x, y ∈ H,
tedy i 〈Ax, y〉 = 0 pro všechna x, y ∈ H, to implikuje A = 0. (Můžeme totiž volit
y = Ax, z čehož Ax = 0 pro všechna x.)

(b) Danou rovnici můžeme přepsat jako 〈(A−B)x, x〉 = 0. Důsledkem (a) je A− B = 0,
tedy A = B.
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Poznámka 1.3.3. Stejně jako polarizačńı identita 1.2.6 i tento jeho d̊usledek, Tvrzeńı 1.3.2,
obecně plat́ı jen v komplexńım prostoru.

Tvrzeńı 1.3.4. Je-li A : Cn → Cm operátor, pak existuje jediný operátor B : Cm → Cn

takový, že pro všechna x ∈ Cn, y ∈ Cm plat́ı:

〈Ax, y〉 = 〈x,By〉 . (1.4)

D̊ukaz. Existence: Je-li matice A = (aij), stač́ı volit B = (aji) a přesvědčit se snadným
výpočtem, že (1.4) plat́ı. Jednoznačnost: Necht’ existuj́ı B1, B2 takové, že je:

〈Ax, y〉 = 〈x,B1y〉 = 〈x,B2, y〉

pro všechna x ∈ Cn. Potom ale:

〈x,B1y −B2y〉 = 0 ∀x ∈ Cn =⇒ B1y −B2y = 0 ∀y ∈ Cn =⇒ B1 = B2.

Definice 1.3.5. Jsou-li A : Cn → Cm, B : Cm → Cn operátory splňuj́ıćı 〈Ax, y〉 = 〈x,By〉
pro všechna x ∈ Cn, y ∈ Cm, pak nazveme B adjungovaným operátorem k A, znač́ıme:
B = A∗.

Poznámka 1.3.6. Všimněme si, že d̊ukaz tvrzeńı je konstruktivńı. Vı́me tedy jak matice
A∗ bude vypadat: Je to transponovaná, po prvćıch komplexně sdružená, matice. Kv̊uli
jednoznačnosti je tato vlastnost nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro adjungovaný operátor.

Tvrzeńı 1.3.7 (Základńı vlastnosti adjunkce). Mějme operátory A,B : H → H, skalár
α ∈ C. Pak plat́ı:

(a) (A∗)∗ = A,

(b) (A+B)∗ = A∗ +B∗,

(c) (αA)∗ = αA∗,

(d) (AB)∗ = B∗A∗.

D̊ukaz. Snadno ověřitelné př́ımo z definice adjunkce.

Definice 1.3.8. Operátor A : H → H nazýváme:

• Samoadjungovaným, když plat́ı A = A∗.

• Pozitivńım resp. pozitivně definitńım, když plat́ı 〈x,Ax〉 > 0 pro každé x ∈ H, x 6= 0.
V př́ıpadě neostré nerovnosti ho nazveme pozitivně semidefinitńım.
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• Unitárńım, když plat́ı A∗ = A−1.

• Antiunitárńım, když je antilineárńı, bijektivńı a plat́ı 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉 pro všechna
x, y ∈ H.

Poznámka 1.3.9. Je dobré si uvědomit, že výraz typu 〈x,Ax〉 je v konečné dimenzi vlastně
kvadratickou formou proměnné x.

Definice 1.3.10. Plat́ı-li pro operátor A : H → H, vektor x ∈ H, x 6= 0 a skalár λ ∈ C
rovnost

Ax = λx, (1.5)

pak ř́ıkáme, že λ je vlastńı č́ıslo operátoru A a x jemu př́ıslušný vlastńı vektor. Množinu
vlastńıch č́ısel operátoru A nazýváme jeho spektrem.

Poznámka 1.3.11. Uvedenou rovnici (1.5) můžeme přepsat jako (λ1 − A)x = 0. Ta má
netriviálńı řešeńı pro x, právě když λ1−A je singulárńı, tj. det(λ1−A) = 0. Výraz det(λ1−
A) je polynomem proměnné λ. Hledáńı vlastńıch č́ısel tedy vede na úlohu hledáńı kořen̊u
tohoto polynomu. U vlastńıch č́ısel tak mluv́ıme o (algebraické) násobnosti ve stejném
smyslu jako u kořen̊u polynomu.

Tvrzeńı 1.3.12. Nenulová lineárńı kombinace vlastńıch vektor̊u operátoru A př́ıslušných
témuž vlastńımu č́ıslu λ, je též vlastńım vektorem př́ıslušným tomuto vlastńımu č́ıslu.

D̊ukaz. Necht’ je λ vlastńı č́ıslo A a x, y vlastńı vektory jemu př́ıslušné. Pak pro α, β ∈ C
plat́ı:

A(αx+ βy) = αAx+ βAy = αλx+ βλy = λ(αx+ βy).

Poznámka 1.3.13. Vlastńı vektory př́ıslušné témuž vlastńımu č́ıslu tedy tvoř́ı spolu s nulo-
vým vektorem lineárńı podprostor prostoru obraz̊u daného operátoru.

Definice 1.3.14. Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla je velikost báze podprostoru vlast-
ńıch vektor̊u jemu př́ıslušných.

Tvrzeńı 1.3.15 (Vlastnosti samoadjungovaných operátor̊u).

(a) Množina samoadjungovaných operátor̊u definovaných na témže prostoru je uzavřená
na lineárńı kombinace s reálnými koeficienty.

(b) Operátor je samoadjungovaný, právě když 〈x,Ax〉 ∈ R ∀x ∈ H.

(c) Vlastńı č́ısla samoadjungovaného operátoru jsou reálná.

D̊ukaz.

(a) Plyne z tvrzeńı 1.3.7, (b), (c).

11



(b) Necht’ je x ∈ H libovolné. Na základě Tvrzeńı 1.3.2 plat́ı:

A = A∗ ⇐⇒ 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 = 〈Ax, x〉 ⇐⇒ 〈Ax, x〉 ∈ R.

(c) Necht’ A : H → H je samoadjungovaný operátor, x je vlastńı vektor A a λ jemu
př́ıslušné vlastńı č́ıslo. Z (b) plyne:

〈Ax, x〉︸ ︷︷ ︸
∈R

= 〈λx, x〉 = λ 〈x, x〉︸ ︷︷ ︸
∈R

.

Takže λ muśı být také z R.

Důsledek 1.3.16. Množina pozitivńıch (resp. pozitivně semidefinitńıch) operátor̊u je pod-
množinu samoadjungovaných operátor̊u na tomtéž prostoru.

Tvrzeńı 1.3.17 (Vlastnosti pozitivńıch operátor̊u).

(a) Vlastńı č́ısla pozitivńıch (resp. pozitivně semidefinitńıch) operátor̊u jsou kladná (resp.
nezáporná).

(b) Jsou-li A,B : H → H pozitivńı operátory, pak ABA je pozitivńı operátor.

D̊ukaz.

(a) Stejným zp̊usobem jako pro samoadjungované (viz d̊ukaz 1.3.15 (c)), jen mı́sto R voĺıme
interval (0,∞) resp. 〈0,∞).

(b) Označme y = Ax. S využit́ım 1.3.16 pro všechna x ∈ H plat́ı:

〈x,ABAx〉 = 〈A∗x,BAx〉 = 〈Ax,BAx〉 = 〈y,By〉 > 0.

Tvrzeńı 1.3.18 (Vlastnosti unitárńıch operátor̊u). Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(a) Operátor U : H → H je unitárńı.

(b) U je bijektivńı a plat́ı 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉 pro všechna x, y ∈ H.

(c) Sloupce matice U tvoř́ı ortonormálńı bázi H.

D̊ukaz.

• (a) =⇒ (b): U je unitárńı, tedy U∗Ux = x pro všechna x ∈ H. Tedy:

〈x, y〉 = 〈U∗Ux, y〉 = 〈Ux, Uy〉 .

• (b) =⇒ (c): Necht’ je {e1, . . . , en} standardńı báze. Vyjádřeme i-tý sloupec si matice
U jako si = Uei. Protože je U bijektivńı, jsou všechna si r̊uzná. A jelikož podle
předpokladu (b) muśı U zachovat vzájemnou ortogonalitu i normu, bude {s1, . . . , sn}
ortonormálńı báze.
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• (c) =⇒ (a): Označme si i-tý sloupec matice U .

Protože sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi, je 〈si, sj〉 = δij. Tedy můžeme pro všechny
sloupce zároveň zapsat jako: U∗U = 1. Protože jsou sloupce lineárně nezávislé, je U
invertibilńı a po vynásobeńı posledńı rovnice U−1 zprava obdrž́ıme U∗ = U−1.

Tvrzeńı 1.3.19. Složeńı unitárńıho operátoru s unitárńım, resp. antiunitárńım operáto-
rem je unitárńı, resp. antiunitárńı operátor.

D̊ukaz. Snadno ověřitelné př́ımo z definice antiunitárńıho operátoru a předchoźı charkte-
rizace unitárńıch operátor̊u 1.3.18(b).

Definice 1.3.20. Stopa čtvercové matice (aij) = A ∈ Cn×n, značeno TrA, je součet prvk̊u
na jej́ı diagonále. Formálně: TrA =

∑n
i=1 aii.

Tvrzeńı 1.3.21 (Vlastnosti stopy).

(a) Tr(αA+ βB) = αTrA+ β TrB, pro všechny A,B ∈ Cn×n, α, β ∈ C. (Linearita)

(b) Tr(AB) = Tr(BA), pro všechny A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×m. (Cykličnost)

D̊ukaz. Budiž A = (aij), B = (bij) matice uvedených rozměr̊u.

(a) Tr(αA+ βB) =
∑n

i=1 αaii + βbii = (α
∑n

i=1 aii) + (β
∑n

i=1 bii) = αTrA+ β TrB.

(b) Tr(AB) =
∑n

i=1

∑n
k=1 aikbki =

∑n
k=1

∑n
i=1 bikaki = Tr(BA).

Tvrzeńı 1.3.22. Stopa operátoru je součtem jeho vlastńıch č́ısel (každé je započteno toli-
krát, jaká je jeho násobnost).

D̊ukaz. Vlastńı č́ısla A ∈ Cn×n jsou kořeny polynomu det(λ1 − A) = 0. Determinant je
součet jistých součin̊u. Pod́ıvejme se na koeficient u λn−1, ten lze naj́ıt jedině v součinu
prvk̊u na diagonále: (λ − a11)(λ − a22) . . . (λ − ann). Po roznásobeńı zjist́ıme, že to bude
a11 + a22 + · · ·+ ann = TrA. (Koeficient u λn je 1.) Rozklad charakteristického polynomu
na kořenové činitele zaṕı̌seme jako: (λ−λ1)(λ−λ2) . . . (λ−λn). Koeficient u λn−1 zde bude
λ1 + λ2 + · · ·+ λn. Odtud máme TrA = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

Věta 1.3.23 (O spektrálńım rozkladu). Pokud operátor A : H → H komutuje se svou
adjunkćı, tj. plat́ı pro něj AA∗ = A∗A (je tzv. normálńı), pak lze sestavit ortonormálńı bázi
H z jeho vlastńıch vektor̊u.

Bez d̊ukazu. Viz [12].

Důsledek 1.3.24. Každý normálńı operátor A : Cn → Cn s vlastńımi č́ısly λ1, . . . , λk
(každé tolikrát, kolik je jeho násobnost) lze psát ve tvaru:

A = UDU−1, kde D = diag(λ1, . . . , λk), U je unitárńı.
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D̊ukaz. Volme za sloupce matice U prvky ortonormálńı báze Cn složené z vlastńıch vektor̊u
matice A. Ověř́ıme, že taková matice U je právě ona požadovaná. U je unitárńı d́ıky Tvrzeńı
1.3.18. Rovnost A = UDU−1 je ekvivalentńı AU = DU . Z linearity stač́ı ověřit, že plat́ı
AUei = DUei pro všechna ei ze standardńı báze Cn. Označme si i-tý sloupec U a λi vlastńı
č́ıslo A př́ıslušné si. Je Uei = si a AUei = Asi = λisi, protože si je vlastńı vektor A. Dále
snadno vid́ıme, že Dei = λei a tedy UDei = λiUei = λisi, což jsme chtěli.

Poznámka 1.3.25. Důležitou skupinou normálńıch operátor̊u, pro které budeme spektrálńı
věty využ́ıvat, jsou operátory samoadjungované. (Plat́ı AA∗ = AA = A∗A.) Normálńı jsou
též operátory unitárńı. (Plat́ı UU∗ = UU−1 = 1 = U−1U = U∗U .)

Definice 1.3.26. Ortogonálńı projekce, též projektor na podprostorM Hilbertova prostoru
H je zobrazeńı PM : H → M, které každému bodu z H přǐrad́ı nejbližš́ı bod v M.
Důležitý speciálńı př́ıpad, kdy jeM = Span{e} znač́ıme stručně Pe. Ř́ıkáme, že projektory
PM, PN jsou vzájemně ortogonálńı, pokudM⊥N . Množinu všech projektor̊u na podprostor
dimenze k v Hilbertově prostoru Cn znač́ıme: Pk(Cn).

Tvrzeńı 1.3.27. Projektory jsou lineárńı operátory.

D̊ukaz. Budiž x, y ∈ H a PM : H →M projektor. Označme x = xM+xM⊥ , y = yM+yM⊥ ,
kde xM, yM ∈M, xM⊥ , yM⊥ ∈M⊥. Z věty 1.2.14 plyne:

PM(x+ y) = xM + yM = PM(x) + PM(y).

A při vynásobeńı x nebo y komplexńım č́ıslem se nic nezměńı.

Důsledek 1.3.28. Hodnost projektoru PM je dimM.

Tvrzeńı 1.3.29. Je-li {e1, . . . , ek} ortonormálńı báze M a PM : H → M projektor, pak
plat́ı:

PM(x) =
k∑
i=1

〈x, ei〉 ei. (1.6)

D̊ukaz. Pro x ∈ H označme
∑k

i=1 〈x, ei〉 ei = y. Podle věty 1.2.14 nám stač́ı ověřit, zda
x− y⊥M. To plat́ı, právě když x− y⊥ei pro každé ei. Je:

〈x− y, ei〉 = 〈x, ei〉 − 〈y, ei〉 = 〈x, ei〉 −

〈
k∑
j=1

〈x, ej〉 ej, ei

〉
= 〈x, ei〉 −

k∑
j=1

〈x, ej〉 〈ej, ei〉︸ ︷︷ ︸
=δji

=

= 〈x, ei〉 − 〈x, ei〉 = 0.
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Poznámka 1.3.30. Odvod́ıme maticovou reprezentaci projektor̊u. Nejprve jen pro projektor
Pe : Cn → Cn na podprostor dimenze 1, daný jednotkovým vektorem e = (e1, ..., en). Pro
vektor x = (x1, . . . , xn) bude:

Pex = 〈x, e〉 e =

(
n∑
i=1

xiei

)e1
...
en

 =

(
∑n

i=1 xiei) e1
...

(
∑n

i=1 xiei) en

 =
n∑
i=1

eie1
...

eien

xi =

=

e1e1 · · · e1en
...

. . .
...

ene1 · · · enen


x1

...
xn

 .

Je tedy Pe reprezentován matićı (eiej). Projektor na podprostorM pak naṕı̌seme jednoduše
jako sumu projektor̊u na jednodimenzionálńı podprostory dané prvky nějaké ortonormálńı
báze M.

Tvrzeńı 1.3.31 (Vlastnosti projektor̊u). Necht’ je PM : Cn →M.

(a) PrvkyM jsou vlastńı vektory PM př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 1 násobnosti k. PrvkyM⊥

jsou vlastńı vektory PM př́ıslušné vlastńımu č́ıslu 0 násobnosti n − k. Jiné vlastńı
vektory PM nemá.

(b) Necht’ jsou Pe, Pf projektory na jednodimenzionálńı podprostory. Pak bude platit, že:
Tr(PePf ) = | 〈e, f〉 |2.

D̊ukaz. Necht’ je M = {e1, . . . , ek} ortonormálńı báze M a PM : Cn →M projektor.

(a) Pro všechna ej ∈M plat́ı:

PMej =
k∑
i=1

〈ej, ei〉 ei =
k∑
i=1

δjiej = 1ej.

ej je tedy vlastńı vektor s vlastńım č́ıslem 1. Podle tvrzeńı 1.3.12 jsou pak vlastńımi
vektory všechny prvky M.

Pro f ∈ M⊥ je výraz 〈f, ei〉 vždy nulový, tedy: PMf = 0 = 0f , proto je f vlastńı
vektor př́ıslušný nule. Podle projekčńı věty 1.2.16 žádné jiné vlastńı vektory nejsou.

Z toho ihned plyne, že geometrická násobnost vlastńıho č́ısla 1 resp. 0 je k resp. n−k. To
plat́ı i pro algebraickou násobnost, což ukážeme sporem: Necht’ algebraická násobnost
vlastńıho č́ısla 1 je c 6= k. Uvažujme dle 1.3.24 diagonalizaci P = UDU−1. D má na
diagonále c jedniček a všude jinde nuly; U,U−1 jsou regulárńı. Hodnost celého součinu
je tedy c. Ale z definice projektoru vyplývá, že jeho hodnost muśı být dimM = k, což
je spor.
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(b) Ověř́ıme výpočtem:

Tr(PePf ) =
n∑
i=1

n∑
j=1

eiejfjfi︸ ︷︷ ︸
=(PePf )ii

=
n∑
i=1

eifi

n∑
j=1

ejfj =
n∑
i=1

eifi 〈e, f〉 =

= 〈f, e〉 〈e, f〉 = | 〈e, f〉 |2.

Tvrzeńı 1.3.32. Operátor P je projektor právě když plat́ı P = P ∗ = P 2.

D̊ukaz. Necht’ je nejprve P projektor. Skutečnost, že P je samoadjungovaný, tedy P = P ∗,
vid́ıme z jeho maticové reprezentace. P = P 2 protože každý prvek z oboru hodnot je
vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńımu č́ıslu 1, tzn.: P 2x = P (Px) = 1(Px) = Px.

Necht’ nyńı P : H → H je operátor a plat́ı: P = P ∗ = P 2. Potřebujeme ukázat, že
(x− Px)⊥RangeP pro všechna x ∈ H, neboli že 〈x− Px, Py〉 = 0 pro všechna x, y ∈ H.
Za daných předpoklad̊u plat́ı:

〈x− Px, Py〉 = 〈P ∗(x− Px), y〉 = 〈P (x− Px), y〉 =
〈
Px− P 2x, y

〉
=

= 〈Px− Px, y〉 = 〈0, y〉 = 0.

Důsledek 1.3.33. Projektory jsou pozitivně semidefinitńı operátory.

D̊ukaz. Pro projektor P plat́ı:

〈x, Px〉 =
〈
x, P 2x

〉
= 〈x, P ∗Px〉 = 〈Px, Px〉 ≥ 0.

Věta 1.3.34. Je-li A : H → H normálńı operátor a P1, . . . , Pk projektory na podprostory
jeho vlastńıch vektor̊u př́ıslušných (ve stejném pořad́ı) jeho vlastńım č́ısl̊um λ1, . . . , λk, pak
plat́ı:

1 = P1 + · · ·+ Pk (1.7)

a zároveň
A = λ1P1 + · · ·+ λkPk. (1.8)

D̊ukaz. Označme Di diagonálńı matici, která má na diagonále jedničku tolikrát, kolik je
násobnost λi, jinde nuly. (Je to vlastně projektor na nějaký lineárńı obal prvk̊u standardńı
báze.) Podle 1.3.24 uvažujme rozklad A = UDU−1. Zřejmě existuj́ı vhodná Di (taková, že
r̊uzná Di, Dj nemaj́ı jedničku na stejné pozici diagonály), aby bylo:

A = UDU−1 = A = U(λ1D1 + · · ·+ λkDk)U
−1 = λ1UD1U

−1 + · · ·+ λkUDkU
−1.
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Lehce se dle 1.3.32 přesvědč́ıme, že UDiU
−1 je projektor:

(UDiU
−1)∗ =(U−1)∗D∗iU

∗ = UDiU
−1

(UDiU
−1)2 =UDiU

−1UDiU
−1 = UD2

iU
−1 = UDiU

−1.

Vztah (1.7) dostaneme nav́ıc z toho, že
∑k

i=1Di = 1.

Tvrzeńı 1.3.35. Pro operátor A : Cn → Cn plat́ı: RangeA∗ = (KerA)⊥.

D̊ukaz. Dokážeme že (RangeA∗)⊥ = KerA, což je ekvivalentńı. Plat́ı:

x⊥RangeA∗ ⇐⇒ 〈x,A∗y〉 = 0 ∀y ∈ Cn

⇐⇒ 〈Ax, y〉 = 0 ∀y ∈ Cn

⇐⇒ Ax = 0 ⇐⇒ x ∈ KerA.

Definice 1.3.36. Nosič operátoru A : H → H, značen SuppA je definován takto:

SuppA = RangeA∗ = (KerA)⊥.

Poznámka 1.3.37. Nosič budeme použ́ıvat pro pozitivně semidefinitńı operátory. Pro pozi-
tivńı operátor A plat́ı SuppA = RangeA. Nemuseli bychom pojem nosiče ani zavádět, ale
v tomto odvětv́ı matematiky se tradičně použ́ıvá, budeme se toho tedy držet. Podstatné je
vědět, že obraz pozitivně semidefinitńıho operátoru je ortogonálńı k jeho jádru.

Definice 1.3.38. Necht’ je A pozitivńı matice a A = U diag(λ1, . . . , λk)U
−1 jej́ı rozklad

podle 1.3.24. Pak definujeme logaritmus A takto:

logA = U diag(log λ1, . . . , log λk)U
−1,

což je totéž jako:
logA = log(λi)Pi + · · ·+ log(λk)Pk, (1.9)

kde Pi je projektor na podprostor vlastńıch vektor̊u A př́ıslušných vlastńımu č́ıslu λi.
Obdobně definujeme odmocninu pozitivně semidefinitńı matice A takto:

A
1
2 = U diag(

√
λ1, . . . ,

√
λk)U

−1,

což je totéž jako:
A

1
2 =

√
λiPi + · · ·+

√
λkPk.

Poznámka 1.3.39. Je-li A pozitivně semidefinitńı, pak logaritmus nemá smysl (nelze zlo-
garitmovat nulové vlastńı č́ıslo). V takovém př́ıpadě ale můžeme zúžit definičńı obor A na
SuppA. Na tomto prostoru bude logA definován.
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Kapitola 2

Jordanovy izomorfismy mezi
maticovými algebrami

V této kapitole rozeb́ıráme vlastnosti Jordanových izomorfismů, operaćı zachovávaj́ıćıch
d̊uležité vlastnosti maticových algeber: algebraických struktur s operaćı mocněńı (zde ve
smyslu běžného násobeńı matic) a involutivńı operace (uvažujeme adjunkci). V závěru
kapitoly tyto izomorfismy jednoznačně charakterizujeme. Toho později využijeme i pro
charakterizaci daľśıch typ̊u zobrazeńı.

2.1 Základńı pojmy

Definice 2.1.1. Komutátor dvou operátor̊u A,B : Cn×n → Cn×n je výraz: AB − BA,
znač́ıme: AB −BA = [A,B].

Tvrzeńı 2.1.2 (Vlastnosti komutátoru).

(a) Operátory A,B komutuj́ı právě když [A,B] = 0.

(b) [A,B] = −[B,A].

(c) [[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0. (Jacobiho identita)

D̊ukaz. Ověřitelné př́ımo z definice.

Definice 2.1.3. Zobrazeńı ϕ : Cn×n → Cn×n nazveme Jordanovým ∗-izomorfismem pokud:

(a) ϕ je izomorfismus (lineárńı bijektivńı zobrazeńı) mezi lineárńımi prostory operátor̊u.

(b) ϕ(A2) = ϕ(A)2 pro všechna A ∈ Cn×n. (Zachováńı mocniny)

(c) ϕ(A∗) = ϕ(A)∗ pro všechna A ∈ Cn×n. (Zachováńı adjunkce)

Poznámka 2.1.4. Pozor, když ř́ıkáme pouze izomorfismus, mı́ńıme t́ım klasický izomorfis-
mus (lineárńı bijekci) mezi lineárńımi prostory, nikoliv Jordan̊uv ∗-izomorfismus.
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Tvrzeńı 2.1.5 (Základńı vlastnosti Jordanova ∗-izomorfismu). Necht’ ϕ : Cn×n → Cn×n

je Jordan̊uv ∗-izomorfismus, pak plat́ı:

(a) ϕ(AB +BA) = ϕ(A)ϕ(B) + ϕ(B)ϕ(A) pro každé A,B ∈ Cn×n.

(b) ϕ(ABA) = ϕ(A)ϕ(B)ϕ(A) pro každé A,B ∈ Cn×n.

(c) ϕ(ABC + CBA) = ϕ(A)ϕ(B)ϕ(C) + ϕ(C)ϕ(B)ϕ(A) pro každé A,B,C ∈ Cn×n.

(d) ϕ([[A,B], C]) = [[ϕ(A), ϕ(B)], ϕ(C)] pro všechna A,B,C ∈ Cn×n.

(e) ϕ([A,B]2) = [ϕ(A), ϕ(B)]2 pro všechna A,B ∈ Cn×n.

(f) Když A,B ∈ Cn×n komutuj́ı, pak plat́ı: ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B) = ϕ(B)ϕ(A).

(g) ϕ(Ak) = ϕ(A)k pro každé A ∈ Cn×n, k ∈ Z, je-li výraz definován. (Tzn.: k ≥ 1 nebo A
je regulárńı.)

D̊ukaz. (S jistými obměnami převzato z [1].)

(a) Uvědomı́me si, že AB +BA = (A+B)2 − A2 −B2. Z linearity ϕ pak dostaneme:

ϕ(AB +BA) =ϕ(A+B)2 − ϕ(A)2 − ϕ(B)2 = (ϕ(A) + ϕ(B))2 − ϕ(A)2 − ϕ(B)2

=ϕ(A)ϕ(B) + ϕ(B)ϕ(A).

(b) Plyne z (a) spolu s rovnost́ı:

2ABA = (AB +BA)A+ A(AB +BA)−BA2 − A2B.

(c) Dostaneme z (b) a z toho, že plat́ı:

ABC + CBA = (A+ C)B(A+ C)− ABA− CBC.

(d) Z definice komutátoru snadno źıskáme:

[[A,B], C] = ABC + CBA− (BAC + CAB).

Z (c) a z této rovnosti (d) př́ımo plyne.

(e) Rovnost

[A,B]2 = A(BAB) + (BAB)A− AB2A−BA2B,

spolu s (a) a (b) implikuje (e).
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(f) Jelikož [A,B] = 0, z (d) máme pro všechna C:

0 = ϕ([[A,B], C]) = [[ϕ(A), ϕ(B)], ϕ(C)].

Tedy, [ϕ(A), ϕ(B)] komutuje se všemi prvky Cn×n, speciálně i se svou adjunkćı a je
tedy normálńı a můžeme ho dle 1.3.24 unitárně rozložit jako:

[ϕ(A), ϕ(B)] = UDU−1,

nav́ıc z (e) máme:

ϕ([A,B]2) = [ϕ(A), ϕ(B)]2 = 0 = UD2U−1,

ale pak už nutně muśı být 0 = D2 = D čili [ϕ(A), ϕ(B)] = 0, což znamená že:
ϕ(A)ϕ(B) = ϕ(B)ϕ(A). Nav́ıc z předpokladu a (a) źıskáme:

ϕ(AB) =
1

2
(ϕ(A)ϕ(B) + ϕ(B)ϕ(A)) = ϕ(A)ϕ(B).

(g) Nejprve tvrzeńı dokážeme pro k ≥ 1 indukćı podle k. Pro k = 1 plat́ı triviálně. Předpo-
kládejme nyńı, že plat́ı ϕ(Ak) = ϕ(A)k. Ukážeme, že bude platit ϕ(Ak+1) = ϕ(A)k+1.
Z (a) a indukčńıho předpokladu dostaneme:

ϕ(An+1) =
1

2
ϕ(AAn + AnA) =

1

2
(ϕ(A)ϕ(An) + ϕ(An)ϕ(A) = ϕ(A)n+1.

Necht’ je dále A regulárńı. Ukážeme, že A0 = ϕ(A)0, což je totéž jako: 1 = ϕ(1).
Protože jednotková matice komutuje se všemi maticemi, z (f) dostaneme:

ϕ(A) = ϕ(1A) = ϕ(1)ϕ(A) = ϕ(A)ϕ(1)

Rovnost 1 = ϕ(1) je pak d̊usledkem surjektivity ϕ.

Jelikož A komutuje se svou inverźı, opět z (f) máme:

ϕ(AA−1) = ϕ(A)ϕ(A−1) = ϕ(1) = 1 = ϕ(A)ϕ(A)−1,

což implikuje ϕ(A−1) = ϕ(A)−1. A konečně pro k ≤ −1 máme:

ϕ(Ak) = ϕ((A−k)−1) = ϕ(A−k)−1 = ϕ(A)k.

Tvrzeńı 2.1.6. Jordan̊uv ∗-izomorfismus zachová spektrum. Formálně: Je-li ϕ Jordan̊uv
∗-izomorfismus a λ je ve spektru operátoru A, právě když je i ve spektru ϕ(A).

D̊ukaz. Necht’ λ neńı ve spektru A. Č́ıslo λ neńı ve spektru A právě když (A − λ1) je
regulárńı, což nastává právě když (ϕ(A)− λ1) je regulárńı, což nastává právě když λ neńı
ve spektru ϕ(A).
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Tvrzeńı 2.1.7. Jordan̊uv ∗-izomorfismus zobraźı projektor na projektor stejné hodnosti.
Nav́ıc: Jsou-li obrazy dvou projektor̊u ortogonálńı, Jordan̊uv ∗-izomorfismus vzájemnou
ortogonalitu zachová.

D̊ukaz. Necht’ je ϕ : Cn×n → Cn×n Jordan̊uv ∗-izomorfismus. Podle 1.3.32 v́ıme, že mno-
žina projekčńıch operátor̊u je plně charakterizována takto: P = {P ∈ Cn×n |P = P ∗ = P 2}.
Ovšem pak:

ϕ(P) = ϕ({P ∈ Cn×n | P = P ∗ = P 2}) = {ϕ(P ) ∈ Cn×n | ϕ(P ) = ϕ(P )∗ = ϕ(P )2} = P ,

takže se projektory zobraźı na projektory. Dále ukážeme, že se zachová hodnost. Projektor
P má hodnost n právě tehdy, když P = P1 + · · · + Pn, kde Pi jsou r̊uzné projektory
hodnosti 1. Z linearity izomorfismu stač́ı tedy ukázat, že se zachovaj́ı hodnost u projektor̊u
hodnosti 1. To uděláme sporem. Kdyby se projektor P hodnosti 1 zobrazil na projektor
hodnosti 2 (pro jakoukoliv vyšš́ı hodnost analogicky) dostaneme:

ϕ(P ) = Q1 +Q2,

kde Q1, Q2 maj́ı hodnost 1 a Q1 6= Q2. Když ale na obě strany rovnosti aplikujeme inverzńı
zobrazeńı, dostaneme:

P = ϕ−1(Q1) + ϕ−1(Q2).

Jelikož ϕ−1 je též Jordan̊uv ∗-izomorfismus, máme na pravé straně rovnosti součet dvou
r̊uzných projektor̊u hodnosti alespoň 1, který má výslednou hodnost větš́ı než 1, což je
spor. Zbývá dokázat dovětek o ortogonalitě. Necht’ P,Q jsou projektory s ortogonálńımi
obrazy, tj: PQ = 0. Ihned dostáváme: ϕ(P )ϕ(Q) = ϕ(Q)ϕ(P ) = ϕ(PQ) = ϕ(0) = 0.

Poznámka 2.1.8. Pozorováńı: Unitárńı zobrazeńı podle 1.3.18 zachová normu i vzájemnou
ortogonalitu. Zobraźıme-li tedy unitárně celou ortonormálńı bázi, výsledkem bude zase
ortonormálńı báze.

Tvrzeńı 2.1.9. Je-li U unitárńı operátor, pak plat́ı:

PUe = UPeU
∗.

D̊ukaz. Z maticové reprezentace projektoru máme:

(PUe)ij = (Ue)i(Ue)j = U (eiej)U
∗ = (UPeU

∗)ij.

2.2 Charakterizace Jordanových ∗-izomorfismů

Tvrzeńı 2.2.1. Je-li zobrazeńı ϕ v jednom ze tvar̊u:

• ϕ(A) = V −1AV pro všechna A ∈ Cn×n, kde V je unitárńı operátor.

• ϕ(A) = V −1A∗V pro všechna A ∈ Cn×n, kde V je antiunitárńı operátor.

Pak se jedná o Jordan̊uv ∗-izomorfismus.
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D̊ukaz. Snadno ověřitelné př́ımo z definice Jordanova ∗-izomorfismu, spolu s faktem, že
(A∗)2 = (A2)∗ dle 1.3.7 (d).

Poznámka 2.2.2. Ve zbytku kapitoly budeme ukazovat, že když zobrazeńı ϕ má jednu z uve-
dených vlasnost́ı, neńı to jen postačuj́ıćı podmı́nkou, aby bylo Jordanovým ∗-izomorfismem,
ale i podmı́nkou nutnou.

Tvrzeńı 2.2.3. Necht’ je S množina všech samoadjungovaných operátor̊u z Cn×n a zobra-
zeńı ϕ : S → S je reálně-lineárńı (tj. nad tělesem R) izomorfismus, zachovávaj́ıćı mocninu,
tj. ϕ(A2) = ϕ(A)2. Pak existuje jednoznačné rozš́ıřeńı ϕ na zobrazeńı ϕ̃ : Cn×n → Cn×n,
které je Jordanovým ∗-izomorfismem.

D̊ukaz. Označme pro A ∈ Cn×n:

A = A1 + ıA2, kde A1 =
A + A∗

2
, A2 =

A − A∗

2ı
.

(O korektnosti označeńı se snadno přesvědč́ıme dosazeńım.) Operátory A1, A2 jsou zřejmě
samoadjungované. (Pozor, ıA2 už samoadjungovaný neńı.) Definujme:

ϕ̃(A) = ϕ(A1) + ıϕ(A2).

Ověř́ıme, že:

ϕ̃(A2) = ϕ̃(A2
1 − A2

2 + ı(A1A2 + A2A1)) = ϕ(A1)2 − ϕ(A2)2 + ıϕ(A1A2 + A2A1) = ϕ̃(A)2.

A podobně také:

ϕ̃(A∗) = ϕ̃((A1 + ıA2)∗) = ϕ̃(A∗1 + ıA∗2) = ϕ(A1) + ıϕ(A2) = ϕ̃(A)∗.

Tvrzeńı 2.2.4. Pro každý Jordan̊uv ∗-izomorfismus ϕ : C2×2 → C2×2 plat́ı jedna ze dvou
následuj́ıćıch možnost́ı:

• ϕ(A) = V −1AV pro všechna A ∈ C2×2, kde V je unitárńı operátor.

• ϕ(A) = V −1A∗V pro všechna A ∈ C2×2, kde V je antiunitárńı operátor.

D̊ukaz. Mějme e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) standardńı (ortonormálńı) bázi C2. Projektory na
jej́ı prvky jsou: Pe1 =

(
1 0
0 0

)
, Pe2 =

(
0 0
0 1

)
.

Podle Tvrzeńı 2.1.7 jsou ϕ(Pe1), ϕ(Pe2) nějaké projektory na ortogonálńı podprostory
dimenze 1. Jednotkové vektory z těchto podprostor̊u nám vytvoř́ı nějakou ortonormálńı
bázi C2, množinu {f1, f2}. Přechod od p̊uvodńı standardńı báze je dán vhodným unitárńım
zobrazeńım U takovým, že: Ue1 = f1, Ue2 = f2. (V maticové reprezentaci bude mı́t U jako
sloupce vektory f1, f2.) Pak pro e ∈ {e1, e2} máme dle 2.1.9:

ϕ(Pe)x = PUex = U−1PeU x, pro libovolné x ∈ C2.

22



Dı́ky tomu ale můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že ϕ má vlastnost:

ϕ(Pe) = Pe,

jelikož složeńı unitárńıho zobrazeńı U s unitárńım resp. antiunitárńım bude výsledné hle-
dané unitárńı resp. antiunitárńı zobrazeńı. Dále tedy budeme hledat V za tohoto předpo-
kladu, totiž že ϕ zachová projektory na standardńı bázi.

Obecnou matici B =
(
a b
c d

)
můžeme vyjádřit takto:

B = (Pe1 + Pe2)︸ ︷︷ ︸
=1

B (Pe1 + Pe2)︸ ︷︷ ︸
=1

=Pe1BPe1︸ ︷︷ ︸
=( a 0

0 0 )

+Pe1BPe2︸ ︷︷ ︸
=( 0 b

0 0 )

+Pe2BPe1︸ ︷︷ ︸
=( 0 0

c 0 )

+Pe2BPe2︸ ︷︷ ︸
=( 0 0

0 d )

=

=aPe1 + Pe1BPe2 + Pe2BPe1 + dPe2 .

Ze zachováńı projekćı, linearity a vlastnosti 2.1.5 (c) Jordanova ∗-izomorfismu ϕ pak plyne,
že:

ϕ

(
a b
c d

)
=

(
a x
y d

)
,

tj. ϕ zachová diagonálu. Uvažujme matici A =
(

0 0
1 0

)
, pro tu plat́ı:

ϕ(A) =

(
0 y
x 0

)
, A2 = 0.

Zároveň kv̊uli podmı́nce ϕ(A2) = ϕ(A)2 muśı platit bud’ x = 0 nebo y = 0. Necht’ nejprve
plat́ı prvńı př́ıpad, tj. y = 0. Dostáváme:

ϕ

(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
α 0

)
, α ∈ C,

a z toho zároveň:

ϕ

(
0 1
0 0

)
= ϕ

(
0 0
1 0

)∗
=

(
0 0
α 0

)∗
=

(
0 α
0 0

)
.

Z linearity ϕ tak plyne pro libovolnou matici vztah:

ϕ

(
a b
c d

)
=

(
a αb
αc d

)
(2.1)

Hledejme nyńı omezeńı na α. Jordan̊uv ∗-izomorfismus zachová spektrum. Spektrum matice(
0 1
1 0

)
je {−1, 1}. Spektrum jej́ıho obrazu,

(
0 α
α 0

)
, pak {−|α|, |α|}. Muśı tedy být |α| =

1. Zvolme unitárńı zobrazeńı V : (z1, z2) ∈ C2 7→ (αz1, z2). V maticové reprezentaci je
V =

(
α 0
0 1

)
, a tedy je V −1 =

(
α 0
0 1

)
. Snadno se spočte, že:(

α 0
0 1

)(
a b
c d

)(
α 0
0 1

)
=

(
a αb
αc d

)
= ϕ

(
a b
c d

)
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Vrat’me se nyńı k druhému př́ıpadu, kdy je x = 0. Podobnou úvahou dojdeme k tomu, že
plat́ı vztah:

ϕ

(
a b
c d

)
=

(
a αc
αb d

)
(2.2)

Testováńım spektra matice
(

0 1
1 0

)
opět źıskáme omezeńı |α| = 1. Definujme nyńı antiuni-

tárńı operátor V : (z1, z2) ∈ C2 7→ (αz1, z2), máme V −1 = V . Necht’ A =
(
a b
c d

)
. Pod́ıvejme

se, jak p̊usob́ı V −1A∗V na obecný vektor (z1, z2).(
z1

z2

)
V7−→
(
αz1

z2

)
A∗7−→
(
aαz1 + cz2

bαz1 + dz2

)
V −1

7−−→
(
az1 + αcz2

αbz1 + dz2

)
.

Přitom ale: (
a αc
αb d

)(
z1

z2

)
=

(
az1 + αcz2

αbz1 + dz2

)
.

Tedy V −1A∗V p̊usob́ı na všechny vektory stejně jako zobrazeńı ϕ, a proto je mu rovno.

Poznámka 2.2.5. Důležité pozorováńı, kterého dále využijeme: Dı́ky předpokladu, že pro-
jektory na standardńı bázi se zachovaj́ı, jsme v pr̊uběhu d̊ukazu došli k tomu, že až na pro-
násobeńı komplexńı jednotkou α, α je izomorfismus ϕ pro matice 2× 2 dán bud’ identitou
(rovnost (2.1), unitárńı př́ıpad) nebo transpozićı (rovnost (2.2), antiunitárńı př́ıpad). Pro-
tože jsou ale α, α komplexńı jednotky, můžeme za daných předpoklad̊u nalézt v obou př́ı-
padech unitárńı operátor W , pro nějž plat́ı bud’ ϕ(A) = W−1AW nebo ϕ(A) = W−1ATW .
Ř́ıkáme, že ϕ je unitárně ekvivalentńı identitě nebo transpozici.

Předchoźı tvrzeńı lze zobecnit pro čtvercové matice libovolné dimenze, což ř́ıká násle-
duj́ıćı věta.

Věta 2.2.6. Pro každý Jordan̊uv ∗-izomorfismus ϕ : Cn×n → Cn×n plat́ı jedna ze dvou
následuj́ıćıch možnost́ı:

• ϕ(A) = V −1AV pro všechna A ∈ Cn×n, kde V je unitárńı operátor.

• ϕ(A) = V −1A∗V pro všechna A ∈ Cn×n, kde V je antiunitárńı operátor.

D̊ukaz. Úplně na začátku ověř́ıme speciálńı př́ıpad, kdy n = 1, což je triviálńı: Např́ıklad
vzhledem k tomu, že ϕ zachová spektrum, muśı pro A ∈ C1×1 být ϕ(A) = A = 1−1A1.
Př́ıpad, kdy n = 2 řeš́ı předchoźı tvrzeńı 2.2.4. Dále se budeme zabývat př́ıpadem, kdy
n ≥ 3.

Komentář úvodem. O matici vzniklé z matice A vynulováńım nějakých sloupc̊u a řádk̊u
se stejným indexem v rámci tohoto d̊ukazu ř́ıkáme, že je podmatićı A. V následuj́ıćım textu
několikrát použijeme následuj́ıćı úvahu: Množina všech podmatic matic Cn×n u kterých
nulujeme vždy stejných k řádk̊u a sloupc̊u, tvoř́ı prostor izomorfńı s C(n−k)×(n−k), tzn.
že existuje bijekce mezi touto množinou a C(n−k)×(n−k), zachovávaj́ıćı lineárńı kombinace,
adjunkce a maticové součiny. Speciálně pak má obraz z C(n−k)×(n−k) diagonálu vytvořenou
z diagonály vzoru s vypuštěnými prvky ve vynulovaných sloupćıch. Zřejmě cokoliv plat́ı
o Jordanově ∗-izomorfismu v jednom prostoru, muśı platit i v prostoru izomorfńım.

24



Budiž {e1, . . . , en} standardńı ortonormálńı báze Cn. Podobně jako v předchoźım d̊u-
kazu můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že projektory na standardńı bázi se
zachovaj́ı, tzn. ϕ(Pei) = Pei . Dále mějme zadáno A = (aij) ∈ Cn×n a označme jako
D = diag(aii)

n
i=1, diagonálńı matici se shodnou diagonálou. Uvědomme si, že PeiAPej je

matice, která má na pozici i, j stejnou hodnotu jako A a všude jinde nuly. Ted’ můžeme A
vyjádřit následuj́ıćım zp̊usobem:

A =
n∑
i=1

n∑
j=1

PeiAPej =


∑
i,j

i=1,...,n
j≤i

(PeiAPej + PejAPei)

−D.
Je d̊uležité pochopit význam sč́ıtance sumy v posledńı části rovnosti. Jedná se o matici,
která má na dvou pozićıch, osově symetrických podle diagonály, stejné prvky jako A, jinde
nuly. Pro nás bude významné předevš́ım to, že pro pevné hodnoty i, j tvoř́ı množina matic
{PeiAPei + PeiAPej + PejAPei + PejAPej |A ∈ Cn×n, n > 2} prostor, který je izomorfńı
s C2×2. Prvky na diagonále můžeme chápat jako symetrické samy se sebou a poč́ıtaj́ı se
tak dvakrát, proto na konci odečteme D.

Tvrzeńı 2.1.5 (c) spolu s linearitou a t́ım, že je ϕ identické pro diagonálńı matice, nám
dá:

ϕ(A) =


∑
i,j

i=1,...,n
j≤i

(Peiϕ(A)Pej + Pejϕ(A)Pei)

−D.
Protože je ale každý sč́ıtanec sumy z prostoru izomorfńıho s C2×2, je na nich ϕ unitárně
ekvivalentńı bud’ s identitou nebo transpozićı. Na základě toho můžeme ř́ıci, že uvedený
výraz bude (mı́něno v obrazu tohoto izomorfismu) bud’ ve tvaru (2.1) nebo (2.2). Naš́ım
ćılem ted’ bude ukázat, že volba tohoto tvaru muśı být vždy stejná. Tedy že se nemůže
stát, aby na jedné podmatici byla unitárńı ekvivalenci s identirou a na jiné s transpozićı.
Nejprve to ověř́ıme pro matice typu 3×3. Stač́ı nám nalézt nějaký př́ıklad matice, na které
když nebudou všechny volby stejné, dojdeme ke sporu, že ϕ(A)2 6= ϕ(A2). Necht’ je:

A =

0 0 0
1 0 0
1 1 0

 , z čehož dostáváme: A2 =

0 0 0
0 0 0
1 0 0

 .

V následuj́ıćı tabulce jsou shrnuty všechny možnosti, jak může tuto matici za našich před-
poklad̊u ϕ zobrazit tak, aby nebyly všechny volby stejné. (V druhém řádku mocńıme prvńı
a ve třet́ım aplikujeme ϕ stejným zp̊usobem jako v prvńım na matici A2.) α, β, γ jsou
nějaké komplexńı jednotky.
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ϕ(A)

0 α 0
0 0 0

β γ 0

 0 α β
0 0 0
0 γ 0

 0 α 0
0 0 γ

β 0 0

 0 0 β
α 0 0
0 γ 0

 0 0 β
α 0 γ
0 0 0

 0 0 0
α 0 γ

β 0 0


ϕ(A)2

0 0 0
0 0 0

0 αβ 0

0 βγ 0
0 0 0
0 0 0

 0 0 αγ

γβ 0 0
0 αγ 0

 0 βγ 0
0 0 βα
αγ 0 0

0 0 0
0 0 βα
0 0 0

 0 0 0

γβ 0 0
0 0 0


ϕ(A2)

0 0 0
0 0 0

β 0 0

 0 0 β
0 0 0
0 0 0

 0 0 0
0 0 0

β 0 0

 0 0 β
0 0 0
0 0 0

 0 0 β
0 0 0
0 0 0

 0 0 0
0 0 0

β 0 0



Protože se třet́ı řádek nikde nerovná druhému a vyčerpali jsme všechny možnosti, v mati-
ćıch typu 3 × 3 muśı být volba stejná pro všechny prvky. Ted’ už větu snadno zobecńıme
i pro n > 3. Formálně např́ıklad indukćı: necht’ je volba, zda se prvky symetrické podle
diagonály zobraźı unitárně nebo antiunitárně, vždy stejná pro matice z Cm×m,m < n a
necht’ A ∈ Cn×n. Podobně jako jsme si v počátku d̊ukazu rozložili matici na součet ma-
tic z prostoru izomorfńıho s C2×2, můžeme si ted’ obdobně rozložit A na součet matic
z prostor̊u izomorfńıch s Cm×m,m < n. Konkrétně když označ́ıme Ai matici vzniklou z A
vynulováńım i-tého řádku a i-tého sloupce a C matici vzniklou z A vynulováńım prvńıho
řádku a sloupce i posledńıho řádku a sloupce dostaneme:

A =An + A1 − C + (Pe1APen + PenAPe1) =

= An︸︷︷︸
(n−1)×(n−1)

+ A1︸︷︷︸
(n−1)×(n−1)

− C︸︷︷︸
(n−2)×(n−2)

+ (Pe1APen + PenAPe1 + Pe1APe2 + Pe2APe1)︸ ︷︷ ︸
3×3

−

− (Pe1APe2 + Pe2APe1)︸ ︷︷ ︸
2×2

.

A jsme tedy rozložili na součet jej́ıch podmatic. Ve svorce je vždy uveden typ prostoru
matic, s ńımž je prostor obsahuj́ıćı daný sč́ıtanec izomorfńı. O všech těchto prostorech
předpokládáme, že na nich tvrzeńı plat́ı. Posledńı sč́ıtanec je podmatićı prvńıho i předpo-
sledńıho, proto na nich muśı být volba vždy stejná. Sč́ıtanec C má rozměry alespoň 2× 2
a je společnou podmatićı An, A1. Vid́ıme, že na všech členech muśı být volba vždy stejná,
t́ım je d̊ukaz hotov.
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Kapitola 3

Formalismus kvantové teorie

V této kapitole zavád́ıme některé základńı pojmy z kvantové teorie. Kvantová teorie je
velmi rozsáhlá, zde uvád́ıme jen minimum relevantńı k tématu této práce. Vı́ce o aspektech
kvantové teorie souvisej́ıćıch s touto praćı je možno nalézt v [7]. U čtenáře předpokládáme
základńı znalosti teorie pravděpodobnosti.

3.1 Axiomatika kvantové teorie

Poznámka 3.1.1. V této práci se zabýváme pouze systémy kvantových veličin, u kterých
je možné naměřit jen konečně mnoho r̊uzných hodnot. (Např. spin elektronu, polarizace
fotonu atd.) V klasickém př́ıpadě je pravděpodobnostńı struktura takového systému dána
konečnou množinou elementárńıch jev̊u Ω, která spolu s pravděpodobnostńı mı́rou P tvoř́ı
pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ),A = 2Ω. Stav systému je pak popsán právě prav-
děpodobnostńı mı́rou, což je funkce P : A → 〈0, 1〉 (zde 〈0, 1〉 znač́ı uzavřený interval),
vyhovuj́ıćı následuj́ıćım axiomům:

(a) P (Ω) = 1,

(b) P (∅) = 0,

(c) P (M ∪N) = P (M) + P (N), jestliže M ∩N = ∅.

Každá náhodná veličina X, tedy funkce X : Ω→ R, nabývá r̊uzných hodnot λ1, . . . , λk ∈ R
pro k ≤ |Ω| a dá se tedy napsat jako kombinace charakteristických funkćı:

X = λ1χM1 + · · ·+ λkχMk
(3.1)

kde M1, . . . ,Mk je disjunktńı rozklad množiny Ω. Pravděpodobnost, že X nabude hodnoty
λi je pak P (Mi). Středńı hodnota je dána výrazem:

EX = λ1P (M1) + · · ·+ λkP (Mk).

V kvantovém př́ıpadě je diskrétńı pravděpodobnostńı prostor nahrazen svou kvantovou
analogíı následuj́ıćım zp̊usobem:
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• Nosná množina Ω pro |Ω| = n je nahrazena Hilbertovým prostorem Cn.

• Struktura náhodných jev̊u A je nahrazena strukturou podprostor̊u L(Cn) Hilbertova
prostoru Cn, přičemž disjunktnost (nezávislost) jev̊u odpov́ıdá ortogonalitě podpro-
stor̊u.

• Stav systému je dán pravděpodobnostńı funkćı P : L(Cn)→ 〈0, 1〉, která definitoricky
splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(a) P (Cn) = 1,

(b) P ({0}) = 0,

(c) P (Span(M∪N )) = P (M) + P (N ), jestliže M⊥N .

Stavy systému nejsou tak obecné, jak by se mohlo zdát. Existuje jejich popis na základě
Gleasonovy věty.

Věta 3.1.2 (Gleasonova). Mějme Hilbert̊uv prostor Cn, n ≥ 3. Pro každý stav P na L(Cn)
existuje právě jeden pozitivně semidefinitńı operátor σ : Cn → Cn se stopou 1, tak, že pro
každé M∈ L(Cn) plat́ı:

P (M) = Tr(σPM). (3.2)

Bez d̊ukazu. Viz [3] nebo p̊uvodńı článek [2].

Definice 3.1.3. Operátor σ v předchoźı větě se nazývá operátor hustoty. Množinu všech
operátor̊u hustoty na Hilbertově prostoru H znač́ıme S(H).

Poznámka 3.1.4. V prostoru dimenze 2 Gleasonova věta neplat́ı, přesto se fyzikálně přij́ı-
maj́ı jen stavy dané formuĺı (3.2). Dostáváme tak vzájemně jednoznačné zobrazeńı mezi
operátory hustoty a stavy. Můžeme je tedy zaměňovat.

Poznámka 3.1.5. Kvantová veličina je obecně popsána samoadjungovaným operátorem
X : Cn → Cn. Tento operátor má spektrálńı rozklad (dle 1.3.34):

X = λ1PM1 + · · ·+ λkPMk
, (3.3)

kde λi jsou navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla operátoru X a Mi jim odpov́ıdaj́ıćı podprostory
vlastńıch vektor̊u. Systém podprostor̊u (Mi) tvoř́ı ortogonálńı rozklad Cn. Rozklad (3.3)
je analogíı rozkladu (3.1). Ve shodě s klasickým př́ıpadem může veličina (výsledek jej́ıho
měřeńı) nabývat hodnot λ1, . . . , λk. Je-li stav systému dán pravděpodobnostńı funkćı P na
Cn, pak pravděpodobnost, že veličina X nabude hodnoty λi je P (Mi). Necht’ σ je operátor
hustoty odpov́ıdaj́ıćı P . Pak bude středńı hodnota takto popsané kvantové veličiny X:

EσX = λ1P (M1) + · · ·+ λkP (Mk) = λ1 Tr(σPM1) + · · ·+ λk Tr(σPMk
) = Tr(σX).

Speciálně uvažujme jednotkový vektor e ∈ Cn a projektor Pe. Dı́váme-li se na Pe jako na
operátor hustoty, pak určuje stav systému, který nazýváme čistý. Současně se můžeme na
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Pe d́ıvat jako na kvantovou veličinu nabývaj́ıćı hodnot z {0, 1}. Jej́ı středńı hodnota (tedy
pravděpodobnost, že nabude hodnoty 1) je v daném čistém stavu popsaném operátorem
hustoty Pf , pro nějaký jednotkový vektor f , rovna (posledńı rovnost plat́ı podle Tvrzeńı
1.3.31 (c)):

EPf
(Pe) = Tr(PfPe) = | 〈f, e〉 |2. (3.4)

Obecněji, je-li systém v čistém stavu Pf , f = (f1, . . . , fn), a X je obecný samoadjungovaný
operátor, bude platit:

EPf
(X) = Tr(PfX) = 〈Xf, f〉 , (3.5)

což odvod́ıme pro X = (x)ij takto:

Tr(PfX) =
n∑
i=1

(PfX)ii =
n∑
i=1

n∑
j=1

xijfjfi =
n∑
i=1

(Xf)ifi = 〈Xf, f〉 .

3.2 Kvantové symetrie a Wignerova věta

Poznámka 3.2.1. Dynamika kvantového systému je dána bud’to vhodnou transformaćı mno-
žiny fyzikálńıch veličin (Heisenberg̊uv př́ıstup) nebo vhodnou transformaćı množiny stav̊u
(operátor̊u hustoty), což je Shrödinger̊uv př́ıstup. Přirozené je přitom např́ıklad předpo-
kládat, že daná transformace zachová vnitřńı pravděpodobnostńı strukturu systému, tedy
přechodové pravděpodobnosti mezi čistými stavy. Zásadńı Wignerova věta, dokázaná v této
sekci, ř́ıká, že takové transformace, nazývané symetriemi, jsou vždy generovány unitárńım
nebo antiunitárńım zobrazeńım.

Vı́ce o dynamice kvantových systémů, relevantńı pro kvantovou teorii informace, lze
nalézt v publikaci [7].

Definice 3.2.2. Symetríı kvantového systému nazýváme bijektivńı zobrazeńı, které za-
chová středńı hodnoty (3.4). Formálně jde tedy o bijekci ϕ : P1(Cn) → P1(Cn), která
splňuje:

Tr(ϕ(Pe)ϕ(Pf )) = Tr(PePf )

pro všechna Pe, Pf ∈ P1(Cn).

Věta 3.2.3 (Wignerova). Každou symetrii ϕ : P1(Cn)→ P1(Cn) lze zapsat ve tvaru:

ϕ(P ) = V −1PV,

kde V je nějaký unitárńı nebo antiunitárńı operátor.

D̊ukaz. Uvád́ıme zjednodušenou verzi d̊ukazu podle [5]. V p̊uvodńı publikaci je d̊ukaz slo-
žitěǰśı, protože se uvád́ı silněǰśı zněńı věty. Základńı struktura d̊ukazu je následuj́ıćı: Danou
symetrii rozš́ı̌ŕıme jednoznačně na lineárńı operátor definovaný na prostoru samoadjungo-
vaných operátor̊u a posléze na prostoru všech operátor̊u (definovaných na témže Hilbertově
prostoru). Následně ukážeme, že vzniklé zobrazeńı je Jordanovým ∗-izomorfismem a d̊ukaz
uzavřeme aplikaćı předcházej́ıćı Věty 2.2.6.
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Necht’ je ϕ daná symetrie a A samoadjungovaný operátor vyjádřený takto:

A =
n∑
i=1

λiPi, λi ∈ R, Pi ∈ P1(Cn). (3.6)

Definujme zobrazeńı ϕ̂, rozš́ı̌reńı ϕ na samoadjungované operátory, takto:

ϕ̂(A) =
n∑
i=1

λiϕ(Pi).

Protože vyjádřeńı A ve tvaru (3.6) neńı jednoznačné, muśıme ukázat, že tato definice je
korektńı, tj. nezávislá na volbě vyjádřeńı. Necht’ je tedy daľśı vyjádřeńı:

A =
n∑
i=1

µiQi, µi ∈ R, Qi ∈ P1(Cn).

Pro libovolné R ∈ P1(Cn) pak spočteme:

Tr

(
n∑
i=1

λiϕ(Pi)ϕ(R)

)
=

n∑
i=1

λi Tr (ϕ(Pi)ϕ(R)) =
n∑
i=1

λi Tr (PiR) = Tr

(
n∑
i=1

λiPiR

)
=

= Tr

(
n∑
i=1

µiQiR

)
=

n∑
i=1

µi Tr (QiR) =
n∑
i=1

µi Tr (ϕ(Qi)ϕ(R)) = Tr

(
n∑
i=1

µiϕ(Qi)ϕ(R)

)
.

Tud́ıž je pro všechna R ∈ P1(Cn):

Tr

((
n∑
i=1

λiϕ(Pi)−
n∑
i=1

µiϕ(Qi)

)
ϕ(R)

)
= 0.

Dı́ky linearitě stopy bychom dostali podobnou rovnost, pokud bychom nahradili ϕ(R) ně-
jakou lineárńı kombinaćı obraz̊u projektor̊u zobrazeńı ϕ. To nám dovoluje ř́ıci, že:

Tr

((
n∑
i=1

λiϕ(Pi)−
n∑
i=1

µiϕ(Qi)

)(
n∑
i=1

λiϕ(Pi)−
n∑
i=1

µiϕ(Qi)

))
=

= Tr

( n∑
i=1

λiϕ(Pi)−
n∑
i=1

µiϕ(Qi)

)2
 = 0.

Operátor (
∑n

i=1 λiϕ(Pi)−
∑n

i=1 µiϕ(Qi))
2

je mocninou samoadjungovaného operátoru a je
tedy pozitivně-semidefinitńı. Protože má nulovou stopu, tedy i jediné vlastńı č́ıslo 0, muśı
sám být nulový. Z toho snadno dostaneme:

n∑
i=1

λiϕ(Pi)−
n∑
i=1

µiϕ(Qi) = 0.
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Tud́ıž je ϕ̂ definováno korektně. Z toho jak bylo ϕ̂ zavedeno, je ted’ zřejmé, že je reálně-
lineárńı a tak plat́ı:

ϕ̂(A2) = ϕ̂

(
n∑
i=1

λ2
iPei

)
=

n∑
i=1

λ2
iϕ(Pei) = ϕ̂(A)2.

Aplikaćı tvrzeńı 2.2.3 rozšǐrme ϕ̂ na Jordan̊uv ∗-izomorfismus ϕ̃. Wignerova věta je ted’
d̊usledkem věty 2.2.6.
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Kapitola 4

Kvantová entropie

4.1 Kvantová entropie

Poznámka 4.1.1. Přestože ji nebudeme dále potřebovat, pro větš́ı názornost uvedeme něco
málo o Shannonově entropii. Uvažujme konečný pravděpodobnost́ı prostor (Ω,A, P ),Ω =
{1, . . . , n},A = 2Ω. Můžeme ztotožnit pravděpodobnostńı rozděleńı s n-tićı pravděpodob-
nost́ı jednotlivých elementárńıch jev̊u. Budeme tedy mı́t P ≡ (p1, . . . , pn), kde pi ≥ 0 pro
všechna i = 1, . . . , n a

∑n
i=1 pi = 1.

Naš́ı motivaćı je nejprve nějakým zp̊usobem vyjádřit mı́ru neurčitosti tohoto pravděpo-
dobnostńıho rozděleńı, neboli středńı množstv́ı informace, jenž nám přinese zjǐstěńı, který
jev nastal. Intuitivně: Př́ılǐs nás nepřekvaṕı informace o tom, že nastal jev s vysokou prav-
děpodobnost́ı. Proto by se množstv́ı informace I(A) : A → R obsažené ve zjǐstěńı že nastal
jev A mělo bĺıžit k nule s t́ım, jak se pravděpodobnost jevu A bĺıž́ı jedné. Naopak informace
o tom, že se stalo něco velice nepravděpodobného, je v tomto smyslu mnohem hodnotněǰśı,
a tak by se I(A) mělo bĺıžit k nekonečnu s t́ım, jak se pravděpodobnost jevu A bĺıž́ı nule.
Požadujeme funkci I spojitou vzhledem k pravděpodobnosti daného jevu. Dále je přiro-
zený požadavek, aby pro nezávislé jevy M,N ∈ A bylo I(M ∩N) = I(M) + I(N). Dá se
formálně ukázat, že to nám stač́ı k určeńı funkce I – je to (až na násobek konstantou):

I(M) = − logP (M) s konvenćı: I(∅) =∞,

což neńı překvapivé, vzhledem k tomu, že pravděpodobnost pr̊uniku nezávislých jev̊u je
součinem jejich pravděpodobnostńı a logaritmus zobrazuje součin na součet. Pro elemen-
tárńı jevy funkci zjednoduš́ıme na Î : Ω→ R, kde:

Î(i) = − log pi s konvenćı: − log 0 =∞.

Na volbě základu logaritmu př́ılǐs nezálež́ı, určuje jen jednotky ve kterých množstv́ı infor-
mace měř́ıme. Typicky se použ́ıvá dvojkový (jednotka bit) nebo přirozený (jednotka nat).
Dohodněme se na použ́ıváńı dvojkového logaritmu. Funkce Î je náhodnou veličinou, mů-
žeme tedy určit jej́ı středńı hodnotu a to je právě Shannonova entropie, značená H(P ).
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Takže když pro diskrétńı náhodou veličinu označ́ıme ρ = diag(p1, . . . , pn), bude:

H(P ) = E Î(Ω) =
∑
i∈Ω

pi(− log pi) = Tr(ρ(− log ρ)) = −Tr(ρ log ρ),

s konvenćı 0 · log 0 = 0.
Daľśım pojmem, jehož zobecněńım se budeme zabývat, je (klasická) vzájemná entro-

pie. Ta by měla charakterizovat odlǐsnost dvou pravděpodobnostńıch rozděleńı nebo chybu,
které se dopust́ıme použit́ım jiné distribuce pravděpodobnosti. Uvažujme tedy druhé prav-
děpodobnostńı rozděleńı Q ≡ {q1, . . . , qn}. Vzájemnou entropii H(P‖Q) pak definujeme
takto:

H(P‖Q) =
∑
i∈Ω

pi

(
− log

qi
pi

)
=
∑
i∈Ω

pi log pi −
∑
i∈Ω

pi log qi = Tr(ρ log ρ)− Tr(ρ log σ),

pro σ = diag(q1, . . . , qn). Ve speciálńım př́ıpadě, kdy by pro nějaká i bylo pi 6= 0, qi = 0
definujeme vzájemnou entropii jako nekonečnou.

Stoj́ı za povšimnut́ı, že H(P‖P ) = 0, což lze interpretovat tak, že při použit́ı správné
veličiny se nedopoušt́ıme žádné chyby.

Nyńı můžeme plynule přej́ıt k definici Von Neumannovy entropie, která je zobecněńım
Shannonovy entropie pro kvantové systémy.

Definice 4.1.2. Von Neumannova entropie S, dále jen entropie stavu popsaného operáto-
rem hustoty ρ =

∑k
i=1 piPei , pi 6= 0, pro ortonormálńı bázi {e1, . . . , ek} je:

S(ρ) = Eρ(− log ρ) = −Tr(ρ log ρ) = −
k∑
i=1

pi log pi,

kde definičńı obor operátoru ρ omeźıme na množinu Supp ρ.

Poznámka 4.1.3. Omezeńım definičńıho oboru ρ v definici ošetřujeme př́ıpad, kdy bychom
měli dělat logaritmus z operátoru, který je jen pozitivně semidefinitńı, nikoliv pozitivńı.
V maticové reprezentaci se toto omezeńı projev́ı takto: Necht’ U−1DU podle 1.3.24 je
maticová reprezentace operátoru ρ definovaného na Cn. Reprezentace ρ definovaného na
Supp ρ pak bude následuj́ıćı: Z matice D vypust́ıme nulové řádky a sloupce a z matic U−1, U
vypust́ıme řádky a sloupce na stejných pozićıch. T́ım dojde k jakési

”
regularizaci“, takže

log ρ bude dávat smysl. Z formalismu kvantové teorie v́ıme, že podprostor vlastńıch vektor̊u
př́ıslušný vlastńımu č́ıslu 0 odpov́ıdá jevu s pravděpodobnost́ı 0, takže toto opatřeńı je
analogíı toho, kdybychom v klasické entropii neuvažovali jevy s nulovou pravděpodobnost́ı,
což je ekvivalentńı s konvenćı 0 · log 0 = 0. Algebraicky to můžeme chápat tak, že do stopy,
jakožto součtu vlastńıch č́ısel, nezapoč́ıtáme nulová vlastńı č́ısla, což výsledek nezměńı.

Poznámka 4.1.4. Všimněme si, že pro čistý stav, tj. takový, že jediné vlastńı č́ıslo ρ je
jednička a ostatńı nuly, bude Von Neumannova entropie S(ρ) nulová. Von Neumannova
entropie tedy kvantifikuje cosi jako vzdálenost od čistého stavu.
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Definice 4.1.5. Vzájemná (kvantová) entropie dvou kvantových stav̊u popsaných operá-
tory hustoty ρ, σ ∈ S(Cn), značena S(ρ‖σ) je:

S(ρ‖σ) =

{
Tr(ρ log ρ)− Tr(ρ log σ) = −S(ρ)− Tr(ρ log σ), pro Supp ρ ⊆ Suppσ,

∞ jinak.

Kde definičńı obor operátoru ρ ve výrazu Tr(ρ log ρ) omeźıme na množinu Supp ρ a definičńı
obor operátor̊u ρ, σ ve výrazu Tr(ρ log σ) omeźıme na množinu Suppσ.

Poznámka 4.1.6. Omezeńı definičńıho oboru ve výrazu Tr(ρ log ρ) = −S(ρ) je zřejmě ze
stejného d̊uvodu jako v př́ıpadě Von Neumannovy entropie. Omezeńı ve výrazu Tr(ρ log σ)
je ale potenciálně problematické. Mohlo by se stát, že omeźıme operátor ρ natolik, že
by po tomto omezeńı jeho nový obor hodnot byl vlastńı podmnožinou p̊uvodńıho? Pak
by se jednalo o analogii situace u klasické vzájemné entropie, kdy můžeme narazit na
nevlastńı výraz c · log 0 pro c > 0. Ukážeme, že taková situace může nastat pouze když
Supp ρ * Suppσ a zároveň zd̊uvodńıme, proč i zde pak vzájemnou entropii definujeme jako
nekonečnou.

Necht’ λ1, . . . , λk jsou navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla operátoru σ a P1, . . . , Pk projektory
na jim př́ıslušné podprostory (ve stejném pořad́ı). Pokud plat́ı Supp ρ ⊆ Suppσ, má při
konvenci 0 · log 0 = 0 smysl výraz:

Tr(ρ log σ) = Tr

(
ρ

k∑
i=1

log(λi)Pi

)
=

k∑
i=1

Tr(ρPi) log λi.

Nemůže se totiž stát, že by bylo λi nulové a zároveň Tr(ρPi) nenulové. Pro λi = 0 totiž
plat́ı:

SuppPi = Kerσ⊥ Suppσ,

z čehož plyne SuppPi⊥ Supp ρ, a tedy:

Tr(ρPi) = Tr(Piρ) = Tr(0) = 0.

Předpokládejme nyńı, že plat́ı Supp ρ * Suppσ a pod́ıváme se, co z toho lze vysoudit.
Přechodem k ortogonálńım doplňk̊um (viz. Věta 1.2.16) dostaneme: Ker σ * Ker ρ, tedy σ
je nenulové na prostoru Ker ρ. Pak muśı existovat i, že Pi je nenulové na prostoru Ker ρ,
tedy:

ρPi 6= 0. (4.1)

Sporem dokážeme, že:

PiρPi 6= 0. (4.2)

Necht’ tedy plat́ı opak: PiρPi = 0. Pro každý vektor x ∈ H je: 〈PiρPix, x〉 = 0. To dá:

0 =
〈
Piρ

1
2ρ

1
2Pix, x

〉
=
〈
Piρ

1
2x, Piρ

1
2x
〉

= ‖ρ
1
2Pix‖2.

34



Takže ρ
1
2Pi = 0. To implikuje ρPi = 0, což je spor s (4.1), takže (4.2) plat́ı. Zároveň

postupnou aplikaćı vlasnost́ı vlastnost́ı 1.3.32, 1.3.21 (b), 1.3.17, dostáváme:

Tr(ρPi) = Tr(ρP 2
i ) = Tr(PiρPi) > 0.

Při označeńı Tr(ρPi) = a dostaneme dosazeńım formálně:

Tr(ρPi) · log λi = a · log 0 = a · (−∞) = −∞.

Jelikož se výraz Tr(ρPi) v definici vyskytuje se záporným znaménkem, definujeme v tako-
vémto př́ıpadě vzájemnou entropii jako nekonečnou.

Tvrzeńı 4.1.7 (Jensenova nerovnost). Necht’ je X konvexńı podmnožina lineárńıho pro-
storu. Každá striktně konvexńı funkce f : X → R (tj. taková, že pro pro každé a, kde
0 < a < 1, pro každá x, y ∈ X plat́ı: f(ax+ (1− a)y) < af(x) + (1− a)f(y).) splňuje pro
xi ∈ X, 0 ≤ ai ≤ 1,

∑n
i=1 ai = 1:

f

(
n∑
i=1

aixi

)
≤

n∑
i=1

aif(xi).

Nav́ıc rovnost nastává právě když existuje ai = 1.

Tvrzeńı 4.1.8. Záporně vzatý logaritmus, − log, je striktně konvexńı funkce na celém svém
definičńım oboru.

Dobře známá tvrzeńı z matematické analýzy. Zde bez d̊ukazu.

Tvrzeńı 4.1.9. Pro všechna x ≥ 0 plat́ı (při konvenci log 0 = −∞):

log(x) ln(2) = ln(x) ≤ x− 1, (4.3)

kde rovnost nastává pouze pro x = 1.

D̊ukaz. Plyne ze striktńı konkávnosti funkce ln. (Funkce x−1 je jej́ı tečnou v bodě x = 1.)

Tvrzeńı 4.1.10 (Kleinova nerovnost). Kvantová vzájemná entropie je nezáporná, tj.:

S(ρ‖σ) ≥ 0,

pro všechny operátory hustoty ρ, σ ∈ S(Cn). Nav́ıc, rovnost nastává právě když ρ = σ.

D̊ukaz. Hlavńı myšlenku tohoto d̊ukazu čerpáme z publikace [7].
Nejprve dokážeme, že klasická vzájemná entropie je nezáporná. Mějme pravděpodob-

nostńı rozděleńı P ≡ (p1, . . . , pn),Q ≡ (q1, . . . , qn). Bud’ je vzájemná entropie nekonečná (a
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tedy nezáporná) nebo postupujeme následovně: Přeṕı̌seme rovnost (4.3) do tvaru − log x ≥
1−x
ln 2

a na základě toho si uvědomı́me, že:

H(P‖Q) =
n∑
i=1

pi log pi −
n∑
i=1

pi log qi =
n∑
i=1

pi log
pi
qi
≥

≥ 1

ln 2

n∑
i=1

pi

(
1− qi

pi

)
=

1

ln 2

n∑
i=1

(pi − qi)︸ ︷︷ ︸
=1−1=0

= 0.

Rovnost nastává právě když pi
qi

= 1 pro všechna i, tzn. právě když P = Q.
Nyńı přejdeme k samotnému d̊ukazu nezápornosti kvantové vzájemné entropie. Před-

pokládejme, že Supp ρ ⊆ Suppσ, jinak tvrzeńı plat́ı triválně př́ımo z definice. Necht’ P,Q
jsou i nadále pravděpodobnostńı rozděleńı a označme ρ =

∑n
i=1 piPei , σ =

∑n
i=1 qiPfi , kde

{e1 . . . , en} i {f1, . . . , fn} jsou ortonormálńı báze Suppσ. K tomuto nás opravňuje předpo-
klad Supp ρ ⊆ Suppσ a Tvrzeńı 1.3.34, kde projektory na v́ıcedimenzionálńı podprostory
rozeṕı̌seme jako součet projektor̊u na jednodimenzionálńı podprostory dané prvky jejich
ortonormálńıch baźı. Protože je

Tr(ρ log ρ) =
n∑
i=1

pi log pi,

dostaneme:

Tr(ρ log σ) = Tr

((
n∑
i=1

piPei

)(
n∑
j=1

log(qj)Pfj

))
= Tr

(
n∑

i,j=1

pi log(qj)PeiPfj

)
=

=
n∑

i,j=1

pi log(qj)| 〈ei, fj〉 |2,

kde jsme v posledńım kroku využili Tvrzeńı 1.3.31 (b) spolu s linearitou stopy. Označ́ıme
| 〈ei, fj〉 |2 = aij. Všimněme si, že sloupce i řádky matice (aij) se sč́ıtaj́ı do jedničky, což
plyne z tvrzeńı 1.2.18. Vzájemnou entropii nyńı můžeme zapsat jako:

S(ρ‖σ) = Tr(ρ log ρ)− Tr(ρ log σ) =
n∑
i=1

pi log pi −
n∑

i,j=1

pi log(qj)aij =

=
n∑
i=1

pi

(
log(pi)−

n∑
j=1

log(qj)aij

)
.

Protože − log je konvexńı funkce, použit́ım Jensenovy nerovnosti dostaneme:

n∑
i=1

pi

(
log(pi)−

n∑
j=1

log(qj)aij

)
≥

n∑
i=1

pi

(
log(pi)− log

(
n∑
j=1

qjaij

))
. (4.4)
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Dále označ́ıme ri =
∑n

j=1 qjaij. Zřejmě je ri ≥ 0, ale nav́ıc také:

n∑
i=1

ri =
n∑
i=1

n∑
j=1

qj| 〈ei, fj〉 |2 =
n∑
j=1

qj

n∑
i=1

| 〈ei, fj〉 |2︸ ︷︷ ︸
=1

= 1.

R ≡ (r1, . . . , rn) je tedy náhodné rozděleńı. Můžeme tedy udělat závěr, že:

S(ρ‖σ) ≥
n∑
i=1

pi(log(pi)− log(ri)) = H(P‖R) ≥ 0.

Rovnost v (4.4) podle dovětku Jensenovy nerovnosti nastává právě když matice (aij) je
permutačńı (tzn. má v každém řádku i sloupci právě jednu jedničku, jinde nuly), z čehož
plyne, že ρ = σ. (Možná jsou jen jinak oč́ıslovány vlastńı prvky baźı (ei), (fi)).

Poznámka 4.1.11. Vzájemná entropie neńı metrikou. Obecně S(ρ‖σ) 6= S(σ‖ρ).

4.2 Molnárova věta

Věta 4.2.1. Necht’ ϕ : S(Cn) → S(Cn) je bijektivńı zobrazeńı zachovávaj́ıćı vzájemnou
kvantovou entropii, tj. takové, že plat́ı:

S(ϕ(ρ)‖ϕ(σ)) = S(ρ‖σ)

pro všechna ρ, σ ∈ S(Cn). Pak ϕ lze zapsat ve tvaru:

ϕ(ρ) = V −1ρV (ρ ∈ S(Cn)), (4.5)

kde V je unitárńı nebo antiunitárńı operátor.

Poznámka 4.2.2. Uvedený výsledek byl teprve poměrně nedávno (2008) dokázán L. Mol-
nárem. Zde uvád́ıme podrobněji rozpracovanou variantu právě jeho d̊ukazu podle [6].

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že zobrazeńı ve tvaru (4.5) skutečně entropii zachová. Ve vý-
počtech v tomto odstavci uvažujeme zúžené definičńı obory operátor̊u ve smyslu definice
vzájemné entropie. Podle definice logaritmu pro unitárńı nebo antiunitárńı operátor V a
operátor hustoty ρ plat́ı: V −1 log(ρ)V = log(V −1ρV ). Tak spočteme:

V −1ρV (log(V −1ρV )− log(V −1σV )) =V −1ρV (V −1 log(ρ)V − V −1 log(σ)V ) =

=V −1ρ(log(ρ)− log(σ))V.

Pro

SuppV −1ρV ⊆ SuppV −1σV ⇐⇒ Supp ρ ⊆ Suppσ,
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pak dostaneme:

S(V −1ρV ‖V −1σV ) = Tr(V −1ρ(log(ρ)− log(σ))V ) = Tr(V V −1ρ(log(ρ)− log(σ))) =

= Tr(ρ(log(ρ)− log(σ))) = S(ρ‖σ).

V př́ıpadě antiunitárńıho operátoru nás k tomuto kroku opravňuje fakt, že antiunitárńı
operátor je složeńım unitárńıho operátoru a komplexńıho sdružeńı. Totiž, je-li V = UK,
kde U je unitárńı operátor a dále K : x ∈ Cn 7→ x operace komplexńıho sdružeńı, bude
V −1AV = KU−1AUK. Rozepsáńım p̊usobeńı tohoto operátoru na obecný vektor snadno
nahlédneme, že KU−1AUK = U−1AU , což má stále stejnou stopu jako A. Tedy:

S(V −1ρV ‖V −1σV ) = S(ρ‖σ).

Dále budeme dokazovat opačnou implikaci, tedy že každé zobrazeńı zachovávaj́ıćı vzá-
jemnou entropii už nutně muśı být v tomto tvaru.

Př́ıpad, kdy n = 1, plat́ı triviálně, nebot’ v jedné dimenzi existuje jediný operátor
hustoty: č́ıslo 1. ϕ tedy bude identita a V můžeme též volit jako identitu. Dále v d̊ukazu
předpokládáme n ≥ 2.

Protože je vzájemná entropie S(ρ‖σ) konečná, právě když Supp ρ ⊆ Suppσ, muśı mı́t
ϕ vlastnost:

Supp ρ ⊆ Suppσ ⇐⇒ Suppϕ(ρ) ⊆ Suppϕ(σ) (4.6)

pro všechna ρ, σ ∈ S(Cn). Speciálně pak:

Supp ρ = Suppσ ⇐⇒ Suppϕ(ρ) = Suppϕ(σ)

a ekvivalentně tedy:

Supp ρ ( Suppσ ⇐⇒ Suppϕ(ρ) ( Suppϕ(σ) (4.7)

pro všechna ρ, σ ∈ S(Cn). Připomeňme, že operátory hustoty jsou pozitivně semidefinitńı,
a tedy zde Supp = Range. Hodnost operátoru ρ je k, právě když k je maximálńı takové,
že existuje posloupnost ρ1, . . . , ρk operátor̊u hustoty na Cn splňuj́ıćı:

Supp ρ1 ( · · · ( Supp ρk ⊆ Supp ρ

Takovou posloupnost můžeme zkonstruovat např́ıklad volbou: ρi = 1
i
PMi

, kde Mi je li-
neárńı obal prvńıch i prvk̊u seřazené ortonormálńı báze složené z vlastńıch vektor̊u ρ
př́ıslušných nenulovým vlastńım č́ısl̊um. Nyńı tedy podle vlastnost́ı (4.6), (4.7) muśı ϕ
zachovat hodnost prvk̊u S(Cn). Speciálně je tedy ρ ∈ S(Cn) projektor hodnosti 1 (čili
čistý stav), právě když ϕ(ρ) je projektor hodnosti 1. Dále necht’ je σ ∈ S(Cn) operá-
tor hodnosti 2 ve tvaru: σ = λP + µQ, kde P,Q ∈ P1(Cn) jsou vzájemně ortogonálńı a
0 < λ < µ = 1 − λ < 1 a necht’ R ∈ P1(Cn) je libovolný. Na operátoru σ nás bude
zaj́ımat pouze jeho chováńı jakožto druhého parametru vzájemné entropie, proto bez újmy
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na obecnosti jeho definičńı obor omezme na Suppσ. Dı́ky tomu podle (1.9) můžeme na-
psat log(σ) = log(λ)P + log(µ)Q. Také je −S(R) = 0 (viz 4.1.4). Následně můžeme d́ıky
linearitě stopy zapsat:

S(R‖σ) =

{
−(log(λ) Tr(RP ) + log(µ) Tr(RQ)), pro SuppR ⊆ Suppσ,

∞ jinak.
(4.8)

V př́ıpadě, kdy je vzájemná entropie konečná, můžeme, vzhledem k tomu, že plat́ı inkluze
SuppR ⊆ Suppσ = Supp(P +Q) a tedy R(P +Q) = R, snadno spoč́ıtat:

Tr(RP ) + Tr(RQ) = Tr(R(P +Q)) = Tr(R) = 1.

Jednotkový vektor r ∈ SuppR lze vyjádřit jako kombinaci jednotkových vektor̊u p, q, kde
p ∈ SuppP, q ∈ SuppQ, tedy: r = αp + βq. Pythagorova věta 1.2.4 s homogenitou normy
nav́ıc dá: 1 = ‖r‖ = |α|2 + |β|2. Parametr α tedy jistě můžeme volit z intervalu 〈0, 1〉. To
znamená, že:

Tr(RP ) = Tr(PrPp) = | 〈r, p〉 |2 = | 〈αp+ βq, p〉 |2 = |α 〈p, p〉︸ ︷︷ ︸
=1

+β 〈q, p〉︸ ︷︷ ︸
=0

|2 = |α|2 = α2.

Protože R bylo libovolné, můžeme i parametr α v zadaném rozsahu libovolně měnit a
tedy výraz Tr(RP ) může nabýt libovolné hodnoty z intervalu 〈0, 1〉. Spolu s t́ım, že
Tr(RP ) + Tr(RQ) = 1, z toho plyne, že vzájemná entropie S(R‖σ) nabývá všech hodnot
z intervalu 〈− log µ,− log λ〉 sjednoceného s {∞}. Z tohoto oboru hodnot tedy můžeme
źıskat p̊uvodńı vlastńı č́ısla operátoru σ. Vzhledem k tomuto pozorováńı, předpokladu, že
ϕ zachová vzájemnou entropii a tomu, že ϕ(R) může nabýt libovolné hodnoty z P1(Cn) (ϕ
je bijekce), muśı být operátor ϕ(σ) ve tvaru:

ϕ(σ) = λP ′ + µQ′,

kde P ′, Q′ ∈ P1(Cn) jsou vzájemně ortogonálńı. S ohledem na to, že je každý bod intervalu
〈− log µ,− log λ〉 jednoznačně dán jako konvexńı kombinace jeho koncových bod̊u, bude
S(R‖σ) = − log λ právě když Tr(RP ) = 1. Nav́ıc však v takovém př́ıpadě bude:

Tr(RP ) = | 〈r, p〉 |2 = ‖r‖ · ‖p‖ = 1,

což podle dovětku Caucho-Schwarzovy nerovnosti 1.2.5 nastává pouze když r, p jsou li-
neárně závislé, ale pak R = P . (r a p jsou stejné až na násobek komplexńı jednotkou.)
Dostáváme tak následuj́ıćı sadu ekvivalenćı:

R = P ⇐⇒ S(R‖σ) = − log λ

⇐⇒ S(ϕ(R)‖ϕ(σ)) = − log λ

⇐⇒ S(ϕ(R)‖λP ′ + µQ′) = − log λ

⇐⇒ ϕ(R) = P ′,
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což dává ϕ(P ) = P ′. Analogicky bychom dostali ϕ(Q) = Q′. Dohromady tedy máme:

ϕ(λP + µQ) = λϕ(P ) + µϕ(Q) (4.9)

Speciálně, ϕ zachová vzájemnou ortogonalitu P,Q.
Necht’ jsou ted’ P,R jiné projektory hodnosti 1, které nejsou vzájemně ortogonálńı. Dále

necht’ je ted’ Q projektor hodnosti 1 ortogonálńı na P a necht’ plat́ı inkluze podprostor̊u
SuppR ⊆ SuppP ⊕ SuppQ. Zvolme λ, µ, 0 < λ < µ = 1− λ < 1 jako výše. Z (4.8) a (4.9)
dostaneme:

−(log(λ) Tr(RP ) + log(µ) Tr(RQ)) = S(R‖λP + µQ) = S(ϕ(R)‖λϕ(P ) + µϕ(Q)) =

= −(log(λ) Tr(ϕ(R)ϕ(P )) + log(µ) Tr(ϕ(R)ϕ(P ))).
(4.10)

Vı́me, že ϕ(P ), ϕ(Q) jsou vzájemně ortogonálńı a že:

Suppϕ(R) ⊆ Suppϕ(λP + µQ) = Supp(λϕ(P ) + µϕ(Q)) = Suppϕ(P )⊕ Suppϕ(Q).

Dvojice Tr(ϕ(R)ϕ(P )),Tr(ϕ(R)ϕ(Q)) tak opět bude mı́t jednotkový součet a nezáporné
hodnoty. S ohledem na (4.10) a fakt, že prvek kompaktńıho intervalu lze jednoznačně určit
koeficienty konvexńı kombinace jeho krajńıch bod̊u, vyvod́ıme že:

Tr(ϕ(R)ϕ(P )) = Tr(RP ).

Na P1(Cn) se tedy ϕ chová jako symetrie a podle Wignerovy věty 3.2.3 muśı existovat
unitárńı nebo antiunitárńı operátor V takový, že ϕ(P ) = V −1PV pro každé P ∈ P1(Cn).
Zbývá nám tedy rozš́ı̌rit tento výsledek na S(Cn). Uvažujme zobrazeńı ψ : ρ 7→ V −1ϕ(ρ)V .
Ukážeme, že plat́ı ψ(ρ) = ρ pro všechna ρ ∈ S(Cn). ψ je zřejmě bijektivńı, nav́ıc zachová
vzájemnou entropii, nebot’ je složeńım zobrazeńı, zachovávaj́ıćıch vzájemnou entropii. (Viz
prvńı odstavec d̊ukazu.) Podobně jako v (4.6) pro P ∈ P1(Cn) máme:

SuppP ⊆ Supp ρ ⇐⇒ SuppP = Suppψ(P ) ⊆ Suppψ(ρ),

což dá Supp ρ = Suppψ(ρ). Nav́ıc, pro každé takové P máme:

Tr(P log ρ) = −S(P‖ρ) = −S(ψ(P )‖ψ(ρ)) = −S(P‖ψ(ρ)) = Tr(P logψ(ρ)).

Tuto rovnici můžeme pro jednotkový vektor x ∈ SuppP podle (3.5) přepsat na:

〈log(ρ)x, x〉 = 〈log(ψ(ρ))x, x〉 ,

z čehož dle 1.3.2 (b) plyne log(ρ) = log(ψ(ρ)) a tedy ρ = ψ(ρ) = V −1ϕ(ρ)V , což uzav́ırá
d̊ukaz, jelikož ϕ(ρ) = V −1ρV pro všechny operátory hustoty ρ.

Poznámka 4.2.3. Ukazuje se, že zněńı věty lze zaj́ımavě zobecnit – předpoklad bijektivity
zobrazeńı ϕ je možné vypustit a závěr bude stále platit. Důkaz je pak pochopitelně ještě
deľśı. Zde ho neuvád́ıme, je možné jej nalézt v článku [11].
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Závěr

V této práci jsme studovali některé aspekty teorie operátor̊u a pomoćı aparátu Jordanových
∗-izomorfismů též Wignerovu větu. Tyto matematické nástroje jsme využili v d̊ukazu Mol-
nárovy věty, charakterizuj́ıćı zobrazeńı zachovávaj́ıćı vzájemnou kvantovou entropii, kte-
rou lze považovat za završeńı této práce. Výsledek, že zobrazeńı zachovávaj́ıćı vzájemnou
kvantovou entropii jsou wignerovského typu, neńı na prvńı pohled v̊ubec zřejmý: Vzájemná
entropie je jasně nelineárńı funkćı, přesto zobrazeńı která j́ı zachovávaj́ı, lineárńı být muśı.
Při své analýze úlohy Wignerovy věty v kvantové teorii informace jsme s úspěchem použili
lineárně algebraický, potažmo maticový př́ıstup k popisu kvantových automorfismů. Zdá se
nám, že tento originálńı d̊ukaz by mohl přispět k obsáhlé literatuře existuj́ıćı v této oblasti.

Vzájemná kvantová entropie je jedńım ze základńıch pojmů v kvantové teorii informace,
potažmo ve vývoji kvantové výpočetńı techniky. Je proto d̊uležité vědět, jaké druhy operaćı
můžeme se systémem provádět, aby se tato veličina nezměnila. K tomu nám dává návod
právě Molnárova věta.

V tomto tématu vid́ıme několik možnost́ı daľśıho zkoumáńı. Prvńı co se nab́ıźı je poku-
sit se výsledek zobecnit i do Hilbertových prostor̊u nekonečné dimenze, které maj́ı ve fyzice
významnou roli. Jinou možnost́ı je studovat jak mohou vypadat unitárńı/antiunitárńı zob-
razeńı vyskytuj́ıćı se v Molnárově větě (nejsou totiž dána jednoznačně) a vyvinout metody
jak tato zobrazeńı určit např́ıklad podle p̊usobeńı ϕ na nějakou bázi. Z v́ıce inženýrského
hlediska by mohla být zaj́ımavá nějaká studie, pojednávaj́ıćı o aplikaci, či možnostech
aplikace, těchto výsledk̊u v technice.

Tento text je psán v rámci možnost́ı co nejpř́ıstupněǰśım zp̊usobem a snad jako takový
bude užitečnou pomůckou novým zájemc̊um o toto téma.
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