Harmonicky oscilator
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V dalsom, pokial budeme Studovat jednorozmerny oscilator, nebudeme pisat pri
sile index. Budeme proste pisat F = —kx a budeme mat na mysli priemet sily na
os x. (Preto nech niekoho neprekvapi zaporné znamienko.)



Praca pri napinani pruziny

Sila, ktorou pésobi pruzina: F, = —kx T
Sila, ktorou po6sobia burlaci: E, = kx
Praca, ktoru vykonaju burlaci pri napinani pruziny z rovhovazneho stavu o

vzdialenost x: T x 1
A= / F')dz' = / ka'dz' = —ka?
0 0 2
Potencialna energia pruznosti




Oscilator

X
Rovnovazna poloha nechjex=0
Pruzina: F, = —Ku
) _ d?x

Pohybova rovnica: m—oy = —Kx

, Ly : K
Uhddneme rieSenie: z(t) = Asin(wt) w= ”E

. dQCIj 2 . .

Naozaj: M-y = —mw Asin(wt) = —K Asin(wt) = —Kx(t)

Ale rovnako dobré je aj rieSenie  x(t) = B cos(wt)



d?z

Rovnica Moy = — Kz je tzv. linearna, Co znamena, ze sucet jej

dvoch rieseni je tiez rieSenim, teda aj riesenie
x(t) = Acos(wt) + B sin(wt)
Pri zadanych pociatoénych podmienkach z(0) = z¢,v(0) = v
dopocitame najprv rychlost v(t) = —Awsin(wt) + Bw cos(wt)
a dostaneme jednoznacne

1
x(t) = zg cos(wt) + —vg sin(wt)

w
: T . 1 27
pohyb je periodicky s periédou T = =

naozaj: cos(w(t+T)) = cos(w(t + %T)) = cos(wt + 27)) = cos(wt)



Pri lubovolnych pociatocnych podmienkach vieme teda jednoznacne
predpovedat buducnost, takze sme zrejme nasli v tvare

x(t) = Acos(wt) + B sin(wt) (#)

vsetky riesenia pohybovej rovnice. Lebo ak by boli nejaké dalsie, potom by
buduicnost uz nebola jednoznaénd. Co fyzikalne neo¢akdvame. Je na
matematikoch, aby naozaj dokazali, ze su to vsetky riesenia. Tym sa tu
zaoberat nebudeme. RieSenia sme proste uhadli a nasli sme ich tak dost.
ESte trochu iné ekvivalentné vyjadrenie v tvare (budeme hladat X, a §)

x(t) = Xg cos(wt + 6)
x(t) = Xg cos(wt) cos § — Xq sin(wt) sin 6)

porovnanim s (#) dostaneme A = Xycosd, B = —Xpsind

odtial zrejme X, = VA2 + B2

Potom treba najst také &, aby platilo A = X cosd, B = —Xqsino
B

= tand, o0 = atan2(—B,A)




Parametre X, a § vo vyjadreni
x(t) = Xg cos(wt + 6)

sa nazyvaju ,amplituda“ a ,faza“. Poznamenajme, ze v literature (u€ebniciach) nie
je zhoda v definicii pojmu ,faza“. Mézete stretnut vyjadrenia

x(t) = Xo cos(wt — 9)
x(t) = Xpsin(wt + 6)
x(t) = Xpsin(wt — 6)

Parameter § vo vSetkych vyjadreniach sa méze volat ,faza“. Pre niekoho
uprednostnenie ,kosinusovky“ pred ,sinusovkou® je Casto motivované tym, ze
kmitavy pohyb sa da vnimat ako priemet rotujuceho vektora ,na os x“. Ten
rotujuci vektor sa niekedy zvykne nazyvat ,fazor“. Dizka fazora je rovna
amplitude X,.

0 =wt+ 9

xr




Je teda zrejmé, Ze rotujuci fazor prislusny ku kmitaniu
x(t) = Xg cos(wt + 9)
mdbzeme vyjadrit ako komplexnu funkciu realnej premennej ,Cas” takto
2(t) = Xgexp(i(wt +9))
a kmitavy pohyb potom ako realnu Cast
x(t) = Re z(t) = Re Xgexp(i(wt + §))
UzitoCné je pouzit vo vyjadreni komplexnu ,amplitudu” tak ze do nej zahrnieme
aj fazu takto X — Xoei(s
x(t) = Re z(t) = Re X exp(iwt)

Vyuzivame tu Eulerov vztah  exp(ia) = cos(a) + i sin(«)
Pravidlo o ,nasobeni exponent” potom pracuje namiesto nas (oslobodi nas od
pouzivania goniometrickych vztahov), ked dostaneme

x(t) = Re z(t) = Re X exp(iwt) = Re Xgexpidexp(iwt) = Re Xgexp(iwt + i)
x(t) = Xo cos(wt + 9)

Pri praci s komplexnym vyjadrenim kmitavého pohybu casto nepiseme
symbol pre realu ¢ast’ a chapeme ho implicitne, ked’ na konci vypoctu
zoberieme len realnu €ast’ vysledku.



Technika vizualizacie kmitavého pohybu pomocou rotujicich fazorov ma
elegantné vyjadrenie pomocou komplexnych Cisel. Komplexné Cisla
prinasaju okrem intuitivne priezraCnej vizualizacie aj, ako uvidime neskor,
znacné technické zjednodusenie niektorych vypoctov.

Rotujuci vektor v rovine si totiz fahko mézeme predstavit’ ako (rotujuce)
komplexné Cislo v komplexnej rovine.

Komplexné Cislo z = a + ib mbzeme vzdy vyjadrit v tvare

z = |z]e'®
kde |z| =Va? +b?aa = atanZ(Z). V komplexnej rovine sa to vizualizuje
takto
Z .
b
@




Zachovanie energie

Stav harmonického oscilatora v lubovolnom okamihu je urCeny polohou a
rychlostou oscilatora. Funkciu polohy sme nasli

x(t) = Xg cos(wt + 6)
rychlost v lubovolnom Case urCime derivovani, teda

v(t) = 2(t) = —Xow sin(wt + §)
Kinenticka energia oscilatora v Case t bude

1 1
Wi(t) = ameQ(t) = §mX0w sin? (wt + 6)

potencialna energia (pruznosti) bude
1 1
Ut) = 5/{:3:2(15) = §kX§ cos®(wt + 9)
VyuZijeme vztah mw? = k c'il dostaneme pre celkovu elnergiu
Et)=Wr(t)+U(t) = §mw2X0 sin(wt + 6) + 2mw2X0 cos®(wt + 6)

E(t) = Wi(t) + U(t) = %meXg

Vidno, ze celkova energia oscilatora je na Case nezavisla, teda energia sa zachovava.




Co mam garantovane vediet

vzorec pre silu deformovanej pruziny, tuhost' pruziny

vzorec pre energiu pruznosti deformovanej pruziny

pohybova rovnica netimeného harmonickeho oscilatora a jej rieSenie
rieSenie pohybu harmonického oscilatora zapisané ako komplexny fazor



Linearny oscilator s timenim

Nech proti pohybu p6sobi odpor prostredia Umerny rychlosti ale proti
smeru rychlosti, teda sila vtvare —ai (bodka nad pismenom znadi
prvu derivaciu podla ¢asu, dve bodky druhu derivaciu podla casu).
Pohybova rovnica potom bude

mr = —Kx — ax

&4 2b& +wiz =0, kde wj = b= —

2m
Vsimnime si, Ze v pohybovej rovnici su dve ¢asové skaly: konstanty w,
aj b maju rovnaky fyzikadlny rozmer s2.

Predpokladajme wo > b

K Q0
m’

a hladajme riesenie v tvare _

J z(t) = Xe 7 cos(wt + 0)
Odkial sa berie taka genialita? Nuz ak trenie je malé, oCakdavame, ze to
bude kmitat podobne ako oscilator, ale trenie sposobi, Zze kmity budu
postupne zanikat, teda Ze ich amplituda bude klesat a vo vzdialenej

buducnosti klesne az na nulu. Jedina funkcia, ktord pozname a ma také
,klesavé vlastnosti” je exponenciala.



VSimnime si ale, ze v navrhovanom rieseni

z(t) = Xe U7 cos(wt + 6)
mame nejaké parametre (7, w, §), ktoré v rovnici

K
i+ 2bi +wiz =0, kde w2 =—, p— &
m 2m

nevystupuju. Robime nieCo, Comu sa hovori ,hfadajme rieSenie v tvare®, o
obcCas privadza Studentov alebo Citatelov do zufalstva. Ale Casto staci len
nepodcenit sam seba a zamysliet sa, Co viedlo k takému navrhu na hladania.
NieCo som sa pokusil naznacit' v predchadzajucom odstavci ,odkial sa berie
taka genialita?“. Mozno ze nepochopime na prvykrat uplne vSetko, ale na
nieCo sa prist da. Napriklad, ze preCo genialny autor nazval parameter v
exponenciale . Lebo potreboval v argumente exponencialy €as t, aby mu to
postupne klesalo. Ale v argumente exponencialy nemdzu byt sekundy, lebo
nevieme, ako by sa Cislo umocfiovalo na sekundy. V argumente musi byt
fyzikalne bezrozmerna vec, teda sekundy v argumente treba zlikvidovat.
Najlepsie dat tam zlomok kde v menovateli budu tiez sekundy, aby sa to
vykratilo. Takze neznamy parameter t bude v sekundach, ma Cosi spoloCné s

nejakym Casom, preto oznacCenie t, lebo to je grécke pismeno pre t. Naucte

sa to vnimat okamzite, ked vidite zapis exp (— %) tak hned mate vidiet

sekundy v menovateli. Snazte si pri uceni sa klast’ otazky ,,Preco?“



B o=
m’ 2m
t+06)

Mame teda rovnicu & + 2bi +wiz =0, kde wj =
LR 4 . ) z 13 — _t/T

a jej rieSenie ,hfadame v tvare z(t) = Xe cos(w

Robi sa to tak, ze robime ,ako keby“ skusku spravnosti. Dosadime navrhované

rieSenie do rovnice a vyskuSame, Ci je splnena. A zistime, Ze aj mb6ze byt

splnena, ale to by sme museli volit' zatial nezname parametre (7, w, §) nie

l[ubovolne, ale nejako konkrétne.

Tak dosadme, dostaneme

1
i(t) = =X =e V7 cos(wt + 8) — Xe ¥ wsin(wt + §)
T
1 1
z(t) = X —e U7 cos(wt 4+ 8) + X —e Y Twsin(wt + 0)
T T
1

+X —e /Twsin(wt + 6) — Xe " 7w? cos(wt + )
T



B o=
m’ 2m
t+06)

Mame teda rovnicu & + 2bi +wiz =0, kde wj =
LR 4 . ) z 13 — _t/T

a jej rieSenie ,hfadame v tvare z(t) = Xe cos(w

Robi sa to tak, ze robime ,ako keby“ skusku spravnosti. Dosadime navrhované

rieSenie do rovnice a vyskuSame, Ci je splnena. A zistime, Ze aj mb6ze byt

splnena, ale to by sme museli volit' zatial nezname parametre (7, w, §) nie

l[ubovolne, ale nejako konkrétne.

Tak dosadme, dostaneme

1
i(t) = =X =e V7 cos(wt + 8) — Xe ¥ wsin(wt + §)
T
1 1
z(t) = X —e U7 cos(wt 4+ 8) + X —e Y Twsin(wt + 0)
T T
1

+X —e /Twsin(wt + 6) — Xe " 7w? cos(wt + )
T

1 1
—Xe VT (W? — — ) cos(wt +9) +2X —e” 7w sin(wt + 6)
T T
1
—2bX —e 7 cos(wt + 8) — 2bX e Twsin(wt + 9)
T

+Xwie VT cos(wt + 0) ~0



1 1
—Xe VT (w? — =) cos(wt + 0) 4+ 2X —e /" wsin(wt + 0)

T2 T
1
—2bX —e 7 cos(wt + 8) — 2bX e Twsin(wt + 9)
T
+Xwie VT cos(wt + 0) ~0
1 2b
—Xe V7 (w? — — = wi + =) cos(wt + 6)
T T

1
+2X (= —b)e Y Twsin(wt + ) 20
T

Znamienko rovnosti ma platit' stale, teda v kazdom Case. Tlo je mozné len tak,

Ze koeficienty pri sinuse aj pri kosinuse su rovné nule. Aby vypadol sinus,

musime volit 1
~—p

T

a aby vypadol kosinus, musime volit |w? = w% — b?

Parameter § méze myt [ubovolny |(v podstate iba hovori kedy zaCheme pocitat

cas)



Linearny oscilator s timenim

Pohybova rovnica timeného oscilatora

&+ 20 +wiz =0
ma teda rieSenie

z(t) = Xe 7 cos(wt + §) = Xe b cos(wt + )
1

w? = wi — b — =} Parameter § je lubovolny
T

Predpokladame pritom, Ze trenie je dostato¢ne malé, teda Ze plati w3 > b2.

V pripade, velkého trenia, teda pri w3 > b? pohyb nema kmitavy charakter, treba
hladat iné rieSenie, ale nebudeme sa tym zaoberat.



z(t) = Xe % cos(wt + 6)
Graf pre hodnoty: b=0.5,w=10,0=0
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z(t) = Xe % cos(wt + 6)
b=0.5,w=10,0 =0
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O
Co je to peridda (frekvencia) neperiodického signalu?

10F

| z(t) = Xe % cos(wt + 6)

osf| || e XD —0.5¢)

:il || |I II,‘ '.ll ,'y',‘*ﬂ b —_ 059 W = 10? 5 — O

[ | ' \ ~——
| Jo | i - ,l,
BET 2| [ 3 5
| | 7 | /
U] A \
|
L . | ‘| |
05k 1] \ |
L | '..I‘

19



Co je to peridda (frekvencia) neperiodického signalu?

- z(t) = Xe % cos(wt + )
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Napocitam 8 pikov za 5 sekund
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Co je to peridda (frekvencia) neperiodického signalu?

N z(t) = Xe % cos(wt + 6)
o 'nl '. gxp(—(].ST]
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Napocitam 8 pikov za 5 sekund J =
w=2rf

O poslednom piku nemam istotu, preto

Keby som ratal piky nie pocas 5 sekéj(l)wgltalle pocas 50 sekund, naivne
by som Cakal, Ze dostanem  f — —0 = (1.6 +0.02)s !
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Skuste urcit pocet pikov za 50 sekund signalu!
Neda sa to, lebo ¢as 50 sekund je pridlhy voci tomu ako rychlo klesa

ona exponenciala

-0.5
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Ako rychlo klesa exponenciala?

/ 1
exp(—bt) = exp(—;) T

;l“ M~

i :.'|v III l'. '|,?‘”-.;"--~-~ fﬂ)(_(]jﬂ

|| ||| ll III| VIR '~,||' -. ~

1T o - L -

T 1Y 2 f 4 5

VLot l" |

[ t' ‘l '.ll .'

t
exp(—0.5t) = eXp(_i)

Za dobu t =~ T exponenciala uz viditelne poklesne, za dobu
~ niekolko 7 poklesne tak, Ze sa uz piky dalej ratat nedaju
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Chyba (nepresnost) uréenia frekvencie je teda

1

niekolko 7

Af ~ =+

Radovo teda plati ¢osi, ¢o sa zvykne volat ,princip neurcitosti”
IAf|lT~ 1

Absolutna chyba urcenia frekvencie krat doba pritomnosti
signalu je radovo rovna jednej 24



Disipacia energie timenych kmitov

z(t) = Xe % cos(wt) v(t) = —Xbe " cos(wt) — Xe "wsin(wt)

E(t) = Wi(t) + U(1)

1 1 1
= §]€X26_2bt cos? (wt) + §mX2626_2bt cos? (wt) + §mX2w26_2bt sin? (wt)+

+ mbwX2e 2 cos(wt) sin(wt)

VyuZzijeme: mw? = mw% — mb® = k — mb?

1
E(t) = —mw?X%e 2" £ mX2b%e 2% cos? (wt) + mbwX2e % cos(wt) sin(wt)l

2

Plot[{1+2b*2 {Cos[omeqga t]} 2 / {(omeqga) ~ 2+ b / omeqga Sin[2 omeqga t])
Exp[-2bt], {t, 0, 5}]

10

Grafpre w =10,b =0.5
Plotované je
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