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Matematicky tvod

e komplexné éisla sa objavuji ako rieSenia
rovnic typu x? + 1 = 0. rieSenie takejto rov-

nice nazveme 1

vSeobecné komplexné &islo z je dane skrz dve

realne cisla x, y, plati

z=x+1y

a da sa reprezentovat ako bod komplexnej ro-
vine so stradnicami [z, y]. velkost komplex-

né¢ho Cisla je (vzdialenost od pociatku)

|2l = Va? +y?

uhol medzi sprievodi¢om a x-ovou osou ozna-

¢ime ¢, plati

z = |z]cos p + i|z| sin p

A

X

z

kedzd'| €9 = cos ¢ + isin ¢ dostavame
z = |z|e'?
toto bude pre nas najuzitocnejsi tvar kom-
plexného &isla
pre sudin komplexnych &isel plati
_ i(p1+

2120 = |21 |22e (p1+e2)
Specidlne pre komplexne zdruZzené ¢islo
Z=x—1y

7z = 2|20 79) = |2
komplexne zdruzené k sactu/sadinu je st-
et /stin komplexne zdruZenych
komplexne zdruzené ku komplexne zdruze-
nému je pévodné
ak je komplexné &fslo v skutocnosti redlne
tak z =2

derivovanie - budeme potrebovat vediet, Ze

d Az A

— = Ae™” 1

7 e (1)
linearita - operécia

L:x— L(x)

je linedrna, ak platjﬂ
L(x+y)=L(z)+ L(y) , L(ax) = aL(x)

dolezité ked riesime rovnicu L(x) = y pre ne-
znamu x a zadané y. ak totiz pozname riese-
nie x; pre y; a rieSenie xg pre yo dostéavame,
7e rieSenie pre y1 + y2 je x1 + T2

§pecidlne ak y = 0 tak Tubovolna linedrna
kombinacia dvoch rieSeni Axy + Bxo je tieZ
rieSenie

'Dokaz skrz Taylorove rozvoje alebo z konstantnosti funkcie e™% (cost + isint).
2Vsimnite si, Ze to je vcelku Specialna vec. Rozmyslite si napriklad, #e druh4 mocnina z — 2 NIE je linearna a preco.



Fyzikalny tvod

e derivaciu podla ¢asu budeme oznacovat bod-
kou
d .
ﬁm(t) = 4(t)
budeme iba v jednom rozmere - sme fixovany
na priamku

o fyzikilna interpretacia derivacie je rychlost
v = &, derivicia rychlosti je zrychlenie a =
V=2

e Newtonov zékon sily teda vyzera nasledovne
mi = F(x, )

kde sme zdoraznili, Ze sila moZze zavisiet od
toho, kde sa nachadzame (potencial) od toho
ako rychlo sa pohybujeme (odpor) ale nie od
nasho zrychlenia

e podiatoéné podmienky Newtonovho za-
kona si dve - poloha a rychlost, tie uz potom
Gplne uréuji pohyb telesa

ak teda n&jdeme rieSenie, ktorym vieme spl-
nit TubovoIné podiatocné podmienky, rov-
nica nemoéze mat uz ziadne iné rieSenid?

e harmonicky oscilator je systém, na ktory
posobi sila tmerna vychylke z rovnovéaznej
polohy poésobiaca smerom spit do rovnovaz-
nej polohy, t.j.

F = —mwix

kde druh& mocnina zdéraziuje to, Ze cislo
stojace pred x je kladné (v8etky fyzikalne pa-
rametre chceme realne)

e najjednoduchsia odporova sila aka sa da
predstavit je tvaru

F = -2xmz

pri¢om znamienko minus hovori, Ze to je od-
porova sila

e preco to je ddlezité si povieme v zaverecenej
casti, ale ak ste netrpezlivi tak si to mozete
precitat uz teraz

VolI'ny harmonicky oscilator

e rieSime pohybovi rovnicu

mi = —mwir = &= —wix

hladame teda funkciu, ktord po dvoch de-
rivovaniach d4 naspat sama seba az na ne-
jaka (zapornu) konstantu. spomenieme si na
(1)), napadne nas exponenta a skisime fun-
keiu tvaru x = Xe®, dosadime do rovnice a
dostaneme

a?Xe™ = —wiXe™ = o = —wi

ak by sme dovolili iba redlne o tak sme skon-
¢ili, ale ak dovolime komplexné a dostaneme
ako riesenie

a4+ = tiwy

mame teda dve rieSenia linearnej rovnicd’ a
teda aj Tubovolné ich kombinécia je riesenim

x(t) = Aeiot | Beiwot

kde A,B st Tubovolné komplexné ¢isla.
na ich fixovanie pouzijeme pociatocéné pod-
mienky xg, vy

A _ o — iUg/u)o
2
B - ) +Z2vo/w0

toto ale zavana problémom, lebo vsak vy-
chylka moéze vyjst komplexnd a to by nemala.
rieSenie

— ako fyzikalnu zoberieme iba redlnu cast
rieSenia Re [z(t)]. redlna Cast vznika ako
linedrna kombinécia rieSen{ a teda aj
sama o sebe je rieSenie. realnu cast do-
staneme nasledovne

T+T A+Beiw0t ZH—B6
2 2 2

—iwot

Rel[z] =

¢o je redlna cast nejakého komplexného
¢isla

x(t) _ Xoeiwot _ ‘Xo‘ei(wot-i-so)

3Tato veta ma isté obmedzenia, ale tie st skor technického charakteru.

‘Pre L(z) = mé 4+ mwiz.



x(t) je Cislo, ktoré s nejakou zaciatoc-
nou fazou rovnomerne obieha po kruz-
nici a rieSenie je potom jeho redlna cast
= priemet na x-ovii 0s

— a teda
Re[x(t)] = | Xo| cos(wot + ¢)

¢o je zvyCajny tvar rieSenia rovnice pre
harmonicky oscilator

— z vyjadrenia A, B vidime, Ze pre redlne
podiatocné podmienky A = B a teda

:L'(t) :Aefiwot_i_Beiwot — Befiwt_'_Aeiwot

=x(t)
a teda dostaneme redlne rieSenie
e ak zapiseme A = | Xg|e’® potom

z(t) = |X0|€i(wot+a) + |XO|€—i(wot+a)
= | Xo| cos(wot + a)

¢o je zvycajny tvar rieSenia rovnice pre har-
monicky oscilator

Tlmeny harmonicky oscilator

e doteraz by sme si vedeli poradit aj bez kom-
plexnych ¢isel so sfnusmi a kosinusmi. teraz
to uz ale nepojde

e budeme riesit pohybovi rovnicu s najjedno-
duch8ou odporovou silou

i = —wir — 2k

5QOverte!

v8imnite si, ze stale ide o linedrnu rovnicu s
nulovou pravou stranou. opdt je prirodzené
hladat vysledok v tvare z(t) = Xe®. dosta-
neme tak rovnicu

o +2ka +wj =0

jej rieSenie je

_ /.2 2
ar = —KE/K wj

mame tri kvalitativne rozne situécie

2

— silné tlmenie k% — w3 >0

2_wt<o
2

— slabé tlmenie &

— kritické tlmenie x* — w% =0

postupne sa pozrieme na vietky

silné tlmenie - rovnica mé dve redlne rie-
Senia a ak oznatime w = (/K% — wj rieSenia
maja tvar

x(t) = e rt (Aem + Befw’f)

pre velké ¢asy druhy ¢&len v zatvorke pre-
stane byt relevantny a teda

T~ 6—(H—w)t

ale kedZe k > w ani tento ¢len vela vody ne-
namuti a teleso svoj pohyb velmi skoro prak-
ticky zastavi

kritické tlmenie - tu mame iba jedno riese-
nie, takze vieme splnit iba jednu pociatoéni
podmienku. to sa da vyrie§it ale pre nés ne-
bude velmi doélezité (a je pre nas vlastne aj
trochu tazké). podstatné je, Ze kvalitativne
to nebude (velmi) iné ako kritické tlmenie

slabé tlmenie - pre nis najzaujimavejsia si-

tuacia. oznadime w? = w% — k2 a dostaneme

{L‘(t) _ e—nt (Aeiwt + Be—iwt)

a teda exponencidlne utlmované kmitanie so
zmenenou frekvenciou w, realne pociatocné
podmienky opét dajﬁ[ﬂ A= B ateda

z(t) = e " X cos(wt + a)



e takéto Cosi zodpoveda v prechadzajucom ob-
razku kruzeniu po $piréle smerom do stredu

ako priklad vinovy pohéar s vodou. ked do po-
héra tukneme, vychadza z neho zvuk, ktory
ale postupne slabne. ak do pohara pridame
trochu vody, zvy8§ime tlmenie x a budeme
pocut hlbsf zvuk s niz§im w. ak zvySime tl-
menie nad ur¢iti hranicu (zvid8a na to treba
nieCo taz8ie ako voda, napriklad piesok alebo
ryzu), po tuknuti nebude z pohara vychadzat
Ziadny zvuk

Energetickd bilancia tlmeného os-
cilatora

e v pripade oscildtora mame dva druhy
energie, kinetickt mi?/2 a potencialnu
mwix? /2, z vyjadrenia x(t) dostdvame pre
ich sucet

1
§mX§e_2“t [wg + K* cos (2wt + 2a) +

E(t)

+ wksin (2wt + 2a) |

energia sa teda v systéme nezachovéva, ale
sa straca

da sa spocitat, ze energia, ktora sa strati po-
sobenim odporovej sily je presne rovna roz-
dielu medzi pociatocnou energiou a vyrazom

vyééieﬁ]
pre kK = 0 dostaneme zachovavanie sa energie

a jej prelievanie medzi kinetickou formou a
potencialnou formou

nasleduje niekolko obrézkovm vychylky, ener-
gie a stratového vykonu pre rozne hodnoty s

5Mozete to skisit. Rozmyslite si, Ze potiatotna energia je

FEo

a ze do Casu t vykona odporova sila pracu

;mwga:(O)2 + lmj:(O)

10 e
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Tlmeny budeny harmonicky osci-
lator
e k harmonickej a odporovej sile teraz priddame
(budiacu) vonkajgiu silu F(t), riesime teda]
mi = —mwor — 26mi + F(t)
dolezité je, Ze sme nepokazili linearitu rov-

nice a rieSenie pre silu F; + F5 bude siicet
rieSeni pre sily F; a F5 osobitne

e to nam dovoluje pozerat sa na sily tvaru
Fpe™ kazda rozumna sila sa da napisat ako
superpozicia takychto sil rf]

2
2

t
/ dr2mei(r)? .
0

"Obrazky st pre podiatoéné podmienky x(0) = 1,v(0) =
si, ktoréa farba reprezentuje ktori formu energie.

0 a jednotkovii hmotnost a vlastni frekvenciu. Rozmyslite

8Mohli by sme najskoér uvazovat pripad & = 0, ten je viak zbyto¢ne komplikovany a v zaujimavych situéciach nefyzi-

kalny.

9Kosinus ako stcet, sinus ako rozdiel, komplikovanejsie sily komplikovanejsie.



- Ly L. y . . Aplitida
e opit to zavana komplexnymi veli¢inami, rie- fo

Senie bude podobné ako v predchadzajicej

Casti. bud zoberieme iba redlnu ¢ast alebo 8
si rozmyslime, ze pre redlne pociatocné pod-
mienky a redlne sily dostaneme vzdy iba re-
alne vysledky

e pouceny predchadzajicimi kapitolami ski- 2‘/ )
sime rieSenie v tvare z(t) = Xoe™¥ (teraz uz =

nie hocijaka w, lebo ¢akame Ze vychylka bude

reSpektovat posobiacu silu)(upozornenie: X " "
aj Fo mozu byt komplexné) e rezonancia je extrémne dolezity jav, s kto-
rym sa v praxi stretdvame strasne casto. ro-
e vypocet ukize, Ze zmyslite si, ako to je napriklad pri takom
hojdani na hojdacke
Fo
Xo = m [(wg — Q2) + 250 - e vychylka je fizovo posunuta oproti sile, v pri-
F i pade rezonancie o pol periédy. aj toto sa da
= e rozmysliet na priklade s hojdackou
my/ (W2 — 02)2 4 (2k02)°
e v utlmenom rezime v ktorom dominuje na-
kde tené kmitanie mézeme spocitat pracu, ktora
2k0) vykona za jednu periodu budiaca sila (tj. do-
tan ¢ = w2 dant energiu)
27 /2
e nesmieme zabudat na rieSenie s nulovou silou /0 dtF (t)i(t)

a v8eobecné rieSenie bude teda ) )
a pracu ktort vykond odporova sila (tj.

2(t) =e "t (Aeiwt + Be~ ) 4 stratu energie)
F O 27/
+ - /=9 / dt2km(t)?
my/(wF — 02)2 + (2600)° 0

vysledok dostaneme samozrejme rovnaky
toto riefenie vie splnit [ubovolné podiatoéné
podmienky, takze iné rieSenie byt nemoze.
okrem toho po dostato¢ne dlhom ¢ase bude
prva Cast rieSenia tplne utlmend a moéZeme

F32kQm/m
(wg — 02)2 + (2k02)2

ju ignorovat RLC obvody

viimnite si, Ze sme (tak trochu nahodou) e inym dolezitym systémom, v ktorom sa ob-

vyriesili aj pripad pre konstantna vonkajsiu javuje rovnaki rovnica su RLC obvody. tie

silu, v ktorom €2 = 0. skuste napisat pre ne- st zloZené z troch pasivnych prvkov

jaké konkrétne pociatoéné podmienky riese-

nie v tomto pripade — kondenzdtor, na ktorom je pri napati U

nahromadeny naboj ¢ = CU, kde C je

e Studuje druht Gast riefenia. jej velkost ma charakteristika kondenzatora - kapacita

ostré maximum okolo hodnoty Q = wq, jej — rezistor, na ktorom je pri pride I na-

konec¢nost zachraiiuje jedine pritomnost od- pitie U = RI, kde R je charakteristika

porovej sily k. tomu sa hovori rezonancia rezistoru - odpor



— cievka, na ktorej sa pri zmene pradu I
indukuje napétie U = LI, kde L je cha-
rakteristika cievky - indukénost

do obvodu méZzeme zapojit aj aktivny prvok,
zdroj napétia U(t), ktora sa méze s Gasom
menit

e najjednoduchsi obvod so vSetkymi tromi vy-
zerd nejak takto

q R
O O
u(t)

e 7 druhého Kirchhoffovho zdkona dostavame,
Ze stcet napati na troch prvkoch obvodu
musi byt rovnaky, ako je napétie zdroja

1 .
ol IrR+ LI, = U(t)

v rovhovidznom stave pretekd odporom aj
cievkou rovnaky prad Iy, = Ir = I a naboje,
ktoré tec¢t cez obvod sa zachytévaji na kon-
denzétore, tj. I = ¢ a dostaneme

. o1
Lq~|—Rq+6q: U(t)
e dostédvame teda rovnicu ako pre harmonicky
oscilator ale

E,F—>U

— L —
m , Wo o7,

1
— K
vLC
e mame teda hned rieSenie, v ktorom nés zau-

jima viac I ako q. pre kosinusovi silu napri-
klad

U2
2 2
Ly (£ - 92) + (52)

Q/2
X sin (Qt + ¢ — arctan W)
o — ¥

I =

z toho sa da dopocitat uz ¢okolvek, ¢o by
nés mohlo zaujimat

e v zloZitejsich situéciach sa zide zaviest pojem
impedancie prvku Z

. 1

plus pravidla o skladani impedancii séri-
ovo/paralelne zapojenych prvkov a fazovych
posunoch

Spriahnuté oscilatory

e pomocou zovSeobecnenia vychyliek do kom-
plexnych ¢&isel vieme vyriesit aj komplikova-
nejsie mechanické problémy

e majme dve telesd na pruzinach, ktoré st spo-
jené tretfou pruZinou ako na obrazku (pre
jednoduchost budeme uvazovat rovnaké tu-
hosti v8etkych pruzin k)

"\

e vychylku prvého =z rovnovaZznej polohy
ozna¢me z, vychylku druhého z jeho rovno-
vaznej polohy ozna¢me y. pohybové rovnice

pre telesa sq']

—kxr —k(z —vy)
—ky +k(z—y)

mx =

my =
a teda (oznatime w3 = k/m

i = —2wir+ Wiy

j =+ wir -2y

108ily od krajnych pruZiniek sa kz a ky, predizenie prostrednej pruziny je & — y. Znamienka do rovnic doplnime podla
toho, ktorym smerom ma posobit sila. Napriklad v prvej rovnice pre z > 0 a y = 0 prava pruZzina teleso taha dolava a
prostredna pruZina sa roztahuje a teda sila posobi tieZ smerom dolava.



e nafim cielom bude najst (zatial hocijaké)
rieSenie tychto rovnic, pouceni prechadzaja-
cou ¢astou skusime rieSenie v tvare komplex-
ného oscilovania

x:Xezwt 7 yzyezwt

dosadime do rovnic a upravime (v istom mo-
mente rovnice s¢itame a od&itame) na

(@~ WB)(X +Y)
(w? = 3u3) (X — Y)

0
0

e tieto rovnice maju platit sacasne, ¢o mézeme
dosiahnut dvomi spdsobmi

Ww=wi, X=Y

alebo
W =3wd, X =-Y

prva moznost je kmitanie oboch telies rov-
nako

e nepokazili sme linearitu rovnic, takze mo-
Zeme spravit kombinécie rieSen{ s kladnym a
zapornym znamienkom a dosat rieSenia ako
v pripade jedného oscilatoru

:L‘(t) :Alezwot + Ble—zwot
y(t) :Alezwgt 4 Ble—zwot

ZZ}‘(t) — AQeiﬁwot_‘_BQB—i\/gwot
y(t) — _ A26i\/§w0t . B26—i\/§wot

tymto rieSeniam sa hovori moédy

frekvencie kmitani médov tiez davaju zmysel

— wp je frekvencia ako na jednej pruzinke,
telesd kmitaju rovnako, pruzina medzi
nimi sa nenatahuje a teda akoby tam
ani nebola

— V3w je frekvencia ako na troch pru-
zinach, telesa kmitaja proti sebe, teda
prostredna pruZina sa z pohladu jed-
ného telesa sprava ako pruzina polovic-
nej dlzky a teda dvojnésobnej tuhosti

e avSak aj linedrna kombinacia médov je rie-
Senie rovnic vd’aka linearite, takze aj funkcie
v tvare
z(t) = Aqetot 4 Bie ol
_’_Azezx/gwot 4 Blefzx/gwot

y(t) :Aleiwot + Ble—iwot_
. Azei\/gwot . Blefi\/gwot

si rieSeniami pohybovych rovnic
takéto rieSenie ma 4 volné parametre, kto-
rymi potrebujeme zafixovat 4 pociatocné
podmienky. vypocet potvrdi ofakivania, Ze
by sa to tym padom mohlo dat jednym a iba
jednym sp6sobom

_ o + Yo . Z.va + vyo

A =B
! 4 4wo !
o — Yo .VUz0 — Uyo >

Ay = —1 =B
2 4 4\/3000 ?

e to znamend dve vecl

— ziadne iné rieSenie rovnic existovat ne-
moze. ak by existovalo fyzika by mala
problém, lebo ten isty experiment by
mohol dopadnit dva krat rozne

— rieSenia vieme pre realne pociatocné
podmienky opét napisat v explicitne re-
4lnom tvare

x(t) = Xocos(wot + a) + Yo Cos(\/gwgt +0b)
y(t) = Xo cos(wot + a) — Yg cos(v/3wot + b)

e aj ked boli mody jednoduché, vieobecné rie-
Senie ktoré z nich vznika je velmi kompliko-
vané, lebo ide o sufet goniometrickych fun-
kcii s roznou frekvenciou a amplitudou



e na zéver si vSimneme jednu zaujimavé vec,

pociatocné podmienky pre prvy aj druhy
mod vyzeraju velmi podobne ako pociatoéné
podmienky pre kmitanie jedného oscilatora
v kombinacidch (x +y)/2 pre prvy mod a
(r —y)/2 pre druhy mod (aj s patri¢nou
frekvenciou)

to samozrejme nie je ndhoda, séitanie a od-
Citanie mozeme spravit uz na drovni pohy-
bovych rovnic, éim dostaneme

m(i+§j) = —wo(z +y)

m(i —§j) = — 3wo(z — y)
¢o po predeli faktorom 2 dé presne to isté,
ze linearna kombinécia stradnic (z 4+ y)/2 sa
sprava ako jeden nezévisly harmonicky osci-
lator s frekvenciou wy a linedrna kombinécia
sturadnic (z — y)/2 ako jeden nezéavisly har-
monicky oscilator s frekvenciou v/3wg

okrem toho pocet moédov 2 samozrejme ne-
bola ndhoda a suvisi s poctom oscilatorov
(a teda poc¢tom stuphov volnosti systému).
podmienky pre w, X, Y sa daja prepisat ako
kvadraticka rovnica pre w?

(w2)2 — 4w?w3 +3 (wg)Q =0

ktora da samozrejme tie isté rieSenia

Ponaucdenie na zaver a literatara

e pripomenme eSte raz, ¢o sa to vlastne dialo

riefili sme fyzikalne rovnice, v ktorym po-
vodne vystupovali redlne premenné. avSak
sa ukdzalo byt uzito¢né dovolit premennym
byt komplexnymi. tak sme vedeli riegit aj po-
vodne velmi tazké problémy

okrem toho sa ukdzala byt velmi uzito¢na
metdda typovania rieseni. ukazat, Ze nieco je
rieSenie rovnice a zvidsa lahgie, ako rovnicu
vyriesit. avSak za istych okolnosti sme vedeli
ukazat, Ze iné ako nami natypované rieSenie
rovnica nema

na to bolo dbélezité, Ze sme si vedeli v typova-
nom rieSeni nechat istd volnost, ktorou sme

jeho tvar patri¢ne prisposobili potrebam tej
ktorej rovnice

a ako bodku splatme jeden dlh z Gvodu. §ta-
dium harmonického oscilovania s jednodu-
chou odporovou silou sa méze zdat vcelku
akademické. avSak spriahnuté oscilatory s
odporom dokéZu popisat obrovské mnozstvo
javov. ¢i uz ide o spominané kmitane pohara
alebo hojdanie na hojdacke, alebo o kompli-
kovanejgie veci ako statika stavieb ¢ dyna-
mika krigtalov.

dovodom na to je nasledujtce tvrdenie. aky-
kol'vek systém sa v blizkosti svojej stabilnej
rovnovihy sprava ako systém previazanych
oscilatorov. dovodom je, ze akakoIvek kom-
plikovan4 sila je popisana "pruzinovou” silou
—kx blizko pri mieste kde F' = 0 (napriklad
aj pre taku pruzinu to plati iba priblizne)

a kedZze systémov, ktoré su blizko pri svojej
rovnovéhe, je okolo nas netrekom, aj vyssie
popisany aparat mé Siroké uplatnenie

~~~~~

pokracovat napriklad tu

— Zdklady fyziky, moje prednagky pre stu-
dentov bakaldrskeho programu mate-
matiky, kde sa d& docitat napriklad o
maticovému pristupu k spriahnutym os-
cilatorom

— Halliday, Resnick, Walker - Fyzika,
velmi dobre spracovand kniha na
drovni, ktorej by mohli rozumiet aj 8i-
kovny stredogkolaci

— Feynmanove predndsky z fyziky, stéle
jeden z najlepsich zdrojov pre zaujem-
cov o fyziku za stredogkolskou troviou

— Tirpdk - Elektromagnetizmus, v tomto
kontexte zaujimava 9. kapitola, kde sa
podrobne rozprava o symbolickej me-
tode rieSenia RLC obvodov komplex-
nymi ¢islami

— Tong - Dynamics and Relativity, ak sa
nebojite angli¢tiny, tu sa déa tiez vela
naucit



