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El presente trabajo ha sido realizado en el Seminario de
Matemaiicas que dirige el Prof. Dr. Julio Rey Pastor. Me es
grato dejar constancia de mi agradncimiento al eminente maes-
trc por sus indicaciones y conscjos que me han sido muy ati-
les en la preparacidn de este trabajo.

El Prof. Borel en su célebre memoria sobre Series Diver-
genfes (Annales de I'Ecole Normale, tomo 16, pag. 195, Afio
1899) estudia para aplicar su método de sumacidon exponen-
cial la ecuacién diferencial lineal

o

2y +y=st &

Se sabe que una solucién formal de esta ecuacién es la
seric de potencias de radio nulo

y=a2—2z8+-23. 2t —2.3.4. 294234520 — ... (2)

1

Aplicando el método exponencial a esta serie divergente pa-
ra todo #5=0 resulta

y:fe“u[ux——log(l-}—ux}]du

Para poder calcular efectivamente esta integral reducién-
dola a una conocida, la transformaremos asi

P

y==z /e—uudu+jloc (1+uz) d(e™)
o

0 0 "

log (1 >]°° f et zdu
=z Llewlog(l+uz)|— | ———
[ oA\TT 0 14ur

0
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y haciendo el cambio de variable

1

U=g——

se tiene como suma de (2)

y=z—e* | — dz (3)

w ]~

y basta entonces recurrir a las tablas de logaritmo integral (por
°j. las de Jahnke y Emde) para el cdleulo efectivo de
esta expresion.

Asf para =1, por ejemplo, la serie divergente

11 -2 #3831 —4! 45! —61 + ...

tisne como suma

=3

S=1—c¢ f G dr=1—¢0,2194=0,4036].

z

1

Es sabido que la sumacién de series potenciales de radio
nulo, no puede efectuarse con los métodos de Abel, Cesaro,
Euler, etc., y precisamente constituye uno de los grandes mé-
ritos que han dado fama al méiodo Borel, el lograr en muchos
casos la sumacién de tales series.

Sin embargo estos deben ser de un tipo muy particular,
para que la correspondiente serie asociada sea una funcién co-
nocida y por tanto la integral de Borel pueda calcularse.

Nos proponemos dar un método més general que efectiie la
sumacién de series de radio nulo para las cuales el método
de Borel es ineficaz.

Observemos en primer lugar que no tiene nada de extraor-
dinario el hecho de que la suma Borel satisfaga a la ecuacion
diferencial, pues un sencillo cambic de variables en una in-
tegracién por partes, transforma lo integral entre 0 y o de
Borel en la clésica solucién de la ecuacién lineal.
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En efecto, la solucién de (1) estd dada por la formula

y:e{;/e—'; dz.

1 1 Fex 5
-1 e = 1fe =
y=c=[ze =— del=xz—e= dz
z z
e 0
Haciendo en la integral el cambio de variable — = z se
tiene, pues t
1p e~z

r=gx—e*x | —dz
) z

1

=

resultado idéntico a (3).
Parece pues natural, definir como suma de una serie di-

Lo
vergente Z-an:cn, que satisface formalmente a una ecuacion
n=1

diferencial lineal, la integral de esta que es nula para #=0.
Este método cumple la condicién esencial de todo método de
sumacién, o sea que aplicado a una serie de radio no nulo de
como suma el valor de esta serie dentro de su circulo de con-
vergencia. En efecto, tal serie constituye en ese caso el des-
arrollo convergente de la expresion bien conocida que da la
integral general de la ecuacion y por lo tanto la funcién que
damos coincide con la suma efectiva de la serie. Con este mé-
todo tan sencillo logramos sumar series de la forma

y: xm__ m xmth -+ m(m -+ h)wm-ﬁ-?h

— m(m-+h)(m+2R)zmsh 4. (4)

de radio nulo. Si m-+nh=-0, para todo n, serie que satis-
face formalmente a la ecuacién diferencial

zh-}-l y’ + ¥ —=xm
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cuando m y h satisfacen a cierta relacién que veremos més

adelante,

Igualmente es posible sumar con una férmula Gnica, una
infinidad de series divergentes de la forma (4) no sumables por

el Método de Borel.
Iy La ecuacién diferencial

xh—i—l y’ + y —=qm
tiene como solucién la expresién
I
y=ew [ e w gm-h-ldy para m=h-L1.

[

(5)

Para reducir esta integral a un tipo conocido, integramos

por partes y se tiene

-1
y:eﬁsZ e_;;_h_ gmh . € gt xm—2h n
m—h  (m—h)( m—2h)
~_1 .
€ pgh xm—sh . (_1)11—!—193171—,1]18 - m
(m—h)(m—2h)(m—3h) (m—h)(m—2R)...(m—nh)
L %
(—1>n+2ehxh —.Lh .
R —nh—h—1
(m—h)(m—2k)...(m—nh) f € am—nh=h=1 gy
0
0 sea
Y= anh gm—2h xm—~3h

( —1)ntigm—nh

(m—h)(m—2h).(m=nf)

1 @

1
(—1)n+2e het f e P gm-nh—h-1 d.
(m—h) (m—2h)...(m—nh)

m—h " (m—h)(m—2h) " (m—h)(m—2R) (g "

@

-+

0
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Ahora bien, veamos qué relacién debe haber entre m, n y
h para que al tender z hacia cero se tenga y=0.

En efecto, para que y—0 cuando z—0 debe verifi-
carse en (6) que

21
f e R xm—-nh—-h—l dx
0

=0.

1

x==0 — —

e hzh

R

Aplicando la regla de L’Hopital, se tiene:

1
e_ —h:}; qm- nh—h—1
lim =lim gm—nh,
1
=0 2=0

e— };E x'—h—l
;

Este limite serd cero cuando se verifique
m—nh>0.

Supongamos m—nh=g=1, que serd una condicién pa-
ra que se cumpla y=0 cuando z=0.

Tendremos entonces como solucién de la ecuacién diferen-
cial (1) que cumple la condicién y=0 para z=0 la siguien-
te expresion

xm—h Zm—2k gm—38h
A (m—h)(m—2h) T (m—h) (m—2h) (m—3Hh) ot
L «
\ 2 phalt ' 1
(=1)rHazg (—1)r#e fe_ﬁ zg-h1dz.
(m—h)(m—2h)...q = (m—h)(m—2h)...q

0

Haciendo en esta twltima integral el cambio de variable

se tiene finalmente como solucién de (5)
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pm—h am—2h am—3h N
YTk (meh)(m—2h) (m-h)(m—2h (m—Sh) T

—1)a+t ~1)nt2 = -i R
X 2)(2 23;3) + —— T (7)
m=h)\m—zh)...q  pt (m—h)(m—2h).. q

expresién convergente para > (.
La expresién (7) puede atn simplificarse, pues suponiendo

% <1 tenemos
1
w P
fe"ft‘h i—fe“tt‘,L dt-—/e‘t#—* dt. (8)
1 )
hat
Pero

o e-—ttl_% 0
/e-tt—%dt:[ q’ ] 4
0 I— o

-+ ———-1 f etfl— ‘%* di= -——1 et fi—- % dt.
-4 -4
1] 4

Recordando el valor de la integral euleriana de 2a. espe-
cie, se tiene

o

[e—tt—%dtz(—%)!.

0

Para calcular el sustraendo de (8) integramos por partes

1
haP

q hx !
tp—— 1 -
fe—t#%dtz [e;_g_hJ +Z__Q— et~ df=—

0 h 0 ———7_{0

1 1
Py i)
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1 2
e h
e hah 1 he ‘
= -+ et i— L d¢
N AN T A Y & q n b
(I—)ht= 2h(7) Ty
Se fiene enlonces
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Ahora bien, para caleular esta tllima integral procedemos

asi
1 1
At Bt
e ~ 2 13 g
[C til- dE = / (1“t+'2"l*~—8;‘!‘+...> 5 dit=
0 0
e
Bt
K q a q q
‘ , A T S L M Ly
= [ (- —p et ) U
21 3! 4! 5!
0
q o _a A _ 0
2 BT =y A %
— - o -
o 4 a4 21 (41 (5L 1g—2
2 W Sy 21(4 h) 31(5 h) 41(6 h)
71
- [¢ el
- f‘-_"i‘:______L. A 1 —_
s 4y seLio Ay ph(s—-+
o1 (7 /t> 0 h h(—r‘ h>‘x( h)
1 1

¢ ¢ +
B (3— L) (3 a1 bt~ (4— L) 2h( %)
1

1 b ——
q . - T4 BN
31 (5—-F) dh(5=%)  4lRST (6— L) ah()

serie alternada rapidamente convergente.
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Resumiendo
= (10)
= 1
/e—ttl—%— di=3 (—1)p - —.
p=0 plhPie=5 (p+2—4) gh(pre—%)

0

Teniendo en cuenta (9) y (10) se tiene finalmente como
solucién de la ecuacién (5) la expresion

” am—h am—2h I pm~3h .
=_hr (m—h)(m—2h) T(m—h)(m-Zh)(m—Sh) T
(—1)rias (Dmeet 1
(m—h)(m—2h)...q K (m~h)(m—2h)...q
1
_1 12 1 I“l +2 R
(=1)n (=1)mt2e e

h(m—h)(m—2h)...q (1— T(‘Z) Zh( ) b (m—h) (m—2h)...q

1 - .
g = (=D — ; . (11)
(=) o= plthese—7 (p+2— Ly ah(pr2-7)

La expresién (11) es convergente para todo 2> 0, pues la
‘e ~ b
serie (10) es una serie alternada convergente para todo valor po-
sitivo de z. Para 2— 0 la serie tiende en virtud de (10) a

¥

fe‘ftl*‘,’z—dt:( -—-Z-)I

0

Yy para £-—o tiende a cero como es obvio verlo.

Tomando en la serie de (11) un ntmero p+1 par de
términos, se tiene de acuerdo a la teoria de las series alternadas
convergentes que el error cometido serd menor que el (p 4 2) sime
término y mayor que la diferencia entre el (p+3)¥™° térmi-
no con el (p- )%=,

En nuestro caso tendremos
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R
ehxh 1
h * (m—h)(m—2h)...q 2

R, <

1
(pA1)thess=i (p+3— %) a;h(p+3——%)

. (12)
Veamos un ejemplo, supongamos h=2, m=»5. Se tiene

la ecuacion diferencial
zdy + y =" (13)

La solucién formal de esta ecuacién en serie de potencias
y tal que para =0 se¢ tenga y=0, es la siguiente

y=x%—52+5.7 20— 570115791128 —.... (14)

Por olro lado aplicando (11) y haciendo ¢=1 se fticne
en virtud de la ecuacién de condicidn

m-—nh=g. 5—2n=1, o sea n=2=2.

Por lo tanio tendremos

e ? z ! e ( — 1 ) 1 __}._ _?_:—
3 3  gl2’ 2/° 23 =
E2 1 o
- = 2.2 (— 1)p . i5
3.l » ._...;,(‘ 2 pl2p¥8i2 (p4-3/2) 2Pt (15)

Haciendo z=1 en (14) se tienc la serie divergente
1—5+5.7~5.7.9+5.7.9.11-—5.7.9.11.18 - (16)

cuya suma se obtiene haciendo z=1 en (15).
Se tiene entonces como suma de (16)
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Tomando p=3 o sea 4 términos de la serie entre cor-
chetes, se tiene de acuerdo a (12) la suma con un error

2Ve 1 Ve
. < 0,000 13.
3 4ol 34IzEil o

Ahora bien para calcular S recordemos que

(~3)=r(d) ==

Se tiene entonces como suma de (16) por exceso
S=0,2185.

Resumiendo los resultados obtenidos en este trabajo po-
demos afirmar lo siguiente:

La serie divergente
y=am—mamth - m(m L k) gmich

—m(m-+h) (m+2h) gmish L (17}
satisface formalmente a la ecuacion diferencial
ey oy —gm,
Ahora bien, cuando se cumple
mz2 hzl, ¢=1

¥ la ecuacion de condicign

m—nh=q (18)
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es posible sumar una infinidad de series divergentes de la for-
ma (17) aplicando la férmula (11).

En particular para h=1 y m=2, tenemos la ecuacién
diferencial (1) que usa el Prof. Borel, en su memoria y su
correspondiente solucién formal en serie de potencias que se ob-
tiene haciendo h=1y m=2 en (17) o sea

22 —23+2.8. 2t —2.34x54-234525— ...

cuya suma se obliene aplicando (11) y teniendo en cuenta que
de (18) resulta g=1.
Aplicando (7) tenemos entonces

2]

1 et
y:x——c“'f?- dt

1
T

resultado bien conocido.



