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Los temas que trataremos en este articulo han sido
escogidos, y serdn desarrollados, con miras a ilustrar
el proceso caracteristico de la Matemética, a saber, la
generalizacidén. Este proceso tiende a considerar colec-
ciones de objetos cada vez mis amplias y requiere la in-

troduccidén de conceptos mediante definiciones precisas.

Estas definiciones tienen cominmente como base ciertas
nociones intuitivas y entonces la labor por desarrollar
consiste en describir dicha nocién intuitiva en térmi-
nos aceptables desde el punto de vista matemidtico} en o-
tras palabras, se trata de expresarlas dentro de un sis-—
tema matemdtico.

Para entrar en materia, consideremos la nocidn de

convexidad. En geometria elemental se distinguen ya los

pollg%;onz};};,‘ como @ W

de los no convexos, como

Fa < 5

Méas generalmente, llamamos conjuntos convexos en el

. n, .
plano (o espacio bidimensional) a los conjuntos del ti-
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po' siguiente

©Jy dr qp dp /o

Mientras que conjuntos como

" E B O e

son considerados no convexos.

Las graficas anteriores ilustran intuitivamente la

nocidén de conjunto convexo. Nos planteamos entonces el

primer problema relativo a defjn;gignga;é Cémo se defi-
ne la nocibén de conjunto convexo? ¢ Cundo decimos que un
conjunto del plano es gonvexo ? 4 Cudl es la propiedad
que caracteriza a los conjuntos convexos ? KEn otros tér-
minos, debemos buscar una propiedad C tal que pueda a-
firmarse <<Un conjunto A es convexo si y sblo si A
satisface la condicidn §_>>. Una vez hallada esta con-
dicién C , este enunciado pasard a ser la definicidn

de conjunto cenvexo.

En el presente caso la solucidn es sencillaj la con-—

diciéon C es la siguiente:

g Si P y Q son puntos de A entonces el segmen-

to de extremos » Yy q estd completamente contenido

>>
en A

Establecemos entonces como definiciédn:

(&) ““un conjunto A (subconjunto del plano) es
convexo si y sblo si para todo par de puntos p ¥y g
de A el segmento L(p,q) de extremos p y q estd

g >>
completamente contenido en A.

Esta condicibn la expresamos escribiendo:

S8i pe A y qe& A entonces L(p,q) c A.
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N7

convexo convexo

Una vez definido con precisién el concepto de conjun-

to convexo para conjuntos que sean subconjuntos del plano,

trataremos de generalizarlo considerando subconjuntos del

espacio tridimensional. Este paso no presenta agui ningu-
na dificultad, pues la misma definicidn anterior tiene

sentido y ademds estd de acuerdo con lo que se espera sea

un conjunto convexo en el espacio tridimensional:

G

convexo no convezxo
El paso siguiente es naturalmente la generaliza-
cibén a mis de tres dimensiones, y aqui tropezamos con
ciertas dificultades. Por ejemplo: éQué es el espacio de
5 dimensiones? ¢ Qué es un segmento en este espacio ? Para
contestar adecuadamente estas preguntas, es decir, para
encontrar las definiciones convenientes, volvemos a la
fuente de estos conceptos, a saber, el plano geométrico.
Observamos en primer lugar que mediante 2l método de las
coordenadas, debido a Descartes, cada punto del plano

puede representarse por-medio de una pare ja ordenada de

L= o= = 0 2.
Figura 1. ez, i )

24 01 23

nimeros reales (fig.l) De esta manera el plano puede
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considerarse como un conjunto cuyos elementos son dichas

pare jas. Llegamos asi a la definicién del plano:

DEFINICION. El plano cartesiano o espacio euclideo

bidimensional es el conjunto ( designado generalmen-

te RF) cuyos elementos son todas las parejas ordena-
das (x,y) de nimeros reales x,y.

Simbbdlicamente:

R2 =~{(x,y) t X, ¥y son nimeros realaa} .

”

Es claro que (x,y) = &,y’) si y sblosi x=x" ¥
Yy = ¥'. Entonces un punto del espacio euclideo bidimen-
sional es simplemente una pareja ordenada (x,y) de ntme-
ros reales. Este punto puede también representarse me-

diante una flecha o vector 3 desde el arigen (0,0)

hasta el punto (x,y):
-
P> (xs.V) .

Asi los elementos del plano pueden considerarse como vec-—
tores. Como puede verificarse sin dificultad, el produc-

to de un nimero A por el vector 3 = (x,y) es el vector

Ap = (Ax,Ay).

Si A es positivo entonces XB es un vector con el mis-
mo sentido de E y cuya longitud es A veces la de 3 3
si A es negativo entonces XS tiene sentido opuesto

al de 3 3 81 A = 0 entonces A; es el vector cero

4 origen: 3 = (0,0).
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También, si E = (x,y) ¥y 3 = (a,b) entonces el
vector suma es la diagonal del paralelogramo formado por
— —

P Y aq Yy tiene por componentes la suma de las compo-

nentes correspondientes de 3 ¥ c-fz

— -
p +q = (x+a,y+b)

Conviniendo en que dos flechas representan el mismo
vector si tienen la misma longitud, direccibén y sentido,
puede decirse que se suman vectores colocando unos a con-
tinuacién de otrosj; la suma es entonces el vector que va
del origen del primero al extremo del iltimo.

Dados dos vectores ‘3 ¥y E (representados por fle-—

. ; -
chas que tienen un origen comin 0) entonces el veector T

_’
’Q, q' ;‘*\
0 A 2
> »

que va del extremo de ; al extremo de E tiene la
-3 - - - -

propiedad de que sumado con p da q ¢ p + T = q, €S8
- -

- % % - - -
decir, r es la diferencia entre q y p: Tr=4q - p.

Si p=(xy) § a = (apb) ¥ T = (m,n), entonces la
eouacién p + T = q equivale a (x+m,y+n) = (a,b), es
deciry, x +m=a, y3¥¥n=>b, de donde m= X ~ 3,

n=y- Db, es decir,
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T=3a-7= (x-a,y-b)
En otras palabras, las componentes de la diferencia son
las diferencias de las componentes correspondientes de
4 v P

Veamos ahora cdémo podemos definir adecuadamente el
concepto de segmento: Dados dos puntos (o vectores) 3 =
(pl,pz) y ; = (ql’qz)’ lo que iéiuitivamente considera-
mos como el segmento de extremos p ¥y 'E estd formado
por los puntos (o vectores) que
pueden obtenerse sumando a 3
un vector ; que tiene la mis=-
ma direccidn y sentido que 1la

5 5 - -
diferencia q - p pero cuya

AR

NS

9}

longitud es menor o igual que la

de este vector; en otras pala-
bras:

-
=]

= t(3-p), O<t < 1.

Asi, pues, podemos definir el segmento L(E,;) de ex-

tremos 3 Y E como el conjunto de todos los vectores
T (elementos de H.z) que pueden expresarse bajo la for—
ma

? = ; + t(a - ;), 0<t<l1.

Decimos que esta expresidn es la ecuacidn del segmento
-
L(P,_)) .

De esta manera hemos dado significado preciso a las
nociones plano ( & espacio euclideo bidimensional f§2)
punto o vector (elemento de l{z), suma de vectores, pro-

ducto de un ntmero (o escalar) por un vector y segmento

determinado por dos puntos,

Una vez afirmadas estas nociones en su punto de par—



tida, volveremos a avanzar ahora hacia las dimensiones
superiores y ver si podemos vencer el obstdculo encon-
trado antes para superar la dimensién 3.

Notemos antes que las nociones gue estamos conside-
rando no ofrecen ninguna dificultad cuando se trata de
adaptarlas al caso de dimensidn 3. En efecto: El espa-

3

cio ordinario o espacio euclideo tridimensional R~ es

el conjunto de todas las ternas ordenadas (x,y,z) de
nimeros reales; un punto o vector (elemento de ka) es

una de tales ternas:

-5

p= (x,y,z) B
Si ademis

—

q = (a.,b,c)

-p -—p . o .
entonces p=q si ysflosi x=a, y=b y z = c.

La suma y el producto por escalar se definen en forma
enteramente aniloga al caso bidimensional:

; * E = (x+a,y+b,z+c)

—
Ap = (Ax,Ay,Az)
( ; - f-l’ . (I‘a! y—'b,z-c) X

La ecuacidn del segmento determinado por dos vectores

; y E es exactamente la misma que para el caso bi-

dimensional sdlo que ahora es necesario recordar que los

vectores involucradc s tienen cada uno tres componentes.
La generalizacién de estos conceptos a dimensiones

superiores a 3 no ofrece tampoco ninguna dificultad de
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orden matemitico. La (inica dificultad es de tipo psico-~

16gico, pues ya no podemos representar o imaginar un es-
pacio con un nimero de dimensiones superior a 3. Sin em-
bargo, veamos que desde el punto dc vista 1dgico no hay

ninguna objecidn: Consideremos un nimero natural n fijo
(si se quiere y para fijar ideas, puede considerarse por
ejemplo n = 5). Definimos R™ como el conjunto de to-
das las n-plas ordenadas (xl,xz,...,xn) de nimeros rea-
les. Una tal n-pla es entonces un punto o vector E (e=

lemento de R™):

B = (xl,x2,.o-,xn) .

Si ademéis

-

Q= (¥ s¥p0eees¥y)
es otro elemento de R,n, entonces

D+ = (x 4y, % + X _+y.)
P+49 = \tisXotinyeemgR v,

Ed
AP (le’hxéy'°"hxn)
-
(=T = vy s%yTpreeesxymy,) )
La ecuacién del segmento L(E}E) de extremos ‘3 y E

es de nuevo

- =)

r=1+t(@ -7, 0<t< 1.

Ahora estamos preparados para definir conjunto con-—

vexo en general:

<<Decimos que un conjunto A, subconjunto de Fkn,
—
es convexo si y sdlo si para todo par de puntos p

y ¢ de A, L(P,a) c A’

Ahora bien, el llegar a una definicidén no es el fin
perseguido en matemiticasj; es justamente el principio.
Es necesario comprobar que dicha definicidn es una buena

definicibén, es decir, que describe los objetos que quere-
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mos estudiar y que, por lo tanto, de ella pueden dedu-
cirse en forma estrictamente légica las propiedades que
es de esperar posean estos objetos. Demos un ejemplo
sencillo de este tipo de derivacidn de propiedades a
partir de la definicidn, lo cual de paso ilustra la bon-
dad de nuestra definicibn de conjunto convexo.

Es natural esperar que, si A y B son conjuntos
convexos, entonces su interseccidén AflB, o sea el con-
junto de los puntos comunes a
los dos, sea de nuevo un con-
junto convexo. Veamos que esto
puede demostrarse usando nues-

tra definicidns en efecto: su-~

-
pongamos que p € A[lB y
ANB. Entonces pe A y

gl 2l

=
€
- - . -

By, y también q € A y q € B. En particular, pe A y
— —
q EA, ycomo A es convexo;, entonces L(p,q) € A.
Anélogamente, ; €B y E € By y como B es convexo, en-
tonces L(E}q < B. En consecuencia, L(;,E) estéd con-
tenido en A y también en B, luego estd contenido en su
interseccidn; es decir, L(S}Eﬁ < AlB. Hemos probado

= - -3
entonces que, si p € AllB y q € AlB, entonces L(p,aj
c ANB, o lo que es lo mismo, hemos probado que AllB es

convexol.

Como esta demsotracidn se ha efectuado dentro de un
contexto completamente general, entonces vale para cual-
quier nj; en particular, si n = 2 pocdemos afirmar que
la interseccibén de dos conjuntos convexos del plano es
de nuevo un conjunto convexo. Se ilustra asi la economia
lograda razonando en in plano mls general, el cual,por

otra parte, no implica mayor complicacidn en los razona-
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mientos.

Como segundo e jemplo de nocidén geométrica suscep-
tible de generalizacidn, consideremos la nocidn de dis~
tancia (entre dos puntos). Como en el caso anterior,par—
tiremos de una situacidn mds familiar e intuitiva: el
plano geométrico. En este caso, la distancia entre 3 y

E es precisamente la longitud del vector diferencia

; - E; luego, si queremos definir la nocidn de distancia
basta precisar la nocidén de longitud (de un vector).Es—
to no ofrece ninguna dificultad pues, de acuerdo con el
teorema de PITAGORAS, si D = (11,12) entonces la lon-

gitud de S (que indicaremos HF” ) viene dada por la
férmula /
= 2 2 » 2 2 \1/2
Il = V(x] + x3) (= (x] + x5)™°).

Andlogamente, si D = (xl,x2,13) es un elemento de RB,

+3

¥

entonces

)
2 i

11,|

[}

”3|| V(x2 + xg + x2)
(x + x2 + 12)1/2

[

= -3
En consecuencia, para p = (xl,x2,...,xn) (elemento de

RP) definimos
17|l = (xg + xg # aee F xi)l/2

Asi, por ejemplo, 3 = (1,—1,1/2,2) es un elemento de Rﬂ
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y I3l = V(6,25).

Definimos la distancia entre 3 ¥y ; (de acuerdo
con la observacidén hecha anteriormente) por medio de la
férmula

d(?;@ = "&" 3” .
En particular,

d(-ﬁ!a = IE;” .

F -y -
Si P = (xsXpseeeyx ) ¥ @ = (¥,¥,--45¥,), enton-

ces ]lzz

d(p,q) =[(y1-xl)2 + (}’2—3[2)2 teet (yn-xn)2

férmula ésta que coincide con las férmulas bien conoci-
das en la geometria usual, para el caso n = 2 (plano) y

n = 3 (espacio ordinario).

Para reforzar la conveniencia de la anterior defini-

cibn de distancia entre dos elementos de R™ s Puede ve-

rificarse que usando dicha definicién pueden demostrarse

las siguientes propiedades, que naturalmente deben exi-

girse a cualquier cosa que aspire a representar una dis-

tancias
(D1) d(p,a) > 0 y d(p,a) =0 si ysdlosi B=4q
(p2) d(3,a) = 4(a,p)
(03) 4(3,q) + d(3,?) 2 a(®,7)

La Gltima condicién, (D3), recibe, por razones ob-

|V

vias, el nombre de desigualdad del tridngulo.

Demostracién de (D1),(D2) y (D3): Sean P = (xl,xz,

- —
...,xn), q = (bl,y2’-oo,yn) Y Ir = (21,22,...,Zn). Por
- =5 =
definicidn, d(p,g) > 0. Supongamos ahora que d(p,q) = O:
entonces

0 = Vlyi—xl & & (yz—xz)z $owart (yn—xn)zlj
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luego
2 2 —x )2
0= (yl-xl + (yz-xz) + oee + (yn xn)
de donde
2 2
(yl_xl) =0, (yz—xz) =0y eeey (Nh - xn)2 =0
Y
x1=y'1, 12=y2, ssey xn=yn.
Es decir, 3 = E. Por otra parte, si ; = E es cla-
ro que d(p,a) = O , en virtud de la definicién de
—_
d(P,Q)-
Mostremos (D2): en efecto:
=) _ _ 2 _ 2 2
d(3,3) T[(.Vl x)% + (3,7x,)% + .. +(y,~x ) l
2 2 2
V[(xl y)S + (pmy,)" + eee + (x -y ) ]

ot d(&;iﬁ-

La desigualdad (D3) la podemos derivar de las de-

sigualdad
12+ Bl < 1]l + 7| (1)

8i ponemos a = (y.- -X x_ ) P =

p 8 a Y ™X 9™ Xp9 e ey =X ) ¥

byt et . ew —_ . 8
(z yl,zz y2, 3, yn) Pasamos pues a demostrar la
desigualdad (l), la cual necesitaremos mis adelante.
Comenzamos por demostirar la conocida desigualdade de

CAUCHY-SCHWARZ:
XY XY, b oeeetXy <
2

en donde xl,xz,...,xn,yl,yz,...,yn
les cualesquiera. Observemos primero que si a y b

[V'(x + X0 Bes i ][nyl + e + Y, £

son nimeros rea-—

dos nimeros reales > O cualesquiera , entonces

0 < (a -b)2
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de donde
0 < a2 -2ab + b

4ab < a® + 2ab + b = (a + b)2

2

2Va.Yb<a+b

¥ finalmente

Va.Wb < (a+b)/2 . (3)

S5i x=0 & y =0, la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ

es inmediata. Si x #0 y ¥y % 0, podemos poner

<
a, =
* x?-&... + X
1
y VE
b. =
i 2 2

Y tooew & Y

y usando la desigualdad (3) tenemos:
2

LN
X [ Y < p AT -l LN X
VX2 + ..+ x? [J)‘f*"'lfl‘ 2

para cada 1 (i= l,...,n). Sumando las n desigual-
dades anteriores tenemos
LYat-- - + Tuyh ¢ A1
Ve v ax Vyre. tyz 2
de donde (2).

Consideremos ahora la siguiente cadena de relacio-
nes en la cual usamos la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ:

2 2, )
(xl+yl) W bes e (xn + yn) —(xl+yl,(xl+y1)+...+

(x, +y,) (xn+yn) =

= (x1+yl)xl + ees + (xn + yn)xn +
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+(3:1+y1)y3L + waw (xn+yn)yn

2 2,12 2
ij&l"'yl) +...+(xn+yn) ,/;1 +oeee 4 X

-\

2 2 /2 2
+ ﬁxlﬂrl) +...+(xn+yn) /yl+ ."+yn

_ 2 2, [2 2
- ./(xl+yl) - .+(xn+yn) (»/xl+. cetX 4+

2 2
Jyl +* see * }n ).

Resumiendo

2 2 2 2
(::1+yl) +...+(xn+yn) < J(x1+yl) oee. + (xn+yn) .

3 ! 1
(\/XE +oesst xi + Jy§ +enat yi )

d . P - -y
Si ahora escribimos x = (x_l,...,xn), y = (yl,...,yn), po-

demos escribir la anterior desigualdad bajo la forma
- - 2 - - - -
Ix + 1% < J= + ylli=] + [vID,

Si "; + }’” # 0, entonces

I+ ¥ 1< 12N+ I71l . (1)
Si |[Xx + ¥l =0 1la desigualdad (1) es trivial.ll

Mencionemos que aungue la definicidn anterior del con-
cepto de distancia parece las mis natural y es la més a-
decuada a nuestra concepcidén tradicional del espacio, no
es sin embargo la finica posible y tampoco es la més na-
tural en todas las situaciones. En efecto, si suponemos
gque ; = (xl,xz) y a’ = (yl,y2) designan esquinas de u-—
na ciudad, entonces la distancia entre ellas, es decir,

—

la(menor)distancia entre ;3 ¥ q para un habitante de

la ciudad (humano y sin helicédptero) es
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=3 '
€(3,0) =ly;=x; | + ly,=x,|

: gl ea. g
- ly, -
1y 4=t el
) L=l |
' W : | l
)= 8 3 %
( d(? q, )= 4. \F‘) J‘(?,¢)=|j‘-1‘l1‘ 1y~ %

Generalizando esta nocibén de distancia tendrfamos que
definir, para D = (xl,xz,...,x ), @ = (yl,yé,...,yn) (e-
lementos de Rn) H

P e
d (P!q)= ]yl_xl] = |y2-x2| g, lyn_xnl s

+ |x

(Ovsérvese que si definimos | x | +e0s+ [xn|

y! 2
entonces también
d*(3,a) = 14 - Bl

Puede demostrarse que con esta definicidén también se
cunmplen las propiedades (D1),(D2) y (D3). Ahora bien, co-
mo de estas propiedades pueden derivarse todos los hechos
esenciales gque pueden esperarse de una adecuada nocidn de
distancia entre dos puntos, resulta que puede adoptarse
cualquiera de las dos definiciones, estando determinada
la eleccidbn por razones de conveniencia en estudios par-
ticulares.

Hemos mostrado entonces gque la nocidn de distancia
puede también generalizarse a l{n (y por lo menos en dos
formas diferentes). Con ayuda de la nocidn de distancia

podemos definir otros conceptos geométricos, por ejemplo
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el de esfera (que en este contexto llamaremos hiperesfera,
para acentuar su caracter general): Dado un punto a =
(al,az,...,an) de R® y un nfimero real r > 0, llamamos
higeresfera(cerrada) de centro a y radio r al conjun-
to Sr(g) formado por todos los puntos E (elementos de
R}“ cuya distancia al punto g es menor o igual que r.

En simbolos:
e TN 1% n =
s,.(2) {7 eR™: d(p,'é')gr}.

En particular, si a= 6 ¥y =1, tenemos la hiperesfe-
ra de centro en el origen y radio 1 , la cual designa-

mos simplemente St

s={peR” s |Pll<1} .

Cuando n =2, S es el circulo o disco de centro en el
origen y radio 13 cuando n =3, S es la esfera ordi-

naria de centro en el origen y radio 1.

(1,0)

Si en lugar de la distancia d consideramos la dis-—

tancia d° en Flz entonces la hiperesfera
s={3eR?: a3 <1}
es un cuadrado (?).

Hemos mostrado entonces que las nociones intuitivas

(y familiares) de conjunto convexo y esfera (definida por

medio de un concepto generalizado de distancia) pueden

. n -, . -
generalizarse a R". Veamos ahora cémo interactfian esas
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En el plano ordinario la hiperesfera S (que en este
caso es sencillamente el eirculo o disco de centro en el
origen y radio 1) es convexa. Nos preguntamos entonces

si en general la hiperesfera S (definida por medio de

una distancia d) es convexa, segin la definicibén de con-
junto convexo en R,n. Demostraremos que la respuesta es
afirmativa, comprobando asi, que por lo menos en algunos
casos, nuestras definiciones son adecuadas pues los en—
tes por ellas definidos siguen comportindose de acuerdo
con los modelos intuitivos que les dieron origen.

Ya sabemos que para todo ; ¥y El' de R,n
1T+ Tl < 171 + 19,

Demostraremos ahora que la hiperesfera S en Rn es
convexa: Sean ;, ;_’ dos elementos cualesquiera de S,

es decir, tales que
Br<ls ot .

Tenemos que demostrar que el segmento L(P,a) esté en-
teramente contenido en S, es decir, que todo elemento
de L(B,E’) es también elemento de S. Para esto tomare-
mos un elemento cualquiera de L(B,i’) y demostraremos

que también pertenece a S.
— i
Sea entonces T un elemento de L(B,q), es deoir,
T=p+t(@=-7p), 0<t<ly
entonces

T = (1-t)p + tq ,

luego

1R < 10-9)7 + @ < 10=0)F] + |43

A

(1-t)|I7l + tlT)l < (1-t).1 + t.1 =1,

L}
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- ! -
es decir, [T <1, o lo que es lo mismo, r € S, como

queriamos demostrar.ll

Por filtimo consideremos la nocidn de ortogonalidad

(o perpendicularidad). Retornando al plano geométrico, r

recordemos que el producto interno (o producto escalar)

- -
de dos vectores p y q se define por la ecuacidn
ped = |P[[a] cos &

donde € = &ngulo entre 3 y

- ;
Q. bntonces

-)l-) ! e . - =

plg si y sblo si eq = 0.
Ahora bien, fAcilmente se de-

- -
muestra que, 8i p = (xl’XZ) y q = (yl,yz), entonces
- =
peq = xlyl + x2y2 .

Esta relacibn puede usarse para dar una definicidn de

-3
producto interno en R": si p= (xl,x2,..., xn) y

E'= (yl,yz,...,yn) son elementos de f(?, entonces se
define:

peq = X,§, + xzyé toeee F XY .
De esta definicibén se concluyen fécilmente las siguien—

tes propiedades:

- = - =
beq = QeD
RGN -FT+PF G DT RF DT

K(ELED = (xﬁb-? = 3-(&;) (A escalar)

Ademés
]
3] = G2
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(siendo HBH la longitud antes definida).

Podemos ahora enunciar la definicidn de ortogonalidad:

Decimos que dos vectores p ¥y q (elementos de R™®) son

ortogonales si y sblo si

"

psq = 0 .

Como en los casos anteriores, daremos un ejemplo para

ilustrar el buen comportamiento de esta nocibén al permi-

tir demostrar hechos que son generalizaciones directas de
situaciones geométricas ordinarias:
Intuitivamente es claro que si un vector es perpendi-
cular a otros dos entonces también es perpendicular a su
. . R — —)l—b —-)l-D—b
sumas es decir, si r | p y T i q entonces r | (p+).
Veamos ahora que este hecho puede demostrarse en l{n
usando la nocidn generalizadz de ortogonalidad (introdu-
cida con ayuda del producto interno): Supongamos que
—)J—) -4]-—-) . - = -3 =)
r | yaque r | q, es decir, que Tep = O y 1req = O.
Entonces:

- - =

?!(3+€) = ?op + req = 0 + 0= 0O,

es decir, T (p +q) = O, lo cual significa que T l.(iﬁij

como querfamos mostrar.Ml

Los métodos vectoriales basados en definiciones ade-
cuadas de operaciones entre vectores, ortogonalidad,etc.,
pueden también usarse para hacer mis directas muchas de-
mostraciones clisicas de la geometria. Como ejemplo de
esto demostraremos la siguiente afirmacidn: Las diagona-

les de un cuadrilidtero equildtero son perpendiculares.

Demostracidn: Sea ABCD un cuadrildtero eguilédtero.

Definamos los vectores siguientes:
e} - — — — —_—
p=A g =80 "0y =00 s = AD,
)
;5

b
- - -
Entonces s = p + q +

169



Por hipétesis:
— - - - - —
Il = lall = Izl = llp + @ + 7]

o lo que es lo mismo:
I1%= IRP=IZIP = I3+l

es decir:

- - e ]

-3 -
pep = goq = rer = (p+q+r

—)—)—9).(-»—y-+

p+Q+T)
pero
e - —3 —_ -

-3 =5 - = - = - = -
(p+q+r)e (p+a+r) = pep + qeq + rer + 2(peg + qer + pv?ﬁ

Luego:
=5y —y =3 — = - -
geq + peq + pOer + qer = 0 ,

es decir,
(@ +D)eq + (@ + PleT = 0

o también

il
(@]

(@ + )o@ + )

o lo gque es los mismo
(FT+TQ)e(@+7) =0,

es decir

o tambiéh

Debido a lo escaso del espacio hemos tenido que limi-
tarnos aqui a los casos mis sencillos de situaciones geo-—
métricas que pueden genralizarse, dejando de lado otros
quizfs mis interesantes y no mencionando siquiera las
generalizaciones a conjuntos con estructuras més gene-

ral que la de R Sin embargo, confiamos en haber po-
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dido ilustrar el hecho que sin contar con un bagaje exce-
sivamente especializado, es posible introducir nociones
interesantes en si mismas y de gran importancia dentro de
la matemftica en todos sus niveles. Mencionaremos por e-—
jemplo la importancia del concepto de conjunto convexo en

la programacidn lineal (rama de la matemitica aplicada)

y la importancia de 1la estructuta métrica y de espacio
vectorial de R™ en toda 1a matemitica.

El buen uso de estas nociones en niveles medios exige
naturalmente que el profesor conozca mucho mis de lo que
efectivamente debe ensenar. 506lo asi puede orientar la
ensenanza hacia los temas verdaderamente importantes, a-—

provechando las situaciones mfis convenientes para intro-
ducir e ilustrar nociones que més adelante serén de ca-

pital importancia.

(Recibido en octubre de 1968)
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