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Los temas que trataremos en este articulo han sido
escogidos, y seran desarrollados, con miras a ilustrar
el proceso caracteristico de la Matematica, a saber, la
generalizacion. Este proceso tiende a considerar coleo-
ciones de objetos cada vez mas amplias y requiere 1a in-
troduccicn de conceptos mediante definiciones precisas.
Estas definiciones tienen cOmUnmente como base ciertas
nociones intuitivas y entonces la labor par desarrollar
consiste en describir dicha nocicn intuitiva en termi-
nos aceptables desde el punto de vista matematico; en 0-

tras palabras, se trata de expresarlas dentro de un sis-
tema matema-tico.

Para entrar en materia, consideremos lei,noci Sn de
convexidad. En geometria elemental se distinguen ya los
poligonos convexos, como

de los no oonvexos, como

~~~
Mas generalmente, llamamos conjuntos convexo s en el

plano (0 espaoio bidimensional) a los conjuntos del"ti-
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po" siguiente

(1) 4l!lJ. •
Mientras que conjuntos como

(II)

son considerados no conve xos ,

Las graficas anteriores ilustran Lrrtui.t iv amerrte La

nocion de con,iunto convexo. Nos plante amos entonces el

primer problema relativo a defini.ciones: ~ Como se defi-

ne La noci Sn de conjunto convexo? d Cuarido decimos que un

conjunto del plano BS convexo ? d Gual es la propiedad

que caracteriza a los conjuntos convexos? En otros ter-

minos, debemos buscar una propiedad C tal que pued a a-

firmarse «Un conjunto A BS convexo si y solo 8i A

d ~ C». U haLl acsatisface La con icion na vez a.Llada esta con-

dicion C este enunciado pas az-a a ser La definicion

de conjunto c~nvexo.

En el presente caso La s oLuci.Sn es se nc lLl aj la con-

dicion C es la siguiente:

« C:' P Q E..2.T1 puntas de A entonces el>v 1. s. segmen-

to de extremos p s: q esta completamente contenido
»

en A

Establecemos entonces como definicion:

( (X ) «Un conjunto A (subconjunto del plano) es

convexo si y solo si para todo par de puntos p y q

de A e L segmento L(p,q) de extremos p y q esta

completamente contenido en
»A.

Esta dondicion la expresamos escribiendo:

3i pEA if.. q E A entonces L(p,q) c A.
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convexo n 0 con vex 0

Una vez definido con precision el concepto de conjun-
to convexo para conJuntos que sean subconjuntos del plano,
trataremos de generalizarlo considerando subconjuntos del
espacio tridimensional. Este paso no presenta aqui ningu-
na dificul tad, pue s L'amisma definicion anterior tiene
sentido y ademas esta de acuerdo con 10 que se espera sea
un conjunto convexo en el espacio tridimensional:

con v e ::x: 0 n'0 con v e ::x: 0

El paso siguiente es naturalmente La generaliza-
cion a mas de tres dimensiones, yaqui tropezamos con
ciertas dificul t ades, Por e jemplo: d Que es el espacio de
5 dimensiones? d Que es un segmento en este espacio ? Para.
contestar adecuadamente estas preguntas, es decir, para
encontrar las definiciones convenientes, volvemos a la
fuente de estos conceptos, a saber, el plano geometrico.
Observamos en primer Lugar que mediante el metodo de las
coordenadas, debido a Descartes, cada punto del plano
puede representarse por-medio de una pareja ordenada de

Figura 1.

numeros reales (fig.l) De esta manera el plano puede
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considerarse como un conjunto cuyos elementos son dichas
parejas. Llegamos as! a la definicion del plano:

DEFINICION. El plano cartesiano 0 espacio euclideo
bidimensional es el conjunto (designado generalmen-

zte R) cuyos elementos son todas las parejas o~dena-
das (x,y) de nUmeros reales x,y.
Simbolicamente:

R 2 = {(x,y) I x, y son mime ro s reales} •
Es claro que (:x,y)= (;i ,y') si y solo si x x' y

y = y'. Entonces un punto del espacio eucl!deo bidimen-
sional es simplemente una pareja ordenada (x,y) de nume-
ros reales. Este punto puede tambi~n representarse me-
diante una flecha 0 vector p desde el~igen .(0,0)
hasta el punta (x,y):

p = (x,y) •

As! los elementos del plano pueden considerarse como vec-
tores. Como puede verificarse sin dificultad, el produc-
to de un mimero I..por el vector p = (x,y) e.sel vector

I..P= (Ax, I..y)•

.....Si I..es positivo entonces AP es un vector con el mis-
4 .....mo sentido de p y cuya longitud es A veces la de p;

\ .....p d tsi I..es negativo entonces ~ tiene senti 0 opues 0
al de p; si A = 0 entonces I..Pes el vector cero
U origen: 0 = (0,0).
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Tambien, si P = (x,y) y q = (a,b) entonces el
vector ~suma es la diagonal del paralelogramo formado por
~ ~
p y q y tiene por oomponentes la suma de las oompo-
nentes oorrespondientes de ~

y q:

~ ~p + q = (x+a,y+b)

Conviniendo en que dos fleohas representan el mismo
vector si tienen la misma longitud, direooion y sentido,
puede deoirse que se suman vectores oolooando unos a oon-
tinuacion de otros; la surnaes entonces el vector que va

chas que tienen un origen cormin

del 111timo.
(representados por fle-

0) entonces el vector 1

del origen del primero al extremo
~ ~Dados dos vectores p y q

~ ~
que va del extremo de p al extremo de q tiene la

~ ~ ~ ~ ~
propiedad de que sumado can p da q p + r = q, es

~ ~ ~ ~ ~ ~
decir, r es la diferencia entre q y p: r = q - p.

~ (x,y) ~ (a,b) ~ (m,n), laSi p = y q = y r = entonces
. , ~ ~ ~ (x+m,y+n) (a,b),ecuaCl.on p + r q equivale a = es

deoir, x + m a, y -+ n = b, de donde m = x - a,
n = y - b , es deoir,
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-+ -+ -+ (x--a,y-b)r q p =

En otras palabras, las componentes de la diferencia son
las diferencias de las componentes correspondientes de
-+ -+
q y p.

Veamos ahora como podemos definir adecuadamente el
concepto de
(Pl,P2) y
mos como el

segmento: Dados dos puntos (0 vectores) p =

q = (ql,q2)' 10 que intuitivamente considera-
-+ -+segmento de extremos P y q esta formado

por los puntos (0 vectores) que

bras:

pueden obtenerse sumando a
un vector -+s que tiene la mis-
rnadireccion y sentido que la
diferencia -+ -+

q - p perc cuya
longitud es menor 0 igual que la
de este vector; en otras pala-

-+
s -+ -+)t(q-p , O<t<l.

Asi, pues,:podemoe definir el segmento L(P,qJ de ex-
-+ -+tremos p y q como el conjunto de todos los vectores

-; (elementos de R. 2) que pueden expresarse bajo la f'or-«
rna

-; = p + t (Cl - p), 0 < t < 1.

Decimos que esta expresion es la ecuacion del seb~ento
L (p,qJ .

De esta manera hemos dado significado precise a las
nociones plano ( 6 espacio euclideo bidimensional ft2)
punto 0 vector (elemento de Fl2), suma de vectores, pro-
ducto de un numero (0 escalar) por un vector y segmento
determinado por dos punt os.

Una vez afirmadas estas nociones en su punto de pa~
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tida, volveremos a avanzar ahora hacia las dimensiones
superiores y ver si podemos veneer el obstaculo encon-
trado antes para superar la dimension 3.

Notemos antes que las nociones que estamos conside-
rando no ofrecen ninguna dificultad cuando se trata de

3. En efecto: El espa-
D3"\. es

el conjunto de todas las ternas ordenadas (x,y,z) de
mirne r-osreales; un punto 0 vector (elemento de 1\.3) es

adaptarlas al caso de dimension
cio ordinario 0 espacio euclideo tridimensional

una de tales ternas:

p = (x,y,z) •
Si ademas

q (a,b,c)

entonces ~q si y solo si x = a, y = b y z = c.
La suma y el producto por escalar se definen en forma
enteramente analoga al caso bidimensional:

p + q = (x+a,y+b,z+c)
AP = (AX,Ay, AZ)

q = (x-a, y-b,z-c) ).~
( p -

La ecuacion del segmento determinado por dos vectores

f-f
'{OJ,L.--~4-

x
1/__v

~ ~
p y q

'f.
es exactamente la misma que para e1 caso bi-

dimensional solo que ahora es necesario recordar que los
vectores Lnvo Luc r-ad.os tienen cada uno tres componentes.

La generalizacion de estos conceptos a dimensiones
superiores a 3 no ofrece tampoco ninguna difioultad de
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orden matematico. La unica dificultad es de tipo psico-
logico, pues ya no podemos representar 0 imaginar un es-
pacio con un numero de dimensiones superior a 3. Sin em-
bargo, veamos que desde el punto de vista logico no hay
ninguna objecion: Consideremos un numero natural n fijo
(si se quiere y para fijar ideas, puede considerarse por
ejemplo n = 5). Definimos Rn como el conjunto de to-
das las n-plas ordenadas (xl,x2,•••,xn) de numeros rea-

~les. Una tal n-pla es entonces un punto 0 vector p (e-
lemento de R n): .

p = (Xl ,x2,· •• 'Xn) .
Si ademas

p + q - (xl+Yl,x2+Y2,···,xn+Yn)

AP (AX1,Ax2,··.,Axn)

( p - q= (xl-Yl,x2-Y2,···,xn-Yn) ).
(~~) ~ ~La ecuacion del segmento L p,q de extremos p Y q

es de nuevo
~ ~ ~~)
r = p + t(q - p , 0 < t < 1.

Ahora estamos preparados para definir conjunto con-
~ en general:

Y
~
q

un conjunto A,
si Y solo si para

~ ~ »L(p,qj c A.

II) n,subconjunto de ~
~todo par de puntos p

«n .eCl.mosque
es convexo

de A,

Ahora bien, el llegar a una definicion no es e1 fin
perseguido en matematicas; es justamente e1 principia.
Es necesario comprobar que dicha definicion es una buena
definicion, es decir, que describe los objetos que quere-
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mos estudiar y que, por 10 tanto, de ella pueden dedu-
cirse en forma estrictamente logica las propiedades que
es de esperar posean estos objetos. Demos un ejemplo
sencillo de este tipo de derivacion de propiedades a
partir de la definicion, 10 cual de paso ilustrala bon-
dad de nuestra definioion de conjunto convexo.

Es natural esperar que, si A y B son conjuntos
convexos, entonces su interseccion AnB, 0 sea e1 con-

junto de los puntos comunes a
los dos, sea de nuevo un con-
junto convexo. Veamos que esto
puede demostrarse usando nues-
tra definicion; en efecto: su-

.... ....pongamos que p E AnB y q E
.... -+AnB. Entonces pEA Y P E

-+ -+ -+B, y tambien q E A y q E B. En particular, pEA Y
q E A, y como A es convexo, entonces L(P,q) c A.

# .... -+Analogamente, P E B y q E B, y como B es convexo, en-
tonces L(p,qJ c B. En consecuencia, L(P,q) est~ con-
tenido en A y tambien en B, luego esta contenido en su

# (-+ ~ Aninterseccion; es decir, L p,q; c ~IB. Hemos pxobado
entonces que, si p E AnB y q E AnB, entonces L(p,qJ
c AnB, 0 10 que es 10 mismo, hemos probado que AnB es
convexol.

Como esta demsotracion se ha efectuado dentro de un
contexto completamente general, entonces vale para cual-
quier ~; en particular, si n = 2 podemos afirmar que
la interseccion de dos conjuntos convexos del plano es
de nuevo un conjunto convexo. Se i1ustra asi 1a economia
10grada razonando en ~n plano mas general, e1 cual,por
otra parte, no implioa mayor comp1icacion en los razona-
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mientos.

Como segundo ejemplo de nocion geometrica suscep-
tible de generalizacion, consideremos 10.nocion de dis-
tancia (entre dos puntos). Como en e1 caso anterior,par-
tiremos de una situacion mas familiar e intuitiva: el

~plano geometrico. En este caso, 10.distancia entre p y
~q es precisamente 10.longitud del vector diferencia
~ ~q - p; luego, si queremos definir 10.nocion de distancia
basta precisar 10.nocion de longitud (de un vector).Es-
to no ofrece ninguna dificultad pues, de acuerdo con e1
teorema de PITAGORAS, si p = (xl,x2) entonces 10.lon-
gitud de P (que indicaremos liP-I!) viene dada por 10.
formula

IIJt II = V (xi + x~) (= (xi + x~)1/2 ) •

Analogamente, si Ii= (x1,x2,x3) es un elemento de R3,

entonces

~ (xl,x2,···,xn) (elemento deEn consecuencia, para p =
Rn) definimos

IIpll (xi 2 + x2)1/2+ X2 + ••• n
As:l., ejemplo, ~ (1,-1,1/2,2) es un elemento de R,,4por p =
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Y IIp" = v (6, 25) •
Definimos la distancia entre ~ ~p Y ~ (de acuerdo

con la observacion hecha anteriormente) por medio de la
formula

En particular,
d(p,O) = Ipll•

Si enton-
ces

d(p,q) =[(yl-xl)2 + (y2-x2)2 +••• + (yn-xn)2]1/2
formula esta que coincide con las formulas bien conoci-
das en la geometrla usual, para el caso n = 2 (plano) Y
n = 3 (espacio ordinario).

Para reforzar la conveniencia de la anterior defini-
cion de distancia entre dos elementos de Jln , puede ve-
rificarse que usando dicha definicion pueden demostrarse
las siguientes propiedades, que naturalmente deben exi-
girse a cualquier cosa que aspire a representar una dis-
tancia:

(Dl) d(p,qy dcP,qy solo ~ ~
> 0 s: = 0 si Y si p = q-

(D2) dcP,qy ~ ~)d(q,p

(D3) d(p,qy ~ ~) ~ d(p,1)+ d(q,r

La ultima condicion, (D3), recibe, por razones ob-
vias, el nombre de desigualdad del triangulo.

Demostracion de (Dl),(D2) ll. (D3): Sean p = (xl,x2'
••• ,x ), q = Crl, Y , ••• , y) Y -; = ( z1 ' z 2 ' ••• ,z ). Por

n _,.~2 n n~definicion, d(p,q) ~ O. Supongamos ahora que d(p,q) = 0:
entonces
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luego
o = (yl-xl)2 + (y2-x2)2 + ••• + (yn-xn)2

de donde
(yl-xl)2 o , (y -x )2 = 0, ••• , (y _ x)2 0

2 2 n n =
y

. .......... ..... .....Es dec1r, p = q. Por otra parte, si p = q es cla-
ro que d(p,q) = 0 , en virtud de la definicion de

( .......... )d p,q •
Mostremos (D2): en efecto:

d(p,<i)= V[(yl-xl)2 + (y2-x2)2 +

V[(xl-yl)2 + (x2-y2)2 +

d(q,P) •

+ (y -x )2}
n n

+ (x _Y )2]
n n

La desigualdad (D3) la podemos derivar de las de-
sigualdad

I~ + bit < II~II+ lib II (1)

si ponemos ~ = (Yl-xl'Y2-x2""'Yn-xn) Y b =
(zl-yl,z2-Y2, •••,zn-Yn)' Pasamos pues a demostrar la
desigualdad (1), la cual necesitaremos mas adelante.
Comenzamos por demostrar la conocida desigualdade de
CAUCHY-SCHWARZ:

•••+x Yn n <

[I{(xi+ x~ +••,+x~][I{(yi+ ••• + Y~) J
en donde xl,x2, •.•,xn'Yl'Y2""'Yn son numeros rea-
les cualesquiera. Observemos primero que si a Y b
dos nUmeros reales ~ 0 cualesquiera , entonces
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de donde
° < a2 -2ab + b2

4ab ~ a2 + 2ab + b2 = (a + b)2

2Va. '{b ~ a + b

Y finalmente
t«.V b ~ (a+b)/2 • (3 )

Si x = ° 6 Y = 0, la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ
es inmediata. Si x lOy Y I 0, podemos poner

2x.~a.~ 2x. + ••• +~

Y
b.~ 2y. + •••~ + y2n

(3) tenemos:y usando la desigualdad

para cada i ( i = l, ... ,n). Sumando las n desigual-
dades anteriores tenemos

.j ':J..~+... t .x.~ ,J' y~ t... ty~

de donde (2).
Consideremos ahora la siguiente cadena de relacio-

nes en la cual usamos la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ:

(Xl+Yl)2 + ••• + (xn + yn)2=(Xl+Yl) (Xl+Yl)+"'+

(x +Y )(x +Y )n n n n

(X1+Y1)Xl + ••• + (x + y)x +n n n
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+(Xl+Yl)Y1 + ••• + (x +Y )yn nn

Resumiendo

+ (x +Y )2
n n •

12 2' /2 2'( xl +•••+ xn + Yl +•••+ Yn )

Si ahoraescribimos -;.= (x:l,••·,xn), Y= (Yl,..;,3n), po-
demos escribir la anterior desigualdad bajo la forma

Si ~1+ ;11 I 0, entonces

1/1 + -y ~~ 11111 + 11;1/ •
Si ~1+ -Yl/ = ° la desigualdad (1) es triviaL.

Mencionemos que aunque la definicion anterior del con-
oepto de distancia paraoe las mas natural Y es laomas a-
decuada a nuestra concepci6n tradicional del espacio, no
es sin embargo la tinicaposible y tampoco es la mas na-
tural en todas las situaoiones. En e~ecto, si suponemos
que P = (xl,x2) Y q = (Yl,Y2) designan esquinas de u-
na ciudad, entonces la distancia entre ellas, es decir,

~ ~la(menor)distancia entre p Y q para un habitante de
la ciudad (humano Y sin helic6ptero) es
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, f

y
I ".. ... ~ Y1

J/(f,f)= ly.-~, \ + 1~4-l.1.\
d (.p) ~ )= €

( d (r, ~) =' 4. 'IF: )
Generalizando esta nocion de distancia tendriamos que

definir, para p = (xl,x2,···,Xn), q = (Yl'Y2' ••• 'Yn) (e-
lementos de R n):

(Observese que si definimos IIP'II'= Ixll + Ix2' + ..• + Ixnl
entonces tambien

Puede demostrarse que con esta definicion tambien se
cumplen las propiedades (Dl),(D2) Y (D3). Ahora bien, co-
mo de estas propiedades pueden derivarse todos los hechos
esenciales que pueden esperarse de una ad ecuad a no ci Sn de
distancia entre dos puntos, resulta que puede adoptarse
cualquiera de las dos definiciones, estando determinada
la e1eccion por razones de conveniencia en estudios par-
ticulc::.res.

Hemos mostrado entonces que 1a nocion de distancia
puede tambien generalizarse a Rn (y por 10 menos en dos
formas diferentes). Con ayuda de 1a nocion de distancia
podemos definir otros conceptos geometricos, por ejemp10
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el de esfera (que en 8ste contexto llamaremos hiperesfera,
para acentuar su caracter general): Dado un punta 1=
(al,a2,•••,an) de Fln y un numero real
hiperesfera(cerrada) de centro 1 y radio
to S (~) formado por todos 10$ puntos p

rRn) cuya distancia al punta 1 es menor 0 igual que

r > 0, 11amamos
r al conjun-
(elementos de

r.
En simbolos:

S (1) = {p ERn : d(p,~ .s r 1.r
~ ~En particular, si a = 0 y r = 1, tenemos 1a hiperesfe-

ra de centro en e1 origen y radio 1, 1a cual designa-
mos simplemente S:

S = { pER n : IIpll .s 1} .

Cuando n = 2, S es el circu10 0 disco de centno en e1
origen y radio 1; cuando n = 3, S es 1a esfera ordi-
naria de centro en e1 origen y radio 1.

Si en lugar de la distancia d consideramos la dis-
~ancia d# en Jt2 entonces la hiperesfera

es un cuadrado (?).

Hemos mostradoentonces que las nociones intuitivas
(y fami1iares) de conjunto convexo y esfera (definida po~
medio de un concepto generalizado de distancia) pueden
genera1izarse a Rn• Veamos ahara como interactuan esas
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En el plano ordinario la hiperesfera S (Que en este
caso es sencil1amente e1 circulo 0 disco de centro en el
origen y radio 1) es convexa. Nos preguntamos entonces
si en general 1a hiperesfera S (definida por medio de
~na distancia d) es convexa, segUn 1a definicion de con-
junto convexo en f(n. Demostraremos Que 1a respuesta es
afirmativa, comprobando asi, Que por 10 menos en algunos
casos, nuestras definiciones son adecuadas pues los en-
tes por ellas definidos siguen comportandose de acuerdo
con los modelos intuitivos Que les dieron origen •

Ya sabemos Que para todo .-.
p y q de Jtn

Demostraremos ahora Que la hiperesfera S en Rn es
.-. .-.convexa: Sean p, ~ dos elementos cualesQuiera de S,

es decir, tales Que

Tenemos Que den'lostrarQue el segmento L(p,V estA en-
teramente contenido en S, es decir, Que todo elemento
de L(p,q) es tambien elemento de S. Para esto tomare-
mos un elemento cualQuiera de L(p,q) y demostraremos
Que tambi en pertenece a S.

,..+ elemento de L(p,q) , es deoir,Sea entonces r un

-+ .... t(q - p), o ~ t .s 1;r = p +

entonces
.-. (l-t)p + ....r = tQ ,

luego
. I};II < II(l-t)p + tq II~ II(l-t)pll + IItit II

(l-t)llp~ + tllqll .s (l-t).l + t.1 1,
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es decir, 11~ll .:::.1 , 0 10 que es 10 mismo,
queriamos demostrar.1

~
rES, como

Por ultimo consideremos la nocion de ortogonalidad
(0 perpendicularidad). Retornando al plano geometrico, r
recordemos que el producto interno (0 producto escalar)

~ ~ ,de das vectores p Y q se define por la ecuacion

donde g = Angulo entre ~
p Y

~q. Entonces

si Y solo si

~muestra que, si p
Ahora bien, facilmente se de-

(xl,x2) Y q = (yl,y2), entonces

Esta relacion puede usarse para dar una·definicion de
producto interno en Rn: Si It =: (xl,x2"'" Xn) Y
et = (Y1'Y2".· ,Yn) son elementos de Rn, entances se
define:

p.q = xl~l + x2Y2 + ••• + xnYn•

De.esta definicion se concluyen facilmente las siguien-
tes propiedades:

~ ~ ~ ~peq q-p
~ ~ r) ~ ~ ~ ~ (p ~)~ -> ~ ~ ~
p.(q + r plq + plr + q I r = p_r + q.r

~ ~) (;<P)-q ~ ~) (A .escalar)A(Plq =: p.(Aq

Ademas
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(siendo II'PII La longi tud antes definida).
Podemos ahora enunciar la definicion de ortogonalidad:

Decimos que dos vectores 'P y q (elementos de Rn) son
ortogonales si y solo si

~ ~
p,q = ° .

Como en los casos anteriores, daremos un ejemplo para
ilustrar el buen comportamiento de esta nocion al permi-
tir demostrar hechos que son generalizaciones directas de
situaciones geometricas ordinarias:

Intuitivamente es claro que si un vector es perpendi-
cular a otros dos entonces tambien es perpendicular a su

-4 I -4 -4 I -4 -4r I (-4-4)suma; es decir, si r _ p y r _ q entonces p+q •
Veamos ahara que este hecho puede demostrarse en Rn

usando la nocion generalizada de ortogonalidad (introdu-
cida con ayuda del producto interno): Supongamos que
~1-4 -41-4 -4-4-4~r _ p y que r _ q, es decir, que r.p = ° y r.q 0.
Entonces:

~-4 -4-4r,p + r'q = ° + 0 = 0,
-4 (-4 ~)es decir, r' p + q = 0, 10 cual significa que

como queriamos mostrar.1

Los metodos vectoriales basados en definiciones ade-
cuadas de operaciones entre vectores, ortogonalidad,etc.,
pueden tambien usarse para hacer mas directas muchas de-
mostraciones clasicas de la geometria. Como ejemplo de
esto demostraremos la siguiente afirmacion: Las diagona-
les de un cuadrilatero equilatero son perpendiculares.

Demostracion: Sea ABCD un cuadrilatero equilatero.
Definamos los vectores siguientes:

-~ --) -" - -' ~ -4 --"
P = AB q = Be r = CD s % AD.

--> --> --> ~
Entonces s = p + q + r.
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Por hipotesis:

o 10 que es 10 mismo:

es decir:

(~ ~ 0) (0 °~p+q+r ,.p+q+r)

perc
~~~) ~~0)(p+q+r ,(p+q+r 4~ ~~ ~~ 0~ ~~ 00)

p,p + q.q + r.r + 2(p.q + q.r + p.r

Luego:
~0 ~~ 0~ 00q.q + p.q + per + q.r = 0

es decir,

o tambien

o 10 que es los mismo
(p + q). (q + -r) 0,

es decir
ct +-q) (q + -;),

o tambien
AC I BD .1

Debido a 10 escaso del espacio hemos tenido que limi-
tarnos aqul a los casos mas sencillos de situaciones geo-
metricas que pueden genralizarse, dejando de lado otros
quizas mas interesantes y no menoionando siquiera las
generalizaoiones a conjuntos con estructuras mas gene-

IOn.ra1 que la de" Sin embargo, oonfiamos en haber po-
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dido i1ustrar e1 hecho que sin contar con un bagaje exce-
sivamente especia1izado, es posib1e introducir nociones
interesantes en sl mismas y de gran importancia dentro de
la matematica en todos sus niveles. Mencionaremos por e-
jemplo la importancia del concepto de conjunto convexo en
la programacion lineal (rama de la rnatematica aplicada)
y la irnportancia de la estructuta metrica y de espacio
vectorial de Rn en toda la matematica.

El buen uso de estas nociones en niveles medios exige
naturalmente que e1 profesor conozca mucho mas de Ib que
efectivamente debe ensenar. Solo asi puede orientar la
ensenanza hacia los temas verdaderamente importantes, a-
provechando las situaciones m~s corrvenientes para intro-
duo i r e ilustrar nociones que mas ado Lan te ser-an de ca-
pital importancia.

(Recibido en octubre de 1968)
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