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EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE ZERMELO EN LOS CONJUNTOS PARCIAL •

MENTE ORDENADOS Y LOS PRINCIPIOS TRANSFINITOS DE EXISTENCIA.

G. H. MEISTERS

Existen varios principios transfinitos de existencia equivalentes entre si. Se

sabe que todos ellos son independientes de los otros principios (axiornas) de la teo-

ria de conjuntos y por 10 tanto no pueden \\ demostrarse" sino unicamente aceptar-

los 0 rechatarlos como axiomas. Su aceptaci6n se basa principalmente en su utilidad

para demostrar teoremas. Ha suc dido algunas veces que un teorema demostrado pri-

rr.eramente con su ayuda se ha demostrado luego (con una demostracion mas larga )

sin ella. Por ejemplo, la existenc ia de una medida invariante en los grupos topolcqi-

cos localmente compactos [Haar 1933. Henri Cartan 1940. Wase L. Nachbin, "The

Haar Integral", D. Van Nostrand Co., lnc., N.Y., 1%5 I. Por otra parte, ....existen

ciertos teoremas que se saben equivalentes a estos principios de existencia transfi-

nita 0 que al menos no pueden demostrarse usando unicarnente los otros axiomas de

la teoria de conjuntos. Por ejerr.plo el teorema de Tijonov de que el producto carte-

siano de cualquier coleccion de espacios cornpactos es ccmpacto, [ Cfr., Kelley,

Fund. Math., 37 (1950>, 75 -76] 0 el teorema de Hamel de que todo espacio vecto-

rial tiene una base de vectores. A menudo veremos que aunque un teorema puede de-

rnostrarse sin su ayida (e.q., el teorema del punto fijo de Zermelo, enunciado ade-

lante), se puede dar una demostracion mas corta sin su ayuda •

1



Discutiremos aquila equivalencia de los siguientes tres principios de existen-

cia transfinita •

1. Axioma de ei ec cion de Zermelo. E. Zermelo (1871- 1956), "Beweis dass jede

Menge wohlgeordnet werden kann", Math. Ann., 59 (1904),514 - 516. Si IX>..:AE Al

es una familia no vacla de conjuntos no vados, existe entonces una funcion

¢ : A .... UA E A XA tal que ¢ (A) E XA para todo A EA.

2. Principia maxim-al de Hausdorff. Felix Hausdorff <1868 - 1914), \\ Grundzuge

der Mengenlehre" ,Leipzig, 1914. Reimpreso per la Chelsea Pub. Co., N. Y., p.140.

Todo conjunto preordenado (p, <) contiene una cadena maximal.

3. Lema de Zorn. Max Zorn, \\ A remark on a method in transfinite algebra ", Bull.

Amer. Math. Snc., 41 (1935) , 667 -670. vease tambien : R. L. Moore, \\ Foundations

of point set theory", Amer. Math. Soc. Colloq. Pub., volumen 13, N.Y., 1932. En

reafidad este principio fue descubierto independientemente por R. L. Moore y Kura-

towski en 1923.

Si cada cadena en un conjunto preordenado (P, <) tiene una cota superior en P,

entonces P tiene por 10 menos un elemento maximal.

La demostraci6n de la equivalenc ia de estos tres principios se facilita enorme-

mente s i se establece primero un teorema de punto f ijo en los conjuntos ordenados de-

bido a Zermelo. [\ Neuer Bewis fur die Moglichkeit einer Wohlordnung", Math. Ann.,

65 (1908),107 -128]. Supongamos que cada cadena en un conjunto parcialmente or-

denado i e , <) y no vaclo tiene un extremo superior en P. Si para algunafun-

cion I: P .... P, x < [Lx) para todos los x en P, entonces I tiene un pun-

to fijo x' en P: I(x') = x' •
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La demostracion de este teorema no requiere ninguno de los anteriores tres-

principios ni ningun otro de tales principios •

I. EI Teorem a del punto fijo de Zerme/o en los conjuntos parcialmente ordenados.

Definicion 1. Un conjunto preorderrado (P, <) es un conjunto P provisto de

una rel acion transitiva y reflexiva <.

Transitiva: a < b Y b < c implica a < c •

Reflexiva: a < a para todo a en P.

Definicion 2. Un conjunto parcialmente ordenado (P, < )

nado cuya re lacion < es ant isimetrica .

s un conjunto preorde-

Antisimetrica: a < b Y b < a implica a = b.

Observacion: Si (P, <) es un conjunto preordenado, entonces "x < y" Y < x"

es una relacion de equivalencia (i.e., reflexiva, simetrtca y transitiva) y si defini -

mos una relacton [x] < [y] en la famili a P de las clases de equivalencia

lv l de P como x < v , entonces [x] < [y] es un orden parcial en P.

Definicion 3. Una cadena c en un conjunto preordenado (P, <) es un subcon-

junto de P tal que para cualesquiera dos elementos x , y E- C ora x < y ora

y < x.

Definicion 4. Un conjunto totalmente ordenado es un ccnjunto parcialmente orde -

nado que es a su vez una cadena.

Definicion 5. Un elemento m de un conjunto preordenado (P, <) s dice un
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elemento maximal de P si y solo si m < y e y ~ P yEP implica y <m.

Observacion. Las nociones de. eletllentlJ minimal, cota superior, cota inferior, ertre-

mo superior y extremo inferior tienen todas definiciones obvias en los conjuntos

preordenados.

T eorema del punto £;10 de Zerme/o. ~upongamos "Ift cada cadena en un conjunto

parcialmente ordenado (P, <) no vacfo tiene un ertrem.o superior en P.

Si I: P --> P es una funcion ltue satisface x < I(x) para todos los

x E- P, existe entonce s un elemento x' de P tal ~ue I( x') = x' •

Demostracion. Sea a un elemento de P, el cual perrnanecera fijo durante la de-

mostracion. Un subconjunto B de P se llamara admisible si tiene las siguien-

tes propiedades :

(i) a E B

(ij) I(B) E B

(i i j) Cada extremo super ior de una cadena en B esta en B.

Existe par 10 menos un conjunto admisible, a saber P. Tambien la intersec-

cion de una familia arbitraria de conjuntos admisibles es admisible, pues

Luego la intersecc ion A de todos los subconjuntos admisibles de P es un con-

junto admisible m fnimo. Como eJ conjunto I x ~ P : a < x I es un conjunto admi-

sible Cesto se verifica Iac ilmente ), se sigue que
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(Iv) a < x para todo x EA.

Sea ahara L = ! x E A ,. yEA. Y < x y t x => {(y) < xl.

Mostramos inmediatamente que

(v) x ELy z E A implica [ix} < z 0 z < x .

Fije mos x en L y definamos Bx = ! x EA: {(x) < z 0 z < x I. La con-

dicicn (iv) muestra que Bx tiene la propiedad (i). EI conjunto Bx tiene la

propiedad (ii) : pues si u es un extremo superior de una cadena F en Bx'

entonces ora y < x para cada y E F. en cuyo caso u < x Cpcrque u es

un extremo superior de F), ora [Lx) < y para al qun y E F. en cuyo caso

[Lx) < y < u => [t») < u , Por consiguiente, Bx esun subconjunto admisible de

A. yporlotanto Bx= A (para cada xEL). locualdemuestralapropie-

dad (v) ,

Mostraremos en seguida que L es adrnisible • L satisface vaciamente

la condic ion (j)(pues < es anti simetrica ), Para dernostrar que L tiene la pro-

piedad(ii),sea xEL. Mostraremosquesi zEA,z<f(x) y z-tf(x), en-

tonces [t z} < {(x) [10 cual significa que [t») e- L]. De (v), se tiene ora f(x)< z

ora z < x , de modo que si z < {(x) y z t {(x), entonces z < x ; Luego

como x Eo L, si z < x Y z t x. se sigue que f(z) < x < {(x),. mientras

que si z = x , [I z) = {(x).

Para verificar que L tiene la propiedad (iii), sea v un extremo superior

de una cadena Fe L. Para ver que vEL, sea z E- A. z < v • z tv. De

5



(v) se ve f ac ilmente que cada x ~ F satisface ora z < x ora x < [t x ) < z

La segunda posibilidad no puede ser valida para todo x EO F, pues entonces ten-

driarnos v < z Ccontrar ia rnente ala hipotes is que z < v Y z t d. Luego

para alqun zCF, z<x. Si z<x y ztx, entonces I(z)<x<v, por

la definicion de L. Si z = x , y como z tv, existe un y en F con

z < y e z t y. en cuyo caso [t z) < y < u ; En consecuencia, en ambos ca-

sos [Tz} < u , 10 cual muestra que vEL y que L tiene la propiedad (iii).

Por 10 tanto, L es un subconjunto admisible de A. y as i L = A. Por con-

siguiente, por (v) vemos que para dos elementos arbitrarios x, z en A, ora

z < x ora x < [Lx ) < z, 10 cual indica que A esta total mente ordenado. Si

x* E: P es un extremo superior de A, Y como I(x*) E: A, tenemos

x* < I(x*) < x*, y por cons iqui ente, dado que < es antis irnetr ica, j(x*) = x*.

p.q.q.d.

fl. Equivalencia de los principios transfinitos de exi st en c i o,

Teorema [Teorema de Zermelo + Axioma de escogencia => Principio maximal de

Hausdor1f J. Todo conjunto pre ordenad 0 (P, <) contiene una cadena rna'

ximal.

o ern0 str ac ion. Sea C Ia fam iii a de todas Ias c adenas en (P, <) y ordenemos

C por inclusion. Entonce s el conjunto parcialmente ordenado (C, c) no es

vacio (porque contiene la "cadena vac ia" ¢ aun si P es vacio), y ademas

(C, C) satisface las hipotes is del teorema del punto fijo de Zermelo. Si C no

tiene elementos maximales, entonces a cada C E: C corresponds un I(C) E:: C

que contiene a C propiamente. (Aqui hernos usado el axioma de eteccion). Pe-
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ro entonces est a funci6n / : C ... C contradice el teorema del punto fijo de

Zermelo.

p.q.q.d.

T eorema. [ Principio max imal de Hausdorff => Lema de Zorn]. Si cada cadena en

un conjunto preordenado (P, <) tiene una cota superior en P, entonces

P contiene por 10 menos un elemento maximal.

Demostracion. Observemos en primer lugar que como cada cadena en P tiene una

cota superi or en P, e1 con] unto P no puede ser vac io, pues ¢ es una cade-

na en P aun si e es vac io. Ahor a, por el principio maximal de Hausdorff, P

contiene una cadena maximal c. Sea x una cota superi r de c. Entonces

x' E C, pues C es maximal. Ademas x' es un elemento maximal de P.

Pues si y E- P , x' < y e y Ef C, entonces cuI y I es una cadena que

contiene a C como subconjunto propio, 10 cual contradice la hip6tesis de que

C es una cadena maximal en P. Por consiquiente yEP Y x' < Y ,impli-

•ca y ~ C ,luego y < x

l.q.q.d,

T eorema. [Lema de Zorn => Axioma de eleccion ]. Si I x>.. ; >..~ A I es una

familia no vacla de conj untos no vaclos, entonces ex is te una [unc ion

¢: A -e U>..E-AX>" tal que ¢(>..) EX>.. para todo >"EA.

Demostracion. Sea F la familia de todas las funciones 'I' cuyos dominios

0'1' son subconj untos de A y 'I' (>..) Eo X>.. para cada x E 0'1'. Ordenemos

parcialmente F por extension de tiu1ciones: es decir, definamos '1'1 < '1'2

equivaliendo a 0'1' C 0'1' y '1'1(>") = '1'2 (>..)
1 2

Entonces cada cadena en (F, <)

para todos los ,\ E 0'1' •
1

tiene una cota superior en F; en efecto :
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para x E DW CD.
CX

forman una cadena, 10 anterior define 'V

si !'V2:CXEAI

y 'V ( ,\) ::: 'Pi,\ )
es una caiena en F. definamos D::: U CXEc- A DW CX C A

Como las funciones ! '!lcx,o a E A I

como una funcion, 'V E F. Y 'V es

una cota superior (una extension) de todas las funciones 'Pa' Por el lema de Zorn

F debe contener un elemento maxim al, digam os ¢. Se sigue que D¢ = A.

porque si hay un elem ento ,\ E Ao tal que '\0 Of: D ¢. entonces dado que

yEX,\o y ¢/, definida por ¢/('\o)=yX A 0 no es vacio, existe un elemento

e ¢'(,\)::: ¢(,\) para todo ,\ ED¢. es entonces una extension propia de ¢

la cual pertenece a F. Y contradice la maximalidad de ¢ E F •

l.q.q.d.

Teorema. EI Lema de Zorn implica el Te orenu del PW!to fijo de Zermelo. Aun si

reempJazamos "cota superior" por " extrema superior").

Demostracic5n. Sean (P. <) y I: P -e P satisfaciendo las hipotes is del teo-

rema del punto f ijo de Zerme 10. Entonces (P. <) satisface t ambien las hipdte sis

de I lema de Zorn. Sea x* un elem ento maximal de P (cuya existencia resulta

del lema de Zorn>. Como x* < [Lx") y I(x*) E P, srque se que [(x*) < x* •

usando la maximalidad de x*. Pero como < es antisimetrtc a, tenemos [(x*)=x*.

p.q.q.d.

III. Algunos otros principios equiva/entes al lema de Zorn.

1. Una famil ia <t> de c onj untos se dice de caracter finito si y solo si cada sub-

conjunto finito de un miembro de <I> es un mierrbro de <I> y todo conjunto A

de! cual todo subconjunto finito pertenece a <I> / tarnbien pertenece a <1>.

Lema de T ukey. Toda familia no vac fa de curdcter finito tiene un e lemento maxi ~

mal.
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E;ercicio. Deduzca esto de I lema de Zorn.

2. Lema de Kurotowski. Toda cadena en un conjunto parcialmente ordenado esia con-

tenido en una cadena maximal.

Ejercicio. Deduzca esto del lema de Zorn.

3. Un conjunto se d ice bien ordenado si se Ie ha provi sto con un orden total para

el cual todo subconjunto no vac io tiene un elemento minimo.

Principio de 10 buena or denac i on, Todo conjunto no vacfo admite un buen orden.

Este resultado fue deducido por Zermelo del Axioma de eleccion en 1904.

4. Comparabi/idad de c ardin al es, Dados dos conjuntos, ellos son equivalentes

(i.e., estan en correspondencia biunivocal, 0 uno de ellos es equivalente a un sub-

conjunto del otro. En otras palabras, dados dos numercs cardinales, uno es menor

que el otro.

Para mas detalles sobre la teor ia de conjuntos (inc luyendo su desarrollo his-

torico y sus aspectos fi losoficos) recom endamos vivamente:

Abraham A. F raenkel. " Abstract Set Theory", North-Holland Pub. Co., Amster-

dam 1953.

T amb ien para una Iectura mas avanzad aver

Paul J. Cohen" Set Theory and the Continuum Hypothesis", Benjamin, 1%6 •

* *
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