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ABSTRACT. The problem of designing a cylindrical gear in order to
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RESUMEN. El problema de disenar un engranaje cilindrico en el cual
se transmite un movimiento rapido de rodaje o desfogue del engranaje
a partir de una relacién existente entre el nimero de dientes de dos
pifiones, se puede abordar como las soluciones enteras positivas de una
ecuacién diofantica de la forma ax + by = ¢ .

1. Introduccion

Las ruedas dentadas sirven para la transmisién
de potencia o movimientos entre dos o més ejes.
La absorcion de los choques en un engranaje
cilindrico es igual en cada uno de los dientes,
si la relaciéon de transformacion es de la forma
a/b, donde a y b son ndmeros primos relativos
entre si. La obtencién de esta relacion de trans-
formacion donde a y b son el niimero de dientes
del engranaje cilindrico, se puede apoyar en las
ecuaciones diofanticas y el concepto fundamental
de las reducidas. El proceso abordado con las
ecuaciones diofanticas y las reducidas de una
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fraccién es un método alternativo para el célculo de las relaciones de transfor-
macién que conlleva a disminuir el error en las relaciones de transformacion.

Inicialmente se desarrolla el punto de vista tedrico del problema como so-
porte, para finalmente aplicarlo a los engranajes cilindricos.

2. Ecuaciones diofanticas

Una ecuacién lineal con dos incégnitas no es suficiente para determinar el
valor de éstas, si deseamos encontrar una solucién tinica. Pues dos cantidades x
e y no estan univocamente determinadas més que en el caso de haber entre ellas
dos ecuaciones independientes. Pero si alguna de las incognitas = e y, se les
exige que sean numeros enteros positivos, esta condicién puede reemplazar la
segunda ecuacion. En este caso la ecuacion se llama diofantica, en recuerdo del
matematico DIOFANTO, quien vivié en Alejandria hacia el afio 275 de nuestra
eray cred el andlisis indeterminado o andlisis diofantico, que es un método para
buscar soluciones enteras de ecuaciones y de sistemas de ecuaciones algebraicas
con coeficientes enteros.

Reciben el nombre de ecuaciones diofanticas de primer grado con dos incég-
nitas, las ecuaciones de la forma ax + by = ¢, donde las incégnitas =, y son
nimeros enteros positivos.

Soluciones posibles: Aun en el caso de ser posible hallar valores de x e y
que, satisfaciendo la condicién de ser enteros y positivos, verifiquen estas ecua-
ciones, existira siempre, una notable diferencia entre las ecuaciones diofanticas
de primer grado y las ecuaciones ordinarias de primer grado con dos incégnitas.
En efecto ocurre que mientras:

Una ecuacion lineal con dos incégnitas | Una ecuaciéon diofdnticas de primer
grado

Tiene infinitas soluciones en los nimeros | 1. No tiene solucién

reales 2.Tiene una o un numero finito de solu-
ciones

3. Tiene infinidad de soluciones

Condicién para la existencia de soluciones:

Una ecuacién Diofantica ax + by = ¢, en la cual los coeficientes de las
incégnitas tienen un factor comiin, que no divide exactamente al segundo miem-
bro, no tiene solucién.

Si se divide la ecuacion por el factor comin a esos coeficientes enteros, en el
primer miembro, se obtienen coeficientes enteros para las incégnitas, mientras
que en el segundo miembro, resulta una fraccion. Como un par de valores
enteros x e y hacen que el primer miembro sea entero, seria preciso, para que
existiera solucién, que un numero entero fuera igual a una fraccién. Esto no es
posible.
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Ejemplo: Sea la ecuacién 20z + 15y =7

Factor comtn para 20 y 15 es 5 y no lo es para 7 luego la ecuacién seria:
dx+3y="7/5

Por lo tanto: Para que una ecuacién Diofantica ax + by = ¢ tenga soluciones,

es preciso que los coeficientes a, b de las incégnitas sean nimeros primos rela-
tivos. Es decir factores comunes para (a,b) = 1.

Ejemplo: Sea la ecuacién 12z — 7y = 4.

Cumple la condicién factores comunes (12,7) = 1. Algunas posibles solu-
ciones son:

z 12 19
y 20 32

12(12) — 7(20) =4 12(19) — 7(32) =4
144 — 140 =4 228 —224 =4
. Pero como se obtuvieron estas soluciones?

Verifiquemos:

Veamos como hallar una solucién cualquiera de la ecuacién 127x — 52y = —1

127
Sea la relacién =) donde a = 127 y b = 52.

Ejecutemos la divisién entre el numerador y el denominador de la fraccidn,
esto origina un cociente incompleto y un residuo, en seguida se efectuan di-
visiones a partir del divisor original asi: primera divisién, el divisor original
dividido por el primer residuo y cada nueva divisién, el nuevo residuo dividira
al anterior residuo, hasta que se logre un residuo cero.

Sean las divisiones, donde:

a; : Los cocientes incompletos

r; : Los residuos

ay ag as a4 as
a b 1 T9 r3 T4
1 72 T3 T4 s

La expresion obtenida da como resultado:

127 23 1 1 1
IR IV R W 7 A
/6
1 1 1
=2+ — =2+ —=2+ :
237506 M 2 1
3+ — 3+

6/5 1+1/5
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La expresién obtenida se llama fraccion continua limitada o finita.

Suprimiendo el dltimo término de esta fraccién, que es 1/5, transformamos
la fraccién continua que acabamos de obtener en una fracciéon ordinaria y la
restamos de la fraccion inicial.

1 1 1 1 22
2ty 2ty T 1
341
127 22 1143 — 1144 1
529  52x9  52x9

Reduciendo la expresién hallada a un denominador comun, se obtiene:
127 x9—-52x22=—-1=127(9) —52(22) + 1 =0
127X —52Y +1=0

Comparando esta igualdad obtenida con la ecuacién. Concluimos que: z =9
e y = 22 son solucién de esta ecuacién.

La validez de esta solucién se apoya en el concepto de las reducidas de una
fraccién. Llamase reducida de una fraccién al proceso de suprimir el dltimo
término en una fraccién continua, esto significa que se obtiene de una fraccién
continua, tantas reducidas como cocientes incompletos se haya podido efectuar.
Observemos en nuestro ejemplo el nimero de reducidas que se pueden plantear.

A
2 2 3 1 5 Recuerde:
127 | 52 23 6 5 1 a;: conciente incompleto
23 6 ) 1 0 r;: residuo
I
Luego:

a; 2 2 3 1 )

La expresién obtenida da como resultado:

127 - 1
52 - 1
1

34—

1+1
5

Tenemos cinco cocientes incompletos luego podemos plantear: n =5 reduci-
das asi:

Sea R; una reducida cualquiera
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1 127 P, DPs 1 22 Pp_1
Re-924+_~ = _™_° QR,-94_ -~ 7 -
5=t 1 52 4, 4 =2t 1 9 @,

24— 24+ —
34— 34 -
+1 1 1

t3

1 17 Pn—2 D3 1 5 Pn_s
Rs=24 — — - — -5 R, =24 -=_-= -

8 17 s G 2 272 4, 3
24 -

3
Rlzzzp"’4:g1

qn—4 q1

El cdlculo de cada una de ellas se vuelve un proceso dispendioso.

{Coémo se pueden obtener?

[ a | 2 |2 3 1 5

Ri=a1=2=p=2,q; =1

2x2+1 a1) X (ag)+1 5
= 2(1) (a2) =—=>PDy=05;qy =2

Rz =" as 2
1 3 3x2x24+342
Rs= 2t o 3 1= 2 ax3+1  2x3+1
3
32x24+1)4+2 azx(ag xax+1)+ay
T 3x2+1 as X ag + 1

Observemos detenidamente Po= a1 X as+1; Pi= a1;¢s= as;q,= 1. Luego:

as X Po 4+ Pq 3X5+2 17 D 17-q 7
= = — = Pq = ; = .
azx o +q, 3x2+1 7 3 3

Segun lo anterior, entonces Ry y R5 seran:

a4xp3+p271x17+5722§p g
T Ay X3+ q  IxT+2 9 tT e

as X Py +P3  Hx224+17 127 » 197 q 59
= = — = = 3 = .
as X 4 +3q3  H5x9+7 52 ° b

De lo anterior se puede plantear lo siguiente:

5 =
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Teorema 2.1. Utilizando el método de induccion matematica se demuestra
que las relaciones de este mismo tipo:

Py =apPy_1+ Pr—2; ¢ = apqr—1 + qr—2 (2.1)

son validas para k > 3.

Demostracion: Supongamos que las igualdades (??) se cumplen para cualquier
k > 3. De la definicién de las fracciones reducidas se desprende directamente,

que sustituyendo en la expresion Ry las magnitudes ay por: aj + a;“' La

expresion Ry se convierte en Ry41. Por induccién tenemos que:

_ Py apPr—1 +Pr2

4 a9k —1 + 9k —2

1
A1

Ry

resulta

Sustituyendo aqui aj por aj +

1

1 P
ag + Pr—1+Pr—2  qpp_ 4 +

k_
O+1 T + Pr—2
Rig11 = ) = G
(ak'+ ) qr—1 +9K—2 ar9r—1 + + Qp_o
Ak41 Af41
Pr—1 Pr1
agPr—1 +Pr—2 + P+
Rr41 = Thtl _ Tkt
dr—1 1
ar9g—1 +9x—2 + q +
Ak+1 Ak+1
(akt1) Py, + Pr—1
R A1 (@k+1) Dy +Pr—1 Prs1
k41 = = =
@) 8t (@) 0+ i
Ak+1

Asi, pues, de la validez de las igualdades (??) para cualquier k > 3, se deduce
su validez para k+1. ™

3. Propiedad de la diferencia entre dos reducidas consecutivas

La diferencia de dos reducidas es:

(=™
ke r—1

Rk — Ri-1 = (k>1).

En efecto,

P Pr—1  PrYx—1 — 9xPr—1
Rr— Rk—1=—— =
Qe Q1 91
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Apoydndonos en las igualdades (??) reemplacemos k por k — 1

Prg—1 — qpPr—1 = (arPr—1 + Po—2)qk—1 — (arqr—1 + qru—2)Pr—1
= apPr_1qp—1 + q—1Pr—2 — arPr_1qe—1 — Pr_1qx—2
= —(Pr—1qp—2 — qr—1Pr—2),

reduciendo términos. Repitiendo la misma transformacién en las expresiones
obtenidas, resulta una sucesién de igualdades:

(Prgi—1 — qePr—1) = (=1)(Pr-1qr—2 — qs—1Pr—2)
= (-1)*(Pr—2q—3 — qx—2Pr—3)
= (—1)*(Pe—3qr—1 — qk—3Ps—1) ...
= (- Pyq1 — o P1);
como P» =ajaz +1, g2 =az, PL =a1, 1 = 1,
(Pege—1 — grPe1) = (=1)*?((a1az + 1) x 1 = az(ar)) = (=1)* 2.

De esto se deduce que:

_ Prp—1 — GkPr-1 (—1)"? _ (-1)F
Rk — Rk—1 = = = 3 .
Ik —1 49— (—1)"q k-1
(-n*
— Rp—1 = . 3.1
Ri — Rk-1 Tele (3.1)

Cuando el desarrollo de a/b en fraccién continua posee n términos, la
n—ésima fraccién reducida R,, coincide con a/b. Por lo tanto Ry — Rp—1 =

(-1*

si k = n, entonces;

1
7 = Rna
b
luego
a (-1)"
b Rk—1 = Gy

Apliquemos lo anterior a la ecuaciéon ax — by = ¢, con factores comunes para
(a,b) = 1. Luego a/b es continua y a/b = R,; entonces

a Ppa (1)"
b Gy Gplpy
haciendo comin denominador y simplificando
aq,—1 — bP,_1 . (—1)n
bln-r  dndn

como a/b y Pn_1/9,—1 son reducidas consecutivas, entonces b = gy,
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Por lo tanto
aqn—1 — an—l:(_l)n (32)

multiplicando la expresién (??) por (-1) "~1C tenemos, donde C' es una cons-
tante entera

a[(=1)"" Cgna] = B[(=1)" T CPya] = (1) (-1)"7C
(_1)271—161,

como 2n — 1 es impar
a[(-1)""'Cgp_1] = B[(-1)""*CP,_1] = —C
al(-1)""'Cgn_1] = b[(-1)"'CP,_1] +C =0
a(xz) —bly) + C = 0.
De donde X = (-1)""'Cq,_1; Y = (-1)""*CP,_1, conforman una solucién
de esta ecuacién.
Para otras soluciones se utiliza lo siguiente:

Teorema 3.1. Sean a, b nimeros primos entre si y [Z,, Y] es una solucién
arbitraria de la ecuacion lineal aX — bY + C = 0. Entonces:

X =x,+0bt; Y =y, + at,

t=0,+1,£2,43,...,+n, seran otras soluciones.

Demostracion: Sea [z,y] solucién arbitraria de la ecuacién, entonces de las
igualdades ax — by + ¢ =0y az, — by, + ¢ = 0 tenemos que:
a(r — x9)
b
como Yy — Y, es un numero entero; a y b nimeros primos entre si, la expresién
r—x, debe dividirse por b sin resto, es decir, x—x, adquiere la forma z—z, = bt
en la que t es numero entero. Por lo tanto, x = x, + bt; reemplazando este
valor en (?7?) tenemos:

ar —ar, —by +by, =0, y—Yp= (3.3)

abt
y—yo:T:>y290+at

4. Aplicaciones

Ruedas dentadas y transmisiones por medio de ellas mismas. Las
ruedas dentadas sirven para la transmision directa de potencia o movimientos
entre dos o mas ejes. La transmision del esfuerzo tiene lugar por medio del
engrane de los flancos de los dientes.

La velocidad tangencial comun es

s ™ ™ Y
V=Vy =Vy = dolnla = do2n2% = Toiligo = roznz%[m/S}
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v vz
_-1* /do
do
71 7
ni o

Sid, y r, se miden en metros. De aqui se deduce:

ni doz  To2

)
nz  do1  Tol
COIl V1 = Tp1W1 = TooW2.
La relacién de transformacion vale:
w1 dea  Te2 M1 22
PT= = ——=—= — = —,
w2 do1 To1 na 21
Para la eleccion de la relacién de transformacion hay que tener en cuenta las
siguientes consideraciones: Si se requiere un rapido rodaje o desfogueo del
engranaje, la relacion de transformacion debera ser un nimero entero, porque
asi siempre engranan los mismos pares de dientes.

Para ¢ = 1/1 son los mismos en cada vuelta; para i = 2/1 cada diente de
la rueda menor engrana alternativamente con solo dos dientes de la rueda an-
tagonista, pero si presentan oscilaciones periddicas en el esfuerzo a transmitir
(prensas de rodillera, prensas de estampar, ...) entonces las transformaciones
por numeros enteros han de evitarse a toda costa, de no hacerlo, siempre so-
portarian las puntas de carga los mismos pares de dientes y se desgastarian
prematuramente.

En tales casos, a ser posible, cada diente de la rueda menor debe engranar
sucesivamente con todos los de la mayor, de manera que todos los dientes se
repartan por igual la absorcién de los choques. Esto se consigue con relaciones
de transformacién que no se pueden simplificar, por ejemplo 19 : 45.

Las ecuaciones diofanticas nos permite calcular engranajes cilindricos
dada la relacion de velocidad o relaciéon de transmision de ellos.

Ejemplo N°1. Se desean construir dos ruedas dentadas para un engranaje
que den una relacién de transmisién: ¢ = 131/85, esto podria realizarse, si una
de las ruedas tuviese 131 dientes y la otra 85; no obstante, no conviene que las
ruedas tengan menos de 10 dientes ni més de 30. Calcular el niimero de dientes
que debe tener cada rueda para que esto se cumpla.
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SNy,

SN
A -

%

) )8,
fonT (i & Py
040

) s

o - ')17/ -
2
o)

Ly
R

<.

Por la propiedad de la diferencia de reducidas consecutivas y el Teorema 77,
tenemos:
Po _ Py _ (21"
ay dn—1 4 9n—1
P, =131, ¢, =85, P,_1 =%, go._1 = «. Por lo tanto
131y (=1)"

e 1312 — 85y = (—1)". 41
85 o sse o WBle—Sy=(-1) (4.1)

Como (131,85) = 1, (??) es una ecuacién diofdntica. Calculemos las reducidas:

i=131/85 = 1.541

ai
1 1 1 5 1 1 3
131 85 46 39 7 4 1
46 39 7 4 3 1 0
T
1 D1 2 Do
R1—1—q1 RQ—l—q2
agPs + Py 3 D3 a,P3 + Do 17 Dy
as3qs + 4; 2 qs ay93 + 4o 11 44
asPs + P3 20 Py agPs + Py 37 Dg
R5 = - = = — RG _ = =
asds +4q3 13 G5 as95 +44 24 Gg
a7Pg + P5 131 D7
Rr=——""= = —

a7qg + g5 _g_ q7

De donde P,, 1 =37y g,—1 = 24. Como la ecuacién es de la forma ax — by = ¢
entonces tenemos:

131(X) = 85(Y) + (-1)° = 0.
La solucién es:
X=(-)""1CQu_ 1= (-1)51)%24 =24
Y =(-1)""*CP,_1 = (-1)%(1) * 37 = 37

Pero el ejercicio nos pide que las ruedas no deben tener menos de 10 dientes
ni més de 30. Luego i = 24/37, entonces planteamos una nueva ecuacién
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diofantica
R €Uy — =(=1". 4.2
37 «x 37z = 24r =37y = (=1) (42)
. . Pp—1 11
Calculemos las reducidas: Calculadas sus reducidas, se halla que 7 =T
n—1
0 1 1 1 5 2
24 37 24 13 11 2 1
24 13 11 2 1 0

de donde, las ruedas deben tener 11 y 17 dientes respectivamente. Luego
i =17/11 = 1.545.

Error 131/85 — 17/11 = —0.0042 por exceso.
Error relativo: 0.0042/(131/85) = 0.0027.

Ejemplo N°2. Para calcular el menor nimero de vueltas ng que se debe dar
al husillo desembragado del carro de un torno, para pasar de una a otra entrada
al roscar un tornillo de filete multiple de cuatro entradas, de paso 3/2, siendo
la constante del torno 5/8, se llega a la ecuacién:

entonces 5(ng) —12(n1) —3 = 0, que es una ecuacién diofdntica, con (5,12) = 1.
Calculemos las reducidas:

0 2 2 2
5 12 5 2 1
5 2 1 0
0 P 1 V)
Rl_l_ql RQ_Q_QQ
_azPa+P1 2 Py _agP3+Py 5 Py
asdy +41 5 43 YT st 12 g

Como n, = (=1)*Cgn-1 = (=1)*(=3)5 = 15y m = (-1)°CPy1 =
(—1)3(=3)2 = 6 y nos piden el menor valor de n,, entonces por el Teorema
27,

n0=15+12t:>n0:15—|—12(—1):3.
n1=6+5t:>n1=6+5(—1):1.

Ejemplo No 3. Se necesitan dos ruedas: Una de 237 dientes y otra de 295.
No disponemos maés que de ruedas de 10, 15, 20, 25, 30, 35, y 40 dientes.
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Determinar los que debe tener la otra para que con ellas se pueda efectuar el
trabajo.

Sii= %, entonces los posibles juegos de ruedas son:
(10,15); (10, 20); (10, 25); (10, 30);
(10,35); (10,40)
(15,20); (15, 25); (15, 30); (15, 35); (15, 40)
(20, 25); (20, 30); (20, 35); (20, 40)
(25,30); (25, 35); (25, 40)
(30, 35); (30,40)
(35,40)

T BTy D e aosmy = (1) 237 Y (1)
enemos.% ;—mi x y—( ) (‘)

0 1 4 11 1 1
237 295 237 o8 ) 3 2 1
237 58 5 3 2 1 0

Podemos observar que aqui se generarfan siete (7) reducidas. Luego la
ecuacion es 237X — 295Y = (—1)7 y entonces tenemos:

237X —295Y +1=0; (4.3)

237 4
la relacién es i = 205 = 0.8033, Rg = 1T donde P,_1 =94y Q,—1 = 117
que estan muy lejos de lo que se tiene.

Planteamos otra ecuacion:

94X — 117y = (-1)" (4.4)
se calculan sus reducidas
0 1 4 11 2
94 117 94 23 2 1

94 23 2 1 0
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45
R, = R que estd lejos de nuestra condicién 94X — 117Y = (—1)5.
De nuevo planteamos una nueva ecuacion:
45X —56Y = (-1)" (4.5)
se calculan sus reducidas
0 1 4 11
45 56 45 11 1
45 11 1 1 0

4
Si Rz = — estos valores estan por debajo de lo deseado, pero 4 y 5 si son

factores a la vez de 20 y 25, respectivamente, que es uno de los juegos de ruedas
que se puede combinar. Por tanto P,_1 =4y Q,_1 = 5.

Sustituyamos en la ecuacién (?7?)

45X —56Y = (—1)* & 45X — 56Y =1
multiplicada por 5
45(5Q—1) — 56(5P,—1) =5
Por lo tanto
X =5Qn-1=25
Y =4P,_1 = 20.

20
entonces 1 = — = 0.80.

25
237 20
Error 295 25— 0.003 por defecto.
. 0.003
Error relativo = m = 0.004
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