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Summary: Results and Conclusions

An immersed surface in the Euclidean space of dimension n > 3 is said
to be a minimal surface if it is locally area-minimizing, that is to say, small
pieces of it are the ones with least area among all the surfaces with the sa-
me boundary. These surfaces were first studied by Euler in 1744, he proved
that the only rotational minimal surfaces in R? are planes and catenoids.
Later, in 1760, Lagrange proved that minimal surfaces are critical points of
the area functional and discovered the differential equation determining
minimal graphs in R3. Next, Meusnier, in 1776, characterized minimal surfa-
ces as those surfaces with vanishing mean curvature vector field; this is the
standard modern definition of a minimal surface. On the other hand, Pla-
teau showed in 1873 that minimal surfaces appear in nature as the shape
of soap films, whereas Douglas and Radd independently proved in 1932
that any Jordan curve in R™ bounds (is the boundary of) an area minimizing
(hence, minimal) surface.

A crucial fact in the development of the classical theory of minimal sur-
faces in R™ was the discovery by Enneper and Weierstrass of an analytic
representation for these surfaces: the so-called Enneper-Weierstrass repre-
sentation formula (see Theorem[2.36). This formula characterizes any minimal
surface in R™ in terms of holomorphic data on a Riemann surface. Given an
isometric immersion X: M — R™ from a Riemannian surface, M, the metric
Laplacian of the immersion satisfies

AX = 2H,

where H is the mean curvature vector field of the immersion. The Laplacian
operator on a Riemannian surface depends only on the conformal class of
the metric, and so harmonic functions are well defined on a Riemann surfa-
ce. Therefore, if M is a Riemann surface, then a conformal (angle preserving)
immersion X = (Xy,...,X,): M — R™is minimal if and only if X is a harmonic
map (see Lemma [2.34); in particular, there are no compact minimal surfa-

Xl
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ces in R™ with empty boundary. If X is such an immersion, then denoting by
0 the C-linear part of the exterior differential d = 9 + d on M (here 0 denotes
the C-antilinear part of d), we have that the 1-form

0X = (0X1,...,0X,)

with values in C™ is holomorphic, has no zeros, and satisfies

0X;)>=0 everywhere on M.
J
j=1

Therefore, 0.X determines the Kodaira type holomorphic map
Gx: M —CP"', M>pr Gx(p) =[0X1(p): -~ : 0Xn(p)],
which assumes values in the complex hyperquadric
Qn-2={lz1: -1 2] ecpvt: z2+---+z,21:0} c cpvt,

The map Gx is known as the generalized Gauss map of X. It was proved
only very recently that, in fact, every holomorphic map M — @, o is the
generalized Gauss map of a conformal minimal immersion M — R" (see
Alarcoén, Forstneri¢, and Lopez (19)).

The real part R(0X) of 90X is an exact 1-form on M; the flux map (or simply,
the flux) of X is the group homomorphism Fluxy : Hi(M;Z) — R™, of the first
homology group of M with integer coefficients, given by

Fluxx (y) = /

I(9X) = —i/aX, v € Hi(M;Z),
Y

o

where & denotes imaginary part and i = /—1.

On the other hand, every holomorphic 1-form ® = (¢4, ..., ¢,) with values
in C™, vanishing nowhere on M, satisfying the nullity condition
> (4;)> =0 everywhere on M, S.D
j=1
and whose real part ®(®) is exact on M, determines a conformal minimal
immersion X: M — R™ with 90X = & by the classical Enneper-Weierstrass (or
simply Weierstrass) representation formula:

X(p) =m0 +2 p?R(@), pE M, S.2)

Po
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for any fixed base point py € M and initial condition X (py) = x¢ € R™. We refer
to Subsec.2.4.1] for more information. This enables one to obtain minimal
surfaces in R™ from holomorphic functions on a Riemann surface, M, taking
values in the complex subvariety of C* determined by the equation 22+ - -+
22 = 0. This is the fundamental idea of the Weierstrass representation and the
starting point of our research.

The contributions of Osserman, in the 1960s, renewed the interest in the
theory of minimal surfaces. He studied, mainly, complete minimal surfaces
in R3, with finite total curvature, by means of the Enneper-Weierstrass repre-
sentation formula. This was the beginning of the study of those properties
of minimal surfaces which are global, such as completeness, properness, or
embeddedness, using complex analytic techniques.

Complete minimal surfaces with finite total curvature are of parabolic
conformal type (i.e., they are open and carry no nonconstant negative sub-
harmonic functions). In fact, the underlying complex structure of such a sur-
face is a compact Riemann surface from which finitely many points have
been removed; in particular, their topology is finite. All the classical exam-
ples of complete minimal surfaces in R?, besides the periodic ones, are pa-
rabolic. The pioneer works of Jorge and Xavier (61) from 1980, Nadirashvili
(Z6) from 1996, and Morales (/5) from 2003, combined the classical Runge
approximation theorem with the Weierstrass formula to refute the belief that
hyperbolic Riemann surfaces play a marginal role in the global theory of mi-
nimal surfaces. An open Riemann surface is hyperbolic, by definition, if it ca-
rries nonconstant negative subharmonic functions; i.e., if it is not parabolic.
We discuss about the conformal type of a Riemann surface in Sec.2.T] We
now know that, actually, every open Riemann surface, independently of its
conformal type, is the underlying complex structure of a properly immersed
minimal surface in R3, see Alarcdn and Lopez (19).

The Weierstrass representation formula has greatly influenced the study
of minimal surfaces in R™ by providing powerful tools coming from complex
analysis in one and several variables. In particular, the Runge-Mergelyan
theorem for open Riemann surfaces (see Bishop (2/) and also Runge (89)
and Mergelyan (72)) has been exploited by Alarcdn, Forstneric¢, and Lopez
in order to develop a uniform approximation theory for conformal minimal
surfaces in the Euclidean space which is analogous to the classical one for
holomorphic functions in one complex variable. These results have found
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plenty of relevant applications in the theory; see (12,122,111, 123,133.,117,,116,'44)
and the references therein.

Nevertheless, the true power of the relafionship between minimal surfa-
ces and complex analysis has been exploited only recently with the use of
powerful complex analytic methods coming from modern Oka theory. The-
se combine holomorphic approximation techniques with a nonlinear version
of the 9-problem and adapt the classical Riemann-Hiloert boundary value
problem to the construction of conformal minimal surfaces in R™. This con-
nection has given rise to general existence results for minimal surfaces in R™
with interesting global properties and a given complex structure. For a de-
tailed overview of the aforementioned techniques and a survey of recent
results, see Alarcon and Forstneric (10).

Approximation Theory by holomorphic functions is a central topic in Com-
plex Analysis. It began with the classical Runge Theorem that gives a topo-
logical characterization of those subsets of the complex plane, C, for which
any holomorphic function on them may be uniformly approximated by en-
tire functions. This result has been generalized to the more general frame-
work of maps from Stein manifolds to Oka manifolds, and in particular for
functions on open Riemann surfaces. We refer to Subsec.[2.3.2) for definitions
and background.

Concerning the aim of this thesis, we emphasize that Alarcén and Lopez
in dimension n = 3 and, later, Alarcdn, Forstneri¢, and Lopez in arbitrary
dimension n > 3, provided the following Runge-Mergelyan type theorem for
conformal minimal surfaces in R™.

Theorem 1. (Runge-Mergelyan Theorem for minimal surfaces, (12,117)). Let
M be an open Riemann surface and let K ¢ M be a compact subset
such that M \ K has no relatively compact connected components. Every
conformal minimal immersion K — R™ may be approximated uniformly on
K by conformal minimal immersions M — R™,

In addition, the approximating conformal minimal immersions M — R™
may be chosen proper in the space, with prescribed flux according to the
one of the given immersion K — R"™, and, ifn > 5, fo be embeddings.

By a conformal minimal immersion K — R™ from a compact subset K ¢ M
we mean a conformal minimal immersion defined on an unspecified open
neighbourhood of K in M.
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Together with approximation theory, Interpolation Theory by holomorphic
functions is another central topic in Complex Analysis. This subject began in
1885 with the classical Weierstrass Interpolation Theorem asserting that one
may prescribe the values of an entire function on a divergent sequence of
points in C, see Theorem [2.20 This result has been also generalized to mo-
re general frameworks. In particular, Florack (36) extended the Weierstrass
Theorem for functions on an open Riemann surface, see Theorem 2.21], and
Royden (83) obtained a result in this direction, concerning polynomial ap-
proximation with inferpolation on Riemann surfaces of finite conformal type,
see Theorem [2.18] These results have been generalized, ensuring both ap-
proximation and interpolation simulfaneously, to the context of holomorphic
maps from Stein manifolds fo Oka manifolds, see Theorem [2.29] this is the
core of modern Oka Theory.

The main motivation and also the main goal of this thesis is fo initiate and
develop the interpolation theory for minimal surfaces in the Euclidean spa-
ces. The most basic result that one expects in this direction is an analogue
to the Weierstrass interpolation theorem for conformal minimal immersions
from an open Riemann surface to R™. Such a result holds true, as we show in
the following theorem which was obtained in (4).

Theorem 2. (Weierstrass Interpolation Theorem for conformal minimal sur-
faces). Let A be a closed discrete subset of an open Riemann surface, M,
and let n > 3 be an integer. Every map A — R" extends to a conformal
minimal immersion M — R™,

Let M be an open Riemann surface and n > 3 be an integer. By the Identity
Principle for harmonic maps, it is not possible to prescribe the values of a
conformal minimal immersion M — R™ on a subset that is not closed and
discrete, hence the assumptions on A in Theorem [2 are necessary.

Let us say a few words about our methods of proof. Given a holomorphic
1-form 6 on M with no zeros (such exists by the Oka-Grauert principle; see
(50, 51) or (42, Theorem 5.3.1)), any holomorphic 1-form & = (¢1,...,¢,) ON
M with values in C* and satisfying the nullity condition (S.T) can be written
in the form ® = f#, where f: M — C™ is a holomorphic function assuming
values in the null quadric (also called the complex light cone):

Q[;:{z:(zl,__.,zn)E(Cn:z%—i—--~+z721:0}. <S3)



Summary XVII

Therefore, if A is a closed discrete subset in an open Riemann surface, M,
and 3: A — R" is a map, then in order to prove Theorem [2]it suffices to find
a holomorphic map

f: M —=22\{0}cC"

such that ®(f0) is an exact real 1-form on M and

2 p?R(f@) =3(p) forallpe A,
po
where py € M \ A is a fixed base point. With such a map in hand, the formula
in with zp = 0 and ® = f# provides a conformal minimal immersion
M — R™ satisfying the conclusion of the theorem. The key of this approach
to succeed is that the punctured null quadric

A, =2\ {0} (S.4)

is a complex homogeneous manifold and hence an Oka manifold (see Lem-
ma2.30); in particular, there are many holomorphic maps M — 2L,. See Sub-
sec.[2.3.2/for more information about Oka manifolds.

With this program, we prove Theorem [2]in Chapter 3] It is the first known
result concerning interpolation by minimal surfaces and hence the starting
point of this theory. The aim of this Ph.D. Thesis is, nevertheless, to go much
further.

We shall obtain Theorem[2 as a consequence of the following much mo-
re general result which is also proved in Chapter [ It ensures not only in-
terpolation but also jet-inferpolation of given finite order, approximation on
Runge compact subsets, control on the flux, and global properties such as
completeness and, under natural assumptions, properness and injectivity.
This result was shown in (4).

Theorem 3. (Runge Approximation with Jet-Interpolation for conformal mi-
nimal surfaces). Let M be an open Riemann surface, A ¢ M be a closed
discrete subset, and K ¢ M be a smoothly bounded compact domain
such that M \ K has no relatively compact connected components. For
eachp € A let Q, C M be a compact neighbourhood of p in M, assume
thatQ, NQ, =0 forallp #q € A, and set Q :=J, ., Qp. Also letn > 3 be an
integer,

pEA

X:KUuQ —R"?
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be a conformal minimal immersion of class €*(K U Q), and p: H1(M;Z) —
R™ be a group homomorphism satisfying

Fluxx(v) = p(v) forall closed curves~ C K.

Then, given an infeger k > 0, X may be approximated uniformly on K by
complete conformal minimal immersions X: M — R" enjoying the follo-
wing properties:

() X and X have a contact of order k at every pointin A.
() Fluxg = p.

(I11) If the map X|x: A — R™ is proper, then we can choose X: M —R" to
be proper.

(IV) Ifn > 5 and the map X|x: A — R™ is injective, then we can choose
X: M — R" fo be injective.

Condition (I) in the above theorem means that )~(|A = X|p aond, if £ > 0,
the holomorphic 1-form (X — X), assuming values in C", has a zero of mul-
tiplicity (at least) k at all points in A; in other words, the maps X and X have
the same k-jet at every point in A (see Sec.[2.2]for a detailed explanation).

The above result is reminiscent to the generalization of the Weierstrass
Interpolation theorem provided by Behnke and Stein in 1949, which asserts
that on an open Riemann surface one may prescribe the values up to arbi-
trary finite order for a holomorphic function at the points in a given closed
discrete subset (see (26) or (77, Theorem 2.15.1)). In particular, choosing k = 1
in Theorem [3 we obtain that:

On a closed discrete subset of an open Riemann surface, M, one may
prescribe the values of a conformal minimal immersion M — R", n > 3, and
of its generalized Gauss map M — Q,_, C CP" 1,

(See Corollary 3.21). The case A = 0 in Theorem [3] that is, when one is not
interested on inferpolating, coincides with Theorem T}

The assumptions on X|, in assertions (III) and (IV) in Theorem@ore clearly
necessary. In the case when A is infinite, we also point out that there are in-
jective maps A — R™ which do not extend to a topological (continuous)
embedding M — R™; and hence, in general, one can not expect that the
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conformal minimal immersion X in (IV) is an embedding (i.e., a homeomorp-
hism onto )N((M) endowed with the subspace topology inherited from R™).
Nevertheless, since every proper injective continuous map M — R™ is an
embedding, we may choose the immersion X in Theorem To be a proper
conformal minimal embedding provided that n > 5and X|5: A — R"™ is both
proper and injective.

The aforementioned method for constructing conformal minimal surfa-
cesin R", based on Oka theory, was infroduced by Alarcén and Forstneric in
(11) and it also works in the more general framework of directed holomorp-
hic immersions of open Riemann surfaces into complex Euclidean spaces.
Directed immersions have been the focus of interest in a number of classi-
cal geometries such as symplectic, contact, Lagrangian, totally real, etc.;
we refer for instance to the monograph by Gromov (52), to Eliashberg and
Mishachev (34, Chapter 19), and to the infroduction of (11) for motivation
on this subject. Given a (tfopologically) closed conical complex subvariety
S of C*, n > 3, a holomorphic immersion F': M — C™ of an open Riemann
surface M into C” is said to be directed by &, or an &-immersion, if its com-
plex derivative F’ with respect to any local holomorphic coordinate on M
assumes values in

S, :=6\{0}.
Among others, general existence, approximation, and desingularization re-
sults were obtained in (11) for certain families of directed holomorphic im-

mersions, including null curves: holomorphic curves in C™* which are direc-
ted by the null quadric 2, see .3). It is well known that the real and the
imaginary part of a null curve M — C™ are both conformal minimal immer-
sions M — R™ whose flux map vanishes everywhere on H;(M;Z); conver-
sely, every conformal minimal immersion M — R™ is locally, on every simply-
connected domain of M, the real part of a null curve M — C", see Sec.2.4]
for details.

The second main theorem in Chapter[Jis the following analogue of Theo-
rem [3| for a wide family of directed holomorphic curves in C", including null
curves, which was also proved in (4). Given integers 1 < j < n we denote by
m;: C" — C the coordinate projection m;(z1, ..., z,) = z;.

Theorem 4. (Runge Approximation with Jet-Interpolation for directed ho-
lomorphic curves). Let & be an irreducible closed conical complex sub-
variety of C*, n > 3, which is contained in no hyperplane and such that
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6. = 6\ {0} is smooth and an Oka manifold. Let M, A, K, and Q be
as in Theorem |3 and let F: K U Q — C" be an &-immersion of class
YK U Q). Then, given k € N, F may be approximated uniformly on K
by &-immersions F': M — C" such that F — F has a zero of multiplicity (at
least) k at every pointin A.

Moreover, if the map F|p: A — C™ is injective, then we can choose
F: M — C™ to be injective.

Furthermore:

0 If & n{z = 1} is an Oka manifold and =;: & — C admits a local
holomorphic section h near ( = 0 € C with h(0) # 0, then we may
choose F' to be complete.

I If &N {z = 1} is an Oka manifold and n;: & — C admits a lo-
cal holomorphic section h; near ¢ = 0 € C with h;(0) # 0 for all
j € {1,...,n}, and if the map F|r: A — C" is proper, then we may
choose F: M — C™ to be proper.

A map U — C" on a smoothly bounded compact domain U ¢ M is said to
be of class &1 (U) if it is of class ¢! (U) and holomorphic on the interior U.

In particular, for any &, M, and A as in Theorem 4| we have that every
map A — C™ extends to an &-immersion M — C". When the set A is em-
pty, the statement of the above theorem, except for assertion (I), follows
from (11, Theorems 7.2 and 8.1). On the other hand, if & is as in assertion (I)
and Flx: A — C™ is not proper, Theorem [4] provides complete &-immersions
M — C™ which are not proper maps; these seem to be the first known exam-
ples of such apart from the case when & is the null quadric. We emphasize
that the particular geometry of 21 has allowed to construct complete null
holomorphic curves in C* and minimal surfaces in R™ with numerous diffe-
rent asymptotic behaviours (other than proper in space); see (20,112, 16, [7l,13)
and the references therein.

Following a natural direction, we wonder, in a second step of our deve-
lopment of the interpolation theory for minimal surfaces, whether one can
inferpolate by minimal surfaces with finite total curvature; a very strong glo-
bal condition. The family of complete minimal surfaces with finite total cur-
vature has been one of the main focus of interest in the global theory of mi-
nimal surfaces in R3; we refer for instance to (79,125, @1, [70) for background
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on the topic. These surfaces have the simplest topological, conformal, and
asymptotic geometry. For this reason, the main insight about modern glo-
bal theory of minimal surfaces has come from these objects. This subject
is intimately related to the one of meromorphic functions and 1-forms on
compact Riemann surfaces. Indeed, if M is an open Riemann surface and
X: M — R3is a complete conformal minimal immersion with finite total
curvature, then there are a compact Riemann surface ¥ and a finite set
) £ E C X such that M is biholomorphic to ¥ \ E and the exterior derivo-
tive dX of X: ¥\ E — R3, which coincides with its (1,0)-part, X, since X
is harmonic, is holomorphic and extends meromorphically to X with effec-
tive poles at all points in E. In particular, the Gauss map ¥\ £ — S? of X
extends conformally to 3 and, up to composing with the stereographic pro-
jection, is a meromorphic function on ¥. Every complete orientable minimal
surface in R3 with finite total curvature comes in this form via the Weierstrass
representation (see Osserman (/9)).

As we have already explained, a crucial point for the development of
the approximation and interpolation theories for conformal minimal surfo-
ces in R™ is the observation that the punctured null quadric 2, = A\ {0}
directing minimal surfaces in R™ is a complex homogeneous manifold, and
hence an Oka manifold. In particular, for any open Riemann surface M,
there are many holomorphic maps M — 2., and hence, up to solving the
corresponding period problems, there are also many conformal minimal im-
mersions M — R"™, However, the holomorphic flexibility of 2(, does not extend
to the algebraic category; this is why the construction methods that we ha-
ve described above do not seem to provide complete minimal surfaces in
R™ with finite total curvature. Only in R? and exploiting the spinorial represen-
tation for minimal surfaces in that dimension, Lopez (69) was able to prove
a Runge-Mergelyan type uniform approximation theorem for complete mi-
nimal surfaces with finite total curvature.

Theorem 5. (Runge-Mergelyan Theorem for conformal minimal immersions
with finite total curvature, (69)). Let X be a compact Riemann surface with
empty boundary, E C ¥ be a non empty finite subset, and K C ¥\ E be
a compact subset. Every conformal minimal immersion K — R? may be
approximated uniformly in K by complete conformal minimal immersion
¥\ E — R? with finite total curvature.

Polynomial Inferpolation is a fundamental subject in mapping theory. La-
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grange Interpolation Theorem asserts that one may prescribed the values,
on a finite subset, of a polynomial C — C, while for infinite closed discrete
subsets the result does not hold true. In a more general framework, given
disjoint finite sets £ # () and A in a compact Riemann surface X, the clas-
sical Riemann-Roch theorem enables one to prescribe the values on A of
a meromorphic function ¥ — C that is holomorphic in ¥\ E. We present in
Chapter[]the following analogue to this result for complete minimal surfaces
in R? with finite total curvature, which was obtained in (8). We recall that a
conformal minimal immersion X : M — R? has finite total curvature if

TC(X) ::/ Kds* = —/ |K|ds* > —oc0
M M

where ds? is the area element of the surface and K denotes the Gauss cur-
vature of (M, ds?).

Theorem 6. (Weierstrass Interpolation Theorem for conformal surfaces im-
mersions with finite total curvature). Let X be a compact Riemann surfa-
ce with empty boundary and let E # O and A be disjoint finite sets in X.
Every map A — R3? extends to a complete conformal minimal immersion
¥\ E — R? with finite total curvature.

This result provides an improvement to Theorem [2]in the case when the
interpolation set is finite, by adding the condition of having finite total cur-
vature. Somewhat surprisingly, no result of this type seems to be available in
the literature, even in the specially simple case when X\ E = C. The first re-
sult of the interpolation theory for minimal surfaces in R™ is Theorem [2], which
holds true in arbitrary dimension n. > 3, but, as we have already pointed out,
the construction method does not ensure any control on the total curvature
of the inferpolating surfaces.

We emphasize that those surfaces with finite total curvature form a tiny
subset in the space of all complete conformal minimal immersions £\ E — R?
(the fact that this subset is nonempty for every ¥ and E was observed by
Pirola in (81)). We also point out that the finiteness of the set A cannot be
deleted from the assumptions of Theorem[6] For instance:

Example. There is no complete nonflat minimal surface in R? with finite total
curvature and containing the set Z2 x {0} ¢ R3. See Corollary [6.7] for more
general sefs.
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This example shows that the theorem fails to hold for infinite sefs A, even
under the natural assumptions that A is closed and discrete in £\ £ and that
the prescription of values A — R3 is proper.

Polynomial Approximation is also a focus of interest in complex analysis,
which is naturally linked in a strong way with Polynomial Interpolation. The
classical Runge theorem says that for any compact set K ¢ C such that
C\ K is connected, every holomorphic function f on a neighbourhood of
K may be approximated, uniformly on K, by polynomials C — C (see (85)).
In addition, if we are given a finite subset A ¢ K, then the approximating
polynomials can be chosen to agree with f everywhere on A (see Walsh
(86)).

Behnke and Stein extended Runge’s theorem to the more general fro-
mework of meromorphic functions on compact Riemann surfaces (see (26));
this was later generalized by ensuring, in addition, interpolation of arbitrary
finite order on a finite set. To be precise, Royden proved in (83) that for any
¥, E, and A as in Theorem|)], if we are given an integer k > 1 and a compact
subset K ¢ ¥\ £ such that A ¢ K and E infersects all connected compo-
nents of ¥\ K, then every holomorphic function f on a neighbourhood of K
may be approximated, uniformly on K, by meromorphic functions F on X,
being holomorphic in X\ £, such that the holomorphic function F—f: K — C
has a zero of order at least k& at all points in A.

We shall obtain Theorem [¢] in Chapter [4] as a consequence of the fo-
llowing more precise result providing approximation, interpolation of given
finite order, and control on the flux. This result, which may be seen as an
analogue of the theorem by Royden for minimal surfaces with finite total
curvature, was shown in (9).

Theorem 7. (Runge Approximation with Jet-Interpolation for conformal mi-
nimal surfaces with finite total curvature). Let ¥ be a compact Riemann
surface with empty boundary, ) # E C X be a finite set, K ¢ ¥\ E be
a compact set such that every connected component of ¥\ K contains
points of E, and A C K be a finite set. Also let X : K — R3 be a conformal
minimal immersion of class € (K) andp: H1(X \ E;Z) — R? be a group ho-
momorphism such that p(y) = Fluxx(y) for all closed curves v C K. Then,
for any integer k > 0 and any number e > 0, there is a complete conformal
minimal immersion X : ¥\ E — R3 satisfying the following conditions:
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(i) X has finite total curvature.
(i) |X(¢)—X()| <eforall¢ € K.

(i) X and X have a contact of order k at every pointin A, i.e., X = X
everywhere on A and, if k > 1, 90X — 0X has a zero of order at least
k — 1 at every pointin A.

(iv) Fluxg(y) = p(v) for all closed curvesy C ¥\ E.

The aforementioned Theorem |5 was the first known approximation re-
sult for complete minimal surfaces with finite total curvature, taking no care
about interpolation issues. It corresponds to the case A = ) in our result. In
fact, the crucial novelties of Theorem|/|are conditions (i) and (iii) (except for
them, the theorem follows from Theorem [3] or Theorem [B).

The main new ingredient in our method of proof is the construction of ho-
lomorphic sprays of algebraic spinorial representations of minimal surfaces
in R3; this enables us to combine the ideas in Chapter 3land (69) in order to
ensure, simultaneously, approximation and interpolation of finite order.

Theorem [ opens the door to a new line of research, namely, the study
of optimal hitting problems in the framework of complete minimal surfaces
in R with finite total curvature. We now discuss this novel subject which will
be treated in Chapter[§]

The optimization problem we shall deal with consists on deciding which
are the simplest minimal surfaces, in terms of the total curvature, that con-
tain a given finite subset of R3. That is, determining the surfaces with smaller
finite total curvature (in absolute value) among all minimal surfaces contai-
ning a fixed finite set of points in R3,

We denote by TC(X) the fotal curvature of a complete orientable mi-
nimal immersion X: M — R3. We assume that M has empty boundary for
the following discussion. Recall that, by the classical Osserman’s theorem,
TC(X) is a nonnegative integer multiple of —4 (see Sec.[2.5or (7). For any
infeger r > 1 we denote by %, the space of all complete nonflat immersed
orientable minimal surfaces X : M — R3 with |TC(X)| < 4rr. Likewise, for any
infeger m < 1 we write 2., for the subset of 2. consisting of those surfaces
X: M — R? with Euler characteristic x(M) = m. Recall that, by Jorge-Meeks
formula (see (60)), the condition Z,.,,, # 0 implies that 2r + m > 2. It
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follows that
«%“ = U %;m = U %;m-

m<1 me{2—2r,...,1}

A simple observation is that, up to dilations and rigid motions, every com-
plete minimal surface with finite total curvature contains any given set A C
R3 consisting of at most 3 points. If the set A consists of 4 points not contained
in a plane, then it is not hard to see that there exists an Enneper’s surface
which contains A, see Proposition [5.2] Recall that Enneper’s surfaces and
catenoids are the complete minimal surfaces with least total curvature (in
absolute value) among the nonflat ones; they have total curvature —4r.

In view of Theorem @ given a finite set ) # A ¢ R? and an integer m < 1,
there is an infeger » > 1, which in principle could be very large, such that
A C X(M) for some immersion X € Z.,. Therefore, fixed integers » > 1
and m < 1 with 2r+m > 2, one wonders whether there exist finite sets A ¢ R?
which are against the family 2., meaning that A is contained in the image
of no immersion X € %.,,, and, if such sets exist, what is the cardinal of the
smaller ones. The same questions arise for the bigger family . for any r > 1.

In this line we prove the following result which was obtained in (5).

Theorem 8. Lefr > 1 be an integer. For any infegerm with2 —2r <m <1
there is a set A,.., C R which is against the family \J,.,., Z. and consists of
12r + 2m + 1 points whose affine span is a plane. In particular, the set A,
which consists of 12r + 3 points, is against the family Z,.

Thus, if X: M — R3? is a complete nonflat orientable immersed minimal
surface with empty boundary and x(M) < m and A,.,, C X(M), then the
fotal curvature TC(X) < —4nr. In particular, no complete nonflat orienta-
ble immersed minimal surface X with |TC(X)| < 4xr contains A,.;.

Nofice that in the above theorem we have 13 < 12r+2m+1 < 12r+3. As
an example, recall that 27 consists precisely of all catenoids and Enneper’s
surfaces (see Osserman (79)); and hence Theorem [8]furnishes a set A ¢ R?,
consisting of 15 points, which is contained in no catenoid and in no Enne-
per’s surface (we do not known whether this parficular number is sharp). In
general, it remains an open question whether the bounds 12r + 2m + 1 and
12r + 3 given in Theorem [8| are sharp or not; determining the optimal ones
(which, by Theorem|[§], exist) seems to be a highly nontrivial task.
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Theorem [8|is the first result of this type within the theory of minimal surfa-
ces. In order to prove it we shall provide, given a complete minimal surface
X: M — R3 with finite total curvature, an upper bound on the cardinal of
the preimage by X of any affine line in R? not contained in X (M), in terms
of the total curvature and the Euler characteristic of X. The following result
was proved in (9).

Theorem 9. Let X: M — R3 be a complete conformal minimal immersion
with empty boundary and finite total curvature. If L ¢ R? is a straight line
not contained in X (M), then

#(X(L) < 6Deg(N) + X(M) = — - TO(X) + x(M),

where Deg(N) is the degree of the Gauss map N of X.

Despite an upper bound as the one given by Theorem 9 was expected for
the family of minimal surfaces with finite total curvature, no explicit one of
this type had been obtained so far.

To finish our study we present in Chapter [§ some general existence re-
sults for complete minimal surfaces which are densely contained in a given
domain in the Euclidean space of dimension n > 3.

The existence of complete minimal surfaces densely lying in R? is well-
known. The first example of such a surface is due to Rosenberg; he obtai-
ned a simply-connected surface with bounded curvature by Schwarzian re-
flection on a fundamental domain. Later, Galvez and Mira (49) constructed
complete dense simply-connected minimal surfaces in R3, in explicit coordi-
nates, as solution to certain Bjorling problems. Finally, Lopez (68) constructed
complete dense minimal surfaces in R? with simple curvature, that is, with
finite total curvature in a weak sense, arbitrary genus, and parabolic con-
formal type; these were the only known examples with nonftrivial fopology.

In other line of results, Andrade (24) proved the existence of a complete
simply-connected minimal surface in R? whose closure has nonempty inte-
rior but it is not the whole space. Thus, it is a natural question whether a
fixed domain in R? contains complete minimal surfaces which are densely
contained on it; prior to our results, only R? was known to enjoy this property.

We shall seftle this question by showing a general existence result, which
was obtained in (3), for complete minimal surfaces which are densely con-
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tfained in any given domain D c R™ for arbitrary dimension n > 3. We cons-
fruct such surfaces with arbifrary orientable fopology and flux map; moreo-
ver, if n > 5 we give examples with no self-intersections. In addition, if D = R™,
we construct such surfaces not only with arbitrary topology but also with ar-
bitrary underlying complex structure. To be precise, we prove the following.

Theorem 10. [et D C R",n > 3, be a domain, M be an open Riemann sur-
face, p: Hi(M;Z) — R™ be a group homomorphism, K ¢ M be a smoothly
bounded Runge compact domain, and X : K — R" be a conformal mi-
nimal immersion of class €*(K). Assume that X(K) c D and that the flux
map Fluxx : H1(K;Z) — R" of X satisfies Fluxx () = p(~) for all closed cur-
vesy C K.

Then, for any € > 0, there are a domain Q ¢ M and a complete confor-
mal minimal immersion Y :  — R™ satisfying the following properties:

) K c QandQ is a strong deformation retfract of M and homeomorphic
to M.

D |Y — X|1.x <e.

(Il1) Fluxy () = p(~) for all closed curves v C Q.

(IV) Y(Q) ¢ D and the closure Y (Q?) = D.

(V) Y is one-fo-one ifn > 5.

Furthermore, if D = R", then we may choose Q2 = M.

Theorem provides the first examples of complete dense minimal sur-
faces in R™ for n > 3. We emphasize that the immersions Y: Q@ — D in the
theorem cannot be proper maps because of the density of Y/(M) in D.

Our result shows that there are numerous complete dense minimal sur-
faces in R", n > 3. Indeed, if we denote by CMI(M,R") the space of all
conformal minimal immersions defined on an open Riemann surface M into
R™ (which is nonempty by Alarcén and Lopez (19)), Theorem [10/ensures that

those conformal minimal immersions M — R™ which are complete and
densely contained in R form a dense subset of CMI(M,R™) with respect to
the compact-open fopology.

It is not difficult to find dense minimal surfaces in R™ for any n > 3. In-
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deed, solving the Bjorling problem for any real analytic regular dense curve
in R™ and any tangent plane distribution along it gives such a dense surface.
However, this method, which was pointed out to us by Pablo Mira, only pro-
duces simply-connected examples and does not guarantee their comple-
teness. Constructing complete dense minimal surfaces in R™ with arbitrary
topology and even arbitrary complex structure, is much more complicated.
We shall prove these results by using the strong relationship between minimal
surfaces and complex analysis that we have already described.

Going deeper in this direction, it is well-known that a general domain
D c R™ does not contain minimal surfaces with arbitrary complex structure.
For instance, if D is a relatively compact subset of R™, then every minimal
surface contained on it must have hyperbolic conformal type. However, we
prove in Chapterl|f that any domain D c R" contains complete minimal sur-
faces which are dense on it whose complex structure is any given bordered
Riemann surface. This result was shown in (3).

Theorem 11. [et D C R", n > 3, be a domain and M = M U bM be a
compact bordered Riemann surface. Every conformal minimal immersion
X: M — R" of class €' (M), with X(M) c D, may be approximated uni-
formly on compact subsets of M = M \bM by complete conformal minimal

immersions Y : M — R™ assuming values in D and such thatY (M) = D and
Fluxy = Fluxy.

Moreover, if n > 5 then the approximating immersions Y can be chosen
to be one-fo-one.

By a compact bordered Riemann surface we mean a compact Riemann
surface M whose boundary bM C M is nonempty and consists of finitely
many pairwise disjoint smooth Jordan curves. The interior M := M\bM of M is
called a bordered Riemann surface, see Sec.[2.7|for a detailed explanation.

Comparing with Theorem [10] the novelty is that the complex structure of
the examples is prescribed to be any bordered Riemann surface. In case
D = R", the result follows from Theorem [10,






Capitulo 1

Introduccion

Una superficie inmersa en el espacio euclideo n-dimensional R*, n > 3,
se dice que es una superficie minima si localmente minimiza el drea, es de-
cir, si trozos de la misma suficientemente pequenos tienen el menor drea
entre todas las posibles superficies con su mismo borde. Este tipo de super-
ficies fueron por primera vez estudiadas en 1744 cuando Euler demostrd
que las Unicas superficies minimas de revoluciéon en R3 son los planos y las
catenoides. Lagrange continud con su estudio mostrando en 1760 que las
superficies minimas representan los puntos criticos para el funcional drea y
presentando la ecuacién diferencial de cumplen los grafos minimos en R3,

Meusnier en 1776 caracterizd a las superficies minimas como aquellas
que tienen vector curvatura media nulo en todo punto; esta es la defini-
cion moderna usual de una superficie minima. Plateau realiz6 multitud de
experimentos con pompas de jabdn que le llevaron a dar en 1873 una in-
terpretacion fisica de las superficies minimas, identificGndolas con la forma
que adoptan peliculas de jabdn sostenidas sobre un borde de alambre.
Douglas y Radoé independientemente demostraron en 1932 que toda cur-
va de Jordan en R? soporta a una superficie minima cuyo borde es la curva
dada, resolviendo satisfactoriamente lo que se conoce en la literatura co-
mo el Problema de Plateau.

Un hecho crucial para el estudio de las superficies minimas, sobre todo
para el que realizamos en esta tesis, es el descubrimiento de una represen-
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tacién analitica de las mismas por Enneper y Weierstrass. La conocida como
Representacion de Enneper-Weierstrass (véase el Teorema [2.36) se funda-
menta en el hecho de que dada una inmersion isométrica X: M — R"* de
una superficie riemanniana M (una superficie diferenciable con una métri-
ca riemanniana asociada), el laplaciano de la inmersidon es dos veces el
vector curvatura media:

AX =2H.

El laplaciano depende solo de la clase conforme de la métrica y por
tanto una inmersion conforme X = (Xi,...,X,): M — R" definida sobre
una superficie de Riemann M es minima si, y solo si, sus coordenadas son
armonicas, es decir, AX = 0 (véase el Lema[2.34); esto es equivalente a que
la (1,0)-derivada 0X = (0X;,...,0X,) sea una 1-forma holomorfa compleja.
Ademds, la inmersidn X es conforme si, y solo si, X cumple la condicidn
de nulidad

(0X1)% + ...+ (0Xn)* = 0.

Esto nos va a permitir construir superficies minimas orientadas en R me-
diante aplicaciones holomorfas definidas sobre una superficie de Riemann
M y con valores en la subvariedad compleja de C™* que viene definida por
la ecuacién z7 + ... + 22 = 0. Es usual referirse a esta subvariedad como
cudadrica nula y la denotamos por 2. Esta es la idea fundamental de la Re-
presentacion de Enneper-Weierstrass que estudiaremos con detalle en la
Seccién.4

En 1986, Osserman (79) atrajo de nuevo el interés por las superficies mini-
mas utilizando la representacion de Enneper-Weierstrass para el estudio de
las superficies minimas completas con curvatura total finita. Esto supuso el
inicio del estudio de propiedades globales para las superficies minimas in-
mersas en el espacio euclideo, tales como la completitud, el que sean em-
bebimientos o el ser fopoldgicamente propias, utilizando herramientas del
andlisis complejo.

Las superficies minimas con curvatura total finita tienen tipo conforme
parabdlico, es decir, son superficies minimas abiertas y no admiten funcio-
nes subarmoénicas negativas y constantes. De hecho, la estructura com-
pleja de una tal superficie es la de una superficie de Riemann compacta
menos una cantidad finita de puntos; en particular, tienen topologia finita.
Todos los ejemplos clasicos de superficies minimas completas en R3, excep-
to los periddicos, son parabdlicos. Los trabajos pioneros de Jorge y Xavier



(61) de 1980, de Nadirashvili (76) de 1996 y Morales (/5) en 2003 combinaron
la férmula de Enneper-Weierstrass junto al clésico teorema de aproximacion
de Runge para refutar el pensamiento que hasta entonces imperaba sobre
que las superficies minimas de tipo conforme hiperbdlico jugaban un papel
marginal en la teoria global. Para una superficie de Riemann no compacta
y sin borde, tener tipo conforme hiperbdlico consiste en admitir funciones
subarmoénicas negativas no constantes; de lo contrario, el tipo conforme es
parabdlico. Discutiremos sobre el tipo conforme de una superficie de Rie-
mann en la Seccién 2.1] Ahora sabemos que toda superficie de Riemann
abierta, independientemente de su tipo conforme, es la estructura com-
pleja de una superficie minima propiamente inmersa en R3, véase Alarcon
y Lépez ().

La representacion de Weierstrass ha influido enormemente en el estudio
de las superficies minimas en R"™ proporcionando poderosas herramientas
provenientes del andlisis complejo. En particular, los teoremas de Runge y
Mergelyan para superficies de Riemann abiertas han sido explotados pro-
fusamente en el desarrollo de una teoria de aproximacién uniforme para
inmersiones minimas conformes en el espacio euclideo andloga a la exis-
tente para funciones holomorfas de una variable. Estos resultados han en-
confrado multitud de aplicaciones en la literatura, véanse por ejemplo los
tfrabagjos (19,122, 111,123, 133,17, [16l.144) y las referencias que alli aparecen.

Sin embargo, no ha sido hasta estos Ultimos anos que esta relaciéon entre
el Andlisis Complejo y las Superficies Minimas ha alcanzado su apogeo gra-
cias fundamentalmente a las técnicas provenientes del andlisis complejo
englobadas en lo que se conoce como teoria de Oka: multiples técnicas
de aproximacién combinadas con una version no lineal del problema 0 y
soluciones al problema de valores en el borde de Riemann-Hilbert, Esta co-
laboracién ha permitido construir superficies minimas con interesantes pro-
piedades globales con un completo control sobre su estructura compleja
u holomorfa, un hito en la teoria de superficies minimas. Para un desarrollo
mds extenso de las técnicas citadas y los resultados conocidos, véase por
ejemplo Alarcon y Forstneric (10).

La Teoria de Aproximacion por funciones holomorfas es un fema cen-
tral en el Andlisis Complejo. Su origen estd en el cldsico teorema de Runge,
que caracteriza topoldégicamente los subconjuntos del plano complejo so-
bre los que se pueden aproximar funciones holomorfas. Este resultado ha
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sido generalizado al ambiente mdas general de las variedades de Stein y de
Oka pasando por las superficies de Riemann. Presentaremos este tipo de
variedades complejas asi como algunos resultados de aproximacion en la
Seccion2.1l

En lo relativo a los intereses de esta tesis, cabe destacar que Alarcodn y
Lopez para dimensidn n = 3 y posteriormente Alarcdn, Forstneri€ y Lopez
para el caso de dimensidon arbitraria n > 3 demostraron la siguiente version
del Teorema de Runge-Mergelyan para superficies minimas.

Teorema 1.1. (Teorema de Runge-Mergelyan para superficies minimas,
(9. 117)). Sea M una superficie de Riemann abierta y sea K ¢ M un sub-
conjunto compacto fal que M \ K no tiene componentes conexas rela-
fivamente compactas. Toda inmersion minima conforme K — R™ puede
ser aproximada uniformemente en K por inmersiones minimas conformes
M — R™,

Ademas las inmersiones minimas conformes M — R™ pueden elegirse
propias, con control de su flujo, y en el cason > 5 embebidas.

Por definicion, una inmersidn minima conforme K — R"™ definida sobre un
compacto K ¢ M es larestriccion a K de una inmersidbn minima conforme
definida en un entorno de K. Discutiremos sobre este concepto y sobre las
propiedades globales implicitas en el teorema, asi como de la nocion de
flujo de una inmersidon minima conforme, a lo largo del Capitulo 2]

Paralelamente a la aproximacion, la Teoria de Interpolacion por funcio-
nes holomorfas es un tfema central de estudio en el Andlisis Complejo. Sus
inicios se sitian en 1885 con el clasico Teorema de Interpolacion de Weiers-
trass, que afirma que podemos prescribir los valores de una funcién entera
sobre una sucesidn de puntos divergente, véase el Teorema [2.20, Al igual
que ha ocurrido con la aproximacion, los resultados de interpolacion han
sido frasladados a los ambientes mds generales antes descritos. En parti-
cular, Florack (36) demostrd una version del Teorema de Weierstrass para
cualquier superficie de Riemann abierta, véase el Teorema [2.21], y Royden
(83) obtuvo un resultado de aproximacién e interpolacion algebraica para
superficies de Riemann de tipo conforme finito, véase el Teorema 2.18} Ge-
neralizaciones de estos resultados, tanto de aproximacion como de inter-
polacidn e incluso resultados en que se combinan ambas, han sido demos-
tfrados para aplicaciones holomorfas definidas sobre variedades de Stein y



con valores en variedades de Oka, véase el Teorema 2.29

La principal motivacion de esta tesis y su principal objetivo es obtener
andlogos naturales a los citados resulfados de interpolacién en el ambiente
de las superficies minimas.

Asi, en el Capitulo @ demostraremos el siguiente resultado de inferpolo-
cion por superficies minimas, que fue obtenido en (4).

Teorema 1.2. (Teorema de Interpolacion de Weierstrass para inmersiones
minimas conformes). Sea A un subconjunto cerrado y discreto de una su-
pefficie de Riemann abierta M y sea n > 3 un entero. Toda aplicacion
A — R™ se extiende a una inmersidbn minima conforme M — R",

Si M es una superficie de Riemann abierta y n > 3 un entero, por analitici-
dad no es posible prescribir los valores de una inmersidn minima conforme
X: M — R" sobre un subconjunto que tenga un punto de acumulacion,
por tanto las hipotesis sobre A en el Teorema [1.2]son necesarias.

El Teorema es el primer resultado de interpolacion conocido para
superficies minimas y supone el inicio de la Teoria de Interpolacion por su-
perficies minimas que vamos a desarrollar a lo largo de toda la memoria.

Deduciremos el Teorema como consecuencia de un resulfado mdas
general, véase el Teorema [3.2, que asegura aproximaciéon uniforme sobre
compactos e interpolacion jet de orden finito. Ademas, las soluciones cons-
fruidas podrdn elegirse completas, propias cuando la aplicacion A — R™ o
sed, embebidas sin > 5y con control del flujo, véase la Definicidon [2.39,

Demostraremos fambién en el Capitulo[3|un resultado de tipo Mergelyan-
Weierstrass, es decir, de aproximacion mads interpolacion, para inmersiones
holomorfas dirigidas; dentro de esta familia de curvas complejas se encuen-
fran las curvas nulas, que son aquellas inmersiones holomorfas dirigidas por
la cuadrica nula'y que, como veremos con detalle en la Seccidon , guar-
dan una estrecha relacion con las superficies minimas. A modo de adelan-
to, la parte real e imaginaria de una curva nula es una inmersidén Minima
conforme y al contrario, una inmersidon minima conforme con flujo nulo es
la parte real de una curva nula. Dedicaremos la mayor parte del Capitulo
a los preparativos y la demostracion del resultado para inmersiones ho-
lomorfas dirigidas, mientras que la Seccién (3.5 se dedicard a explicar las
modificaciones requeridas de la demostracion para deducir el Teorema de
fipo Mergelyan-Weierstrass para inmersiones minimas conformes.
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Siguiendo una direcciéon natural, el siguiente paso en el desarrollo de la
teoria de interpolaciéon por superficies minimas es preguntarse si es posible
interpolar mediante superficies minimas con curvatura total finita; una con-
dicion global muy fuerte. Las superficies minimas completas con curvatura
total finita son uno de los principales focos de interés dentro de la teoria glo-
bal de superficies minimas en R3; véanse por ejemplo (79, 25, 9T, [70) para
mas informacion. Esta familia contiene las superficies completas de geo-
metria mas simple desde el punto de vista topoldgico, conforme y compor-
tamiento asintoético, siendo fuente de inspiracion constante para la teoria
moderna de superficies minimas. Este campo estd intimamente relaciona-
do con la geometria algebraica, en particular con la teoria de funciones y
1-formas meromorfas sobre superficies de Riemann compactas. En efecto, si
M es una superficie de Riemann abiertay X : M — R? es una inmersidon mini-
ma conforme y completa con curvatura total finita, entonces existe una su-
perficie de Riemann compacta X y un subconjunto finito § # E c ¥ tal que
M es biholomorfa a ¥\ £y la diferencial exterior dX de X : ¥\ E — R3 es ho-
lomorfay se extiende de forma meromorfa a X con polos efectivos en todos
los puntos de E. En particular, la aplicacion de Gauss X\ E — §% = C U {oo}
de X se extiende de forma conforme a X vy, salvo componer con la proyec-
cion estereogrdfica, es una funcidn meromorfa en . Osserman demostrd
en (79) que toda superficie minima completa orientable en R? con curva-
tura total finita es de esta forma.

Como ya hemos mencionado, la clave para el desarrollo de las teorias
de aproximacion e interpolacion por superficies minimas fue la observacion
de que la subvariedad compleja punteada 21\ {0}, que hemos presenta-
do por el nombre de cuddrica nula, es una variedad de Oka. La estrecha
relacion entre las superficies minimas y las curvas nulas han permitido es-
te desarrollo de forma satisfactoria. En particular, para toda superficie de
Riemann abierta M, hay muchas aplicaciones holomorfas M — 2., y por
tanto, salvo resolver el problema de periodos inherente al proceso de inte-
gracion (véase el Teorema[2.38), hay también muchas inmersiones minimas
conformes. Sin embargo, la flexibilidad holomorfa de la cuddrica nula no se
extiende a la categoria algebraica, por lo que la teoria de Oka se muestra
insuficiente para el control algebraico en procesos de aproximacion e in-
terpolacion. En ofras palabras, los métodos de construccion basados en la
teoria de Oka a priori no proporcionan superficies minimas completas en R”
con curvatura total finita. Solo en R? y haciendo uso de la representacion



espinorial para inmersiones minimas conformes en R3, Lopez (69) fue capaz
de demostrar un teorema de aproximaciéon uniforme tipo Runge-Mergelyan
para superficies minimas completas con curvatura total finita.

Teorema 1.3. (Teorema de Runge-Mergelyan para Superficies Minimas
con curvatura total finita, (69)). Sea X una superficie de Riemann compac-
ta sin borde, sea E C X un subconjunto finito no vacio y sea K C ¥\ E un
subconjunto compacto. Toda inmersion minima conforme K — R3 puede
ser uniformemente aproximada en K por una inmersion minima conforme
completa ¥\ E — R? con curvatura total finita.

La inferpolacion polindbmica es también un tema fundamental en la
teoria de aplicaciones. El Teorema de interpolacion de Lagrange afirma
que se pueden fijar los valores, en cantidad finita, de un polinomio C — C,
sin embargo para conjuntos infinitos arbitrarios el resultado no es cierto. En
ambientes mdas generales, dados subconjuntos finitos £ # § y A conteni-
dos en una superficie de Riemann compacta ¥, el teorema clasico de
Riemann-Roch nos permite prescribir los valores en A de una funcidon me-
romorfa ¥ — C que sea holomorfaen X\ E. En el Capitulo@demos’rroremos
un andlogo a este resultado para superficies minimas completas en R? con
curvatura total finita, otro de los objetivos fundamentales de esta tesis. Este
resulfado fue demostrado en (5). Recordemos que una inmersidn minima
conforme X : M — R3 tiene curvatura total finita si

TC(X) := / K ds* = —/ |K| ds® > —o0,
M M

donde ds? es el elemento de drea sobre la superficie y K es la curvatura de
Gauss de (M, ds?).

Teorema 1.4. (Teorema de Interpolacion de Weierstrass para inmersiones
minimas conformes con curvatura total finita). Sea X una superficie de Rie-
mann compacta sin borde y sean E # () y A subconjuntos finitos y disjuntos
contenidos en ¥. Toda aplicaciéon A — R3 se extiende a una inmersion
minima conforme completa ¥\ E — R3 con curvatura total finita.

Este resultado mejora al Teorema cuando el niumero de puntos in-
volucrados en la inferpolacion es finito; anade a las superficies minimas in-
terpolantes la propiedad de tener curvatura total finita. Sorprende que no
se conozcan resultados de este tipo en la literatura, ni siquiera en el caso
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mas sencillo cuando ¥\ E = C. El primer resultado de la teoria de interpo-
lacion por superficies minimas en R™ es el Teorema[1.2], que es vdlido para
cualqguier dimensidn n > 3, pero, como ya hemos senalado, los métodos de
prueba no garantizan ningdn control sobre la curvatura total de las superfi-
cies que interpolan,

Resaltamos que las superficies minimas con curvatura total finita forman
un subconjunto pequeno en el espacio de las inmersiones minimas confor-
mes completas ¥\ E — R3. El hecho de que esta familia es no vacia para
tfodo Xy E fue demostrado por Pirola en (81). También es intferesante senalar
que la hipdtesis sobre A de ser finito no se puede mejorar en el Teoremal(1.4)
Por ejemplo:

Ejemplo 1.5. No existen superficies minimas completas no llanas conteni-
das en R? con curvatura total finita y conteniendo al subconjunto Z2 x {0} ¢
R3. Véase el Corolario para subconjuntos omitidos mdas generales.

Esto muestra que el tfeorema no es cierto para subconjuntos A infinitos, in-
cluso bajo la hipdtesis natural de que A sea cerrado y discretoen X\ E'y la
aplicacion A — R? que determina los valores sea propia.

En el Capitulo [4, combinaremos las ideas del Capitulo [ junto a las de
(69) para demostrar, simultGneamente, el resulfado de aproximacion e in-
terpolacion de orden finito enunciado en el Teorema [4.1] De este resulta-
do deduciremos el Teorema[1.4] La principal novedad serd la construccion
de sprays de 1-formas espinoriales holomorfas que representen a superfi-
cies minimas en R? via la representacion espinorial de las mismas. Para mds
detalles sobre 1-formas espinoriales y la representacion espinorial de las su-
perficies minimas véanse las subsecciones2.1.3)y [2.4.2] respectivamente.

El Teorema motiva una nueva linea de investigacion en el dmbito
de las superficies minimas completas en R? con curvatura total finita. Nos
referimos a problemas de optimizacidon asociados a procesos de interpo-
lacion, conocidos en la literatura inglesa por la expresion “optimal hitting
problems”. Expliquemos a continuacion en qué consiste este nuevo tema
de estudio que vamos a tratar en el Capitulo@ :

El problema de optimizacion con el que vamos a fratar consiste en de-
cidir cudl es la superficie minima mas sencilla, en términos de la curvatura
total finita, que pasa por un subconjunto finito dado de R3. Es decir, de-



terminar el valor de la curvatura total (en valor absoluto) mds pequeno
alcanzado dentro de la familia de superficies minimas que pasan por un
subconjunto finito de puntos A dado.

Denotemos por TC(X) la curvatura total de una superficie minima orien-
table completa X: M — R? sin borde y recordemos que, por el feorema
clésico de Osserman, TC(X) es un multiplo entero no negativo de —4r,
véase la Seccion 2.8

Definicion 1.6. Para cada entero r > 1 denotamos por %, el espacio
de todas las superficies minimas orientables inmersas X : M — R3 que son
completas, no llanas y tienen curvatura total [TC(X)| < 47r. Del missno mo-
do, para fodo entero m < 1 escribimos Z,..,,, para denotar el subconjunto
de Z, formado por aguellas superficies X : M — R? que tienen caracteristi-
ca de Euler x(M) =m.

Recordemos que, por la formula de Jorge-Meeks (2.28) (véase la Sec-
cion2.50 (60)), 2., # 0 implica que 2r + m > 2. Por lo que se tiene que

«%ﬂ = U %;m = U %;m-

m<1 me{2—2r,...,1}

A modo de motivacion, comentamos que, fras componer con homote-
cias y movimientos rigidos, cualquier superficie minima completa con cur-
vatura total finita pasa por un conjunto A formado por tres puntos. Si el
conjunto A estd formado por 4 puntos no contenidos en un plano, no es
dificil ver que existe una superficie de Enneper que lo contiene (véase la
Proposicion [5.2).

En vista del Teorema , dado un subconjunto finito § # A ¢ R? y un
enfero m < 1, existe un entero suficientemente grande r > 1 tal que A C
X (M) para alguna inmersion X € Z,..,. De forma dual, fijados r > 1y m <
1 con la condicidn necesaria 2r + m > 2 (proveniente de la formula de
Jorge-Meeks), podemos preguntarnos si existen o no subconjuntos finitos
A c R? que estén en oposicion a la familia Z,.,,. significando esto que A
no estd contenido en la imagen de ninguna inmersion X € 2,.,,; y si tales
subconjuntos existen, cudl es el cardinal minimo admisible para ellos. La
misma pregunta puede establecerse para la familia de inmersiones mas
grande %, para cualquier r > 1. Esta es la formulacion del problema de
optimizacién conocido como “optfimal hitting” que vamos a estudiar con
detalle.
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En esta linea de trabajo demostramos el siguiente resultado que fue ob-
tenido en ().

Teorema 1.7. Sear > 1 un entfero. Para fodo enterom con2 —2r <m <1
existe un conjunto A,.,, C R3 que estd en oposicién a la familia | J w<m Zrik Y
esta formado por 12r+2m-+1 puntos contenidos en un plano. En parﬁcu/or,
el conjunto A,.;, formado por 12r+3 puntos, estd en oposicion de la familia
..

Asi, si X: M — R® es una superficie minima completa inmersa y no
llana con x(M) < m y A,.,, C X(M), entonces la curvatura total TC(X) <
—4nr. En particular, no existen superficies minimas completas X inmersas
no llanas y orientables con |TC(X)| < 4mr que contengan al conjunto A, ..

En el teorema anterior tfenemos que 13 < 12r +2m + 1 < 12r + 3. Re-
cordemos que, por ejemplo, 24 estd formado por todas las catenoides y
las superficies de Enneper, véase Osserman (79), y por tanto el Teorema|1.7
proporciona un conjunto A ¢ R? formado por 15 puntos que no estd conte-
nido en ninguna catenoide ni en ninguna superficie de Enneper (esta cota
concreta no parece ser 6ptima). El Teorema garantiza que existe una
cota éptima para la cantidad de puntos opuestos en el espiritu de la del
Teoremal(1.7] En general, queda abierto el problema de determinar cudndo
las cotas 12r + 2m + 1y 12r + 3 dadas por el Teorema(1.7son éptimas.

El Teorema es el primer resultado de este tipo en la teoria de super-
ficies minimas, cuya prueba se puede encontrar en el Capitulo E] Serd fun-
damental establecer una cota para el nimero de puntos en la interseccion
de una recta y una superficie minima con curvatura total finita en posicion
general, en términos de la curvatura total y la topologia de la superficie;
véase el Teorema que fue demostrado en (9).

Teorema 1.8. Sea X : M — R3 una inmersion minima conforme completa
y sin borde con curvatura total finita. Si L ¢ R3 es una linea recta afin que
no esta contenida en X (M), entonces

#(X(L) < 6Deg(N) + X(M) = ~ - TO(X) + x(M),

donde Deg(N) denota el grado de la aplicacion de Gauss N de X.

A pesar de que la existencia de una cota como la establecida por el
Teorema era esperada para la familia de las superficies minimas con
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curvatura total finita, este resulfado es el primero que puede encontrarse
en la literatura.

Para concluir la investigacion realizada en esta tesis incluiremos a lo lar-
go del Capitulo@olgunos resultados sobre la existencia de superficies mini-
mas que son completas y densas en el espacio euclideo de dimension n,
n > 3.

La existencia de superficies minimas completas y densas en R3 es bien
conocida. El primer ejemplo de estas superficies es debido a Rosenberg y
fue obtenido ufilizando la reflexion de Schwartz en un dominio fundamental
para una superficie minima con borde poligonal, por tanto se trata de ejem-
plos simplemente conexos con curvatura acotada. Posteriormente, Galvez
y Mira (49) encontraron ejemplos explicitos de superficies minimas simple-
mente conexas en R? como soluciones a ciertos problemas de Bjorling.
Lopez (68) construyd superficies minimas completas densas con curvatura
sencilla, esto es, con curvatura total finita en un sentido débil, de cualquier
género y con tipo conforme parabdlico. Se frata de los primeros ejemplos
densos conocidos con fopologia no trivial, incluyendo superficies minimas
universales en el sentido de que aproximan a cualquier superficie minima
compacta con borde en R3.

En una linea paralela de resultados, Andrade (24) dio un ejemplo de una
superficie minima completa simplemente conexa en R3 que no es densa en
todo el espacio pero su clausura tiene interior no vacio. Esto plantea como
problema natural el preguntarse qué dominios de R? contienen superficies
minimas completas y densas; hasta entonces el Unico dominio que se sabia
cumplia esa propiedad era el propio R3.

El objetivo de este capitulo es responder a la pregunta anterior mostran-
do un resultado general, que fue obtenido en (3), de existencia de superfi-
cies minimas completas densas en cualquier dominio D ¢ R"™ para dimen-
sion arbitraria n > 3. Vamos a construir ejemplos con fopologia arbitrariary, si
n > 5, sin aufointersecciones. Ademas, para D = R™ proporcionamos ejem-
plos no solo con topologia arbitraria sino con cualquier esfructura compleja
abierta.

Teorema 1.9. Sean M una superficie de Riemann abierta y D C R™ un
dominio. Existe una superficie minima completa orientable S en R"™ que es
homeomorfaa M y cumple que S c Dy S = D.
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Ademas, para n > 5 puede elegirse S sin autointersecciones y en el
caso D = R"™ puede elegirse S conformemente equivalente a M.

El Teorema proporciona los primeros ejemplos de superficies minimas
completas y densas en R” para n > 3. También proporciona los primeros
ejemplos de superficies completas y densas en un dominio distinto del pro-
pio R™ Notemos que la densidad de S en D no permite que las superficies
construidas en el teorema sean propias. La prueba de este teorema serd
consecuencia de un resultado de aproximacion uniforme sobre compac-
tos para inmersiones minimas conformes con imagen densa en un dominio
arbitrario, véase el Teorema [6.1]

Resaltamos que las superficies minimas completas y densas en R™ con
n > 3 son sorprendentemente abundantes. En efecto, si denotamos por
CMI(M,R") el espacio de todas las inmersiones minimas conformes defini-
das sobre una superficie de Riemnann abierta M y con valores en R™, que
es no vacio por los resultados de Alarcon y Lopez (19), entonces el Teorema

asegura que

aquellas inmersiones minimas conformes M — R™ que son completas
y tienen imagen densa forman un subconjunto denso en CMI(M,R™) con
respecto a la topologia compacto-abierta.

Es bien conocido que un dominio general D ¢ R™ no contiene superfi-
cies minimas con estructura compleja arbitraria. Si, por ejemplo, D es relo-
fivamente compacto entonces solo puede admitir superficies minimas de
fipo conforme hiperbdlico (véase Farkas y Kra (35, p. 179)). No obstante, en
el Capitulo [f|probamos que todo dominio D ¢ R™ contiene superficies mini-
mas completas que son densas cuya estructura compleja es la de cualquier
superficie de Riemann bordeada, véase la Definicion 2.13] Este resultado
fue demostrado en (3).

Teorema 1.10. Sea D C R”, n > 3, un dominio y sea M = M U bM una
superficie de Riemmann compacta bordeada. Toda inmersibn minima con-
forme X: M — R" con X (M) C D puede ser uniformemente aproximada
en subconjuntos compactos de M = M\ bM por inmersiones minimas con-

formes completasY: M — R™ con valores en D y tales que Y (M) = D.

Ademas, sin > 5 entonces las inmersiones Y que aproximan pueden
ser elegidas inyectivas.
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Por una inmersién minima conforme M — R™ de clase ' (M) nos referimos
a una aplicacién de clase (M) cuya restriccion a M es una inmersion
minima conforme.

En el caso D = R" este resultado es consecuencia del Teorema [1.9l La
novedad reside en el caso D distinto de R™, donde se puede prescribir la
estructura conforme de cualquier superficie de Riemann bordeada.

Organizacion de los capitulos

En el Capitulo @ estudiaremos todos los conceptos y resultados previos
necesarios para comprender el contenido de esta memoria, y que en al-
gunos casos la motivan. Los capitulos [3y 4 se centrarén en el estudio de
la interpolacién por superficies minimas: el Capitulo [3| en la interpolacion
general y el Ccpitulo@en la inferpolacion por superficies minimas con cur-
vatura total finita. En el Capitulo [§ trataremos los problemas de optimiza-
cion para superficies minimas con curvatura total finita. Terminaremos con
el Capitulo[6, donde abordaremos la existencia de superficies minimas den-
sas en dominios del espacio euclideo.






Capitulo 2

Preliminares

Antes de presentar I0s conceptos que vamos a necesitar para un co-
rrecto desarrollo de los resulfados de esta tesis daremos algunas nociones
bdsicas, principalmente para fijar la notacion que seguiremos a lo largo de
la memoria.

Denotamos por R y C los cuerpos de numeros reales y complejos res-
pectivamente. Consideramos R” el espacio euclideo real y C" el espa-
cio euclideo complejo de dimension n € N = {1,2,3,...}. Denotamos por
i=+-1,7Zy =1{0,1,2,...} y Ry = [0,+00). Dado un nimero entero n € N
y siendo K € {R,C}, denotamos por | - |, dist(+,-) Y length(-) la norma, la dis-
tancia y la longitud en el espacio euclideo K", respectivamente. Escribimos
(-,-): K" x K" — R para denotar el producto escalar de vectores en K",

Dado un subconjunto A de un espacio topolégico T, denotamos por A
y A su interior y su clausura topoldgica respectivamente. Para la frontera
utilizamos la notaciéon bA = A\ A. Escribimos A € B para referirnos a que
Ay B cumplen que 4 ¢ B. Decimos que un subconjunto A ¢ T es un
subconjunto discreto si para cada punto p € A existe un entorno abierto
UdepenTtal que UnN A = {p}. En un espacio topoldgico métrico T,
un subconjunto es discreto y cerrado si, y solo si, es numerable y no tiene
puntos de acumulacién; en particular, todo subconjunto finito es cerrado y
discreto.

Si f: T — K™ es una funcion continua, llamamos soporte de f al conjunto

15
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de puntos en los que f no se anula (esto es, no toma el valor 0 € K™), y
decimos que f tiene soporte en K si f se anula en todo puntode T\ K. Si K
es un subconjunto compacto de T, para una funcidn continua f: K — K"
denotamos por

[ £llo.rc == méx{[f(p)]: p € K}

la norma del méximo de f en K. De un modo similar, dado = = (x1, ..., z,)
en K" denotamos por

|#foo i= max{laa],.. s fanl} Y ([ flloo s i= m&{[f(P)loc: p € K}

Sir e Z, y K es un subconjunto compacto de una variedad diferenciable
M, denotamos por ¢ (K) el espacio de las funciones diferenciables has-
ta orden r en (un entorno abierto de) K y denotamos por || f||, x la norma
estGndar ¢" de una funcion f: K — K™ de clase ¢”(K), donde las deriva-
das estan medidas respecto a una métrica riemanniana prefijada en M:; la
eleccidn precisa de la métrica no serd relevante en general y cuando 1o
sea serd especificado.

2.1. Superficies de Riemann

La Teoria de Superficies de Riemann ocupa un lugar importante den-
fro de las matematicas. Las superficies de Riemann son uno de los obje-
tos culmen al cdiculo fradicional y estdn relacionadas fuertfemente con
la geometria o la aritmética. Proporcionan un modelo para el desarrollo
de numerosas teorias matematicas, incluyendo topologia de variedades,
andlisis, geometria algebraica, geometria riemanniana y también diversos
temas de fisica matematica.

Las superficies de Riemann son tfambién muy importantes en el estudio
de las Superficies Minimas y, mas generalmente, en la geometria riemannia-
na. Como se ha puesto de manifiesto en la infroduccion de esta tesis, las
superficies minimas guardan una estrecha relacion con el Andlisis Complejo
que serd tfratada en profundidad en la Seccion 2.4,

Las superficies de Riemann deben su nombre al célebre matematico
alemdn Bernhard Riemann, que las introdujo en 1851 en (82) como parte
de una disertacion sobre la teoria general de funciones de variable com-
pleja, basada en lo que hoy conocemos como las ecuaciones de Cauchy-
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Riemann. La informacién que vamos a presentar sobre dichas superficies
puede verse detallada en el libro de Farkas y Kra (39).

Definicion 2.1. Una superficie de Riemann M es una superficie diferencia-
ble con un atlas de cartas holomorfas, equivalentemente, una variedad
compleja de dimensidn uno. A un atlas asi se le llama estructura conforme
o compleja de M.

A lo largo de este frabajo toda superficie de Riemann serd considerada
conexa si lo contrario no es indicado. Observamos que de la propia defini-
cion se deduce que toda superficie de Riemann es orientable; en efecto,
cualguier transformacién holomorfa conserva la orientacion.

2.1.1. Preliminares topologicos y geométricos para superficies

Antes de comenzar con el estudio de las superficies de Riemann recor-
damos algunas nociones bdsicas de teoria de superficies que resultaran de
nuestro interés. Salvo mencién explicita de lo contrario, todas las superficies
que trataremos serdn orientables. Aungue muchos de los resultados que va-
mos a comentar fienen sentido en el contexto de superficies topoldgicas,
los enunciaremos para superficies diferenciables. No obstante recordamos
que la topologia de una superficie diferenciable determina univocamente
su estructura diferenciable, por lo que este planteamiento es consistente.

Dado un subconjunto compacto K en una superficie denotamos por
x(K) la Caracteristica de Euler del mismo. Si denotamos por g > 0 el género
tfopoldgico de K y por k > 0 el nUmero de componentes conexas del borde,
entonces se tiene que

X(K)=2-2g9—k.

Para la demostracion de algunos de los resultados de esta memoria ne-
cesitaremos construir cierto tipo de sucesiones de compactos exhaustivas
para una superficie diferenciable con ciertas propiedades topoldgicas. Es-
tas sucesiones estardn formadas por un tipo de subconjuntos compactos
que, como comprobaremos mas adelante, fienen un papel fundamental
para el andlisis complejo y por tanto para los intereses de esta tesis.
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Definicion 2.2. Decimos que un subconjunto K ¢ M contenido en una
superficie diferenciable es Runge si su complemento M \ K no tiene ningu-
na componente conexa relativamente compacta.

Demostramos a continuacion la existencia de cierto tipo de exhaucio-
nes por subconjuntos compactos de superficies diferenciables abiertas. Aun-
que este resulfado es bien conocido anadimos una demostracion por com-
pletitud, para mas detalles véase (29, 21).

Lema 2.3. Sea M una superficie diferenciable orientable y abierta. Existe
una sucesion {M, },en de subconjuntos compactos de M, con borde dife-
renciable, cumpliendo las siguientes propiedades:

(a) M, es conexo y Runge paratodon € N.

(b) {My,},cn €S Una sucesion exhaustiva, es decir:

MieMye---e| )M =M.
neN

(c) La caracteristica de Euler x(M, 11 \ M,) € {—1,0} para fodon € N.

Demostracion. Empezamos la demostracion tomando una sucesion exhaus-
fiva {U, }nen de M por compactos conexos con borde diferenciable, esto
existe por paracompacidad. Construyamos en primer lugar una exhauscion
{Vi}nen de M formada por subconjuntos conexos Runge. Para ello, si U;
es Runge definimos V; = Uy; si no lo fuera definimos V3 como la unién de
U, con todas las componentes conexas acotadas (esto es, relativamente
compactas) de M \ U;. De este modo, V; es conexo y Runge.

De forma inductiva, para todo n > 2 construimos V,, como la union de
Vi—1. U, y las componentes conexas acotadas de M \ U,,. Observamos que
V, es conexoy Runge. Como U,, C V,, ¥y V,, € V,,4;1 paratodon € N, entonces
{Vy }nen €5 Uuna sucesion exhaustiva de M formada por compactos conexos
Runge con borde diferenciable.

Las propiedades (a) y (b) se cumplen formalmente por la sucesion {V,, },.en.
Para concluir, anadiremos convenientes términos intermedios a la sucesion
{Vi.}nen cON el objetivo de garantizar también la propiedad (c).

Sean Vi y Viy1, k € N, dos términos consecutivos de la sucesion. Nuestra
intencidn es intercalar entre ellos subconjuntos conexos Runge con borde
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diferenciable en sucesion creciente con la propiedad de que la diferencia
de dos consecutivos fenga la caracteristica de Euler adecuada, —1 0 0. Por
simplicidad en la exposicion llamemos A .=V, @ B := Vi 1y m = —X(B\;l) €
Nu{0}.

Sim € {0,1} enfonces hemos terminado, por tanto suponemos que m >
2. Afirmamos que existen m — 1 compactos Runge en M con borde diferen-
ciable, que llamamos Ny, ..., N, _1, tales que

A=NgyE@N1 ENy E--+- EN,_1 €EB:=N,,

y ademas las caracteristicas de Euler de las diferencias entre términos con-
secutivos es siempre —1, es decir:

X(N;\ N;_1) = -1 paratodoi=1,...,m.

En efecto, razonamos por induccion sobre m. Sim € {0,1} no hay nada que
demostrar. Supongamos entonces que la afirmacion es cierta cuando los
subconjuntos cumplen —x (B \ fl) < m para algin m € N, y demostrémosla
en el caso —x(B\ A) = m + 1. Por ser A y B compactos conexos Runge y
A € B, se cumple que:

) Ay B\ A comparten al menos una componente borde ; que verifica
que v ChANBB\ A).

(In B\ A tiene al menos una componente de su borde que no interseca
a A,y por tanto es distinta de ~1, a la que llamamos ~». En particular,
se tiene que b(B \ A) tiene al menos dos componentes conexas.

Sea g > 0 el género de B\fl y k > 2 el nUmero de componentes conexas
de b(B\ A). Recordemos que x(B\ A) = 2—2g—k. Como —x(B\A) = m+1 > 1
(esto es, 29 + k > 4), las propiedades (I) y (II) garantizan la existencia de un
subconjunto compacto W en M con borde diferenciable tal que:

(i) W tiene género 0y 3 componentes conexas en su borde.
(i) WCB,y%2CbWyWnA=40.

(iii) Si v € bW es una componente conexa de bW, entonces se cumple
queoyCcbBO~CB.
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La propiedad (iii) equivale en este contexto a decir que el conjunto bW NbB
estd formado por una o dos componentes conexas que pertenecen tanto
ala frontera de W como ala de B.

Definimos N,,—1 := B\ W y observamos que N,,_1 €s conexo y Runge,
A €Ny 1 @B, xX(Nu1\A) = —my x(B\ Ny,_1) = —1. Por la hipotesis de
induccidén aplicada al par A € N,,_1, existen compactos conexos Runge
con borde diferenciable Ny,...,N,, o en M talesque A = Ng @ N1 € -+ €
Ny —2 @ N,,_1 Yy ademdads

Y(N;\ N;_1) = -1 paratodoi=1,...,m—1.

Asi, la sucesion ampliada de compactos conexos Runge con borde diferen-
ciable Ny,..., N,,_1 safisface las condiciones requeridas para el par A € B
y cierra la inducciodn.

Finalmente, la sucesion { M, },en con las propiedades requeridas se ge-
nera aplicando el proceso que acabamos de describir para los subcon-
juntos Ay B acada par Vj, € Vi con —x (Vi1 \ f/k) > 1, intercalando los
subconjuntos compactos intermedios necesarios, y reenumerando la nue-
va sucesion obtenida. O

Es interesante reflexionar sobre las operaciones fopoldgicas implicitas en
el Lema 2.3 Las dos situaciones posibles corresponden a saltos en la carac-
teristica de Euler de valor —1 y 0, cada una de ellas se corresponde con und
de las siguientes situaciones geométricas:

Caso x(B \ A) = 0. El compacto B tiene el mismo género y nimero de
componentes conexas en el borde que A, es decir, B\ A es una union finita
de anillos con borde diferenciable disjuntos dos a dos.

Caso y(B\ A) = —1.Sea W := B\ A y recordemos que W tiene al menos
dos componentes borde (k > 2), al menos una contenida en bA y al menos
otra fuera de A y contenida en bB. Como x(W) =2 — 2¢g — k = —1, donde
g es el género de W, enfonces necesariamente ¢ = 0y k = 3. Este caso
da lugar a dos, y no mds, situaciones topoldgicas distintas: una de ellas
consiste en convertir una componente del borde de la superficie en dos y
estd ilustrada en la Figura 2.1] la otra posible situacién consiste en anadir
género a la superficie uniendo dos componentes del borde, como puede
verse en la Figura[2.2]
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Figura 2.1: Posibilidad 1: Ahadir una componente a la frontera.

Figura 2.2: Posibilidad 2: Ahadir género y quitar una componente borde.

Nota 2.4. Trabajaremos a lo largo de la memoria de esta tesis con el
primer grupo de homologia #;(M;Z) de una superficie diferenciable M.
Si tenemos una situacion topoldgica como la descrita en las Figurosy
[2.2] es decir, dos subconjuntos compactos con borde diferenciable A € B
tales que x(B\ A) = —1, enfonces, si W = B\ A, el cambio en la topo-
logia puede describirse por una curva o« contenida en W excepto por sus
extremos que estdn contenidos en bA N bW, alterando la naturaleza del
Qrupo H(M;Z).

A continuaciéon hacemos un repaso de algunos conceptos propios de la
geometria riemanniana. Dada una superficie diferenciable conexa S (posi-
blemente con borde no vacio) y una métrica riemanniana ds? en S, deno-
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tamos por
dist: S xS — Ry

la distancia intrinseca inducida por ds? en S. Recordemos que
dist(p, q) := inf{length(y): v C S arco uniendo p con ¢}, p,q € S,

donde length significa longitud respecto a ds?. De igual modo, si K c S es
un subconjunto relativamente compacto, definimos

dist(p, K) := inf{dist(p,q): ¢ € K}, pe€S.

En términos de estos conceptos se aborda el estudio del comportamiento
global de las superficies riemannianas.

Definicién 2.5. Una superficie riemanniana (S, ds?) se dice que es com-
pleta si toda curva divergente «: [0,1) — S tiene longitud infinita.

El Teorema de Hopf-Rinow afirma que (9, ds?) es completa si, y solo si, la
distancia dist es completa en el sentido métrico, esto es, toda sucesion de
Cauchy es convergente, véase por ejemplo el libro de Do Carmo (30, Theo-
rem 2.8).

SiX:S— K"K e {R,C}, es unainmersion diferenciable, denotamos por
dist x la distancia riemanniana inducida en S por el pull-back de la métrica
euclidea de K" via X, es decir:

distx (p, q) := inf{length(X (v)): v C S Arco uniendo p con ¢}, p,q € S,

donde length(X (7)) es la longitud euclidea de X (). Decimos que X es una
inmersidon completa si lo es la métrica dist x.

A continuacién comentamos algunas nociones bdasicas de naturaleza
extrinseca aplicables a inmersiones en el espacio euclideo, que serdn de
utilidad a lo largo de la memoria.

Definicion 2.6. Una aplicacion f: Ty — T, entre espacios topoldgicos
es propia si la preimagen de todo subconjunto compacto de T, es un
subconjunto compacto de T;.

Asi, una inmersion X: S — K" con n > 3 se dice es propia si la imagen por
X de toda curva divergente «: [0,1) — S es una curva divergente en K.
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Recordamos que una curva v: [0,1) — S se dice divergente en S si el punto
~(t) € S escapa de cualquier compacto contenido en S cuando ¢ — 1.

Finalmente presentamos el siguiente concepto relativo a aplicaciones
con valores en el espacio euclideo complejo C", que posteriormente jugard
un papel técnico importante.

Definiciéon 2.7. Sean @ un espacio fopoldégico y n > 3 un entero. Una
aplicacion contfinua f: Q — C" se dice que es llana si

f(Q) C Cz ={Cz0: ¢ € C} paraalgln z, € C";

en otro caso f se dird no llana. Decimos que f: Q — C™ es siempre no llana
Si fla: A — C™ es no llana para todo subconjunto abierto § £ A C Q.

Por ejemplo, si U es una subvariedad compleja cerrada y conica no
contenida en ningun hiperplano de C™*, una curva continua f: [0,1] - U C
C™ es no llana si, y solo si,

span{Ty,yU: t € [0,1]} = C".

En otras palabras, si la expansion lineal de la unidn de los espacios tangen-
tes a U en los puntos de la curva definida por f tiene dimensidn maxima.

2.1.2. Propiedades de las supelrficies de Riemann

Sea M una superficie de Riemann sin borde. Para un subconjunto W C
M, denotamos por Div(W) el grupo libre conmutativo de divisores numera-
bles sobre W con notacion multiplicativa, es decir,

Dio(W) ={[[ ¢ : ¢ € W, n; € Z}.
jeN

Si D =leng;’ € Dio(W), llamamos al conjunto supp(D) := {g; : n; # 0}'|el
soporte de D (por convencion, ¢° = 1 paratodo ¢ € W). Un divisor ]"[jGN qjj €
Div(W) se dice enfero si n; > 0 para todo j € N. Dados dos divisores Dy,
D,y € Div(W), se dice que D; es multiplo de Ds si D1D2‘1 es un divisor entero.

Una funciéon contfinua f: M — C se dice que es holomorfa si al escribirla
en coordenadas locales sobre el dominio de un abierfo coordenado ho-

"No confundir con el soporte de una funcion.
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lomorfo obtenemos una funcién holomorfa entre abiertos del plano com-
plejo. Del mismo modo, se dice que una funcién es meromorfa cuando al
escribirla en coordenadas locales obtenemos una funcidén meromorfa entre
abiertos del plano complejo. Una aplicacion f: M — C" se dice holomorfa
si sus funciones coordenadas son holomorfas en el sentido anterior. Deno-
tamos por O(M) el espacio de las funciones holomorfas definidas sobre M
y con valores en C. Para el espacio de las funciones meromorfas utilizamos
la notacion M(M). Si f € 9M(M) no es la funcidn 0, denotamos por (f)g Y
(f) los divisores enteros de ceros y polos de f en M respectivamente, y

por (f) := ((]{;)fo al divisor de f en M.

Infroducimos a continuaciéon el concepto de 1-forma, los objetos natu-
rales que pueden ser integrados a lo largo de curvas en una superficie de
Riemann. En general, una 1-forma w en M es una correspondencia que
asigna a cada abierto coordenado (U, z = x + iy) dos funciones continuas
[y g definidas sobre U, utilizaGndose la escritura

w= fdx+gdy sobre U,

sometida a la condicidn de que estas expresiones sean globales o no de-
pendan de la parametrizacion elegida al realizar el cambio de carta. Ha-
ciendo uso de la notacién compleja, una 1-forma w en M puede escribirse
tfambién como

w=u(z)dz +v(z)dz @.1

para dos funciones continuas « y v definidas sobre M, donde como antes la
expresion no depende de la parametrizacion elegida. Ambas nofaciones
se relacionan segun las formulas

dz = dx + idy y dz = dzr — idy,
de forma que los coeficientes verifican las ecuaciones
f=u+wv y g =i(u—v).

Una 1-forma se dice diferenciable cuando sus coeficientes fy g (O u Yy v),
en cualquier carta, son funciones diferenciables.

Haciendo uso de la estructura diferenciable de la superficie de Riemann
M podemos introducir, para una funcion diferenciable f definida sobre M,
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el operador d (diferencial exterior) que asigna a la funcion f la 1-forma da-

da por p 8f

dr + ETy y
Hasta ahora, solo hemos utilizado la estructura diferenciable de la superficie
de Riemann M, excepto por la notacion compleja dada en 2.1). Aprove-
chando las coordenadas complejas vamos a introducir dos nuevos opera-
dores diferenciales 9 y 9, que sobre una funcién diferenciable f actGan de

la siguiente forma:

df—a

af
az

oL pry o 1(or o)
9z 2\ oz oy 0z ox oy

para un pardmetro complejo z sobre M.

v ar=2Ly ©2.2)

0f = 82

donde

Estos operadores satisfacen
d=0+0. 2.3)

Para una funcion diferenciable f: M — C, la ecuacion df/d0z = 0 es equi-
valente a las ecuaciones de Cauchy-Riemann para las funciones coorde-
nadas R(f) e I(f). por lo que f es holomorfa si, y solo si, df/0z = 0 para
cualquier pardmetro holomorfo z en M.

Una 1-forma diferenciable w en M se dice que es exacta si es la dife-
rencial de una funcion diferenciable, es decir, si existe una funcién diferen-
ciable f: M — C tal que w = df. Una funcidn diferenciable f: M — C es
armonicas si para cualquier parédmetro conforme z = x + iy en M se cumple
la ecuacion
0%f  0*f

Af:=

Una 1-forma compleja w definida sobre una superficie de Riemann M se

dice que es holomorfa si se escribe localmente como w = df, donde f es

una funcidn holomorfa sobre C; denotamos por Q(M) el espacio de las 1-

formas holomorfas en M. Andlogamente se define el concepto de 1-forma
meromorfa.

Proposicion 2.8. Sea M una superficie de Riemann. Se cumplen las siguien-
tes propiedades:
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= Sif: M — C es una funcion armoénica entonces la 1-forma o f definida
en (2.2) es una 1-forma holomorfa.

» Una l-formaw = udz + vdz es holomorfa si, y solo si, v = 0 y la funciéon
u: M — C es holomorfa.

Los divisores de una 1-forma meromorfa en M diferente de la 1-forma
nula se definen igual que en el caso de funciones. Si M es compacta, estos
divisores tienen soporte finito y les llamamos divisores canonicos.

Sea M una superficie de Riemann abierta, esto es, no compacta y sin
borde. Dado un subconjunto A C M denotamos por O(A) el espacio de
funciones A — C que son holomorfas en un entorno abierto de A en M,
que no se especifica. Del mismo modo, denotamos por M(A) el espacio
de funciones meromorfas en A. Si A es un dominio compacto con borde
diferenciable, o una unidn finita de dominios disjuntos de este tipo,yr € Z.,
denotamos por «/"(A) el espacio de las funciones A — C de clase ¢" que
son holomorfas en el interior topoldgico A; por sencillez escribimos o (A)
para «7%(A). Del mismo modo, definimos los espacios O(A4, Z) y &/"(A, Z) de
aplicaciones A — Z con valores en una variedad compleja 7.

Gunning y Narasimhan (54) demostraron que en toda superficie de Rie-
mann abierta existe una 1-forma holomorfa sin ceros y exacta; equivalen-
temente, que existe una funcidn holomorfa sin puntos criticos. Kusunoki y
Sainouchi generalizaron este resultado, probando que se pueden prescri-
bir los periodos y los divisores de una 1-forma holomorfa en M, véase (62,
Theorem 1). Por periodos entendemos las intfegrales de la 1-forma sobre las
curvas del primer grupo de homologia H1(M;Z), entraremos en detalle en
esta cuestion al estudiar la representacion de Weierstrass de las superficies
minimas en la Seccidn 2.4l Para los intereses de esta memoria es suficien-
te con el siguiente resultado, que se deduce del Teorema de Gunning y
Narasimhan.

Teorema 2.9. Joda supefficie de Riemann abierta admite una 1-forma
holomorfa 6 en M que no se anula en ningdn punto.

Asi, fijada una 1-forma holomorfa # como en el Teorema tfenemos que
toda 1-forma holomorfa w sobre M puede escribirse como w = f6 donde f €
O(M) es una funcién holomorfa. Definimos las 1-formas meromorfas en M
como aquellas gue se escriben de la forma f0 para una funcidn meromorfa
feM(M)y denotamos por Q,,(M) el espacio formado por las mismas.
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2.1.3. 1-formas espinoriales

En el Capitulo {4 utilizaremos un tipo concreto de 1-formas, llamadas es-
pinoriales, que describimos a confinuacion.

Definicion 2.10. Sea M una superficie de Riemann. Una 1-forma holomor-
fa w en M se dice que es espinorial si su divisor asociado satisface (w) = D?
para algun divisor entero D € Div(M); equivalentemente, si los ceros de w
fienen orden par. Denotamos por (M) el conjunto de las 1-formas espi-
noriales holomorfas en M.

Dos 1-formas wy Y we en (M) se dice que son espinorialmente equiva-
lentes, y escribimos wy ~ wa, si existe una funcion f € M(M) tal que wy = f2w.
Una clase de equivalencia © € 9)(M)/~ es llamada una esfructura espino-
rialde M.

Si la superficie de Riemann M tiene topologia finita y denotamos por k :=
dimz, H1(M;Z) la dimensidn del primer grupo de homologia de M, entonces
existen 2 estructuras espinoriales diferentes en M. De hecho, las estructuras
espinoriales pueden introducirse desde un punto de vista topoldgico. Para
ello, toonamos una clase © en el conjunto de las estructuras espinoriales y
una 1-forma # € ©. Sea v C M una curva cerrada y embebida y sea A
un anillo que sea un enforno fubular de v en M. Elegimos un pardmetro
conforme z: A — {z € C: 1 < |z| < R}, R > 1. A continuacion definimos

0 si+/0(z)/dz tiene una rama bien definida en A.
o(7) =

1 en ofro caso.

En esta situacion, la aplicacion inducida &g: Hi(M;Z) — Zs no depende
de la elecciéon del representante # € © y define un homomorfismo de gru-
pos. Ademdads, se cumple que &g, = o, Si, Y SOIO si, ©1 = Oy, y por tanto,
el conjunto de las estructuras espinoriales puede identificarse con el con-
junto de homomorfismos de grupos Hom(H1(M;Z), Z2). En ofras palabras, la
aplicacion
M
& 2 Hom(a, (1:2),22), €(6) = ¢

es inyectiva. También es posible demostrar que es sobreyectiva, luego es
una biyeccion. Para nuestros intereses serd suficiente con el siguiente resul-
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tado, cuya prueba detallada puede encontrarse en (69).

Lema 2.11. 5i M = ¥\ E, donde ¥ es una superficie de Riemann compacta
y E C ¥ es finito y no vacio, enfonces toda clase espinorial © € 9(M)/ ~
contiene 1-formas meromorfas en X, es decir, existe una 1-formaw € © que
se extiende de forma meromorfa a X.

2.1.4. Ejemplos

Los ejemplos mds sencillos de superficies de Riemann son el plano com-
plejo C, el disco unidad abierto D := {z € C: |z| < 1} y la esfera de Riemann
C := CU {oo}. Ademdas, el Teorema de uniformizacion de Koebe afirma que
toda superficie de Riemann simplemente conexa es conformemente equi-
valente a una de las tres anteriores. Las superficies de Riemann se clasifican
segun su fipo conforme atendiendo a la siguiente definicion, véase Farkas
y Kra (35, §1V.3).

Definicion 2.12. Sea M una superficie de Riemann sin borde.

= )M se dice de tipo conforme eliptico si es compacta.

m )/ se dice de tipo conforme parabdlico si no es compacta y no exis-
ten funciones subarmonicas negativas y no constantes definidas so-
bre M.

m )/ se dice de tfipo conforme hiperbdlico si no es compacta y existe
una funcién subarmdnica negativa no constante definida sobre M:;
es decir, si no es ni eliptica ni parabdlica.

Las superficies de Riemann citadas anteriormente representan los tipos con-
formes en que se clasifican las superficies de Riemann: C es de tipo confor-
me eliptico por ser compacta, D es de tipo conforme hiperbdlico pues no
es compacta y admite una funcion subarmonica negativa no constante (a
saber, R(z)), y C es de tipo conforme parabdlico por ser no compacta y
no admitir funciones subarmonicas no constantes como consecuencia del
Teorema de Liouville.

La parabolicidad o hiperbolicidad se definen también para superficies
de Riemann con borde no vacio. Si M es una superficie de Riemann con
borde no vacio, se dice que M es de tfipo conforme parabdlico si toda
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funcidn acotada que sea continua en M y armdnica en M estd determi-
nada por sus valores en el borde. En caso contrario M es de tipo conforme
hiperbdlico.

Toda superficie minima en R™ estd parametrizada por una aplicacion
armodnica no constante definida sobre una superficie de Riemann (véase el
Lema [2.34), esto implica que esta superficie de Riemann no puede ser de
fipo conforme eliptico (compacta y sin borde) por el principio del méaximo
para funciones armoénicas. De aqui en adelante estudiaremos superficies
de Riemann abiertas o compactas con borde. Serdn de especial interés
para nosotros un tipo de superficies de Riemann abiertas, que llamaremos
superficies de Riemann bordeadas.

Definicion 2.13. Por una superficie de Riemann compacta bordeada nos
referimos a una superficie de Riemann compacta M cuyo borde, bM, es
no vacio y consiste en un nimero finito de curvas de Jordan diferenciables
disjuntas dos a dos. El interior de una tal superficie M = M \ bM de M se
llama superficie de Riemann (abierta) bordeada.

Toda superficie de Riemann bordeada (en particular, abierta) es de tipo
conforme hiperbdlico. Muchos de los resultados de esta tesis hacen refe-
rencia a este tipo de superficies. Ademds, es bien conocido que toda su-
perficie de Riemann compacta bordeada M es biholomorfa a un dominio
compacto con borde diferenciable en una superficie de Riemann abierta
M. Los espacios de aplicaciones &/ (M) y «/" (M, Z), para un entero r € Z,
y una variedad compleja Z, se definen como se hizo anteriormente.

Oftro tipo de superficies de Riemann con el que trataremos en esta me-
moria es el de las de tipo conforme finito.

Definicion 2.14. Si ¥ es una superficie de Riemann compacta, posible-
mente con borde b3 no vacio, y E C ¥\ bX es un subconjunto finito, la
superficie M := ¥\ E se dice de fipo conforme finito. A los puntos en E se
les llama finales fopoldgicos de M.

Una superficie de Riemann abierta de tipo conforme finito y sin borde
(es decir, una eliptica menos una cantidad finita de puntos) es de tipo con-
forme parabdlico. Estudiaremos en profundidad este tipo de superficies en
la Seccion 2.5y daremos resultados sobre las mismas en el Capitulo 4}
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2.2. Aproximacion e interpolacion para funciones holo-
morfas

Vamos a comenzar esta seccidon con un repaso historico sobre algunos
temas de interés para el Andlisis Complejo, concretamente los teoremas
que originaron toda la teoria de aproximacion e interpolacion por funcio-
nes holomorfas. Para un repaso detallado del tema véase (37).

Los resultados que vamos a presentar a continuacion no son los mas
generales que se conocen ni que aparecerdn en esta fesis, trataremos con
generdlizaciones de los mismos para funciones holomorfas en la Seccion
2.3 Demostrar generalizaciones de estos resultados para el ambiente de
las Superficies Minimas es el objetivo principal de esta tesis.

La teoria de aproximacion por funciones holomorfas tiene su origen en
dos resultados clasicos de 1885, el primero debido a K. Weierstrass (88) que
nos dice que podemos aproximar funciones continuas definidas en com-
pactos de R por polinomios holomorfos definidos sobre C, y el segundo de-
bido a C. Runge (85) y que es mucho mas interesante para los objetivos de
esta tesis que enunciamos a continuacion.

Teorema 2.15. (Teorema de Runge, (89)). Para un subconjunto compac-
to K c C, son equivalentes que toda funciéon holomorfa definida en un
enforno abierto de K pueda ser uniformemente aproximada en K por
polinomios holomorfos y que C \ K sea conexo.

Mergelyan, en 1951, demostrd la siguiente generalizacion de los teore-
mas de aproximacion anteriores.

Teorema 2.16. (Mergelyan (/2)). Si K es un compacto de C fal que C \
K es conexo, entonces toda funcion en </ (K') puede ser uniformemente
aproximada en K por polinomios holomorfos.

Poco fiempo después, E. Bishop en 1958 generalizé este resultado al am-
biente de las superficies de Riemann. Esa generalizacion, que enunciamos
a continuacion, serd una de nuestras herramientas fundamentales.

Teorema 2.17. (Teorema de Runge-Mergelyan; Bishop (27)). Sea K un
compacto en una superficie de Riemann abierta M tal que M\ K no tiene
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componentes conexas relativamente compactas. Toda funcion en </ (K)
puede ser uniformemente aproximada en K por funciones en O(M).

Cobra pleno sentido aqui la Definicion 2.2]

Ofras generalizaciones del Teorema de Runge van en la direcciéon de la
aproximacion polindmica. Mds concretamente, Royden demostrd en 1967
el siguiente resultado (ver (83, Theorem 10)), que involucra no solo aproxi-
macién polindmica sino también interpolacion.

Teorema 2.18. (Royden (83)). Sean X una superficie de Riemann com-
pacta, K un subconjunto compacto de ¥ y E un subconjunto finito con-
teniendo un punto en cada componente conexa de ¥\ K (en particular,
K es Runge en X\ E). Sea f una funcion definida en un enforno de K, ho-
lomorfa en ese entorno excepto por un ndmero finito de polos en K (esto
es, f es meromorfa en K), y sea D un divisor finito con soporte en K.

Existe una funcién meromorfa F: ¥ — C que aproxima a f uniforme-
mente en K, es holomorfa en ¥\ E excepto en sus polos (Qque coinciden
conlos de f en K), y tal que el divisor de F — f es un mdltiplo de D en un
enforno de K.

En la practica, ufilizar los resultados de aproximacion por funciones ho-
lomorfas como herramienta es muy Util en multitud de campos de las mao-
temdaticas, en nuestro caso los utilizaremos para la construccion de superfi-
cies minimas. Para la mayoria de construcciones geométricas, incluidas las
qgue aparecerdn en esta tesis, es suficiente considerar conjuntos compac-
tos del siguiente tipo.

Definicion 2.19. Un subconjunto compacto no vacio S de una superficie
de Riemann abierta M se dice admisible si es Runge en M y es de la forma
S = KUT, donde K es una unioén finita de dominios compactos disjuntos
con borde diferenciable en M y T := S\ K es una unidn finita de arcos
de Jordan disjuntos que de intersecar a K lo hacen en sus puntos finales y
tal que dichas intersecciones con la frontera bK son transversas. Véase la

Figura 2.3

Claramente, el Teorema puede aplicarse a funciones contindas de-
finidas sobre conjuntos admisibles S = K U T que sean holomorfas en el
interior K de K.
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Figura 2.3: Un conjunto admisible.

Por otro lado, toda superficie de Riemann abierta M admite un CW-
complejo 1-dimensional embebido C ¢ M, esto es, una unidbn de curvas
embebidas o 1-celdas y puntos o 0-celdas, que es un retracto fuerte de de-
formacion. Esto significa que existe una deformacion continua p;: M — M
(t € [0,1]) con py = Idu. ptlc = Id|¢ para todo ¢t € [0,1], y p1(M) = C.
Ademds, el complemento M \ C no fiene componentes conexas relativo-
mente compactas en M y por tanto C' es un subconjunto Runge de M. Tal
CW-complejo C ¢ M representa la topologia de M y puede ser obtenido,
por ejemplo, como el complejo Morse de una funcidon exhaustiva fuerte-
mente subarmonica en M. Recordemos que el primer grupo de homologia
H1(M;Z) = Z! para algin I € Z, U {co}. No es dificil de comprobar que
si M es finitfamente-conexa (por ejemplo, si es una superficie de Riemann
bordeada, véase la Definicion [2.13), es decir, si | € Z, entonces, dado un
punto py € M existe un CW-complejo C ¢ M como hemos descrito anterior-
mente que es una unidn de [ lazos con punto base py. es decir, {py} es la
Unica 0-celda de C' y C tfiene [ 1-celdas (4, ..., C; que son curvas cerradas
de Jordan en M que solo se cortan en pg.

Un CW-complejo C ¢ M como el anterior es un conjunto admisible, por
lo que puede aplicarse el Teorema sobre cualquier funcidn continua
f:C—C.

Al igual que ocurre con la Teoria de Aproximacion, la Teoria de Interpo-
lacion ha sido un tema central de estudio en el Andlisis Complejo. Sus inicios
se remontan a los resultados de Weierstrass en 1876, que demostrd en (87)
que pueden prescribirse los ceros de una funcién entera sobre una sucesion
de numeros complejos divergente, y a los resultados de Mittag-Leffler, que
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demostrd en 1884 en (74) que pueden prescribirse los polos de una funcion
meromorfa e incluso las partes principales de la misma sobre una sucesion
divergente de puntos del plano complejo.

Para los resulfados que vamos a estudiar mds adelante nos interesa re-
saltar el resultado que se conoce como Teorema de Weierstrass. Este afirma
que se pueden prescribir los valores sobre un subconjunto discreto y cerra-
do del plano complejo de una funcién entera.

Teorema 2.20. (Teorema de Weierstrass). Si {a,}nen € C €5 una sucesion
divergente de numeros complejos, entonces toda aplicacion {a,, : n €
N} — C puede extenderse a una funcién entera.

La condicién sobre la sucesion de puntos en C es necesaria pues la sucesion
no puede fener ningdn punto de acumulacion por el Principio de Identidad
para funciones holomorfas.

Mucho después, en 1948, H. Florack (34) generalizd los resulfados de
Weierstrass y Mittag-Leffler al ambiente mdas general de las superficies de
Riemann.

Teorema 2.21. (Florack (36)). Sea M una superficie de Riemann abierta.
Sed {pn}nen C M unsubconjunto discreto y cerrado y para cadan € N sea
m, € Z. Existe una funcion meromorfa M — C con un cero o un polo de
multiplicidad m,, en cada punto p, € M segun sea m,, positivo o negativo
respectivamente.

Al igual que ocurre en el Teorema la condicion sobre como se toman
los puntos en M es necesaria, pues el conjunto sobre el que se interpola no
puede tener ningldn punto de acumulaciéon en M.

En el estudio de las superficies minimas se ha desarrollado toda una
teoria de aproximacion similar a la existente para funciones holomorfas, cu-
yos resultados centrales son el Teorema y el Teorema [1.3] ambos enun-
ciados en la Infroduccioén. Estos teoremas trasladan los resultados de apro-
ximacion uniforme por funciones holomorfas al ambiente de las superficies
minimas y de las superficies minimas con curvatura total finita. Uno de nues-
fros objetivos serd demostrar un andlogo al Teorema de Weierstrass [2.20 en
el que aseguraremos interpolacion por superficies minimas, ver el Capitu-
lo , y un resultado de interpolacion por superficies minimas con curvatura
total finita en el Capitulo |4
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Para finalizar esta seccidn vamos a hablar de la nocién de “jet” de una
funcién en un punto, serd un concepto clave para entender el tipo de in-
terpolacion con el que vamos a tratar.

Definicion 2.22. Sean M y N dos variedades diferenciables sin borde,
sea xry € M un puntoysean f,g: M — N aplicaciones diferenciables. Se
dice que las aplicaciones f y g fienen un punfo de confacto de orden
k € Z, en el punto x si sus series de Taylor en ese punto coinciden hasta el
término de orden k. Una clase de equivalencia de aplicaciones M — N
teniendo el mismo punto de contacto de orden k en el punto z( se llama
un k-jet, que denotamos por jfjo(f); véase por ejemplo (73, §1) para una
explicacion detallada.

La condicion implicita en la definicidon de jet, relativa a la serie de Tay-
lor hasta orden k en z( para una aplicacion diferenciable f: M — A, no
depende de la eleccidon de pardmetros en M o en N centrados en zg Y
f(zo) respectivamente. Por tanto, si fijamos fales parametrizaciones en My
N alrededor de los puntos zq Yy f(zg) respectivamente, podemos identificar
el k-jetde fen zg, j’;o (f). con el conjunto de derivadas de f en zy de orden
menor o igual que k. Bajo esta identificacion de jets se tiene que

2

() = Fao)s 3D = (FGo) 91,0, 7l = (Flao), 92, 9L,

De igual modo, si M y N son variedades complejas entonces definimos el
k-jet de una aplicaciéon holomorfa f: M — N considerando las derivadas
holomorfas complejas respecto a coordenadas holomorfas locales. Es claro
que la definicion de k-jet de una aplicacion en un punto es una propiedad
local y puede ser formulada en términos de gérmenes de aplicaciones en
ese punto. Asi, es evidente que si una pareja de aplicaciones tiene el mismo
k-jet en un punto, entonces tiene el mismo k’-jet en ese punto para todo
KelZy kK <k,

En el caso usual en que vamos a trabajar, si 2 es un entorno de un punto
p en una superficie de Riemann abierta M vy f,g: Q@ — C" son funciones
holomorfas, entonces f y g tienen un punto de contacto de orden k € Z,, O
el mismo k-jet, en el punto p si, y solo si, f—g tiene un cero de multiplicidad (al
menos) k+1 en p; en cuyo caso, para toda funcion distanciad: M x M — R,
en M (no necesariamente conforme) tenemos que

|f = gl(q) = O(d(g, p)*™) siq—p. (2.5)
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Si f,g: Q — R" son aplicaciones armonicas, como lo son las inmersiones
minimas conformes, entonces decimos que tienen un punto de contacto
de orden k € Z, 0 el mismo k-jet, en el punto p si, suponiendo que (2 es sim-
plemente conexo, existen conjugadas armdnicas f de f y g de ¢ tales que
las funciones holomorfas f +if, g +ig: 2 — C" fienen un punto de contacto
de orden k en p. Esto es equivalente a que f(p) = g(p) y a que, sik > 0, la
1-forma holomorfa 9(f — g) tfenga un cero de multiplicidad (al menos) k£ en
p. De nuevo, si tal pareja de aplicaciones f y g tienen el mismo k-jet en el
punto p € 2 entonces se cumple formalmente la ecuacion 2.5).

2.3. Variedades complejas

Vamos a presentar a continuacion algunos conceptos relativos a subva-
riedades del espacio euclideo complejo y a aplicaciones con valores en
ellas.

2.3.1. Inmersiones holomorfas dirigidas

Sea M una superficie de Riemann abierta y sea 6 una 1-forma holomorfa
en M que no se anula en ningln punto, véase el Teorema . Vamos a estu-
diar a continuacion una clase especial de inmersiones holomorfas definidas
sobre M y con valores en el espacio euclideo complejo C”.

Definicion 2.23. Sea M una superficie de Riemann abierta y sea & una
subvariedad compleja de C*, n > 3, ireducible, cerrada y coénica; por
conica entendemos que t& = & para todo t € C, = C\ {0}. Una &-
inmersion o una inmersion dirigida por & es una aplicacion holomorfa
F: M — C" tal que dF/0 toma valores en & \ {0}.

En general, si F: M — C" es una aplicacion holomorfa, se cumple que su
diferencial puede escribirse de la forma dF = 6, donde f: M — C™ es una
aplicacion holomorfa. Es equivalente que F sea una G-inmersidon a que f
tome valores en &\ {0}.

Si A es un dominio compacto con borde diferenciable en una superficie
de Riemann, o una unién de varios disjuntos dos a dos, por una G-inmersion
A — C" de close @™(A) (m € Z) entendemos una inmersibn A — C" de
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clase €™ (A) cuya restriccién al interior A de A es una G-inmersién holomor-
fa.

Las inmersiones minimas estdn relacionadas con un tipo especial de es-
tas aplicaciones, como veremos con detalle en la Seccién [2.4], son las co-
nocidas como curvas nulas.

Definiciéon 2.24. Una curva nula es una inmersion holomorfa dirigida por
la subvariedad compleja 20 ¢ C* que estd determinada por

A= {(z1,...,20) EC": 22+ ... + 22 =0}. 2.6)

n

Se conoce a esta subvariedad como cuadrica nula.

Las curvas nulas guardan una estrecha relacion con las superficies mini-
mas. Dejando los detalles para mds adelante, si F': M — C™ es una curva
nula entonces tanto su parte real como su parte imaginaria, R(F) e S(F),
son inmersiones minimas conformes M — R™. Reciprocamente, toda inmer-
siobn minima conforme definida sobre una superficie de Riemann M que
tenga flujo nulo (lo que siempre ocurre si M es simplemente conexa) es la
parte real de una curva nula. Justificaremos esta afirmacién en la Secciéon

2.4
Ejemplo 2.25. Lainmersion holomorfa F: C — C* dada por
F(C) :(COSC,SiDC, _1C)a C:$+lyec

es una curva nula. Ademas, su parte real, R(F), es una catenoide y su parte
imaginaria, S(F), es un helicoide. Véanse los Ejemplos y2.41]

2.3.2. Variedades de Stein y de Oka

Confinuamos con algunos de los conceptos y resultados mds importan-
tes en la teoria de variedades de Stein y variedades de Oka, intimamente
relacionadas con la aproximacion e interpolacion holomorfa. Para mas in-
formacion véanse las notas de Larusson (64), Forstneri€ y Larusson (49), Forst-
neri¢ (41) o Kutzschebauch (63) para una introduccidon a la teoria, o el libro
de Forstneric (42) para un tfratamiento especifico. Para ver el papel que jue-
gan este tipo de variedades en el estudio de las superficies minimas véanse
por ejemplo Alarcdn y Forstneri€ (11,[13) o Alarcdn, Forstneric y Lopez (17).
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Comenzamos esta seccidn presentando el concepto de variedad de
Stein.

Definicion 2.26. Una variedad compleja M se dice que es una variedad
de Stein (en honor al matematico Karl Stein) si cumple que:

m |Las funciones holomorfas en M separan cualquier pareja de puntos
distintos, es decir, si p,q € M, p # q, entonces existe una funcion f €
O(M) tal que f(p) # f(q)-

= Si K es un subconjunto compacto de M, entonces también lo es su
envolvente O(M)-convexa, definida por

K:={peM:|f(p)l <sup|f(z)|Vf e OM)}.
zeK
Un subconjunto compacto K ¢ M se dice que es O(M)-convexo u holo-
morficamente convexo si K = K. Si M = C", que es una variedad de Stein,
entonces K coincide con la envolvente polindmica de K y un subconjunto
compacto de C" holomorficamente convexo se dice que es polinomial-
mente convexo.

El andlogo al Teorema de Runge para variedades de Stein es el siguiente
resultado debido a K. Oka (/8) y A. Weil (89).

Teorema 2.27. Sean M una variedad de Stein y K un subconjunto com-
pacto O(M)-convexo de M. Toda funcion holomorfa definida sobre un
entorno abierfo de K y con valores en C puede ser aproximada uniforme-
mente en K por funciones de O(M).

Una de variedad compleja de dimensidn 1 (esto es, una superficie de
Riemann) es Stein si, y solo si, es abierta (no compacta y sin borde). Este
hecho fue demostrado por Behnke y Stein (26) en 1949, este trabajo supu-
so el inicio del estudio de la teoria de aproximacion sobre superficies de
Riemann. Si M es una superficie de Riemann abierta entonces la envolven-
te K de cualquier compacto K ¢ M coincide con la unidén de K y todas
las componentes conexas relativamente compactas de su complemento
M\ K, es decir, los conceptos de compacto Runge y O(M)-convexo son
equivalentes en el ambiente de las superficies de Riemann.

Hemos visto que el concepto de aplicacion holomorfa tiene sentido en
ambientes mdas generales que el plano complejo, extendiéndolo a varie-
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dades de Stein y pasando por las superficies de Riemann. Paralelamente,
también se han estudiado las variedades complejas que, usadas como co-
dominio, hay una buena teoria de aproximacion para aplicaciones holo-
morfas de C". Es aqui donde surge de forma natural el concepto de va-
riedad de Oka. Estas variedades complejas van a ser fundamentales para
el desarrollo de la teoria de aproximaciéon e interpolacion en el contexto
de las superficies minimas y las inmersiones holomorfas dirigidas, por o que
presentamos aqui algunas de sus propiedades bdasicas.

Definicion 2.28. Una variedad compleja Z se dice que es una variedad
de Oka si toda aplicacion holomorfa definida sobre un entorno de un sub-
conjunto compacto y afinmente convexo K ¢ C", n € N, con valores
en Z puede ser uniformemente aproximada en K por funciones enteras
Cr— Z.

El concepto de variedad de Oka estd fuertemente relacionado con el de
variedad de Stein. De hecho, es equivalente que Z sea una variedad de
Oka y que dados una variedad de Stein M, un subconjunto compacto K
que sea O(M)-convexo y una aplicacién holomorfa f: M — Z que sea
holomorfa en un entorno de K entonces f pueda ser aproximada unifor-
memente en K por aplicaciones holomorfas F: M — Z.

El resultado central de la teoria de Oka afirma que toda aplicacion de
la forma M — Z definida sobre una variedad de Stein (como por ejemplo
una superficie de Riemann abierta) con valores en una variedad de Oka
cumple todas las formas del principio de Oka (véase Forstneri¢ (40)). En par-
ticular y para demostrar los resultados que vienen a continuacion haremos
uso de la siguiente versidon del Teorema de Mergelyan con interpolacion jet
que es consecuencia directa de los resultados (42, Theorems 3.8.1 y 5.4.4);
véase también (39, Theorem 3.2) y (58, Theorem 4.1).

Teorema 2.29. Sea Z una variedad de Oka, sea M una superficie de
Riemann abierta y sea S = K UT' ¢ M un subconjunto admisible en el sen-
tido de la Definicion . Dado un subconjunto finito A ¢ K y un entero
k € Z.. Toda aplicacién continua f: S — Z que ademas sea holomorfa
en K puede ser uniformemente aproximada en S por aplicaciones holo-
morfas M — Z con el mismo k-jet que f en todo punto de A.

Obviamente, C" es Oka para todo n € N. Las Unicas variedades de Oka de
dimension unoson Cy C\ {0}.



39 Variedades complejas

Una condicién suficiente para demostrar que una variedad Z es Oka,
véase Gromov (53), es la existencia de un ndmero finito de campos de
vectores holomorfos C-completos V4, ...,Vy en Z que generen el espacio
tangente a Z en todo punto, es decir,

Span{Vi(2),...,Vn(2)} =T1.Z, paratodo:z e Z.

La composicion de sus flujos qb{ para valores complejos de t determinan una
aplicacién o: CVN x Z — Z definida por

ot ...ty 2) = ¢y, 05,0 09" (2), z€Z, (t,...,tn) €C", 2.7

gue cumple la condicién de ser dominante, consistente en que

do(t, z) .
ot ‘t:O'

cN - T.Z essobreyectiva para todo z € Z. 2.8)

Una aplicacién holomorfa o: CV x Z — Z cumpliendo ¢(0,z) = z para
todo z € Z y siendo dominante, es decir, cumpliendo (2.8), se dice que
es un spray dominante en Z. Gromov demostré en (63) que toda variedad
compleja que admita un spray dominante es una variedad de Oka.

A lo largo de esta memoria vamos a trabajar con sprays holomorfos de
aplicaciones, es decir, con aplicaciones holomorfas ¥: U x M — Z, donde
U c CY es un entorno abierto del origen en un espacio euclideo, tales que

ot =0
La aplicaciéon ¥(0,-) es conocida como la aplicacién inicial o ndcleo de

V. Si Z admite un spray dominante o: CV x Z — Z, entonces para toda
aplicaciéon holomorfa f: M — Z, la aplicacion ¥: CN x M — Z dada por

.CN > Tyop)Z €ssobreyectiva parafodo p € M.

U(t,s)=o(t,f(p) € Z, te CcN, pe M,
es un spray dominante holomorfo de aplicaciones con ndcleo f.

Concluimos este repaso de las variedades de Oka haciendo uso del re-
sultado de Gromov para probar que la variedad compleja que dirige las
curvas nulas es efectivamente una variedad de Oka. El siguiente razono-
miento puede verse en (11, §4).

Lema 2.30. La cudadrica nula punteada 2, = 21\ {0} c C" que dirige las
curvas nulas, véase la Definicion|2.24, es una variedad de Oka.
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Demostracion. Puesto que P(z) = P(z1,...,2,) = 22 +...+2z2 €s un polinomio
en C" homogéneo y cuadrdtico tal que la hipersuperficie 2l = {P(z) = 0} es
conica y diferenciable cuando le quitamos el origen, entonces la variedad
21, admite un spray dominante de la forma descrita en la ecuaciéon 2.7),
y por tanto es una variedad de Oka. En efecto, los campos de vectores
dados por

0 0
A A < < :
Vik Z]@zk zkazj, 1<j#k<n, 2.9
expanden 7,2l en cada punto y son tangentes a 2 a lo largo de A \ {0}.
Ademds son lineales y por tanto son C-completos y su flujo fija 2\ {0}. O

Por otro lado, para cada j € {1,...,n} la variedad compleja A N {z; = 1}
es una copia embebida de la esfera compleja de dimensidon (n — 2) dada
por

CS" % ={w=(wi,...,wp1) €C" Lo w? +-- F w2 | =1}.

Obsérvese que CS™ 2 es homogénea con respecto al grupo de Lie com-
plejo SO(n — 1,C), y por tanto es una variedad de Oka (véase (50) o (42,
Proposition 5.6.1)); para una discusidn detallada consultense (42, Example
6.15.7) y (11l, Example 7.8). Ademds, eligiendo k € {1,...,n}. k # j,la aplica-
cion h = (hy,...,hy): C — 2A definida por

i
hi()=¢, h =1-C2 h =——— paratodol #j,k, ¢ €C,
es una seccion local holomorfa alrededor de ¢ = 0 € C de la proyeccidon
i A = C, mj(z1,...,2,) = 25, que cumple que h(0) # 0. De este modo, la
cuddrica nula 2 ¢ C" verificard las hipbtesis de los resultados que aparecen
en el Capitulo 3] relativos a inmersiones dirigidas.

2.4. Supefrficies minimas

Una vez presentadas las superficies de Riemann, objeto analitico que
dard soporte a las superficies minimas y sus generalizaciones, procedemos
a introducir la teoria de Superficies Minimas en el espacio euclideo. En pri-
mer lugar trataremos con algunas definiciones y conceptos locales, que
culminardn con la Representacion de Weierstrass (véase la Subsec.|2.4.1).
Para una exposicion detallada véase el libro de R. Osserman (79, §1 y §4).
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Vamos a considerar en principio superficies parametrizadas inmersas en
el espacio euclideo de dimensidon n (0 parametrizaciones locales de super-
ficies inmersas). Sea entonces D ¢ R? un dominio del plano con coordena-
das (u,v) e Dysea X: D — S = X(D) c R" una aplicacion diferenciable. Si
escribimos X, = %—ff VX, = %—f, recordemos que X es una inmersion si, y solo
si, los vectores X, y X, son linealmente independientes, es decir, cuando
el rango de la diferencial de X es maximo, en este caso igual a 2. En esta

situacidén denotamos por
E = (X, Xy), F:=(Xu,Xy) =Xy, X)) YV G:=(X,,Xy) (2.10)

los coeficientes de la primera forma fundamental de X (o de S = X (D) en
la parametrizacion dada por X).

Con objeto de estudiar la curvatura de la inmersidn, consideramos una
curva €2 parametrizada por el arco contenida en la superficie S pasando
por un punto = € S, es decir, v: I — S, donde I es un intervalo de R con
v(so) = x 'y so € I. Consideramos también un vector normal N contenido
en el espacio ortogonal al plano tangente a S en el punto z. Escribiendo
~v(s) = X (u(s),v(s)) obtenemos

dry du dv

o= X+ X,

ds ds + ds 4

d%y d*u d*v du\? du dv dv\?
_ e 7X’U, 7X’U — qu 277X’U,U A XU'U’
ds? ds? + ds? + <ds) + ds ds * <d8>

Se deduce entonces que

d?~ du\? du dv dv\?

— N)=|[— N)+42——f(N — N

G = () ety + 25150+ (%) o)
donde hemos utilizado la notacién clésica para los coeficientes de la se-
gunda forma fundamentall

e(N):<quaN>7 f(N):<Xuva> V% g(N):<XU’U7N>7 @11

para un vector normal N cualquiera en el punto z € S. Observamos que
esta expresion no depende de la curva elegida sino de la direccidn de la
misma y por tanto la igualdad anterior se puede escribir en términos de
una funcién «(N,T) donde N es un vector normal y T un vector tfangente
unitario en el punto z, esto es,
d?~

(@,N> = kr(N,T).
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La funcién (N, T') se conoce como la curvatura normal a S en el punto x €
S en la direcciéon tangente unitaria T respecto del normal N. Si fijamos N y
hacemos variar T entre |0s vectores tangentes unitarios en x € S obtenemos
las curvaturas principales de S en el punto z:

ﬁl(N):mjéxm(N,T) y /ig(N):mTfn/i(N,T).

La curvatura media respecto al normal N de la inmersidn viene entonces
dada por el valor
K1(NV) + k2 (N)

5 )
que puede expresarse en términos de los coeficientes de la primera y la
segunda forma fundamental como sigue

H(N):=

_ Ge(N) —2F f(N) + Eg(N)

2(EG - F?) @12

H(N)

De la ecuaciéon se deduce que los coeficientes de la segunda forma
fundamental son lineales en N, y junto a 2.12), que también H(N) es lineal
en N, siendo N cualquier vector normal a S en el punto z. Esto implica que
existe un Unico vector H normal a S en z € S que verifica:

H(N)= (H,N) paratodo vector normal N. (2.13)

Decimos que el vector normal H es el vecfor curvatura media de S en el
punto xz € S. Podemos entonces definir formalmente el concepto de super-
ficie minima en funcién de su vector curvatura media.

Definicion 2.31. Una superficie S en R™* decimos que es una superficie
minima si su vector curvatura media H se anula en todo punto.

2.4.1. Representacion de Weierstrass

Vamos a presentar la Representacion de Weierstrass clasica de las su-
perficies minimas. Esta nos permitird representar a estas superficies median-
te datos analiticos, estableciendo una fuerte conexidn entre la teoria de
superficies minimas y el andlisis complejo que serd fuertemente explotada
en este frabagjo.
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Sea S una superficie inmersa en R"y X: D — S C R™ una parametri-
zacion conforme local de S. Recodamos que X se dice conforme si los
coeficientes de la primera forma fundamental definidos en (2.10) cumplen

E = <Xu7Xu> =G = (vaXv> = )\2 Yy F .= <XuaXv> = 07 (2]4)

donde \?: D — R, es una funcidn positiva. Las parametrizaciones confor-
mes definen un atlas global sobre la superficie como consecuencia del si-
guiente resultado, que puede encontrarse en (/2, Lemma 4.4).

Lema 2.32. Dada una superficie S inmersa en R™ y un punfo p € S, existe
una parametrizacion conforme X: D — S de S conp € D.

Los cambios de carta entre dos parametrizaciones conformes son iso-
morfismos conformes, por tanto holomorfos o antiholomorfos. Aqui esta-
mos idenftificando los dominios de las cartas conformes en el (z,y)-plano
R? con los dominios del ¢-plano complejo C mediante la escritura estndar
¢ = z+iy. Si adicionalmente S es orientable, lo que se supondrd alo largo de
toda la tesis, obtenemos un atlas U = (D, ¢;) formado por un recubrimiento
por abiertos D; de Sy por las cartas conformes, ¢;: D; — ¢;(D;) C R* =C,
que preservan la orientacion. Asi, los cambios de cartas ¢; o (pj_l son biho-
lomorfismos; es decir, I/ es un atlas complejo determinando una estructura
compleja de superficie de Riemann para S, véase la Definicion 2.1] Por tan-
to, podemos restringirnos a partir de este momento a considerar inmersio-
nes conformes X : M — R™ de una superficie de Riemann abierta M.

Definicion 2.33. Sea M una superficie de Riemnann abierta. Una inmersion
conforme X: M — R"™ tal que el vector curvatura media de la inmersion,
definido en (2.12), se anula en tfodo punto se dice que es una inmersion
minima conforme.

Si A es un dominio compacto con borde diferenciable en una superficie
de Riemann abierta, por una inmersion minima conforme A — R™ de clase
¢"(A), m € Zy = {0,1,2,...}, enfendemos una inmersidn A — R" de cla-
se €™(A) cuya restriccion al interior A = A\ bA es una inmersiébn minima
conforme.

No es dificil identificar a aquellas inmersiones conformes X = (X1,..., X,) :
M — R™ que son minimas. En efecto, es facil ver que

AX = 2)\°H, (2.15)
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dénde AX = (AXy,...,AX,) denota el operador de Laplace definido en
@2.4), \? es el pardmetro conforme de X de acuerdo a la ecuacion (2.10),
y H es el vector curvatura media de X definido en (véase Osserman
(79, Lemma 4.1) ). En consecuencia:

Lema 2.34. Sea M una superficie de Riemann abierta. Consideramos una
inmersion conforme X = (Xy,...,X,): M — R". Enfonces son equivalentes:

m [ as funciones coordenadas X,: M — R son funciones armonicas, es
decir, AX, =0,parak=1,...,n.

m X es una inmersion minima conforme.

Dada una inmersion X = (X,..., X,,): M — R™ no necesariomente con-
forme definida sobre una superficie de Riemann M, definimos para cada
k=1,...,nlal-forma

o = 0Xy. (2.16)

Recordamos que si z = u+iv € M es un pardmetro conforme en M entonces
se tiene que

o 0X, 0X, 1 [0Xp 0X,

Utilizando la notacion para la primera forma fundamental dada en (2.10),
se deducen las siguientes igualdades:

" (0Xy 2 B .
42( - (z)) — E—-G-2iF. 2.17)
" 10X, |
4; - (2) E+G. (2.18)

Ambas como consecuencia de los siguientes calculos. (2.17) se sigue de:

L 0X, N = [0Xk\ R [0XE)T L= 90X 0X,
4 (az <Z>> = Z<au) 2 %) T
k=1 k=1 k=1 k=1
_ |0 (Xt /0y 0X,
N ou Ov ou’ Ov

€ p_c_ar
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mientras que (2.1/) se deduce de:

Estas formulas, como demuestra el siguiente lema, expresan que las pro-
piedades de ser conforme y minima para X estdn encerradas en la natura-
leza de las 1-formas complejas ¢, k= 1,...,n.

Lema 2.35. Sea M una superficie de Riemann abierta. Dadas una aplica-
cion diferenciable X = (Xi1,...,X,): M — R™ y las 1-formas ¢, definidas
formalmente en (2.16) tenemos que se cumple:

(a) X es conforme (esto es, conserva angulos) si, y solo si,
n
> ¢r=0. 2.19)
k=1
(b) Si X es conforme, X es una inmersion si, y solo i,

> lowl® # . (2.20)
k=1

(c) Si X es una inmersion conforme, enfonces X es minima si, y solo si, la
1-forma ¢, es holomorfa (6 X, es armodnica) para todo k.

Presentamos a continuacion la Representacion de Weierstrass de las su-
perficies minimas.

Teorema 2.36. (Representacion de Weierstrass). Sea M una superficie de
Riemann abierta. Si X = (Xi,...,X,): M — R™ es una inmersidbn minima
conforme, enfonces la 1-forma 0X = (0X;,...,0X,) es holomorfa y cum-
ple las ecuaciones y para ¢; = 0X;,j =1,...,n. Obviamente,
R(0X) es una 1-forma real exacta y X (p) = X(po) + 2 f;; R(0X). po,p € M.

Reciprocamente, si® = (¢4, ..., ¢,) €5 una 1-forma holomorfa que cum-
ple las ecuaciones y (2.20) y no tiene periodos reales, esto es,

/ER(CI)) =0, paratoda curvacerrada~y c M, 2.21)
ol
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entonces la aplicacion X : M — R™ dada por

P
X (p) := xo +/ R(P), pe M, (2.22)
Po
esta bien definida y es una inmersion minima conforme, para cualquier
punto base py € M y condicion inicial X (py) = z9 € R™, en cuyo caso

20X = &.

La primera parte del teorema se corresponde con el Lema [2.35 Para
construir una inmersion minima conforme X es esencial la condicion (2.2T)
relativa a los periodos de la inmersion. Esta garantiza que la inmersion dada
en estd bien definida; obsérvese que el valor de la integral no pue-
de depender de la curva elegida uniendo el punto base p, con el punto
p, Yy de ahi la necesidad de que R(®) sea exacta. Esta es la mayor dificul-
tad con la que hay que tratar para la construccion de superficies minimas
via la representacion de Weierstrass, y es referida en la literatura como el
Problema de periodos.

En el caso de dimensidon n = 3, el Teorema se puede reescribir de
una forma mas operativa.

Proposicion 2.37. Sea M una superficie de Riemann abierta.

Si X = (X1,X2,X3): M — R3 es una inmersibn minima conforme, con
or = 00X, k = 1,2,3, tal que ¢3 no es idénticamente cero, enfonces ¢ y g

definidas por

bimdy y gi= D110 (2.23)
3

son, respectivamente, una 1-forma holomorfa y una funcién meromorfa.

Reciprocamente, si ¢ es una 1-forma no nula y g es una funcion mero-
morfa sobre M tales que las 1-formas ® = (¢4, ¢2, ¢3) dadas por

n=y(9-1)6 w=g(at1)o v oo 2.24)
g 2 g

son holomorfas y cumplen las condiciones 2.21), @.20) , entonces ¢1, ¢2 ¥ b3
verifican las ecuaciones (2.19) y definen segin (2.22) una inmersion minima
conforme.

La pareja (g, ¢) se dice que son los datos de Weierstrass asociados a la
inmersidn minima conforme X.
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Es pertfinente comentar que la condicion de que ¢3 sea no nula se intro-
duce por consistencia y no es restrictiva; salvo un movimiento rigido cual-
quier inmersidn minima la satisface.

Nota 2.38. Si J(P) tiene periodos nulos y cambiamos R(P) por (P) en en
obtenemos también una inmersidn minima conforme bien definida.
Las inmersiones obtenidas via a partir de R(®) e (®) se dice que
son conjugadas.

Con objeto de estudiar los periodos de la 1-forma (@) de la nota anterior
infroducimos la siguiente definicion.

Definicion 2.39. Sea M una superficie de Riemann abierta y denotemos
por H1(M;Z) su primer grupo de homologia con coeficientes enteros. Do-
da una inmersidn minima conforme X: M — R™, n > 3, la aplicacion flujo
(o simplemente flujo) asociada a X se define como el homomorfismo de
grupos Fluxy : Hq1(M;Z) — R™ dado por

Fluxx (v) = /

Y

3(0X) = —i / ox

Y

para toda curva cerrada vy C M.

La relaciéon entre las curvas nulas, inmersiones holomorfas dirigidas por
la cuddrica nula (véase la Definicion [2.24), y las superficies minimas que-
da ahora mds clara. En efecto, sea M una superficie de Riemann abierta
M ysea F: M — C"™ una curva nula. La 1-forma holomorfa dF cumple la
ecuacion 2.79) y es exacta, por lo que R(dF) define una inmersion minima
conforme segln la expresion (2.22) que coincide con R(F). Andlogamente
S (F) es una inmersidon minima conforme ya que S(dF) es igualmente exac-
ta y puede integrarse segun la ecuacion (2.22). En resumen, la parte real y
la parte imaginaria de una curva nula son inmersiones minimas conformes.

A la inversa, si fenemos una inmersion minima conforme X : M — R”, sa-
bemos que 9X es una 1-forma holomorfa cuya parte real es una 1-forma
exacta real. Si ademas la parte imaginaria $(0X) no fiene periodos (es
exacta también), lo que ocurre cuando el flujo de la inmersidn X, véase
la Definicidn [2.39, cumple Fluxy = 0, entonces la 1-forma compleja X es
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exacta y puede ser intfegrada para definir una curva nula por la expresion

D
F(p)=F(po)+ | 0X, peM
Po

para un valor inicial F(py) € C™.

El ejemplo mas simple de superficie minima es un plano afin en R”™. La
mayoria de los ejemplos cldsicos corresponden a superficies minimas en R3.
Presentamos algunos de ellos.

Ejemplo 2.40. (La Catenoide, Euler 1744). Fue la primera en descubrirse
después del plano, junto a este es la Unica superficie minima de revolucion
en R? (salvo movimientos rigidos). La parametrizacion como superficie de
revolucion es

X(r,p) = (ccosh(i)cos go,ccosh(f)singa,r), reR, ¢ €[—mmn),
c c

donde c € R\ {0} es una constante. Su representacion de Weierstrass viene
dada por M = C\ {0}, g(2) = =2y ¢(z) = Ldz, es decir:

— <
X = (150 ) =550 ) o))

La catenoide fiene curvatura total —4x.

Ejemplo 2.41. (El Helicoide, Meusnier 1776). Es la Unica superficie minima
reglada de R? junto a los planos (salvo movimientos rigidos). Una parame-
frizacion puede ser:

X(r,p) = (r cos(ccp),rsin(ccp),go), (r,p) € R2,

donde ¢ € R\ {0} es una constante. Por otro lado, la representacion de
Weierstrass es M = C\ {0}, g(z) = —z Yy ¢(2) = %dz, y la parametrizacion
asociada a la misma se escribe

S(z R(z
x6) = (320~ -T2 0 ) e

Ejemplo 2.42. (La Superficie de Enneper, 1864). La superficie de Enneper
es, junto ala catenoide, la Unica superficie minima completa con curvatura
total finita —4x. Su representacion de Weierstrass viene dada por M = C,
9(z) = zy ¢(z) = zdz, es decir:

)2
X(z) = (?R(z)(l - %(?))

+3(2)?), -S(z) (1 -
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2.4.2. Representacion espinorial

Presentamos a contfinuacion otra representacion analitica de las super-
ficies minimas para el caso de dimension n = 3. Ufilizaremos esta represen-
taciéon para el estudio de las superficies minimas con curvatura total finita
en la Seccion 2.8y los resultados del Capitulo [4}

Sean M una superficie de Riemann abiertay X: M — R3 una inmersidon
minima conforme. Consideramos (g, ¢) los datos de Weierstrass asociados a
X definidos en 2.23). Como las 1-formas de la representacion de Weierstrass
de X son holomorfas (véase2.24) y no tienen ceros comunes, fenemos que
las 1-formas

m :=j VA (2.25)

son holomorfas en M, espinoriales (véase la Definicion|[2.10), espinorialmen-
te equivalentes y no fienen ceros comunes en M. Decimos que |la pareja
(m, n2) definida en es la representacion espinorial de X o que (1, 12)
son los datos espinoriales asociados a la inmersion minima conforme X. De-
finida de este modo, la pareja (1, 72) determina una Unica estructura espi-
norial Ox € w asociada a la inmersidn minima conforme X.

Alainversa, sin; y n2 son dos 1-formas holomorfas espinoriales en M tales
que i Y 12 son espinorialmente equivalentes, |n; |+ |n2| No se anula en ningdn
punto de M y las 1-formas holomorfas ¢4, ¢9 Y ¢3 definidas por

B, ) 1= (61,0209 = ( 3m = m),50m -+ ), v 226)

no fienen periodos reales en M, entonces para una condicién inicial X (pg) €
R3, la aplicacion X : M — R3 definida por

P
X(p) = X(pO) +/ §R(¢1a ¢2, ¢3)7 pe Ma (227)

po

estd bien definida y es una inmersion minima conforme con O©x la clase
espinorial de n;, j € {1,2}. Notemos que ¢3 estd bien definida salvo el signo,
por lo que X estd bien definida salvo una simetria respecto a un plano
horizontal.
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2.4.3. Inmersiones minimas conformes generalizadas

Para afrontar la prueba de algunos de los resultados que aparecerdn a
lo largo de esta tesis, necesitaremos algunas generalizaciones del concep-
to de inmersidn minima conforme. Las definiciones y resulfados que vamos
a enunciar a continuacion pueden verse con mas detalle en (17).

En los procedimientos constructivos de superficies minimas es interesante
disponer de una nocidn flexible de inmersidbn minima conforme sobre algu-
nos subconjuntos Mas generales que los dominios compactos de una su-
perficie de Riemnann abierta. La idea bdasica consiste en anadir curvas a un
dominio compacto, generando lo que llamamos un subconjunto admisible
(véase la Definicidon , por lo que necesitamos precisar qué entendemos
por una inmersion minima conforme definida sobre el mismo.

Definicion 2.43. Sea M una superficie de Riemann abierta, sea § una 1-
forma holomorfa sin ceros en M y sea S := K UT" un subconjunto admisible.
Una inmersién minima conforme generalizada en S es una pareja (X, f0).,
donde f € C>®(S,2,) NO(K,2,) y X: S — R" es una aplicacion diferencia-
ble que es una inmersidn minima conforme en K, tal que se cumple:

e /6 =20X en un entorno abierto de K en M.

e Para todo camino diferenciable o en M que parametrice una compo-
nenfe conexa de I' se cumple que R(f0(a/)) = dX (/) = d(X o ), donde o/
representa vector tangente relativo a cualquier parametrizacion de a.

Los resultados de aproximacion que vamos a utilizar serdn vdlidos para
inmersiones minimas conformes generalizadas sobre conjuntos admisibles.
Enunciamos a continuacion el siguiente teorema de tipo Runge-Mergelyan,
que puede encontrarse en (17).

Teorema 2.44. Sea M una superficie de Riemann abierfay sea S = KUT
un subconjunto admisible de M. Toda inmersion minima conforme genera-
lizada (X, f0) puede ser aproximada en la topologia €1 (S) por inmersiones
minimas conformes no llanas X : M — R" (esto es, (X,2dX) aproxima en la
topologia € (S) a (X, f0)).

Ademas, sip: Hi(M;Z) — R™ cumple que p(y) = Fluxx(y) para toda
curva cerrada v C S entonces las inmersiones aproximantes X se pueden
elegir con Flux; = p.
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El siguiente teorema, relativo a la posicion general de las inmersiones
minimas conformes en el espacio euclideo de dimensidon n, puede encon-
trarse también en (17).

Teorema 2.45. Sea M una superficie de Riemann abierta. Sin > 5 en-
tonces toda inmersibn minima conforme X: M — R"™ puede ser unifor-
memente aproximada en compactos de M por embebimientos minimas
conformes. Igualmente ocurre si M es una superficie de Riemann com-
pacta bordeada y X es de clase € (M) para algdn r € N; en cuyo caso,
la aproximacién tiene lugar en la topologia €™ (M).

2.5. Superficies minimas con curvatura total finita

Uno de los capitulos de esta tesis estd dedicado a la interpolacion por
superficies con curvatura total finita. Vamos a repasar algunas de las pro-
piedades bdasicas de estas superficies.

Definicidn 2.46. Sea M una superficie de Riemann abierta. Una inmersion
minima conforme X: M — R3 se dird con curvatura total finita (o con el
acroénimo inglés FTC) si

TC(X):= | Kds*= —/ |K| ds® > —oo0,
M M

donde K: M — R denota la curvatura de Gauss de la inmersidon minima
conforme X.

Uno de los primeros resultados globales conocido para este tipo de su-
perficies lo obtuvo Huber en 1957, quien demostrd en (59) que toda super-
ficie riemnanniana completa (M, ds?) con borde compacto (posiblemente
vacio) cumpliendo

/ min{K,0}ds* > —oo
M

es una superficie de Riemann de tipo conforme finito, véase la Definicion
[2.14] Este resultado es aplicable a las superficies minimas orientables com-
pletas con borde compacto en R3 con curvatura total finita, ya que estas
fienen curvatura de Gauss no positiva.
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Si X: M — R3? es una inmersidn minima conforme completa con curvatu-
ra total finita de una superficie de Riemnann M con borde compacto, Osser-
man demostrd en (79) que los datos de Weierstrass (g, ¢3) de X, y por tanto
las 1-formas ¢1, ¢ Y ¢3 se extienden de forma meromorfa a la compactifi-
cacién de Huber X de M o mismo ocurre por tanto para la representacion
espinorial de X, es decir, para las 1-formas (1, 72) definidas en (2.25).

A la inversa, para una superficie de Riemann de tipo conforme finito
M =%\ E,si X: M — R3 es una inmersidbn minima conforme y los datos de
Weierstrass de X se extienden de forma meromorfa a la compactificacion
¥ de M teniendo polos efectivos en cada final de M (es decir, polos de
orden positivo en todos los puntos de E), entonces X es completa y tiene
curvatura total finita. En cualquier caso, la aplicacion de Gauss N: M — S?
de X se extiende conformemente a Xy, cuando bM = (), se verifica que

TC(X) = —4nDeg(N),

donde Deg(N) representa el grado topoldgico de la aplicacidon de Gauss
N:Y — §%

El comportamiento asintdtico de las superficies minimas completas con
curvatura total finita fue estudiado por Jorge y Meeks en (60). Entre otras
propiedades, probaron que toda inmersidn minima conforme completa
X: M = ¥\ E — R3 con curvatura totfal finita es una inmersién propia.
Ademds, si E = {q1,...,qs} C X denota el conjunto de finales de la superfi-
cie enfonces existe una bola euclidea B(R) = {p € R3: |p| < R} de radio R
suficientemente grande de forma que se cumple que:

= X Y(R*\ B(R)) = Uj—,(U; \ {¢;}), donde Uy, ..., Us son discos cerrados
disjuntos dos a dos en X y cada U; contiene d g; como un punto interior
paratodoj=1,...,s.

= Si denotamos por a; = N(g;) € S* al vector normal limite en el final
qgj € E.1I; := {p € R®: (p,a;) = 0} al plano tangente limite en ¢; y
m;: R3 — II; a la proyeccion ortogonal sobre ese plano, entonces

(mj 0 X)logg;y: Ui \{g;} = 1\ B(R)

es un mulfigrafo sublineal (recubrimiento) propio con I; hojas, donde
I; +1 > 2 es el méximo de los drdenes de los polos de las 1-formas ¢,

¢2y¢3ean'.j:17"'7s'
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Ademds se satfisface la siguiente formula, conocida en la literatura como
formula de Jorde-Meeks:

2Deg(N) = —x(M) + Y Ij = —x(£) + Y _(I; +1). (2.28)
j=1 j=1






Capitulo 3

Interpolacion por Superficies Minimas

El objetivo principal de este capitulo serd demostrar el Teorema co-
Mo consecuencia del siguiente resultado mucho mdas general que asegura
interpolacion jet de orden finito dado, aproximaciéon uniforme en compac-
tos Runge, control sobre el flujo y propiedades globales de Ias inmersiones
inferpolantes.

Teorema 3.1. (Aproximacion Runge con Interpolacion jet para inmersio-
nes minimas conformes). Sea M una superficie de Riemann abierta, sea
A C M un subconjunto discreto y cerrado, y sea K ¢ M un dominio com-
pacto Runge. Para cadap € A seaQ, C M un entorno compacto de p en
M, de modo que Q,NQ, = 0 para fodop # q € A y definamos Q) := UPGA Q,.
Sea también X: K U Q — R", n > 3, una inmersion minima conforme de
clase €1 (K UQ) yseap: Hi(M;Z) — R* un homomorfismo de grupos cum-
pliendo
Fluxx(y) = p(vy) para toda curva cerrada v C K.

Entonces, dado k € Z., X puede ser uniformemente aproximada en K
por inmersiones minimas conformes completas X : M — R"™ verificando las
siguientes propiedades:

() X y X tienen un punto de contacto de orden k en todos los puntos
de A.

(In Fluxg = p.

55
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(It Si la aplicacion X|x: A — R™ es propia, entonces podemos elegir
X: M — R" siendo propia.

(IV) Sin > 5 yla aplicacion X|x: A — R™ es inyectiva, enfonces podemos
elegir X : M — R"™ siendo inyectiva.

La condiciéon (I) en el feorema anterior es equivalente a que )N(|A = X|a
y.si k > 0, la 1-forma holomorfa d(X — X), definida en Q y con valores en C",
fenga un cero de multiplicidad (al menos) k£ en todos los puntos de A; en
otras palabras, las inmersiones X y X tienen el mismo k-jet en todo punto
de A (véase la Seccidon.2). El Teoremal3.T|recuerda a la generalizacion del
Teorema de Interpolacion de Weierstrass demostrada por Behnke y Stein en
1949 que afirma que en los puntos de un subconjunto discreto y cerrado de
toda superficie de Riemann abierta se pueden prescribir los valores hasta
orden finito de una funcién holomorfa (véase (26) o (77, Theorem 2.15.1)).
En particular, eligiendo k = 1 en el Teorema se obtiene: en un subcon-
junto discreto y cerrado de una superficie de Riemann abierta M podemos
prescribir los valores de una inmersion minima conforme M — R", n > 3,y
de su aplicacién de Gauss generalizada M — Q,,_, ¢ CP"! (véase el Co-
rolario [3.27). El caso en que A = ), es decir, sin tener en cuenta el problema
de la interpolacién, fue demostrado por Alarcon, Forstneric y Lopez (véase
(17, Theorem 1.2)).

Merece la pena senalar que las hipdtesis sobre X |, en las afirmaciones
(I1) y (IV) del Teorema [3.1] son necesarias. Resaltamos también que si A es
infinito entfonces hay aplicaciones inyectivas A — R™ que no pueden exten-
derse a un embebimiento M — R"; y por tanto, en general, no podemos
elegir X en (IV) siendo un embebimiento. Por otro lado, como las inmer-
siones M — R"™ propias e inyectivas son embebidas, podemos elegir X en
el Teorema [3.7]siendo un embebimiento minimo conforme propio supuesto
quen >5yque X|x: A — R" es ala vez propia e inyectiva.

Recordamos que por el Teorema [2.9] existe una 1-forma holomorfa sin
ceros en M. Esto implica que toda 1-forma holomorfa ® = (¢1,...,¢,) en M
con valores en C" y cumpliendo la ecuacion puede ser escrita de la
forma ® = f0 donde f: M — 2, c C" es una funcidén holomorfa con valores
en la cuddrica nula, véase la Definicion (2.4).

En primer lugar, para demostrar el Teorema [1.2] necesitamos encontrar
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una nueva aplicaciéon holomorfa
f: M —A\{0} cC"

tal que R(f0) sea una 1-forma real exacta en M y

2 pﬂ&‘:(fe) = X(p) paratodop € A,
Po
donde py € M \ A es un punto base fijo. Para una aplicaciéon f con estas
propiedades la férmula (2.22) con zp = 0y ® = ff proporciona una inmer-
sibn minima conforme que cumple la conclusion del tfeorema. La clave en
este razonamiento es que la cuddrica nula punteada, 2. := A\ {0}, es una
variedad compleja homogénea y por tanto una variedad de Oka (véase

el Lema [2.30).

No obstante, la demostracion del Teorema [3.7es mucho mds compleja.
Requiere, ademas de lo anterior, del uso del feorema de Runge-Mergelyan
con interpolacién jet para aplicaciones holomorfas definidas sobre super-
ficies de Riemann y con valores en variedades de Oka, véase el Teore-
ma [2.29], para conseguir la condicion (I); de una nueva version intrinseca-
extrinseca de la técnica de Jorge y Xavier (61) para asegurar la comple-
titud, véanse el Lema y la Subsec.[3.4.2} para garantizar la condicion
(Il1) extenderemos las métodos desarrollados recientemente en (19, [11,[17)
para construir superficies minimas propias en R™ con estructura conforme
arbitraria, véanse el Lema[3.20y la Subsec.[3.4.3} finalmente, para asegurar
la condicién (IV) adaptaremos las ideas sobre transversalidad de Abraham
(1) (véanse (111,17,[17) para su aplicacion a la teoria de superficies minimas),
véase el Teorema(3.17]

Esta forma de construir superficies minimas en R”, basada en la teoria
Oka, fue introducida por Alarcon y Forstneric en (11) y también da resul-
tado en el ambiente mdas general de las inmersiones holomorfas dirigidas,
véase la Definicion 2.23] Las inmersiones dirigidas han sido un tema de in-
terés para algunas geometrias cldsicas tales como la simpléctica, de con-
tacto, lagrangiana, tfotalmente real, etc; citamos por ejemplo el libro de
Gromov (92) o el de Eliashberg y Mishachev (34, Chapter 19) y la introduc-
cion de (11) para una motivacion del tema.

Algunos resultados de posicidon general, aproximacion y desingulariza-
cion fueron demostrados en (11) para ciertas familias de inmersiones dirigi-
das holomorfas que incluyen a las curvas nulas. Recordemos que las curvas
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nulas son aguellas inmersiones holomorfas dirigidas por la cuddrica nula,
véanse la Definicion Yy, para su conexion con las superficies minimas, la
Seccion.4

En este capitulo también demostramos un resultado andlogo al Teorema
para una familia mdas general de inmersiones holomorfas dirigidas en C*
que incluye a las curvas nulas. Dados enteros 1 < ;7 < n denotamos por
m;: C" — C la proyeccion mj(z1, ..., z,) = z; sobre la coordenada j-ésima.

Teorema 3.2. (Aproximacion Runge con Interpolacion jet para inmersio-
nes holomorfas dirigidas). Sea & una subvariedad compleja irreducible
cerrada y cénica de C*, n > 3, que no estd contenida en ningdn hiper-
plano y tal que &, = &\ {0} es diferenciable y una variedad de Oka. Sean
M, A, K y§Q como en el Teorema(3.1ly sea F': K UQ — C" una &-inmersion
de clase /(K U Q). Entonces, dado k € N, F puede ser uniformemente
aproximada en K por G-inmersiones F: M — C™ tales que F — F tiene
un cero de multiplicidad (al menos) k en cada punto de A. Ademas, si la
aplicacion F|y: A — C™ es inyectiva, enfonces podemos e/egirﬁ M — C™
siendo inyectiva.

Ademas:

(D) Sien{xn = 1} es una variedad de Oka y m;: & — C admite una
seccion local holomorfa h alrededor de ( = 0 € C con h(0) # 0,
entonces podemos elegir F siendo completa.

(I Sie n{z = 1} es una variedad de Oka y m;: & — C admite una
seccibén local holomorfa h; alrededor de ¢ = 0 € C con h;(0) # 0 para
fodoj e {1,...,n}, ysila aplicacion F|y: A — C™ es propia, entonces
podemos e/egirﬁ : M — C™ siendo propia.

En particular, si &, M y A vienen dados como en el Teorema 3.2/ entonces
toda aplicacion A — C" se extiende a una &-inmersion M — C". Cuando el
subconjunto A ¢ M es vacio, el teorema anterior es consecuencia directa,
excepto por (I) de los resultados (11, Theorems 7.2 and 8.1). También me-
rece la pena mencionar que si & cumple las hipdtesis de la afirmacion (1)
y la aplicacion F|x: A — C™ no es propia, el Teorema proporciona G-
inmersiones completas M — C™ que no son propias; estos son los primeros
ejemplos de tales curvas excepto en el caso en que & sea la cuddrica nula
2A. La geometria particular de 20 ha permitido construir curvas nulas en C" y
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superficies minimas en R” con un comportamiento asintdético muy variado,
véanse (20,12, 4, [7,,13).

La mayoria de los resulfados técnicos en la demostracion de los Teore-
mas [3.1]y [3.2 se obtendrdn de un resultado general sobre los periodos de
una 1-forma holomorfa con valores en una subvariedad compleja cerrada
y coénica de C", véase el Teorema para un enunciado preciso. Una vez
demostrado, las pruebas de los Teoremas [3.7]y 8.2 son muy parecidas una
a la otra. Por esa razdén demostraremos con todo detalle el Teorema [3.2]
que es, en cierto senfido, mas general, mientras que solo esbozaremos la
demostracion del Teorema mencionando las diferencias con el anterior.

Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en (4):

A. Alarcén and . Castro-Infantes. Interpolation by conformal minimal surfa-
ces and directed holomorphic curves. Analysis & PDE 12-2 (2019), 561-604.
DOI 10.2140/apde.2019.12.561.

Organizacion del capitulo

La Seccion[3.1]estd dedicada a resultados previos sobre la existencia de
sprays dominantes de funciones holomorfas sobre subvariedades comple-
jas conicas &, de C™; serdn utilizados en la Seccidn para demostrar el
caso no critico del feorema de Mergelyan con interpolacion jet y control
sobre los periodos para aplicaciones holomorfas con valores en una varie-
dad de Oka &,, véanse el Lema y el Teorema [3.12] En la Seccién [3.3
demostramos un feorema de posicion general y los lemas necesarios para
poder asegurar que las G-inmersiones sean completas y propias. Con ellos
demostraremos el Teorema 3.2 en la Seccién 3.4l Finalmente, la Seccidon
estd dedicada a explicar como adaptar los métodos utilizados en la de-
mostracion del Teorema para demostrar el Teorema3.1]

3.1. Sprays de funciones holomorfas definidos sobre cur-
vas

Empezamos presentando algunos conceptos y resultados especificos
que aparecerdn en el desarrollo de este capitulo y nos permitirdn resolver
el problema de periodos.
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3.1.1. Jets através de flujos de campos de vectores

En primer lugar, presentamos un resultado que serd fundamental para
asegurar la interpolacion jet en los resultados de este capitulo.

Lema 3.3. Sea V un campo de vectores holomorfo en C*, n € N, que se
anula en 0 € C" y sea ¢, el flujo asociado a V para pequenos valores del
parametro temporal s € C. Enfonces, para una superficie de Riemann abier-
ta M, un punto p € M y unas funciones holomorfas f: M — C* y h: M — C
tfales que h tiene un cero de multiplicidad k+1 enp para algun k € 7., dado,
la aplicacién holomorfa

qu(Q) :¢h(q)(f(Q>)7 @D

definida en un entorno de p en M, tiene un punto de contacto de orden k
con f en el punto p; esto es, f y f tienen el mismo k-jet en p.

Demostracion. La serie de Taylor del flujo ¢ asociado al campo de vectores
V enunpunto z € C" es

bo(x) =2+ jl!sjVj(z) — ot sV(2) 4 O(lsP),
jEN

donde Vi = Vo 1. oV para fodo j € N (véase (2, §4.1) para mds detalles).
Sustituyendo z = f(p) y s = h(p) en la expresidn anterior obtenemos que

D) (F®)) — () = h(p) V(f(p)) + O(|h(p)[?).

Asi, la aplicacion (3.T) tiene un cero en p de la misma multiplicidad que el
que tiene h en p, es decir, tiene un cero de multiplicidad k + 1 en p y por
tanto un punto de contacto de orden k. O

La siguiente notacion serd recurrente a lo largo de este capitulo.

Notacion 3.4. Sea n > 3 un entero y sea & una subvariedad compleja
cerrada y coénica de C". Supongamos también que & no estd contenida
en un hiperplano de C"y que 6, := &\ {0} es diferenciable y conexa, luego
ireducible. Fijamos un entero N € N suficienfemente grande y campos de
vectores V1, ..., Vy de C" tangentes a & a lo largo de &, que se anulan en
0 € C™y verifican

span{Vi(z),...,Vn(2)} =T.6 paratodo z € &,. Q.2
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(Tales campos de vectores existen por el Teorema A de Cartan (28).)
Sea ¢! el flujo asociado al campo de vectores V; 3.3)

paraj =1,..., Ny pequenos valores del pardmetro temporal s € C.

Recordemos que en el caso de que & sea la cuddrica nula 21, podemos
tomar, por ejemplo, los campos de vectores que aparecen en (2.9).

Nota 3.5. Decimos que una funcién holomorfa tiene un cero de multipli-
cidad k € N en un punto significando que tiene un cero de multiplicidad
al menos k en el punto. Cuando la multiplicidad del cero en el punto
sea relevante o exactamente k serd explicitamente mencionado. Segui-
remos el mismo criterio al decir que dos funciones tienen el mismo k-jet o
un punto de contacto de orden k.

3.1.2. Curvas definidas en [ := [0, 1]

Sea M una superficie de Riemann abierta. Si C'y ¢’ son arcos orientados
en M vy el punto inicial de C’ coincide con el punto final de C, denotamos
por C x C' el producto de C' y C’, esto es, C x C' denota el arco orientado
C U’ c M con punto inicial el punto inicial de C'y punto final el punto final
de C'.

A lo largo de esta seccion seguiremos la Notacion|3.4}, en particular, con-
sideramos & ¢ C*, n > 3, una subvariedad cerrada conica compleja de C™
que no esté confenida en ningun hiperplano de C" y tal que &, = &\ {0}
sea diferenciable y conexa.

Para poder demostrar los resultados centrales de este capitulo vamos
a empezar estudiando el comportamiento de curvas I = [0,1] — &., pues
va a ser clave a la hora de construir sprays dominantes que nos permitan
resolver el problema de los periodos e interpolar.

Comenzamos con los siguientes resultados.
Lema 3.6. Sean f: I — &, y9: I — C, aplicaciones continuas. Sea () # I'

I = [0, 1] un subintervalo cerrado y supongamos que f es siempre no llana
en I'. Entonces existen funciones continuas hi,...,hy: I — C, N € N, con
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soporte en I', y un entorno U de 0 € CV tales que la aplicaciéon P: U — C"
definida por

1
P(<) :/0 Germa() © 0 Porny (0 (FOI(B) dt, ¢ = (Cry-o s (n) €U
esta bien definida y tiene rango maximo igual an en ¢ = 0.

Demostracion. Elegimos funciones contfinuas hq,...,hy: I — C, con soporte
en I’, que especificaremos mds adelante. Para un entorno U de 0 € CV
consideramos la aplicacion

P:UxI—>6

dada por

(I)(Cat) = qbé“lhl(t) ©---0 ¢é\lf\,hN(t)(f(t))v C = (<17 e aCN) eU,tel.

Véase la Notacion [3.4] Es claro que ®(0,t) = f(t) para todo ¢ € I, recorde-
mos que cada campo de vectores V; se anula en 0 paratodo j € {1,...,N}.
Asi, como f(I) C &, es un compacto, podemos asumir que U es suficiente-
mente pequeno como para que & esté bien definida y tome valores en &,
recordemos que el flujo ¢’ asociado a cada campo V; estd definido para
valores pequenos del pardmetro temporal. Ademas, ® es holomorfa en la
variable ¢ y su derivada respecto ¢; es

9% (¢, 1) ‘
e ¢=0

Véanse @.2) y 3.3). Asi, la aplicacién P: U — C™ del enunciado del lema
puede expresarse cComo

= h()V;(f(t), j=1,...,N. (3.4)

1
P(C)Z/O (¢, H)0(t)dt, Cel.

Observamos que P es holomorfa y, en vista de la ecuacion (3.4), se tiene

que
IP(¢)

¢

:/1 hi(OVi(F(E)O(t) dt, j=1,...,N. (3.5)
0

¢=0

Como f es siempre no llana en I’ (véase la Definicion [2.7), la ecuacion
(3.2) asegura la existencia de puntos diferentes ty,...,ty € I’ tales que

span{Vl(f(tl)),...,VN(f(tN))} = (Cn (36)
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Ahora especificaremos los valores de las funciones hjen I’ (j =1,...,N);
recordamos que el soporte de cada funcion h; estd contenido en I’ y por
tanto cada h; se anula en I'\ I'. Elegimos cada funcidn h; con soporte en
un entorno [t; — €,t; + €] de t; en I’ donde e > 0 es tal que se verifica que

1 tj+e
/ hj(t)dt:/ hy(t) dt = 1.
0 tj—e

Asi, para tal e > 0 suficientemente pequeno tenemos que, para cada j €
{1,...,N},

/ ROV (F0)0(0) dt 3.7)
es tan proximo a
Vi(£(t)0(t5)

como queramos. Puesto que 9(t) # 0, por la ecuacion tenemos que los
vectores V;(f(t;))d(t;), j = i,...,N, generan todo C", y por tanto lo mismo
es cierto para la familia de vectores en supuesto que el nUmero € > 0
sea elegido suficientfemente pequeno. Esto prueba el lema en vista de la

ecuacion @.5). O

Lema 3.7. Sea 9: I — C, una funcién continua. Dados puntos ug,u; € &, y
x € C" y un dominio Q2 de C" que confenga a0 y a x, existe una aplicacion
confinua g: I — &, que es siempre no llana en un enforno de 0 en I y
cumple las siguientes propiedades:

i) g(0) =uo y g(1) = u.

i) /sg(t)ﬁ(t) dt € Q para todo s € I.
0
1
i) / g(B)(t) dt = =
0

Demostracion. Consideramos Iy := [0, %] y elegimos cualquier aplicacion
continua go: Iy — 6, que sea siempre no llana y verifique que

0(0) =gy / g0 (0(t) dt € Q para fodo s € I, 3.8)
0
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Tal aplicaciéon puede ser construida como sigue. Para todo ndmero § con
0 < § < § consideramos la funcidn continua fs: I — [4, 1] dada por

1-— %}‘Ss, s €[0,4].

fs(s) =
0, s €8, 3]

Elegimos otra aplicacion continua siempre no llana go: Iy — S, con go(0) =
ug. ENntfonces go := f590: Iy — 6, satfisface las condiciones requeridas para
cualquier valor de § > 0 suficientemente pequeno.

Sea ) + I' c I, un subintervalo cerrado. El Lema (3.6 aplicado a g, propor-
ciona funciones continuas hy, ..., hy: I — C, con soporte en I’, y un entorno
U del origen en CV tales que la aplicaciéon P: U — CV dada por

1
P(¢) = /0 om0 00 iy GO dt, € = (1. () €TV,
tiene rango méximo igual a n en ¢ = 0, (véase (3.3)). Definimos

©((,1) = Gépy () © 7 O Doy (90(1) €6, (€U, t €Iy,

y observamos que ®(0,t) = go(t) € &, para todo t € Ip. Entonces, salvo
reducir U si fuera necesario, fenemos que

(@) Tanto ®(U x 1) ¢ &, como P(U) contienen una bola en C* con radio
1
e > 0 cenfrada en P(0) = [ go(t)9(t) dt € 2, véase (3.8).

(b) @(¢,t) = go(t) paratodo (¢, t) € Ux{0, %}; recordemos que h;(0) = hj(%) =
0paratodoj=1,...,N.

() / (¢, t)I(t)dt € Qparatodo ¢ e Uy s € Iy; véase (3.8).
0

Puesto que la envolvente convexa de & es C* (véase (11, Lemma 3.1))
podemos construir un camino poligonal T' C 2 uniendo P(0) con x; concre-
tamente, tomamos I' = J7, T'; donde cada T'; es un segmento de la forma
I'; = w; +[0,1]z; para algdn w; € C"y z; € &,. De este modo, el punto inicial
wy de I'y es P(0), el punto final wy, + z, de I';,, es z y en cada segmento in-
termedio, I';, el punto inicial w; de I'; coincide con el punto final w;_; 4 z;_1
deTI';_; paratodo j = 2,...,m. Consideramos

1 j—-11 4

L= |- N
IENe T g s T AT
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y observamos que |JJ, I; = [3,1]. Para un ndmero posifivo 0 < A < 4,
definimos
1 -1 1 .
Di=|s+"—+As+=——-ACL, j=1....m
T e e T T T S ST e

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que m € N es suficientemente
grande para que se cumpla que

bj(A) == [ J(t)dt #0 paratodo <\ < ﬁ, j=1,...,m; Q.9

n
recordemos gque ¥ era una funcién continua sin ceros.

Fijamos un nimero 0 < A < ﬁ y definimos b; := b;(A). También fijamos
k > méaxq{|ug|, |uil, |z1/b1], - - ., |2m/bm|} Y €legimos nUmeros 0 < 7 < u < A, que
serdn especificados a continuacion. Consideramos una aplicacion conti-
nua g : [%, 1] — &, cumpliendo las siguientes propiedades:

() g1(3) = 90(3) Y 91(1) = ur.
(€) g1(t) = zj/b; paratodo t € I3
® |g1(t)| <k paratodot € [3,1].

(@) lg:(t)| < 7 paratodo t € I7\ I¥.

Si T > 0 es elegido suficiente pequeno vy si u es suficientemente proximo a r,
entonces las propiedades (e). () y (g) y la ecuacion (3.9) implican que

(h) La imagen por la aplicacion [3,1] 3 s — P(0) + 7 g1(t)9(t) dt estd tan
2
cerca de I" en la distancia de Hausdorff que toma valores en 2.

@ |[P(0) + ff g1(0)9(t) dt — x| < e, donde e > 0 es el nUmero que aparece en
2
la propiedad (a).

Para ¢ € U, definimos la aplicaciéon ¢¢: I — &, dada por

®(¢,t), te[0,i]
g (t) =
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Las propiedades (a) y (i) aseguran la existencia de ¢, € U tal que

1 1
/ gO)I(t)dt = x — ﬁ g1(H)J(¢) dt,
0 2

y por tanto
1
/ g (t)I(t) dt = x.
0

Asi, g := ¢% verifica la condicion iii) del enunciado del lema. Ademas, la
ecuacion @.8) y las propiedades (b) y (d) aseguran que g es contfinua y
satisface la condicion ). Finalmente las propiedades (c) y (h) aseguran ip).
Esto concluye la demostracion. O

3.1.3. Curvas contenidas en superficies de Riemann abiertas

Procedemos a demostrar el resultado central de esta seccion, recorde-
mos que en ftodo momento seguimos utilizando la Notacién (3.4,

Lema 3.8. Sea M una superficie de Riemann abierta y sea § una 1-forma
holomorfa en M que no se anula en ningun punto. Sea py € M un punto y
sean C4,...,C; (I € N) curvas en M orientadas o bien cerradas o bien de
Jordan que solo coinciden en p, (esto es, C; N C; = {po} para todo i # j €
{1,...,1}) tales que C := |J\_, C; es Runge en M. Sea también f: C — &,
una opllcaaon continua y supongamos que para cadai € {1,...,1l} existe
un subarco C; c C; tal que [ es siempre no llana en C;.

Enfonces existen funciones continuas h;1,...,hin: C — C, para algdn
entero N € N, con soporteenC;, i =1,...,1, yunentornoU de 0 € (CN)! tal
que la aplicacién de periodos U — (C*)! cuya i-€sima componente U — C"
esta dada por

Us¢m /;, q%llhm( "° ¢C1 hinp) =~ © ¢éihz,1(10) (bCNhl ~N(p (f<p)) 0
(véanse .2) y (3.3)). donde

¢=(¢".. ) eE@), =,y e,

son coordenadas holomorfas, esta bien definida y tiene rango maximo igual
anlen(=0.
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Demostracion. Consideramos la aplicacion de periodos
P=(P,....,P): €(C,C") — (C")!

cuya i-ésima componente estd definida segun

%(C’,C")Bgr—)ﬂ(g):/ o0, =1, 3.10)
C;

Paracadai=1,...,lsea~;: I =10,1] — C; una parametrizacion diferen-
ciable de C; tal que ~;(0) = po. Ademdas, si C; es cerrada entonces elegimos
vi con ~;(1) = pg; también suponemos, cambiando la orientacion de C; si
fuera necesario, que la parametrizacion +; es compatible con la orienta-
cion en C;. De este modo se tiene que

1
Pilg) = /0 93 (0) 0(u(t), 5u(t) dt, g € B (C,CM). @311

Sea () # I; c I un intervalo cerrado tal que ~i(I;) ¢ C;. El Lema (3.6 apli-
cadoa I, fov y0(vi(-),7(-)) asegura la existencia de funciones confinuas
hi,...,hi: I — C, con soporte en I;, y de un entorno U; de 0 € CV para
algun entero N € N, tales que la aplicacidon de periodos P;: U; — C™ dada,
para cada ¢¢ = (¢, ..., %) € Uy, por

) 1
Pi(C) = /0 iniin© 0 Bl ne g (FORONB(). 54(1)) d (3.12)

(véanse (3.2) y (B.3)), estd bien definida y fiene rango méximo igual a n
en ¢' = 0. Sea U una bola centrada en el origen de (CV)! y contenida en
Up X -+ X Ul.

Paracadaie {1,...,l} yj=1,...,N definimos h; ;: C — C por
hij(ui(t)) = h5(t), tel, y  hi(p)=0, peC\Ci
Definimos también @: U x C — & segun la expresion
_ 41 N 1 N
PP = Btnam © O Phhan ) © O Pt © 0 P (P)):
y, salvo reducir U si fuera necesario, asumimos que ®(U x C) C 6,.

Sea P: U — (C™)! la aplicaciéon de periodos cuya i-€sima componente
U—Cri=1,...,1,estd dada por

Us¢m [ (0 =PC) (=(n() U
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véase la ecuacion y recuérdese que h; ; se anula en tfodo punto de
C \ C;. Se sigue que esta aplicacion de periodos P fiene rango maximo
igual a nl en ¢ = 0. En efecto, como las funciones h;; se anulan en fo-
do punto de C'\ C;, enfonces cada coordenada de P solo depende de
la coordenada compleja ¢ en ¢ = (¢4,...,¢Y € Uy, por tanto, si escribi-
mos P(¢) = (P1(¢),...,Pi(¢)) entonces P;(¢) coincide con el valor dado en
@.12). Asi, la diferencial dP(¢)|.~¢ puede identificarse con una matriz dio-
gonal por blogues, donde cada bloque viene representado por la diferen-
cial dP;(¢")|¢=o. i = 1,...,l. Claramente, la aplicacién P tiene rango méaximo
igual a nl en el punto ¢ = 0. O

3.2. Interpolacion jet con aproximacion

Comenzamos esta seccidon definiendo un tipo particular de subconjunto
admisible sobre el que podremos plantear de manera sencilla el problema
de aproximacion e inferpolacion vy, finalmente, resolverlo.

Definicion 3.9. Sea M una superficie de Riemann abierta. De un subcon-
junto admisible S = K UT C M (véase la Definicion decimos que es
simple si K # (), toda componente conexa de T' toca a K, I' no contie-
ne curvas cerradas de Jordan y foda curva cerrada de Jordan en S toca
solamente una componente conexa de K.

Decimos que S es muy simple si es simple y K tiene como mucho una
componente conexa gque no sea simplemente conexa, Ky, que llamamos
la componente principal de K,y toda componente de T' tiene al menos
un extremo en K,. En esta situacion denotamos por Sy la componente
conexa de S que contiene a K y la llamamos la componente principal
de S.

Un subconjunto conexo admisible S = K UT en una superficie de Rie-
mann abierta M es muy simple si, y solo si, K tiene m € N componentes
conexas Ky, ..., K, 1, donde cada K; es simplemente conexa para i > 0,
yI=1r'"ur’u (U;le ;) donde T estd formada por aquellas componentes
de I con ambos extiremos en K, I'” estd formada por aquellas componen-
tes de I" con un solo extremo en Ky y el otro en M \ K,y cada ~; es una
componente de I' uniendo K, con K; parai = 1,...,m — 1. Obsérvese que
en este caso Ky UTI’ es un retracto fuerte de deformacioén de S.
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En general, un subconjunto admisible y muy simple (no necesariamente
conexo) S ¢ M esdelaforma s = (KUT)U K’ donde Sy = KUT es un
subconjunto admisible, muy simple y conexoy K' ¢ M \ (K UT) es una
union finita de discos compactos con borde diferenciable disjuntos dos a
dos (posiblemente vacia). Véase la Figura|3. 1

@,

So

Figura 3.1: Un subconjunto admisible y muy simple.

SiS = KUI' ¢ M es admisible denotamos por «7(.S) el espacio de funcio-
nes continuas S — C que son de clase «7(K). Del mismo modo, definimos el
espacio <7 (S, Z) de aplicaciones con valores en una variedad compleja Z.

En el resto de la seccidn utilizaremos la Notacion 3.4 Demostramos el
siguiente resulfado como paso previo a la prueba del Teorema [3.12]

Lema 3.10. Sea M una superficie de Riemann abierta y sea 6 una 1-forma
holomorfa en M que no se anula en ningun punto. Sea S = K UT' ¢ M un
subconjunto admisible y muy simple y sea L ¢ M un dominio compacto
con borde diferenciable tal que S c L y la componente principal Sy de S
es un refracto fuerte de deformacion fuerte de L. Denotemos porl’ € 7., la
dimension del primer grupo de homologia H1(S;7Z) = Hi1(So;Z) = Hi(L;Z).
Sean Ky, ..., K,,, m € Z, las componentes conexas de K contenidas en Sy,
donde K, es la componente principal de K.

Seam’ € Z,., m' > m, ysean py,...,pn puntos distintos en S tales que
p; € K; paracadai=0,...,myp; € Ko paracadai =m+1,...,m'. Sean
C;,i = 1,...,m', arcos de Jordan orientados en S con punto inicial py y
punto final p; y disjuntos dos a dos salvo por el punto p, que es comdn a
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todos. Definamos | := I’ + m'. Sean también C;, i = m’ +1,...,1, curvas de
Jordan cerradas en S determinando una base de homologia de S y tales
que C;NCj = {po} paratodoi # je{1,...,1} yC := Uizl C; es Runge en M.
(Véase la Figura[3.2)

Dados k € N y una aplicacion f: S — &, c C" de clase <7 (S) que sea no
llana en K, (véase la Definicién , se cumple que:

) Existen funciones h;i,...,hin: L - C, N € N, para cadai =1,...,l, de
clase <7 (L) y un entorno U de 0 ¢ (CN)! tales que:

i.1) h;; tiene un cero de multiplicidad k en p, para todo j =1,...,N y

r=1,...,m.

i.2) Si denotamos por ®;: U x S — & la aplicacion
1 N 1 N
4GP = Otna ) © O Ohn @ © O O © O Pl ) (D)),

(véanse B.2) y (3:3) en la Notacion [3.4), donde ¢ = (¢!,...,¢!) €
(CMY y ¢ = (..., ¢) € CN, son coordenadas holomorfas, enton-
ces la aplicaciéon de periodos U — (C™)! cuya i-ésima componente
U — C™ esta dada por

UacH/C_cbf(g,-)a

tiene rango maximo igual anl en¢ = 0.

Ademas, existe un entorno V de g € </ (S, S.) tal que la aplicacion V >
g — ®, puede ser elegida para depender holomorficamente de g.

i Si &, es una variedad de Oka, enfonces f puede ser aproximada uni-
formemente en S por aplicaciones f: L — &, de clase </ (L) tales que

ii.1) (f — f)8 es exacta en S, o equivalentemente, / (f—f)0 =0 para
Cr
fodor=m'+1,...,1.

ii.2)/ (f—f)6=0paratodor=1,....m'.
Chr

ii.3) f— f tiene un cero de multiplicidad k en p, paratodor =1,...,m’.

ii.4) Ninguna componente de fse anula en todo punto de L.
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Figura 3.2: Los conjuntos que aparecen en el Lema

Obsérvese que las condiciones ii. 1) y ii.2) del enunciado del lema pue-
den escribirse juntas de la forma

/ (f—f)8=0 paratodor=1,...,1.
Cr

Sin embargo, las escribimos conscientemente separadas con el objetivo
de enfatizar que tienen diferentes propdsitos; en efecto, la condicion ii. 1) es
relativa al problema de periodos mientras que la condicion ii.2) trata con el
problema de interpolacion.

Demostracion. Elegimos un entero k € N y una aplicacion f: S — &, de
clase &7(S) no llana en Ky, como en el enunciado del lema. Consideramos
la aplicaciéon de periodos P = (Py,...,P): €(C,C") — (C")! cuya i-ésima
componente P;: €(C,C") — C™ estd definida segin

‘K(C’,C”)ngﬂ(g):/ o0, i=1,.. .1 3.13)
Ci

Como S es un subconjunto admisible y muy simple y f es holomorfa y no
llanaen Ky, cada C;,i = 1,...,1, contiene un subarco C; ¢ Ky\{po} tal que f
es siempre no llana en C;; si ademds i € {m+1,...,m'} entonces podemos
elegqir C; C C \ {po,pi}. En estas condiciones, el Lema aplicado a la
aplicacion fl¢: C — &, el punto base py y las curvas C, . . ., C; proporciona
funciones continuas g; 1,...,¢;.~: C — C para algdn N € N, con soporte en
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Cii= .,lyunentorno U de 0 € (CY)! tal que la aplicaciéon de periodos
P: U — (C")!, cuya i-ésima componente P,;: U — C" viene dada por

N /C ¢é1191’1( ¢<1 g,n(p ¢Clgz 1( ¢<l g ( (f(P)) 0,

estd bien definida y tiene rango mdaximo igual a nl en ¢ = 0. Por ofro la-
do, como C C M es Runge, el Teorema [2.29 nos permite aproximar cada
funcioén g; ; por una funcion h; ; € O(M) C /(L) C </(S) cumpliendo la con-
dicién i.1); recordemos que toda funcion g¢;; se anula en un entorno de p,
paratodo r = 1,...,m'. Ademds, si la aproximacién de cada g; ; por h; ; €s
suficientemente buena entonces la aplicacidon de periodos definida en i.2)
tfambién tiene rango maximo en ¢ = 0. Finalmente, variando f localmente
(dejando las funciones h;; fijas) obtenemos una familia holomorfa de apli-
caciones holomorfas f — @, con las propiedades requeridas. Esto prueba
la condicién ).

Para demostrar la condicion i) supongamos que &, es una variedad
de Oka. Salvo anadir a S un disco compacto con borde diferenciable
D c M\ Sy extender f a D como una funcidn de clase «7(S) tal que
todas sus componentes son distintas de cero en D, podemos suponer que
ninguna componente de f se anula en todo punto de S. Consideramos la
aplicacion ®: U x S — & dada por i.2) y, salvo reducir U si fuera necesario,
asumimos que (U x S) C &,.

Notese que las funciones h; ; estdn definidas en todo L pero f solo en
S. Segln lo probado en i), la aplicaciéon de periodos Q: U — (C™)! cuya
i-ésima componente es

Q:(¢) = /C B(C,)0=P(B(C,), CEU

(véase (3.13)), tiene rango méximo igual a nl en ¢ = 0. Por tanto, la imagen
por Q de cualquier entorno abierto de 0 € U ¢ (CV)! contiene una bola
abierta de (C*)! centrada en Q(0) = P(f); véase (3.13). Como S Cc M es
Runge y &, es Oka, el Teorema[2.29 nos permite aproximar f por aplicacio-
nes holomorfas f: M — &, tales que

f— f tiene un cero de multiplicidad k en p, paratodor =1,...,m'. (3.14)

Definimos ®: U x L — & segln la expresiéon

~

) N
QD) = Ot © O Phhan) O Pinan) © 0 Py T @) B19)
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y. salvo reducir U una vez mds si fuera necesario, suponemos que (U x L) C
&,. Consideramos ahora la aplicacién de periodos Q: U — (C")! cuya i-
ésima componente U — C" estd dada por

UB{H/ﬂ&Q)& i=1,...,1.
C;

Asi, para toda bola abierta W ¢ U centrada en 0, si la aproximacion de
f por fes suficientemente buena, el conjunto imagen @(W) también con-
tiene al punto P(f). De esta forma, existe un valor {, € W c U prdoximo a
0 € (CN) tal que

fi=0(,): L > 6, (3.16)

es una aplicacion de clase (L) y cumple las condiciones ii. 1) y ii.2); recor-
demos que Sy es un refracto fuerte de deformacion de L y por tanto las
curvas C;, i = m' +1,...,1, determinan una base de H,(L;Z). Para finalizar,
el Lema 3.3 Ia COhdlClon ya probada i.1) y las ecuaciones 3.15) y (3.76)
garantizan que f — f tiene un cero de multiplicidad (al menos) k en p, pa-
ra todo r = 1,...,m/, que junto a (3.14) demuestran la condicién ii.3). Por
altimo, si la aproximacion de f por fen S es suficientfemente buena, como
ninguna componente de f se anula en todo punto de L, entonces tampo-
Cco se anula ninguna componente de fen todos los puntos de L, lo que
prueba la condicion ii.4) y concluye la demostracion del lema. O

Antes de presentar el resultado principal de esta seccidn procedemos
a demostrar que podemos asumir sin pérdida de generalidad que la inmer-
sion dirigida de la que partimos en el razonamiento es no llana. Para ello
probaremos un resultado de aproximacion con interpolacidon para inmer-
siones holomorfas dirigidas.

Proposicion 3.11. Seann > 3 un enfero y & una subvariedad compleja irre-
ducible cénica y cerrada de C" que no esté contenida en un hiperplano.
Sea M = M U bM una superficie de Riemann compacta bordeada, sea 6
una 1-forma holomorfa en M que no se anula y sea A C M un subconjun-
fo finito. Elegimos un punto py € M \ A y para cadap € A sea C, C M un
arco de Jordan diferenciable con punto inicial py vy punto final p tal que
Cp,NCy = {po} paratodop # q € A.

Sea f: M — &, una aplicaciéon de clase «/ (M, &,) llana (véase la De-
finicion y sea k € N un entero. Entonces, f puede ser uniformemente
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aproximada en M por aplicaciones no llanas f: M — &, de clase </ (M)
que verifican las siguientes condiciones:

@) (f — f)6 es exacta en M.

(i) /C (f = f)8 =0 para todop € A.

P

(iii) f— f tiene un cero de multiplicidad k en todos los puntos p € A.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad asumimos que A # ), escribimos
A= {p1,...,pr} ydenotamos por C; := Cp,,i=1,...,I'.Sean Cj44,...,C; cur-
vas cerradas de Jordan en M formando una base de H;(M;Z) = 7V tales
que C;NC; = {po} paratodoi # j e {1,...,i1} yC := Ué’:l C; es un subcon-
junto Runge de M dichas curvas existen de manera trivial. Consideramos
también parametrizaciones diferenciables v;: [0,1] — C; de las respectivas
curvas tales que v;(0) = po Y v;(1) = p; para j = 1,...,1" y v;(0) = v;(1) = po
paraj=1+1,...,1.

Como f es llana existe zy € &, tal que f(M) C C,.z. Notese que Czy
es una subvariedad compleja propia de &. Consideramos la aplicacion de
periodos P = (Py,...,P,) : & (M) — (C™)! definida por

1
o= Pia) = [ b= [ gty 00,050 G- 10 @D

Notese que una aplicacion g € 7 (M) verifica las condiciones (i) y (i) si, y
solo si, P(g) = P(f). Por lo tanto, para finalizar la demostracion es suficiente
aproximar f uniformemente en M por aplicaciones no llanas fe o/ (M) que
verifiguen la condicion anterior y también la condicion (iii).

Elegimos un campo de vectores holomorfo V' en C"* que sea tangente a
& alolargo de &, que se anule en 0 y que no sea tangente en todo punto
a C.zp alo largo de f(M). Sea ¢,(z) el flujo asociado a V para pequenos
valores del pardmetro temporal s € C. Elegimos una funcidén no constante
hi: M — C de clase «7(M) tal que hi(py) = 0. Denotamos por U el espacio
de todas las funciones h: M — C de clase «7 (M) que tienen un cero de mul-
fiplicidad k € N en todo punto p € A. La siguiente aplicacion estd entonces
bien definida y es holomorfa en un entorno abierto U de la funcién cero del
espacio U:

U3 he P(bn,ne) (f() € (CM)
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Cada componente P;, j = 1,...,1, de esta aplicacion en el punto h = 0
puede escribirse como

Pi(¢o(f)) = Pi(f);

recordemos que V se anula en 0 € C*. Como U es un espacio de dimension
infinita, existe una funciéon h € U arbitrariaomente cerca de la funcién 0 de U
(en particular, tommamos h € U) y no constante en M tal que

P(Pn,(n()(f()) = P(f).

Entonces, definimos fcomo

f0) = n ) (f(), peM.

Elegimos la funcidon h para que la norma ||hljo.a S€a suficientemente pe-
quena para que se cumpla que f~esTé bien definida y sea de clase <7 (M),
que f aproxime a f en M y que f(p) € 6, para todo p € M. Es claro que
P(f) = P(f) y. por tanto, f cumple (i) y (ii). Por otro lado, como k tiene un
cero de multiplicidad k& en cada punto de A y hy es no constante, se de-
duce que hh, también tiene un cero de multiplicidad (al menos) k en todo
punto k de A. De este modo, el Lema Nnos asegura que f— f cumple
la condicion (iii). Finalmente, como hi(pg) = 0y V se anula en 0, fenemos
que f(po) = f(po) € C,zp, mientras que como hh; NO es constante en M y
V no es tangente en todo punto a C,zy a lo largo de f(M), existe un pun-

to g € M tal que f(q) ¢ C.z. Esto pruebba que f es no llana y concluye la
demostracion. O

A continuacién vamos a demostrar el resultado técnico mds importante
del capitulo.

Teorema 3.12. Sean > 3 un enfero y sea & una subvariedad compleja
ireducible cénica y cerrada de C* que no esté contenida en un hiper-
plano y fal que &, = &\ {0} es diferenciable y una variedad de Oka. Sean
M una superficie de Riemann abierta, 8 una 1-forma holomorfa en M sin
ceros, K ¢ M un dominio compacto Runge con borde diferenciable y
A C M un subconjunto discreto cerrado. Fijemos py € K \ A y para cada
p € A, sea C, C M un arco de Jordan orientado con punto inicial py y
punto final p tal que C, N Cy, = {po} paratodoq #p e Ay C, C K para todo
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p € AN K. También, para cada p € A, sea Q, C M un entorno compac-
fo de p en M tal que Q, N (2, U Cy) = 0 para todo q # p € A. Definamos

Sean f: KUQ — &, una aplicacion de clase o/ (KUQ), q: H1(M;Z) — C"
un homomorfismo de grupos y 3: A — C™ una aplicacion tales que

(@) / f0 = q(~) para toda curva cerrada v C K.

ol
(b) f0 = 3(p) paratodop e ANK.
Cyp

Enfonces, para cualquier entero k € N, f puede ser uniformemente
aproximada en K por aplicaciones holomorfas f: M — &, que cumplen
las siguientes condiciones:

(A) / fe = q(~) para toda curva cerrada~ C M.
2l

(B) f— f tiene un cero de multiplicidad k en p para tfodo p € A, 0 equiva-
lentemente, f y f tienen el mismo (k — 1)-jet en cada punfop € A.

(©) / f6 = 3(p) para todo p € A.
Cp

(D) Ninguna componente de fse anula en todo punfo de M.

Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que A Nbk = 0.
Ademds, salvo reducir los subconjuntos €, también podemos suponer que
para cada p € A, o bien Q, ¢ K o bien Q, N K = (. Por Gltimo, la Proposicion
3.11|nos permite suponer que f: K — &, es no llana.

Denotamos por My := K. El Lema Nnos asegura la existencia de una
sucesion de dominios compactos Runge con borde diferenciable {M;}jen
en M tales que

MyeMyeMye--- & UM]‘ZM
jEN
y que para cada j € N la caracteristica de Euler x (M \ Mj,l) de M; \
J\?[j,l es 0 0 0 —1. Salvo modificar levemente los compactos podemos asumir
ademads que ANbM; = () para todo j € N. Como A es cerrado y discreto, M;
es compacto y ANbM; = ) para todo j € Z, tenemos que A; := AN M; =
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AN Mj es vacio o finito. Sin pérdida de generalidad suponemos que Ag # 0
yque Aj\ Aj_1 = AN (M;\ M;_1) # 0 para todo j € N. Asi, A es infinito.

Denotamos por fy := fy para cada p € Ay # 0 elegimos un arco de
Jordan orientado CP ¢ M, con punto inicial p y punto final pg tal que

CPNC?*={py} paratodop#qc Ay. 3.18)

Para probar el teorema, fijamos una sucesion de nimeros positivos €; > 0
que serdn especificados mds adelante y vamos a construir de forma recur-
siva una sucesion de aplicaciones f;: M; — &, ¢ C* y una familia de arcos

de Jordan orientados CP C Mj, pe A\ Aj_1 #0,5 € N, con punto inicial p y
punto final py, que verifiquen las siguientes propiedades:

) IIf; — fi—
(ii;) f7 fj 0 = q(v) para toda curva cerrada v C M;.
(iii;) [o, f50 = a(Cpx CP) — 3(p) paratodo p € A;.

(iv;) f; — f fiene un cero de multiplicidad k en p para todo p € A;.

0,M;_ < €j-

(vj)) CPNCY = {po} paratodo p # q € A;.
(vi;) Ninguna componente de f; se anula en todo punto de M;.

Recordemos que * denota el producto de arcos orientados, véase la Sec-
ciéon 3.7} La Figura 8.3 muestra con un ejemplo la disposicion de los elemen-
tos de la sucesion.

Figura 3.3: Situacién de los subconjuntos M;_; € M; € M,los arcos Cp, y CPy
los dominios ©, que aparecen en la demostracion del Teorema m
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Supongamos que hemos construido tal sucesidon. Enfonces eligiendo la
sucesion de ndmeros positivos {¢;} ey decreciendo hacia cero suficiente-
mente rdpido, la propiedad (i;) asegura que existe una aplicacion limite
holomorfa

fi=lim fj: M - &,
j—}OO

que estd tan proxima a f como se desee uniformemente en K, mientras
que las propiedades (ii;), (iii;), (iv;). (v;) Yy (vi;) garantizan las condiciones
(A), (B), (C) y (D). En efecto, es claro que (ii;) implica (A) mientras que (B)
se deduce de (iv;). Por ofro lado (C) es consecuencia de (iii;) v, finalmente,
por (vij) se cumple (D). Esto concluird la demostracion. Enfatizamos que la
propiedad (v;) serd necesaria para llevar a cabo el proceso recursivo.

La base de la induccion estd dada por la aplicacion no llana fo = flc y
los arcos de Jordan orientados C?, p € Ag, que hemos fijado previamente.
En efecto, la condicion (ig) es vacia, (iig)=(a), (iiig) es implicada por (a) y (b),
(ivo) es frivial y (vo) coincide con (3.18).

Para el paso inductivo, supongamos que ya tenemos una aplicacion
fi—1: Mj_1 — &,y arcos C? C J\Zj_l, p € Aj_1, cumpliendo las propiedades
(i—1)-(vij_1) para algdn j € N, y construyamos una aplicacion f; y arcos de
Jordan orientados C? para p € A; \ Aj_1 = AN (M; \ M;_;), cumpliendo las
condiciones (i;)—(vi;). Distinguimos dos casos dependiendo del valor de la
caracteristica de Euler x(M; \ M;_1).

Caso no critico: supuesto que x(M; \ Mj_l) =0.

En este caso M;_; es un refracto fuerte de deformacion de M;. Recordamos
que A; \ Aj_; es un subconjunto finito no vacio y elegimos para cada p €
A\ Aj—1 un arco de Jordan orientado CP C J\ij con punto inicial p y punto
final py tal que se cumpla (v;); arcos de este tipo existen trivialmente. Salvo
reducir Q,, si fuera necesario, suponemos sin pérdida de generalidad que
Q, C M;\ M;_; paratodop e A;\Aj_1yQ,NCI =0 paratodo ge Aj\ Aj_1,
q#p

Denotamos por

K=Mau( U @) vr=( U )k

peA\A;_1 PEA\A;j 1

Salvo modificar ligeramente los arcos C?, p € A; \ Aj_i, suponemos que
S := KUT C M, es un subconjunto admisible de M (véase la Definicion
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2.19). Se sigue que S es conexo y es un retracto fuerte de deformacion de
M;. Ademds S, como subconjunto admisible, es muy simple y la compo-
nente principal de K es M;_; (véase la Definicion . Por tanto, el Lema
proporoiono una aplicacion ¢: S — &, de clase «7(S) tal que:

M ¢e=fj—1enM;_.
(II) »Y = f en UPEAj\A]'_l Qp.
(1) [, ¢80 =q(CpxC?) — 3(p) paratodop e Aj\ Aj_1.

A continuacién, dado ¢; > 0, el Lema i) aplicado a S, M;, los arcos
CP conp e A, el entero k € Ny la aplicacion ¢ proporciona una aplicacion
fj: M; — 6, de clase <7 (M;) cumpliendo las siguientes condiciones:

V) [[f; —¢

lo,s < €.

V) (f; —¢)0 esexactaen S.

(VD) [, (f; — )8 =0paratodop € A;.
(VII) f; — ¢ fiene un cero de multiplicidad & en p para todo p € A;.
(VIII) Ninguna componente de f; se anula en todo punto de M;.

Afirmamos que la aplicacion f; cumple las condiciones (i;)-(vi;). En efecto,
en primer lugar recordemos que (v,) ya estd garantizada. (i) se deduce de
(M y (IV). (ii;) es consecuencia de (ii;—), (I), (V) y del hecho de que M;_;
sea un refracto fuerte de deformacion de M;. (iii;) se sigue de (iii;—1). (I),
(1D y (VI). (iv;) se verifica por (iv;—1), (), D) y (VII). Finalmente, (vi;) coincide
exactamente con (VIII).

Caso critico: supuesto que x(M; \ Mj_l) =-1.

En esta situacion el cambio en la topologia puede describirse por un arco
diferenciable « anadido a M;_;, contenido en M; \ M;_; y que solo corta a
M;_; en sus extremos, véase la Nota 2.4 Asi, M;_; U a es un refracto fuerte
de deformacion de M;. Ademds, podemos elegir atalque aNA =0y S :=
M;_1 U« sea un subconjunto admisible de M, que ademds sea muy simple
(véase la Definicion [3.9). Como ambos extremos de a estén en bM;_1, existe
un arco cerrado B C S que contiene a a como subarco y que no estd en la
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homologia de M;_;. En este caso, el Lema proporciona una aplicacion
p: S — 6, declase «Z(S)talque p = fi_ien M;_1 y

A¢e:«m.

Elegimos un dominio compacto con borde diferenciable L C J\Zj tal que
S < L, S sea un refracto fuerte de deformacion de Ly LN (A; \ Aj_) =
0. Dado ¢; > 0, el Lema 3.T04) aplicado a los conjuntos Sy L, los arcos
de Jordan CP con p € Aj_;, el entero k € Ny la aplicacién ¢ asegura la
existencia de una aplicacion f: L — &, de clase «/(L) que satisface las
siguientes condiciones:

M 11f = ¢llos < /2
(i) (f —¢)6 esexactaen .
(iii) [, (f — )8 =0paratodop e Aj_;.
(iv) f— ¢ tiene un cero de multiplicidad & en p para todo p € Aj_;.

Como la caracteristica de Euler x(M; \ L) = 0, este razonamiento reduce
la construccidon de la nueva aplicaciéon y sus correspondientes arcos de
Jordan al caso no critico. Esto finaliza el proceso recursivo y concluye la
prueba del teorema. O

Con estos resultados estamos en disposicion de dar una demostracion
sencilla del Teorema [1.2] Posteriormente, daremos una demostracion alter-
nativa como consecuencia del Teorema 8,11

Demostracion del Teoremall.2. La cuddrica nula 2L, := 2\ {0} ¢ C" es una
subvariedad compleja irreducible, codnica y cerrada y también una varie-
dad de Oka como vimos en el Lema [2.30, por tanto podemos aplicar el
Teorema 3. 12

Sean A ¢ M el subconjunto cerrado y discretoy 3: A — R” la aplicacion
que aparecen en el enunciado del teorema. Fijamos una 1-forma holomor-
fa  en M sin ceros y un punto py € M \ A. Para cada p € A elegimos un
arco de Jordan diferenciable orientado C, uniendo p, con p y un entorno
compacto y simplemente conexo Q, de p que verifiquen las hipbtesis del
Teorema3.12:

CoNCy={po} ¥ pN(QUC,) =0 paratodoq#peA.
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Denotamos por €2 := UpeA Q, y suponemos, sin pérdida de generalidad, que
po ¢ Q. Elegimos tfambién un entorno compacto y simplemente conexo K
de pp tal que £ N Q = . Finalmente elegimos un homomorfismo de grupos
q: H1(M;Z) — C™ que cumpla

R(q(~)) = 0 para toda curva cerrada v C M.

Como K es simplemente conexo y KN = 0, el Teorema[3.12 puede aplicar-
se a cualquier aplicacién holomorfa f: K — 2A,. Obtenemos asi una aplica-
cion holomorfa

.]?: M — A,
que cumple que

() f7 fa = q(v) para toda curva cerrada v C M. En particular, fe no tiene
periodos reales.

(i) Jo, R(f6) = 3(p) € R" paratodo p € A.

Por la propiedad (i), fe determina mediante la representacion de Weiers-
frass (véase el Teorema [2.36) una inmersion minima conforme X: M — R"
dada por
4 ~
X(p)= [ R(f0), peM,

Po

que, en vista de (ii), verifica que
X (p) = 3(p) para todo p € A.

Téngase en cuenta que X(pg) = 0. Esto concluye la demostracion. O

Del mismo modo podemos obtener un resulfado de interpolacion para
inmersiones holomorfas dirigidas por una subvariedad de Oka de C™ andlo-
go al Teorema [1.2] La demostracion solo difiere en que utilizaremos un ho-
momorfismo de grupos q: H,(M;Z) — C™ que se anule sobre todo el grupo
de homologia de M, es decir, que cumpla que q(y) = 0 para toda curva
cerrada v ¢ M. De este modo la 1-forma f6 serd exacta y podrd integrar-
se para obtener una inmersidon holomorfa dirigida por &. Los detalles de la
prueba son completamente triviales y no los hemos incluido en esta memo-
riq.
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Corolario 3.13. Sean M una superficie de Riemann abierta, A C M un sub-
conjunto discretoy cerrado y 3: A — C", n > 3, una aplicacion. Si& c C" es
una subvariedad compleja irreducible, conica y cerrada que no esta con-
tenida en un hiperplano de C" y tal que 6, = & \ {0} es una variedad de
Oka, entonces existe una G-inmersion F: M — C™ tal que F|, = 3.

Finalizamos esta seccidn demostrando un resultfado de aproximacion
(de tipo Runge-Mergelyan) con interpolacion jet, para aplicaciones holo-
morfas con valores en subvariedades de Oka de C™, en el que una Coor-
denada se mantiene fija supuesto que se extiende de forma holomorfa a
toda la superficie de Riemann donde esta definida. Este resultado serd una
herramienta fundamental para asegurar las condiciones globales de las in-
mersiones proporcionadas por los Teoremas 3.1y [3.2] esto es, la completitud
y la cualidad de ser propias.

Lema 3.14. Sean > 3 un enfero y sea & una subvariedad compleja de C*
ireducible, cerrada y conica que no esté contenida en ningdn hiperplano
de C" y tal que 6, = &\ {0} sea diferenciable y una variedad de Oka.
Supongamos que & N {z; = 1} es también una variedad de Oka y que la
proyeccion i : & — C sobre el gje z; admite una seccién local holomorfa h
alrededor de z; = 0 con h(0) # 0. Sea M una superficie de Riemann abierta
con topologia finita y sea 6 una 1-forma holomorfa en M que no se anula.
Sea S = KUT' C M un subconjunto Runge conexo, admisible y muy simple
(véase la Definicién[3.9), que sea un retracto fuerte de deformacion de M,
y sea A C K, un subconjunto finito donde K, es la componente principal
de S. Eljamos py € K, \ Ay, paracadap e A,seaC, C K, un arco de Jordan
orientado con punto inicial py y punto final p de modo que C, N Cy = {po}
para fodo q # p € A.

Sea f = (fi,...,fn): S — &, una aplicacién continua, holomorfa en K,
tal que f; se extiende a una funcién holomorfa M — C no constante. Supon-
gamos también que f|k: K — &, es no llana. Entonces, para todo entero
k € Z,, f puede ser aproximada en la topologia ¢°(S) por aplicaciones
holomorfas f = (f1, fa,- -, fa): M — &, tales que

() f1 = f1 en todo punto de M.

(ii) f— f tiene un cero de mulfiplicidad k en p para todo p € A.
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(i) / (f = f)0 =0 para todop € A.
Cyp

(iv) / (f— f) 6 =0 para toda curva cerrada~ C S.
Y

Demostracion. Para la demostracion adaptamos las ideas que aparecen
en la prueba de (11, Theorem 7.7). Denotamos por &' := & N {z; = 1}, que
es una variedad de Oka por hipdtesis. Usando homotecias podemos ver
que &\ {z1 = 0} es biholomorfa a & x C,, por tanto es fambién una va-
riedad de Oka, y la proyeccion m: & — C es un fibrado ftrivial con fibra
Oka &' excepto sobre 0 € C. Escribimos (fl,f) = (f1, f2,..., fn). €S decir,
f:z (f2,..., fa): S — C" 1. Como f; es holomorfa y no constante en M, su
conjunto de ceros f;1(0) = {ay, az, ...} €s un subconjunto cerrado y discreto
de M. El pullback fim: E = f*& — M de la proyeccidon m;: & — C es un
fiorado holomorfo trivial con fibra &' sobre M \ f;(0), que es singular so-
bre los puntos a; € f;1(0). Por otro lado, la aplicacion f: 8 — C"! cumple
que f(a:) ¢ 7, (fi(x)) para fodo x € S, por lo que f se corresponde con la
seccion E — M sobre el conjunto S.

A continuacién procedemos a aproximar funiformemen’re OOr UNa sec-
cion E — M que resuelva el problema de periodos y de interpolaciéon; una
solucién sin tener en cuenta los periodos y la interpolacion puede obte-
nerse por el principio de Oka para secciones de aplicaciones holomorfas
con ramificaciones cuyas fibras son Oka, véase (38) o (42, §6.13). Comenza-
mos eligiendo una solucién holomorfa local en un entorno de cada punto
a; € M\ S que cumpla f(aj) # 0, y anadimos estos entornos al dominio de
definicion donde fes holomorfa. Necesitamos aproximar una solucién ho-
lomorfa fen un conjunto compacto con borde diferenciable K ¢ M por
una solucién holomorfa en un dominio mdas grande L ¢ M que cumpla que
K es un retfracto fuerte de deformacion de Ly que L\ K no contiene nin-
guno de los puntos a;. Esto se puede hacer aplicando el principio de Oka
para aplicaciones con valores en la fibora Oka G’ de n: G — C sobre C,.
En el caso critico anadimos un arco de Jordan diferenciable a al dominio
K c M que no pase por los puntos a; y tal que K U« sea un retracto fuer-
te de deformacién del siguiente dominio. Posteriormente extendemos f de
forma diferenciable a a para que la integral [ fa tome el valor que se pre-
cisa; para ello usamos un resultado similar al Lema [3.7] pero manteniendo
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una coordenada fija. Esto reduce el problema al caso no critico y prueba
el lema. n

3.3. Comportamiento global de las inmersiones dirigi-
das

En esta seccidn vamos a demostrar algunos resulfados que facilitan la
exposicion de la demostracion del Teorema [3.20 Todos los resultados que
aparecen a continuacion estén enunciados para inmersiones dirigidas de-
finidas sobre una superficie de Riemann abierta y con valores en C™; de
un modo similar fodos estos resultados pueden adaptarse faciimente para
obtener resulfados andlogos para inmersiones minimas conformes en R”.
Véase la Seccion 3.5 para mas detalles.

Necesitaremos ahora una nocidn de inmersion dirigida definida sobre
un conjunto admisible. De un modo similar definimos en la Definicion el
equivalente para inmersiones minimas conformes.

Definicion 3.15. Sea & una subvariedad compleja de C", n > 3 irredu-
cible, cerrada y cdnica, sea M una superficie de Riemann abierta y sea
S = KUT ¢ M un conjunto admisible en el sentido de la Definicion 2.19)
Decimos que una aplicacion F: § — C" de clase €*(S) es una inmersiéon
dirigida por & generalizada, o una G-inmersidn generalizada, si su restric-
cidn a K es una G-inmersion de clase «71(S) y la derivada F'(t) respecto
de cualquier pardmetro local real, t, en I' toma valores en &,.

Comenzamos demostrando un teorema de tipo Mergelyan con inter-
polacién para inmersiones generalizadas dirigidas por &; 1o obtendremos

como consecuencia de los Lemas[3. 10y [3.14

Proposicion 3.16. Sea & ¢ C" como en el Teorema . Sea M = M UbM
una superficie de Riemann compacta bordeada y sea S = K UT ¢ M un
subconjunto compacto Runge, admisible y muy simple tal que la compo-
nente principal Sy de S (véase la Definicion [3.9 es un retracto fuerte de
deformacién de M. Sea A ¢ K un subconjunto finito y supongamos que
AN K’ contiene como mucho un Unico punto para cada componente co-
nexa K' de K, K' # Ky, donde K, es la componente principal de K.
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Entonces, para cualquier entero k € N, toda G-inmersion generalizada
F = (F,...,F,): S — C" que sea siempre no llana en K, puede ser apro-
ximada en la topologia €(S) por G-inmersiones F = (F,...,F,): M — C"
tales que F — F tiene un cero de multiplicidad k € N en todo puntop € Ay

ninguna componente de F es constante.

Mas adn, si&N{z = 1} esuna variedad de Oka, sila proyeccionm: & —
C sobre el gje z; admite una seccion local holomorfa h alrededor de z; = 0
con h(0) # 0, si A C Ko y si Fy se extiende a una funciéon holomorfa no
constante M — C, entonces F puede elegirse verificando que F, = Fy.

Antes de explicar la demostracion, senalamos que un resultado similar
pero para subconjuntos admisibles arbitrarios sigue siendo cierto, sin em-
bargo la notacién y la demostracion serian mucho mas técnicas. De este
modo, para facilitar la lectura, nos conformamos con enunciar y demostrar
la Proposicion , que, no obstante, es suficiente para los objetivos que
Nos proponemos en este capitulo.

Demostracion. Sea 6 una 1-forma holomorfa en M que no se anula. Sea
f: S — &, la Unica aplicacion que cumple dF = f6. Observamos que f es
siempre no llana en Ky y de clase &/(S) y que f6 es exacta en S. Fijamos
un punto base pg € Ko \ A. Veamos que podemos asumir sin pérdida de
generalidad que S es conexo. En efecto, supongamos que S No es conexo,
luego S\ Sp estd formado por una cantidad finita de discos compactos
con borde diferenciable y disjuntos dos a dos, K;,...,K,,. Para cada i €
{1,...,m} elegimos un arco de Jordan diferenciable v; ¢ M con un extremo
en (bKy) \ T, el ofro extremo en bK; y sin mds puntos en S. Tomamos estos
arcos de forma que S’ := S U (Ui, 1) sea un subconjunto admisible de M
conexo. Por el Lema [3.7]podemos extender f a una aplicaciéon f': ' — &,
de clase «7(S’) tal que F(po) + [f; 10 = F(p) paratodo p € S’. Por simplicidad
en la notacidén no mantenemos las primas. Esto reduce la prueba al caso
en que S es conexo.

Suponemos por tanto que S es conexo. Para cada p € A elegimos un
arco de Jordan diferenciable C, c S uniendo p, con p tal que C, N C; =
{po} para todo p # ¢ € A. El Lema [8.T0}) aplicado al conjunto S ¢ M, la
aplicacion f,elentero k —1 > 0y los arcos C,,, p € A, Nos permite aproximar
f uniformemente en S por una aplicacién holomorfa f: M — &, tal que

(@) fe es exacta; recordemos que ff es exacta en (S y por tanto en) Sy y
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gue Sy es un retracto fuerte de deformacion de M.
(b) F(po) + / f0 = F(po) +/ f6 = F(p) paratodo p € A.
Cp Cp
(c) f— f tiene un cero de multiplicidad k£ — 1 en todo punto p € A.

(d) Ninguna componente de fse anula en todo punto de M.

Entonces, la propiedad (a) implica que la aplicacion F: M — C" dada por

P
F(p):=F(po)+ [ [0, peM,
po

estd bien definida y es una &-inmersidon que estd tan proxima a F como
se desee en la topologia ¢ (S). Ademads, las propiedades (b) y (c) garanti-
zan que F — F tiene un cero de multiplicidad k& en todos los puntos de A,
mientras que, finalmente, (d) asegura que F no tiene ninguna componente
constante. Esto concluye la primera parte de la demostracion.

Para la segunda parte de la Proposicion aplicamos el mismo argumento
pero utilizando el Lema en lugar del Lema [3.TGHD). Sin embargo, para
reducir la prueba al caso en el que S es conexo necesitamos extender f
a una aplicacion f’ definida en un conjunto admisible conexo S’ de forma
que la primera componente de f’ seaigual a dF; /6 tal como hemos hecho
en el razonamiento anterior. Esto se consigue con un resulfado andlogo al
Lema los detalles se omiten por ser sencillos y para evitar repeticiones.
Esto completa la demostracion. O

3.3.1. Posicion general

En esta subsecion demostramos un resultado de posicidon general con jet
interpolaciéon para inmersiones dirigidas definidas en superficies de Riemann
compactas bordeadas. Utilizamos la Notacion [3.4

Teorema 3.17. Sean M una superficie de Riemann compacta bordeada
y A C M un subconjunto finito. Sea F: M — C", n > 3, una G-inmersién
de clase «/'(M) tal que F|5 es inyectiva. Fijado k € N, F puede ser uni-
formemente aproximada en M por un G-embebimiento F: M — C" de
clase o/ (M) tal que F — F tiene un cero de multiplicidad k en p para todo
pEA.
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Demostracion. La Proposicion(3.11|permite suponer sin pérdida de generali-
dad que F': M — C™ es no llana. Suponemos también que M es un dominio
compacto con borde diferenciable en una superficie de Riemann abierta
R. Asociada a F definimos la aplicacion diferencia

0F: M x M —C", 0F(z,y) = F(y) — F(x).

Obviamente, F es inyectiva si, y solo si, (§F)~1(0) es la diagonal Dy, =
{(z,x) :x € M} de M x M.

Puesto que F es una inmersidbn y F|y: A — C™ es inyectiva, existe un
entorno abierto U ¢ M x M de Dy U (A x A) tal que §F # 0 en todo punto
de U\ Dy, . Para probar el teorema es suficiente encontrar una &-inmersion
F: M — C" de clase «/*(M) arbitrariamente cerca de F en M tal que F — F
tenga un cero de multiplicidad k& en todo punto de A y cuya aplicacion
diferencia 515]MxM\U sea transversa al origen. Poro~ello basta asegurar que
los espacios tangentes a lo largo de los puntos de §F~1({0}) expanden tfodo
C™. Como la dimensidbn compleja dime M x M = 2 < n, esto implicard que
§F~1({0}) es disjunto de la subvariedad de dimensién cero {0}, luego §F no
toma el valor cero en M x M \ U, por lo que F(y) # F(z) cuando (z,y) €
M x M\ U. Por otro lado, si (z,y) € U\ Dy entonces F(y) # F(x) siempre que
F sea suficientemente préxima a F.

Para construir tal G-inmersion utilizaremos el argumento estdndar de trans-
versalidad de Abraham (1). Necesitamos encontrar un entorno vV ¢ CV del
origen en un espacio euclideo complejo y una inmersion H: V x M — C"
de clase &1(V x M) tal que:

(@) H(0,-)=F.
(b) H(¢, ) — F tenga un cero de multiplicidad k en p para todo p € A.
(c) La aplicacion diferencia 6H: V x M x M — C" definida por

0H(C z,y) = H(Cy) — H(Gx), €V, zy€eM,

dependiendo del pardmetro ¢ € V sea una familia de sumersiones, es
decir, que la diferencial parcial

dedH (¢ 2,y)|c=0: ToCY = CN — C”

sea sobreyectiva para todo (z,y) € M x M\ U.
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Del hecho de gue la condicidn anterior es abierta y de la compacidad de
M x M\ U podemos deducir que la diferencial parcial d.0 H es sobreyectiva
para todo ¢ en un entorno V' ¢ V del origen en C". Por lo tanto, la aplica-
cion diferencia 6H: M x M \ U — C™ es fransversa a cualquier subvariedad
de C", en particular, es transversa al origen de C™. Entonces, el argumento
estandar citado anteriormente asegura que para una inmersion cualquiera
de la familia, H(¢,-): M — C", la aplicacion diferencia 6H (¢, -, -) es fambién
fransversa a 0 € C* en M x M \ U. Eligiendo el parémetro ¢ suficientemente
cerca de 0 obtendremos un G-embebimiento con las propiedades requeri-
das.

Para construir la inmersion H que demuestra el teorema fijamos una 1-
forma holomorfa # en R que no se anule en ningun punto y escribimos dF =
f0, donde f: M — &, es una aplicacion de clase &' (M). Comenzamos
nuestro razonamiento con el siguiente resultado.

Lema 3.18. Para fodo punto (p,q) € M x M \ (Dy U (A x A)) existe una
familia H = H®9 (¢, -) dependiendo de ¢ € C* que cumple las condiciones
(a) y (b) anteriores y tal que la diferencial d¢:0H (¢, p,q)|¢=0: C* — C™ es un
isomorfismo.

Para demostrar el lema adaptamos los argumentos de Alarcoén y Forst-
neric en (11, Lemmma 6.1) de forma que podamos garantizar también in-
terpolacion jet, es decir, de modo que la inmersidn H también cumpla la
condicién (b).

Demostracion. Tomamos (p,q) € M x M\ (D U(A x A)) y distinguimos casos.

Caso 1: Supuesto que {p,q} N A # 0.

Suponemos que p € Ay por tanto ¢ ¢ A; en ofro caso razonamos de forma
simétrica. Escribimos A = {p = p1,...,pr }. Fijamos un punto pyg € M \ (AU {q})
y elegimos curvas cerradas C; € M\ A, j = 1,...,1", que formen una base
de H1(M;Z) = 7V, y arcos de Jordan diferenciables C ; uniendo py con
pj.j =1,...,0', tales que, si | := ' + 1", se fiene que C; N C; = {py} para
todo i # j € {1,...,l1} y que C := Ué.:l C; es un subconjunfo Runge en
M. También elegimos otfro arco de Jordan diferenciable C, uniendo py con
q tal que C N Cy; = {po}. Finamente, sean ~; : [0,1] — Cj, j = 1,...,0. Y
v : [0,1] = C, parametrizaciones diferenciables de las respectivas curvas
cumpliendo v;(0) = v;(1) = po para j = 1,...,1", v;(0) = po Y v;(1) = p; para
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J=U~+1,...,lyv(0)=pyoy (1) =q.

Puesto que la inmersion F es no llana, existen campos de vectores tan-
gentes V1,...,V, en & que se anulan en 0 y puntos zi,...,z, € Cy \ {po,q}
tales que, llamando z; = f(z;) € 6., los vectores Vi(z1),..., Va(z,) generan
C™. Sea t; € (0,1) tal que ~(t;) = x; y sea ¢ el flujo del campo de vectores
V; para valores pequenos del pardmetro ¢ € C en el sentido de la Nota-
cion 3.4 Consideramos para cada i = 1,...,n una funcién diferenciable
hi: CUCy; — R4 C C que se anule en C' U {¢}, su valor en el interior relativo
de C, serd especificado mdas adelante. Como en la prueba del Lema3.10],
sea ¢ = (¢1,...,¢) € C*y consideramos la aplicacion

V(¢ z) = ¢%1h1(x) ©--0 ¢?nhn(x)(f<m)) €6, zeCUC(Cy,

que es holomorfa en ¢ € C™. Notemos que ¥(0,-) = f: M — S, (por tanto
(¢, ) NO se anula para ¢ perteneciente a un entorno pequeno del origen)
y (¢, x) = f(x) para todo x € C U {q}. ya que todas las h; se anulan ahi. Se
fiene que

o)
G =0
Elegimos h; con soporte en un entorno compacto de ¢; € (0, 1) suficiente-
mente pequeno para que

1
/0 hi(y(@O))Vi(f (7)) 6(7(2), 7(2)) dt = Vi(zi) (v (L), 7 (i), Q.19

donde el simbolo ~ denota que ambas expresiones estan tan proximas co-
Mo queramos. Si suponemos que los entornos han sido elegidos suficien-
temente pequenos, enfonces, asumiendo que la aproximacion en
es suficientemente buena y teniendo en cuenta que los vectores en el la-
do derecho de la expresion forman una base de C", tenemos que los que
aparecen en el lado izquierdo también la forman.

Fijamos un ndmero ¢ > 0. El Teorema proporciona funciones holo-
morfas g;: M — C tales que

g; fiene un cero de multiplicidad k£ — 1 en todo punto de A (3.20)

sup |gi — hi| <e, i=1,...,n.
CUC,
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Siguiendo los argumentos de la prueba del Lema(3.10], definimos las aplica-
ciones holomorfas

U((,z,2) = ¢%1gl(z) o ol o (2) €6,
\ij(g,fﬁ) = \P(Cvxaf(x)) € 6*a

donde z € M, z € &y ( pertenece a un entorno del origen en C" suficien-
temente pequeno. Observamos que Y(0,-) = f.

En vista de la ecuacion y asumiendo que e > 0 es suficientemente
pequeno, se tiene que para: =1,...,n los vectores

0 L 1
a /0 W (¢ (8) 0( (1), ¥(#))dt = /O gi(YO)Vi(F (v(£))) 0(~(2), ¥(#))dt,
321
estan suficientemente cerca de cada uno de los vectores V;(z;) 0(v (), ¥(t;))

para que también ellos formen una base de C”.

¢=0

Para terminar con la pruelba vamos a modificar ¥ ¢ ligeramente para re-
solver el problema de periodos y garantizar que se cumple la interpolacion
jet enlos puntos de A. De la expansidon de Taylor del flujo de un campo de
vectores se deduce que

Up(C,m) = fz)+ > Gai(@)Vilf (@) + O(I¢P).
=1

Como |g;| < e en C (recordemos que h; = 0 en C), la integral de ¥, sobre |as
curvas Cq,. .., C; se puede estimar por

‘/Cj(‘lff(é,~)—f)9 | witce

J
(recuérdese que [, f0 = [, dF = 0 para fodo j = 1,...,1", pues estas
J J
Curvas son cerradas),

<moelC|, j=1,...,1" @8.22)

/ (Tr(C)—f)o
C

J

Flo) = (Foy) = [ 95(¢.)0)

J

<melc], j=1"+1,...,1, (3.23)

para alguna constante ny > 0 y cualquier punto ¢ € C™ suficientemente
proximo al origen. Ademas, la ecuacion (3.20) garantiza que

U(¢,-) — f tiene un cero de multiplicidad k — 1 entodop € A (3.24)
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para ¢ en un enforno del origen suficientemente pequeno (véase el Lema

3.3).

A continuacion, el Lema [3.10H) proporciona dos aplicaciones holomor-
fas ®(C, z,2) y ®4(C, ) = ®(C, z, f(x)), donde el pardmetro ¢ pertenece a un
entorno pequeno de 0 € cN para N € N suficientemente grande y donde
x € M, tales que ®(0,z,z) = z € & para todo z € M,

D4(0,-) = Py, (0,9(0,°) = f, (3.25)

y la diferencial de la aplicacién de periodos dada por ¢ — P(®,(¢,-)) € C"
(véase (3.13)) en el punto Z“: 0 tiene rango maximo igual a In. Lo mismo es
cierto si permitimos que f se mueva localmente alrededor de la aplicacién
inicial. Esto quiere decir que si reemplazamos f por ¥ ,(¢,-) y consideramos
la aplicacion

CY x C" x M 3 ((,¢,x) = (¢, 2, ¥;(C, 7)) € 6,

definida para z € M y para (E, ¢) en un entorno suficientemente pequeno
de 0 € CN x C", el teorema de la funcién implicita proporciona una aplica-
cién holomorfa ¢ = p(¢) alrededor de ¢ = 0 € C" con p(0) = 0 € CN y tal que
la aplicacion definida por ®(p(¢), z, ¥ ¢(¢, z)) cumple:

@ P((p(C); - ¥s(C,-))) = P((0,-,¥f(0,))) = P(Ws(0,-)) = P(f):

(i) ®(p(C),-,¥f(¢,-)) — ¥f(¢,-) tiene un cero de multiplicidad £ — 1 en tfodo
punto de A.

La condicién (ii) junto con la ecuacién aseguran que
®(p(C),-, Vs(¢,-)) — f tiene un cero de multiplicidad £k —1enpe A (3.26)

para todo ¢ en un entorno pequeno de 0 € C". Obviamente, la aplico-
cion p = (py, ..., pn) también depende de f. De este modo, se sigue que la
infegral

Hyp(C,x) = F(po) + / CB(p(0). () 6 3.27)

Po

es independiente de la eleccidon del arco que une py con = € M. Ademds,

Hp(0,)) = F, (3.28)
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véase la ecuacion 3.25),y Hr(¢, ) es una G-inmersion de clase 1 (M) para
tfodo ¢ € C" suficientemente cerca de cero tal que

Hp(¢,-)=F enA, (3.29)
véase (i). Por otro lado, de las ecuaciones (3.22) y (3.23) tenemos que

[p(O] < melC]

para algun n; > 0. Si llamamos 17J alos campos de vectoresy g; a las funcio-
nes que aparecen en la construccion de la aplicacion ® (véase el Lema
3.10), la desigualdad anterior implica que

[B(p(C), 2, Wy (¢ @) = WplCom) = |3 o3 Qs (@) V5 (W (C ) + O(IC)
< n2e[(]

para alguna constante ny > 0, para todo punto x € M y para todo ¢ cerca
del origen en C". Claramente, utilizando esta desigualdad en el arco Cy,
tenemos que

1 1
/0‘1>(p(C),’7(t)7‘1’f(C,7(t)))G(V(t),ﬁ(t))/0 (G (@) 0(v(1), ¥(8))| < m3el(]

para algun n3 > 0. Finalmente, eligiendo e > 0 suficientemente pequeno, las
derivadas

0

1
a /q’(ﬂ(()ﬁ(ﬂv‘I’f(Ca’Y(t)))Q(’Y(t),"y(t))GC", i=1,...,n,

¢=0/0

estén tan cerca como se desee de los vectores que aparecen en (3.21),
de forma que también forman una base de C". De la definicidn de Hr en

(3.27), y de (3.29), tenemos que

= Hp(¢.q) — F(p)

1
— F(po) - F(p) + / B(p(C), A1), T 4(C (1)) B ()4 (1),

y. por tanto, la diferencial parcial

,q): C" = C"
8C’c0 (¢, p,q)
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es un isomorfismo. Esto, la condicion (ii) y las ecuaciones (3.28) y (3.29)
muestran que H satisface la conclusion del lema vy finaliza la demostracion
del Caso 1.

Caso 2: Supuesto que {p,q} N A = 0.

En este caso, definiendo A’ := AU {p} se reduce la prueba al Caso 1, lo que
completa la demostracion del lema. O

La familia de inmersiones, Hy, dependiendo de la inmersion F dada en
depende de forma holomorfa del parédmetro F en un entorno de la
S-inmersion inicial Fy. En particular, si F(£,): M — C™ es una familia de &-
inmersiones holomorfas que dependen de forma holomorfa de ¢ € C vy tal
que verifica que F(¢,-) — F fiene un cero de multiplicidad k& en todos los
puntos p € A para fodo &, entonces Hy ¢ .y(¢, -) depende de forma holomor-
fa de (¢, €). Esto nos permite componer, en nimero finito, tantas inmersiones
de este tipo como sea necesario para demostrar el resultado mediante un
proceso recursivo. Para el caso de dos familias suponemos que H = Hp((,-)
y G = Gp(£,-) son dos familias de deformaciones con Hp(0,:) = Gp(0,) = F
y tales que Hp(¢,-) — F Yy Gp(&,-) — F tienen un cero de multiplicidad k € N
en todo punto de A para todo ¢ y £ respectivamente. En esta situacion,
definimos la familia de deformaciones compuesta mediante

(H#G)r(¢, &, ) = GHF(C,.)(S,QT), xr e M.

Trivialmente se tiene que (H#G)r(0,¢,-) = Gr(&,-) Y (H#G)r((,0,¢) = Hp(¢, ).
y que H#G —F tiene un cero de multiplicidad k en p para todo p € A. Notese
que la aplicacion # es asociativa pero no conmutativa, de hecho es similar
a la composicion de sprays que fue infroducida por Gromov en (53).

Para finalizar la demostracion del Teorema el Lema propor-
ciona un recubrimiento finito por abiertos {U;}, del conjunto compac-
to M x M \ U y familias de deformaciones H* = H!(¢%,-): M — C", con
H'(0,-) = F,donde ¢' = (¢{,...,¢),) € @ ¢ C" para ndmeros enteros positi-
vosn, e Nei=1,...,mYyunentorno Q; de 0 € C". Se sigue entonces que
la aplicacion diferencia §H (¢, p, q) s una sumersion en ¢¢ = 0 para todo
p,q € U;. Tomando ¢ = (¢!,...,¢™) e CN,donde N = Y7, n;, y definiendo

H(C @) = (H'#H #- - #H™)(( ... (")

obtenemos una familia de deformaciones que cumple que H(0,:) = F,
H(¢,-) — F tiene un cero de multiplicidad k£ en p para todo p € Ay 0H es
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una sumersion, es decir, su diferencial parcial respecto ¢ es sobreyectiva,
en todo punto de M x M \ U y para todo ¢ € CV suficientemente cerca del
origen. O

3.3.2. Completitud

En esta subseccion desarrollaremos una version de la técnica de Jorge
y Xavier (61), en la que usamos tanto argumentos intrinsecos como extrinse-
cos, con el objetivo de demostrar el siguiente resultado. Recordemos que el
método de Jorge y Xavier permitid demostrar, usando Unicamente la geo-
metria infrinseca de la superficie, la existencia de un disco minimo completo
en R3, no plano y contenido entre dos planos paralelos.

Lema 3.19. Sea & C C", n > 3, como en el Lema[3.74 Sea M una superficie
de Riemann compacta bordeada y sea K ¢ M un dominio compacto con
borde diferenciable que sea Runge y un refracto fuerte de deformacion de
M. Sean también A ¢ K un subconjunto finito y py € K \ A un punto. Enton-
ces, dados un entero k € N y un nimero positivo r > 0, toda &-inmersion
F: K — C" de clase «/'(K) puede ser aproximada en la topologia ¢*(K)
por &-inmersiones F: M — C" de clase (M) que cumplan las siguientes
condliciones:

() F — F tiene un cero de multiplicidad k en fodo puntfo p € A.

(I La distancia intrinseca dist z(po, bM) > 7.

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que M es un do-
minio compacto con borde diferenciable contenido en una superficie de
Riemann abierta M. Usando la Proposicion suponemos también que
F = (Fy,...,F,) esholomorfa en M y que F; no es constante en M. Fijamos
una 1-forma holomorfa 6 en M que no se anula en ningln punto y escribi-
mos dF = f6 donde f = (f1,..., fn): M — &, es una aplicacion holomorfa.
Notese que fi no es constantemente cero en M.

Puesto que K es un retracto fuerte de deformacion de M, fenemos que
M \ K consiste en una familia finita de anillos abiertos disjuntos dos a dos.
Afirmamos que existe una familia finita de discos compactos Ly, ..., L, en
J\Z\K con borde diferenciable y disjuntos dos a dos cumpliendo la siguiente
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propiedad: sia C M \ U;”zl L; es un camino uniendo py con bM entonces

/ |f10] > 7. (3.30)

Recordamos que f; # 0. En efecto, tales discos pueden ser obtenidos como
piezas de un laberinto similar al empleado por Jorge y Xavier en (61) que
estan contenidas en los anillos formados por M \ K. Véase la Figura 3.4

Figura 3.4: Curva « y laberinto de compactos en M \ K.

Para una explicaciéon mas detallada referimos a la demostracion de
(8, Lemmma 4.1), donde aparece una descripcion precisa de los conjuntos
Lq,...,L,, que se gjusta exactamente a nuestras necesidades. Definimos

R m
L L U]:l L]I

Para cada j = 1,...,m, elegimos un camino de Jordan ~; C M con un
extremo en K, el otfro en L; y el resto de puntos de ~; fuera de K U L que
verifique que v; Nv; = 0 paratodo i # j € {1,...,m} y que el conjunto

S:=KULUT,

donde I' := |J;L, v;. sea un subconjunto admisible contenido en M. Se sigue
claramente que S es un subconjunto admisible, muy simple y conexo de M
cuya componente principal es K (véase la Definicidon y que K es un
retracto fuerte de deformacion de S, y por tanto de M. Consideramos una
aplicacién h = (hy,...,h,): S — &, de close &7 (S) que cumpla que:

(@ hi = fils.
d) hlk = flk.
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(c) |/, k0] > 7 para todas las curvas o € S con punto inicial en py y punto
final en L.

Es claro que una aplicacion con esas caracteristicas existe, basta elegir h
con valor cerca de 0 € C" en cada componente de L y tal que |ij ho|
tenga un valor muy grande, en particular mayor que 7, para cada com-
ponente v; de I'. También elegimos para cada p € A un arco de Jordan
C, C K con punto inicial py y punto final p de forma que C,NCy = {po}
para todo p # g € A. El Lema proporciona una aplicaciéon holomorfa
f=f,f2,.--, fa): M — &, que satisface:

i) f aproximaahen S.
ii) fi = f1 en todo punto de M.

iii) f— h fiene un cero de multiplicidad k£ — 1 en p para todo p € A.

iv) / (f —h)6 = 0 paratodo p € A.
c

P

V) /(f— h) 6 = 0 para toda curva cerrada v C S.
Y

Puesto que ff = dF es una 1-forma exactaq, las propiedades (b) y v)
y el hecho de que K sead un retracto fuerte de deformacion de M ga-
rantizan que ff es también exacta en M. De este modo, la aplicaciéon
F = (F\,F,,...,F,): M — C" dada por la expresién

P
F(p) ¢=F(po)+/ f0, peM,
po

estd bien definida y es una G-inmersion de clase <71 (M). Afrmamos que si
la aproximacion que aparece en i) es suficientemente buena entonces F
cumple la conclusidon del lema. En efecto, las propiedades i) y (b) garantizan
que F aproxima a F tanto como se desee en la topologia ¥ (K). Por ofro
lado, las propiedades iii), iv) y (b) aseguran que F — F tiene un cero de
multiplicidad k& en todos los puntos p € A, lo que prueba la condicidon (I).
Finalmente, para comprobar la condicion (II) tomamos un arco o« ¢ M con
punto inicial pg y punto final en bM. Suponemos primero que aNL # 0y
sed a C a un subarco con punto inicial py y punto final ¢ para algin ¢ € L.
Entonces tenemos que la longitud

length(ﬁ(a)) > length(ﬁ’(&)) > \ﬁ’(q) — ﬁ(po)] = ‘/q fﬁ‘ % |/q hH‘ [C>) T.

(0]
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Recordamos que el simbolo ~ significa que ambas expresiones estan tan
proximas como queramos. Supongamaos por el contrario que a N L = . En
este caso se cumple que

1ength(ﬁ(a)):/|fe| z/|}19| 2/|f10|@7.

Esto demuestra (II) y completa la demostracion. O

3.3.3. La cuadlidad de ser propia

Recordemos que dado un vector x = (z1,...,x,) en R™ o C" denotamos
POr |7|oe = méx{|z1],...,|zs|}; Véase el inicio del Capitulo 2] En esta subsec-
cion demostramos el siguiente resultado.

Lema 3.20. Sea n > 3 un entfero y sea & una subvariedad compleja irre-
ducible, cerrada y cénica de C* que no esté contenida en ningdn hiper-
plano. Supongamos que &, = & \ {0} es diferenciable y una variedad de
Oka, que 6n{z; = 1} es también una variedad de Oka y que la proyeccion
m;: & — C sobre el gje z; admite una seccion local holomorfa h; alrededor
de z; = 0 con h;(0) # 0 para todo j = 1,...,n. Sea M una superficie de
Riemann compacta bordeada y sean K ¢ M un dominio compacto con
borde diferenciable que sea Runge y un retracto fuerte de deformacion de
M y A C K un subconjunto finito. Sea F: K — C" una &-inmersién de clase
Y K), sean T > p > 0 nUmeros positivos y supongamos que

|F(p)leo > p fparatodop e bK. Q.31

Entonces, dado un entero k € N, F' puede ser aproximada en la topologia
¢'(K) por G-inmersiones F: M — C" de clase «/*(M) cumpliendo las si-
guientes condiciones:

() F — F tiene un cero de multiplicidad k en todo punto p € A.
() |F(p)|s > p paratodope M\ K.

() |F(p)|s > 7 para todo p € bM.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que M es un do-
minio compacto con borde diferenciable contenido en una superficie de
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Riemann abierta M. En vista del Teorema , suponemos sin pérdida de
generalidad que F = (Fy,..., F,) es holomorfa en M. Puesto que K es un
retracto fuerte de deformacién de M, tenemos que M \ K estd formado
por una cantidad finita de anillos compactos disjuntos dos a dos. Por simpli-
cidad en la exposicion asumimos que A := M \ K es conexo, es decir, es un
Unico anillo; el mismo argumento funciona en general aplicando en cada
anillo de M\f{ los mismos razonamientos que expondremos a continuacion.

Denotamos por a la componente conexa del borde de A que estd con-
tenida en bK y por 3 la que estd contenida en bM; en ambos casos a y
/3 son curvas de Jordan diferenciables. Por la desigualdad (3.31) existen un
entero [ > 3, subconjuntos I, ..., I, de Z; (donde Z; = {0,1,...,l — 1} deno-
ta el grupo ciclico aditivo de enteros modulo 1) y una familia de subarcos
compactos conexos {a; : j € Z;} de a = bK que cumplen las siguientes
propiedades:

(al) UjEZl a; = Q.

(@2) a; Y ajq1 tienen un extremo comun, p;, y no tienen mds puntos en
comun.

@3) U, la=ZyIl,nIy=0paratodoa#be {1,...,n}.
(a4) Sij € I, entonces |F,(p)| > pparatodop € oj,a=1,...,n.

Puede ocurrir que I, sea vacio para algina € {1,...,n}.

Consideramos para cada j € 7Z; un arco embebido v; C A con las si-
guientes propiedades:

m v, Une a =bK con 3 =bM y los inferseca de forma transversa.
=y Na={p;}.
m ;N 3 consiste de un Unico punto que llamaremos g;.

m Los arcos v;, j € Z;, son disjuntos dos a dos.

Definimos el conjunto admisible

S=Ku(|Jy) cMm
JE€EZ
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Figura 3.5: El anillo A y los objetos que aparecen en él.

y fjomos un punto zy € K \ A. Sean z = (z1,...,2,) coordenadas en C"
y recordemos que 7,: C* — C denota la a-ésima proyeccion ,(z) = z,
paratodoa =1,...,n. Sea d una 1-forma holomorfa en M gue no se anula.
Tomamos una aplicacion f: S — &, de clase &7 (S) tal que f =dF/0en Ky
la inmersion G: S — C" dada por

G(p) = F(po) + / " 10,

que estd bien definida puesto que K es un retracto fuerte de deformacion
de S, verifica las siguientes condiciones:

(bl) G = F en K y en un entorno de p;j Para todo j € Z;.

(b2) Sij € I, entonces |m,(G(z))| > p para todo z € Yi—1Uy,a=1,...,n.
(b3) Sij e I, entonces |m,(G(gj_1))| > 7Y |7a(G(gj))| > 7. a=1,...,n.
La existencia de una tal aplicacion f viene garantizada por la propiedad
(a4). El Teorema nos proporciona una aplicaciéon g: M — &, de cla-
se «/(M) tal que gf es una 1-forma exacta en M y la S-inmersion G =
(G1,...,Gn): M — C" de close &7 (M) dada por

4

G(p) = F(zo) + / 90

Zo

verifica las siguientes propiedades:

(c1) G aproxima a G en la topologia ¢ (K).
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(c2) G — G tiene un cero de multiplicidad k en todos los puntos de A.
(c3) Sij € I, entonces |G4(p)| > pparatodop € yj_1UajUvj,a=1,...,n.
(c4) Sij € I, entonces |G,(p)| > 7 parap € {gj-1,q9;},a=1,...,n.

La propiedad (c3) se sigue de (a4) y de (b2) mientras que (c4) se deduce de
(b3), supuesto que la aproximacion de f por g es suficientemente buena.

Para cada j € Z; denotamos por §; C g el subarco de 5 con extremos
gj—1Y g; Que no contiene a ¢; para ningun ¢ € Z; \ {j — 1, j}. Es claro que

U si=5 (3.32)

JEZ

También denotamos por D; ¢ A el disco cerrado acotado por los arcos
vj-1. aj. ;Y B;: véase la Figura[3.8 Se tiene que

A= ] Dj. (3.33)

JEZ

Llamamos Hy := G = (Ho, - .., Hon) € Ip := 0. Para demostrar el lema cons-
fruiremos una sucesion de G-inmersiones

Hb:(HbJ,...,Hb’n):M—)(Cn, b=1,...,n,

de clase 7' (M) que cumplan para todo b € {1, ...,n} las siguientes propie-
dades:

(d1;) H, aproxima a H,_; en la topologia € en M \ (Ujer, f)j).

(d2,) Hy, — H,_; tiene un cero de multiplicidad k en todos los puntos de A.
(d3y) Sije Ug’:l I; entonces |Hy(p)|oo > p paratodo p € D;.

(d4;) Sij e l_, I; entonces |Hy(p)|s > 7 paratodo p € §;.

(d5,) Sij € I, entonces |Hy .(p)| > pparatodop € vj_1 Ua; Uy, a=1,...,n.
(d6y) Sij € I, entonces |Hy ,(p)| > 7 para p € {gj—1,qj}, a=1,...,n.

Afirmamos que la &-inmersiéon F := H,: M — C" cumple la conclusién
del lema. En efecto, F aproxima a F en la topologia ¢! (K) por las propie-
dades (b1), (c1) y (d11)-(d1,,), la condicion (I) se deduce de (d2), (c2) y (b1),
la condicién (II) se sigue de (d3,), (a3) y la ecuaciéon (3.33). Finalmente, la
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condicién (III) es implicada por las propiedades (d4,,) y (a3) y la ecuacion
(13.32).

De este modo, para finalizar la demostracion es suficiente construir una
tal sucesion Hy, ..., H, cumpliendo las propiedades anteriores. Rozonamos
por induccién, para ello supongamos que ya hemos construido Hy, . .., H,_1
para algun b € {1,...,n} con las propiedades requeridas y veamos coOmo
construir H,. Notamos que se cumplen (d5¢)=(c3) y (d6g)=(c4). Por continui-
dad de lainmersidon H,_; y las condiciones (d5,_1) y (d6,_1). paracada j € I,
podemos encontrar un disco cerrado §2; C D; \ (vj—1 U U7y;) de forma que
se tiene que:

i) ©; N pB; esun arco de Jordan conexo y compacto.

(i) [Hp—1(p)| > pparatodop e T; := D;\ Q.
(iii) |Hp—1(p)| > 7 paratodo p € g; \ Q.

A confinuacién, para cada j € I, elegimos un arco embebido de Jordan
Aj € Y5\ (yj-1 Unj) con un extremo en «;, el ofro en ©; y sin mas puntos
en bY;, véase la Figura 3.5, Ademds, elegimos cada arco A; para que el

conjunto
Spi=(M\ [J 1) u(UN)
Jely JEly
sea admisible. Se sigue que S, es conexo y muy simple en el sentido de la
Definicion 3.9
Denotamos por h = (hy, ..., hy) = dHy_1/0 Yy s€d h = (hy,....hy): Sp — G,
una aplicacion de clase <7 (Sp) tal que:

(iv) h=hen M\ (U;e;, D).
(\Y] ?Lb = hy en Sy,
(vi) La &-inmersién generalizada H: S, — C* dada por
~ P
f(p) = Ha(wo) + [ 16, pes,
o
satisface |H (p)|e > 7 paratodo p € U, -
Para construir una aplicacion h con estas propiedades elegimos, por ejem-
plo, h=hen M\ U, T; y valores adecuados en cada arco de Ujer, A EN
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esta situacion, aplicando el Lema |3. 14| obtenemos una aplicaciéon ¢: M —
S, de clase &/ (M) tal que la 1-forma ¢f es exacta en M, recordemos que

ho = ho = dH,_, en K y que K es un retracto fuerte de deformacion de M,
y tal que la aplicacion H,: M — C™ definida por

P
Hy(p) = Hy1 (o) + / 00, pe M,
o

es una &-inmersion de clase 7! (M) que cumple las siguientes propiedades:

(vii) H, aproxima tanto como se desee a H en la topologia ¢! en M \
(Ujelb DJ)'

(viii) Hy,p = Hp—1 (tENQase en cuenta (v)).
(ix) H, — H tiene un cero de multiplicidad k en todos los puntos de A.

Puesto que se cumple

H=H, ;1 en M\(Uﬁj)DAU(U'yj,lLJosz'yj),
Je€ly JEZy

se tiene que (d1;)=(vii) y (d2;)=(ix). Ademds, si la aproximacion que apare-
ce en (vii) es suficientemente buena, entonces las condiciones (d5;) y (d6;)
se deducen, respectivamente, de (d5,_1) Y de (d6,_1), recordemos que es-
tas dltimas estan garantizadas incluso para b = 1.

Sean j € Ule I;yp e D;. Sij¢ I, entonces las propiedades (d3;_;) y (vii)
aseguran que |Hy(p)| > p. Por ofro lado, si j € I, entonces las propiedades
(i) y (viii) implican que |Hy(p)| > |Hyp(p)| > p supuesto que p € T;, mientras
que (vi) y (vii) garantizan que |Hy(p)| > 7 > p supuesto que p € Q;. Esto
demuestra (d3,).

Finalmente, elegimos j € Ug.;l I; y p € B;. Como hicimos antferiormente,
si j ¢ I, entonces (d4,_1) y (vii) se traducen en que |Hy(p)|eo > 7. Del mis-
mo modo, si j € I, enfonces (iii) y (viii) aseguran que |Hy(p)| > |Hyp(p)| > T
supuesto que p € g; \ ©2;, mientras que (vi) y (vii) implican que |H(p)| > 7 su-
puesto que p € 5;NQ;. Esto demuestra (d4;) y concluye con la demostracion
del lema. O
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3.4. Demostracion del Teorema 3.2

Como ya hicimos en la demostracion del Teorema [3.12, asumimos que
ANbK =0y que para cada p € A se tiene que , cf{onmK:@.

Definimos My := K y tomamos {M,};cn Una sucesion exhaustiva de M
por dominios compactos Runge con borde diferenciable, de modo que se
cumplan las siguientes condiciones:

m (M;\ M;_) € {~1,0} para todo j € N.

= pM; N A = () para todo j € Ny, por tanto, salvo reducir los conjuntos
Q, si fuera necesario, podemos asumir que o bien ©, ¢ M; o bien
Qp,NM; =0 paratodop e A.

La existencia de una sucesion asi se deduce del Lema[2.3] Se sigue que el
conjunto A; := ANM; = ANM; es vacio o finito para cada j € Z... Asumimos,
sin pérdida de generalidad, que Ag # 0y A; \ Aj_1 # 0 para todo j € N, lo
que implica que A es infinito. Nétese que A;_; C A; para todo j € N. Fijamos
una sucesion {e;}jen \¢ 0, que especificaremos mdas adelante, denotamos
por

Fy:=F: My —C"

y, usando la Proposiciéon y el Teorema [3.17] suponemos sin pérdida de
generalidad que F, es no llana y que, si F|, es inyectiva, Fy es ademds un
embebimiento.

3.4.1. Demostracion de la primera afirmacion del teorema

Para demostrar la primera parte del teorema, en Ia que no persegui-
mos propiedades globales, vamos a construir una sucesion {F;}cy de 6-
inmersiones no llanas F;: M; — C" de clase «71(M;) que cumplan:

W) [1F = Fialliag - < e
(ii;) F; — F tiene un cero de multiplicidad & € N en fodo punfo p € A;.

(iii;) Si F|x esinyectiva enfonces F; es un embebimiento.
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Razonamos por induccioén. La etapa base de la misma estd dada por la
S-inmersidn Fy que, claramente, satisface las condiciones (iig) y (iiig) mien-
tras que la condicion (ig) es vacia. Para el paso inductivo suponemos que
tenemos una &-inmersidn F;_1: M;_; — C" de clase &/ (M;_;) cumplien-
do (ij_1), (ii;—1) y (ii;—1) para algin j € N y construyamos una nueva &-
inmersiéon F;: M; — C™ con las propiedades correspondientes. Distinguimos
casos segln la caracteristica de Euler de M; \ M;_;.

Caso no critico: Supuesto que x(M; \ M;_1) = 0.

En este caso se tiene que M, _; es un refracto fuerte de deformacion de M;,
luego, la Proposicion (3. 16| aplicada a los datos

S=M;1U( | @), So=M1, A=A, &
pGA]'\Ajfl

y la &-inmersion generalizada definida segln

2 { B0 St
p) Sip € Upena,_,

proporciona una &-inmersiéon F;: M; — C" de clase «71(M;) que verifica las

condiciones (i;) y (ii;). Finalmente, si F'|, es inyectiva entonces por el Teore-

ma podemos asumir por posicion general que F; es un embebimiento,

esto prueba la condicion (iii;) y finaliza la prueba en este primer supuesto.

Caso critico: Supuesto que x(M; \ J\Zj_l) =-1

En este caso el cambio en la tfopologia se realiza anadiendo a M;_; un arco
diferenciable a en M;\ M;_; que interseque a M;_; solo en sus exiremos, de
modo que M;_; Ua sea un retracto fuerte de deformacion de M;. Ademds,
podemos elegir o« de forma que aNA = 0y tal que S := M;_; Ua sea un
subconjunto admisible de M, que claramente serd muy simple (véase la

Definicion [3.9).

El Lema 3.7| nos permite extender F;_; a .S como una &-inmersion ge-
neralizada. Ademads, por la Proposicion 3. 16 podemos aproximar F;_; en la
topologia €*(M;-1 U «) por &-inmersiones no llanas en un entorno tubular
compacto M} € M; de M;-_, Ua tal que la diferencia con F fenga un cero
de multiplicidad k£ en todos los puntos de A ;. Puesto que x(M; \M]’.) =0, esto
reduce la prueba al caso no critico y cierra la induccion.
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Finalmente, si el nimero ¢; > 0 es elegido suficienfemente pequeno en
cada paso de la induccién, las propiedades (i), (ii;) y (iii;) aseguran que la
sucesion {F}}jen converge uniformemente en compactos de M hacia una
S-inmersion

F:= lim Fj: M — C",

Jj—00
que aproxima a F tanto como se desee en K, es inyectiva si F|, esinyectiva
y tal que F — F tiene un cero de multiplicidad k en todos los puntos de A.

3.4.2. Demostracion de la afirmacion (I)

Suponemos que se verifican las hipotesis en la afirmacion (I) del enun-
ciado del teorema y fijamos un punto py € K \ A. Constfruiremos de nuevo
una sucesion de G-inmersiones F;: M; — C™ de clase «/1(M;). j € N, cum-
pliendo las condiciones antferiores (i;)-(iii;) y ademads la siguiente condicion
relativa a la completitud:

(iv;) distr; (po, bM;) > j paratodo j € N.

En primer lugar, observamos que Fy, = F también cumple (ivy) puesto
que es una inmersidn y py € K. Para el paso inductivo supongamos que
hemos construido F;_; cumpliendo las propiedades (i;)-(iv;) para algdn j €
Ny veamos como construir F;: M; — C™.

Siguiendo la demostracion de la Subseccion obtenemos una &-
inmersion Fj’ M; — C" cumpliendo (i), (ii;) y (iii;). Sea M; C Mj un dominio
compacto con borde diferenciable que sea Runge y un retracto fuerte de
deformacién de M; que contiene a M;_;UA; en su interior relativo. Entonces
el Lema aplicado a los datos

M=M;, K=M, A=A; k 7=j Yy F=Fly

proporciona una &-inmersion F;: M; — C" de clase «7*(M;) cumpliendo las
propiedades (ii ), (iv;) . si la aproximacion de FJ’ por F; en M]f es suficiente-
mente buena, también (i;). Finalmente el Teorema|3.17|nos permite afirmar
que F; también verifica (iii;). Esto concluye la induccién y demuestra la
existencia de la sucesion {F}} jen con las propiedades requeridas.

De nuevo, si elegimos el nimero ¢; > 0 suficienfemente pequeno en
cada paso del proceso recursivo, entonces las propiedades (i;)-(iii;) garan-
tizan que la sucesion {F;} ey converge uniformemente en compactos en



Interpolacion por Superficies Minimas 106

M hacia una &-inmersion
F:= lim Fj: M —C"
J—00
que aproxima a F' uniformemente en K, es inyectiva supuesto que F|, lo
seay tal que F' — F tiene un cero de multiplicidad k en todos los puntos de
A. La propiedad anadida (iv;) implica que

lim distﬁ(po,ij) = +00
j—00

siempre que hayamos elegido ¢; > 0 suficienfemente pequeno en cada
paso. Esto implica que la inmersion F es completa y concluye la demostra-
cion de la afirmacion (1) del teorema.

3.4.3. Demostracion de la afirmacion (II)

Suponemos ahora que se cumplen las hipbtesis de la afirmacion (II). Re-
cordamos que F|,: A — C" es una aplicacion propia si, y solo si, (F|x)~1(O)
es finito para todo subconjunto compacto ¢ ¢ C™*, o equivalentemente,
si el conjunto A es finito o para algun (y, por tanto, para cualquier) orden
A = {p1,p2,ps3,...} de A, la sucesion

{F(pl)vF(p2)7F(p3)a"'}

es divergente en C"*. Como estamos suponiendo que A es infinito, entonces
existe jo € N tal que

F(p) #0 paratodope A\ Aj. 3.34)

En primer lugar construimos para cada j € {0,...,j0} una S-inmersion
Fj: M; — C" de clase «/!(M;) que cumpla las condiciones (ij)—(iii;) an-
teriores; esto ya lo hicimos en la Subsec.|3.4.1 A continuacién, salvo una
pequena deformacion de M;, si fuera necesario, asumimos sin pérdida de

generalidad que Fj, no se anula en ningun punto de b, y, por tanto, existe
un ndmero pj;, > 0 fal que

|Fjo(P)|os > pjo >0 paratodo p € bMj,. (3.35)
Denotamos por

pj ==min{|F(p)lec: p € Aj \ Aj—1} paratodo j > jo+ 1. (3.36)
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Recordamos que A\ A;_; # 0 para todo j € N. Las ecuaciones (3.34), (3.39)
y (3.38) implican que p; > 0 para todo j > jo. Ademds, como F|, €s una
aplicaciéon propia, fenemos que

lim p; = +o0. (3.37)

j—+oo

En un segundo paso, vamos a construir una sucesion de G-inmersiones
Fj: Mj — C" de clase «71(M;), para j > jo + 1, que cumpla las propiedades
(i;)-(iii;) y ademas las siguientes relativas a la cualidad de ser propia:

(Vj.l) |F](p)|oo > %ml’n{p]’—l’ﬂj} para todo p Mj \Mjfl.
(v;.2) |Fj(p)le > pj paratodo p € bM;.

Razonamos por induccion. La base de la induccidon en este caso viene
dada por la &-inmersidn F;, ya construida; recordemos que verifica (i;,)-
(iii;,) por construccion mientras que la propiedad (v;,.1) es vacia y la pro-
piedad (v;,.2) se deduce de la ecuacion (3.35). Para el paso inductivo,
supongamos que tfenemos una G-inmersion Fj_;: M;_; — C™ para algun
J > jo + 1 verificando las propiedades (i;—1)-(iii;—1), (vj—1.1) Y (v;—1.2) Yy veo-
mos cémo construir una G-inmersion F;: M; — C* de clase &/ (M;) con las
propiedades requeridas.

Por la ecuacion (3.36) y salvo reducir los conjuntos Q, si fuera necesario,
podemos asumir que

|F(q)|oo > % para todo punto ¢ € ¥ := U Q, # 0. (3.38)
pGAj\Ajfl

A continuacion, elegimos un arco de Jordan C,, para cada punto p € A; \
Aj_1 con punto inicial en bAf;_y, punto final en b, y en otro caso fuera de
M;_, U Y, de forma que el conjunto

=M uu( | )
pEAN\Aj_1

sea un subconjunto admisible y muy simple de M;; en particular tiene que
verificarse que C, N C, = 0 si p # ¢. Si estamos en el caso en que x(M; \
M;_1) = —1, enfonces anadimos ofro arco de Jordan a ¢ M;, con ambos
extremos en bM;_; y los demds puntos fuera de S’, de forma que S’ U a sea
admisible y un retracto fuerte de deformaciéon de M;, véase la Nota [2.4]
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Para el caso en que x(M; \ Mj_l) = 0, tenemos que « := (. En cualquier
Ccaso, el conjunto
S:=5UacC ]\04]-

es admisible en M y es un retracto fuerte de deformacion de M;. Denota-

MOoSs por
C:=aU ( U cp),
PEAN\Aj_1

y observamos que S = (M;_; U /) U C. Para continuar, consideramos una
S-inmersién generalizada Fj: S — C" de clase «/1(S) que cumpla las si-
guientes propiedades:

(A1) Fjla, , = Fj-1.
(A.3) |Fj(q)|e > 2 min{p;_1,p;} paratodo q € C.

Para asegurar (A.3) utilizamos el Lemal3.7} ténganse en cuenta la propiedad

(v;—1.2) y las ecuaciones (3.39) y (3.38). De este modo, (v;-1.2), (3.38) y (A.3)
implican que:

(A4) |Fj(p)|oo > 2min{p;_1,p;} >0 para pe S\ M;_; = (bM;_1) UQI UC.

Como S ¢ M; es un conjunto Runge y un retracto fuerte de deformacion
de M; podemos aplicar la Proposicion|(3.16|a los datos

M=M;, S, A=A; k y F=F

para obtener una G-inmersién no llana Fj: M; — C" de clase «7'(M;) con
las siguientes propiedades:

(B.1) ﬁj es tan proxima como se desee a ﬁj en la topologia €1(.9).
(B.2) F; — F; tiene un cero de multiplicidad k € N en fodo punto p € A;.

Ademas, si la aproximacion de (B.1) es suficientfemente buena, enton-
ces, en vista de (A.4), existe un entforno compacto N de S en J\Zj, que pue-
de verse como un dominio con borde diferenciable en M;, que es un re-
tracto fuerte de deformacion de M, y en el que se verifica que

(B.3) |F;(p)|eo > s min{p;_1,p;} >0 paratodope N\ M;_;.
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Recordamos que A N (M; \ N) = () y, por tanto, podemos aplicar el Lema
3.20 a los datos

~ 1
M:Mj, K =N, A:Aj, F:Fj, p= §m1n{pj,1,pj}, T=p; Y k

para obtener una &-inmersiéon F;: M; — C" de clase «71(M;) tal que:
(C.1) F; estan proxima como se desee a 133 en la topologia ¢ (V).
(C.2) F; — ﬁj tiene un cero de multiplicidad k en todo punto de A; c N,
(C.3) |F}(p)|oo > 3 min{p;_1, p,;} para todo p € M; \ N.

(C.4) |F;(p)|e > p; para todo p € bM;.

Afirmmamos que, si las aproximaciones que aparecen descritas en (B.1) y
(C.1) son lo suficientemente buenas, entonces la &-inmersion F;: M; — C*
verifica las propiedades (i;)-(iii;). (v;.1) y (v;.2). En efecto, la propiedad (A.1)
implica (i;); las propiedades (A.2), (B.2) y (C.2) garantizan que se cumple
(ii;); la condicién (v;.1) se deduce de (A.4), (B.3) y (C.3); y, por Ultimo, la
condicion (v;.2) estd asegurada por (C.4). Para finalizar, si ademds F|, es
inyectiva, entonces el Teorema |3.17/| nos permite elegir F; siendo ademas
un embebimiento. Esto cierra la induccidn en el proceso recursivo para la
construccién de la sucesion {Fj}j>j,+1-

Como anteriormente, si elegimos cada nimero ¢; > 0, j € N, suficien-
tfemente pequeno en cada paso del proceso, las propiedades (i;)-(iii;) se
traducen ofra vez en que la sucesion {F;} ey converge uniformemente en
compactos de M hacia una &-inmersion F := lim; o, F;: M — C" que es
tan préxima a F como se desee uniformemente en K, es inyectiva siempre
y cuando F|, lo seay cumple que F — F tiene un cero de multiplicidad &
en todos los puntos de A. Pero ademas, por la propiedad anadida (v;.1) y
la ecuacion (3.37) se tiene que F es una inmersiéon propia. Para demostrar
esta afirmacion, basta con tomar un nimero R > 0y una sucesion {¢m, }men
que diverja en M y comprobar que existe un ndmero entero mgy € N tal que
|F(gm)|so > R para todo m > my. En efecto, definimos

8::ZEj<+OO

j>1
y observamos que por las propiedades (i;). j € N, se fiene que

[F" = Fjl

1,M; <€ parafodoj € Z;. (3.39)
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Por otro lado, en vista de la ecuacion (3.37) existe un entero j; > jo + 1 tal
que
pj—1>2(R+¢) paratodo j > ji. (3.40)

Ahora bien, como la sucesion {gm, }men diverge en My {M;};en €5 UnaA su-
cesion exhaustiva de M, fiene que existir un entero mg € N tal que

gm € M\ M;, paratodo m > my.

Asi, para todo m > mg existe un entero j,, > j; tal que g, € M;,, \J\ijfl Y,
por tanto,

|ﬁ(‘.7m)|oo > | EY, (@m)loo — [Fj,, (am) — ﬁ(Qm”oo

o). G 1
> 5 min{pj,-1,pj} —¢ > R.

Esto demuestra que F: M — C" es und inmersion propia y concluye la de-
mostracion del Teorema 3.2,

3.5. Demostracion del Teorema 3.1

En esta seccidon explicaremos brevemente coémo los razonamientos que
hemos desarrollado a lo largo de las secciones [3.3]y se adaptan para
demostrar el Teorema[3.1] Una vez demostrado, lo utilizaremos para demos-
trar el Teorema[1.2l

En primer lugar recordemos que, como vimos en la Subsec.[2.3.2] la cud-
drica nula 2, ¢ C" que dirige las superficies minimas en R™ es una variedad
de Okay cumple las hipdtesis (I) y (II) que aparecen en el Teoremoporo
todo entero n > 3. Por tanto, el Teorema[3.12]y el Lema[3.14se aplican para
S =2

El primer paso para demostrar el Teorema consiste en probar un re-
sultado andlogo a la Proposicion para inmersiones minimas conformes
generalizadas en el sentido de la Definicion [2.43| que aparece en la Sub-
sec.[2.4.3] Concretamente, necesitamos demostrar que si M, Sy A vienen
dados como en la Proposicion [3.16, entonces, para todo entero k € Z.,
toda inmersidn minima conforme generalizada X: S — R”, n > 3, puede
ser aproximada en la topologia €1(S) por inmersiones minimas conformes
X: M — R" de clase ¢*(M) tales que X y X tienen un punto de contacto
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de orden k en fodo punto de Ay el flujo Flux ; de X es igual alde X, Fluxy,
para toda curva del primer grupo de homologia #H,(M;Z).

Para hacer esto, razonamos como en la prueba de la Proposicion |3.16
pero trabajando con la aplicacion f := 0X/0: S — 2. Puesto que f6 no
fiene por qué ser exactaq, solo su parte real lo es necesariamente, hemos
de sustituir las condiciones (a) y (b) en la demostracion de la proposicion
por las siguientes:

" (f— f)0 esexactaen S.
= X(po) + 2/ R(f0) = X (po) + 2/ R(f0) = X (p) paratodo p € A.
Cp Cp

Es claro entonces que la inmersién minima conforme X : M — R" de clase
€*(M) definida por

X(p)=X(p)+2 : R(f0), pe M,

estd bien definida y cumple las propiedades requeridas.

En un segundo paso y siguiendo el mismo espiritu, necesitamos demos-
frar un resultado de posicidon general, un lema para la completitud y un
lema para la cualidad de ser propia para inmersiones minimas conformes
de clase ¢! en una superficie de Riemann compacta bordeada, es decir,
resultados andlogos al Teorema [3.17] al Lema y al Lema respec-
fivamente. En la situacion actual, aseguraremos que la posicion general
para superficies minimas conformes es embebida en R” siempre y cuando
la dimension n del espacio Euclideo sea al menos cinco. Para adaptar el
razonamiento de la prueba del Teorema [3.17] al ambiente de superficies
minimas combinamos las ideas que aparecen en la demostracion de (17,
Theorem 1.1)7 con las nuevas ideas que aparecen en la Subsec.[3.3.1] que
son las que permitirdn asegurar la condicidon de interpolacion. Del mismo
modo, los andlogos al Lema [8.19y al Lema para inmersiones minimas
conformes se pueden demostrar adaptando las pruebas de los mismos de
las subsecciones [3.3.2)y [3.3.3| respectivamente; las modificaciones requeri-
das en este caso siguen la filosofia de las realizadas en el parrafo anterior:
en cada paso de la demostracion hay que asegurar que la parte real de

'El enunciado del resultado puede encontrarse en los preliminares de esta tesis, concre-
tamente es el Teorema @]
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las 1-formas es exacta y que los periodos de la parte imaginaria coinci-
den con los de la aplicacién flujo de la inmersidn minima conforme inicial.
Obviamente, en este caso es necesario que sea la parte real la que ase-
gure el incremento del diGmetro infrinseco de la superficie para asegurar la
completitud (es decir, la condicion (II) del Lema |3.19) y el incremento de
la norma | - |« pPara garantizar el ser propia (es decir, las condiciones (II) y
(IIT) del Lema . Para conseguir esto sustituimos la condicion (c) en la
demostracion del Lema[3.19] relativa a la cota extrinseca, por la siguiente:

m |2 fa R(hO)| > T para todos los arcos o C S con punto inicial py y punto
final contenido en L.

Para esta Ultima, la adaptacion se sigue directamente puesto que todas las
cotas son de la misma naturaleza, es decir, extrinseca.

Finalmente, una vez probados los resultados andlogos a la Proposicidon
B.14, el Teorema [3.17] el Lema y el Lema para inmersiones mini-
mas conformes en R, la demostracion del Teorema consiste en adap-
tar los razonamientos, paso a paso y salvo pequenas modificaciones trivio-
les similares a las ya comentadas, que aparecen en la demostracion del
Teorema en la Seccién 3.4, Quizds merece la pena mencionar que a
la hora de lidiar con el caso no critico en el paso recursivo (véase la Sub-
sec.[3.4.7) tenemos ahora que extender una inmersién minima conforme de
clase €' (M;_1) a una inmersidn minima conforme generalizada definida en
el conjunfo admisible S = M; 1 Ua C Mj cuya aplicacion de flujo sea p
para toda curva cerrada en S, (aqui p: Hi(M;Z) — R™ denota el homo-
morfismo de grupos dado en el enunciado del Teorema [3.T] mientras que
M;_1, 'y M; son aquellos que aparecen en la Subsec.. Esto puede
ser faciimente logrado como se hace en la demostracion de (17, Theorem
1.2). Asi concluimos las indicaciones sobre la demostracion del Teorema
y damos con esto el teorema por demostrado, ya que es posible completar
los detalles de la prueba sin dificultad.

Una vez presentada la demostracion del Teorema veamos como
deducir el Teorema a partir del mismo. Comenzamos con algunos co-
mentarios previos. Sea M una superficie de Riemann abierta y sea X =
(X1,...,X,): M — R"™ una inmersidn minima conforme. Entfonces, X deter-
mina la aplicacién holomorfa de Kodaira

Gx: M —CP" ', M>3pw~— Gx(p) =[0X1(p): - : 0Xu(p))],
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que toma valores en la cuddrica compleja
Quo={[z1: - 12, ) €CP" 1 27 +.. . + 22 =0} C CP"!

del espacio proyectivo complejo CP"~! y es conocida como la aplicacion
de Gauss generalizada de X. Reciprocamente, foda aplicacion holomorfa
M — Qn_s C CP" ! es la aplicaciéon de Gauss generalizada de una inmer-
siobn minima conforme M — R”, véase Alarcon, Forstneric y Lopez (15). El
estudio de la aplicacion de Gauss generalizada es un fema cldasico en la
literatura, referimos al estudio de Hoffman y Osserman (96) vy, entre muchos
otros, los articulos (48,184, 180).

Concluimos este capitulo mostrando cdémo el Teorema puede ser
utilizado para deducir la siguiente extension del Teorema1.2lenunciado en
la introduccion.

Corolario 3.21. Sea M una superficie de Riemann abierta y sea A ¢ M
un subconjunto discreto y cerrado. Para un enteron > 3,sean 3: A - R y
G:A— Qno=1{[z1: - :2,] €CP" 1. 224... 422 =0} c CP"! dos aplicacio-
nes. Entonces existe una inmersién minima conforme X : M — R" cumplien-
do que X la = 3 ¥ cuya aplicacion de Gauss generalizada G ¢: M — cpr!
coincide con G en A.

Demostracion. Para cada p € A tomamos 2, un entorno compacto sim-
plemente conexo de p en M de modo que Q, N Q, = ) para cualesquiera
p # q € A. Denotamos por ) := UPGA Q, yseaY: Q — R" cualquier inmer-
sibn minima conforme de clase () tal que Y|, = 3 y cuya aplicaciéon de
Gauss generalizada sea Gy [y = G. (Tal inmersidn siempre existe, por ejem-
plo, basta elegir Vg, siendo un disco llano con el correspondiente normal
para cada p € A). Consideramos también un dominio compacto simple-
mente conexo K C M \ A que suponemos cumple, salvo reducir los entor-
nos 2, si fuese necesario, que K C M \ . Finalmente, extendemos Y a una
inmersién minima conforme Y: K UQ — R" de clase €1 (K U Q).

Aplicando el Teorema [3.T] a los objetos que acabamos de definir, cual-
quier hommomorfissno de grupos H1(M;Z) — R™ y el entero k = 1 obtenemos

una inmersion minima conforme X: M — R™ que tiene un punto de con-
tacto de orden 1 con Y en todos los puntos de A. De este modo,

X[Aa=Y[a=3
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y la aplicacién de Gauss generalizada verifica que
Gzla = [0X]|s = [0Y]|a = Gy|a = G-

Esto demuestra que X es una inmersién minima conforme con las propie-
dades que se requiren en el enunciado del corolario. O



Capitulo 4

Interpolacion por Superficies Minimas
con Curvatura Total Finita

La Aproximaciéon Polindbmica es un fema fundamental de estudio en el
Andlisis Complejo, conectado fuertemente y de forma natural con la Inter-
polacion Polinbmica. Recordemos que el feorema cldsico de Runge afirma
que toda funcién holomorfa f en un entorno de un compacto K c C pue-
de ser aproximada uniformemente en K por funciones racionales C — C
(véase la Sec. con polos en las componentes conexas de C\ K. Ademas
las funciones racionales aproximantes pueden elegirse preservando los va-
lores de f en los puntos de un subconjunto finito A ¢ K (véase Walsh (84)).
SiC\ K es conexo la aproximacion puede realizarse por polinomios.

Behnke y Stein extendieron el teorema de Runge al ambiente mdas ge-
neral de las funciones meromorfas definidas sobre superficies de Riemann
compactas, véase (20). Este resultado de aproximacion fue generalizado
con posterioridad, anadiéndole interpolacion de orden finito sobre subcon-
juntos finitos. Asi Royden (83) (véase el Teorema demostrd que si X, E
y A son como en el Teorema [T.4, enfonces dados un enfero £ > 1y un
subconjunto compacto K ¢ ¥\ E tal que A C K y FE interseca todas las
componentes conexas de ¥\ K, se tiene que toda funcidn holomorfa f en
un entorno de K puede ser aproximada, uniformemente en K, por funcio-
nes meromorfas F en X y holomorfas en X\ E, tales que la funcidn holomorfa
F — f: K — C fiene un cero de orden al menos k en todos los puntos de A.

115



Interpolacion por Minimas con Curvatura Total Finita 116

En este capitulo deduciremos el Teoremal[1.4] enunciado en la Introduc-
cién como consecuencia del siguiente resultado mas general, que propor-
ciona aproximaciéon uniforme sobre compactos y control del flujo ademads
de interpolacion de orden finito. Este resultado puede ser visto como un
andlogo al Teorema de Royden mencionado anteriormente para inmersio-
nes minimas conformes con curvatura total finita en R3.

Teorema 4.1. Sean ¥ una superficie de Riemann compacta sin borde,
E c ¥ un subconjunto finito no vacio, K c ¥\ E un subconjunto compacto
tal que foda componente conexa de ¥\ K contiene punfosde E y A C K
un subconjunto finito. Sean X : K — R? una inmersién minima conforme y
p: H1(Z\ E;Z) — R3 un homomorfismo de grupos tal que p(vy) = Fluxx (v)
para toda curva cerrada v ¢ K. Para todo entero k > 0 y para cualquier
e > 0, existe una inmersién minima conforme completa X: £\ E — R3
cumpliendo las siguientes propiedades:

(i) X tiene curvatura total finita.
(i) |X(¢)— X(¢)| < e paratodo¢ e K.

(i) X y X tienen un punto de contacto de orden k en todo punto de
A, esto es, X = X en todo A y,Sik>1, 0X — 8X tiene un cero de
mulfiplicidad al menos k — 1 en todos los puntos de A.

(iv) Fluxg(v) = p(v) para foda curva cerraday C ¥\ E.

En el caso A = (), es decir, sin tener en cuenta las propiedades de inter-
polacion, el resultado anterior fue demostrado por Lopez en (69). La Unica
nueva propiedad del Teorema es la condicion (i); excepto por ella, el
resultado coincide con el Teorema 8.1 ya demostrado en el Capitulo 3]

Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en (9):

A. Alarcon; I. Castro-Infantes and F.J. Lopez, Interpolation and optimal hit-
fing for complete minimal surfaces with finite total curvature. Preprint ar-
Xiv1712.04727.

Organizacion del capitulo

El capitulo se centra en demostrar el Teorema (4.1} En la Seccion 4.1 de-
mostramos algunos resultados previos, entre ellos el Lema [4.4 relativo a la
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existencia de sprays de 1-formas espinoriales holomorfas. Estos resultados
agilizardn la escritura de la demostracion del Teorema 4. 1] que aparecerd
en la Seccién 4.2

4.1. Sprays de 1-formas espinoriales

Como en el Capitulo [3] la construccidon de sprays de 1-formas requiere
de una 1-forma holomorfa destacada sobre la superficie de Riemann que
facilite el planteamiento analitico del problema. En la Seccidon comen-
tamos que una superficie con curvatura total finita es de tipo conforme
finito, es decir, conforme a una superficie de Riemann compacta sin borde
menos un nimero finito de puntos. El Teorema[2.9 establecia la existencia 1-
formas holomorfas sin ceros sobre superficies de Riemann abiertas, pero no
proporcionaba informacién sobre su comportamiento asintético. El siguien-
te lema ayuda a solucionar este problema en el contexto de las superficies
de Riemann de tipo conforme finito.

Lema 4.2. Sean ¥ una superficie de Riemann compacta sin borde, E C X%
un subconjunto finito no vacio, K un subconjunfo compacto Runge en ¥\ E
y A C K un subconjunto finito. Sea X : K — R3 una inmersiébn minima con-
forme y denotemos por (m1,n2) la representacion espinorial asociada a X.
Existe una 1-forma meromorfa 6, en ¥ cumpliendo los siguientes requisitos:

a) 0y es una 1-forma espinorial holomorfaen ¥\ E.
b) 6y no se anula en ningdn punto de K.

c) Oy es espinorialmente equivalente any, y portanto ans, en K.

Demostracion. Del Lema[2.17]es facil deducir que existe una 1-forma mero-
morfa w en ¥ verificando a) y c). Si w no verifica b) entonces fijaomos ¢y € E,
escribimos el divisor (wls, ) = D§ y fomamos un disco abierto W C ¥\ (KUE).
Por (69l Claim 4.1), existe una funcidon meromorfa hy: ¥ — C tal que (hy) =
DlDo‘lqo‘“ para algun divisor entero D; € Div(W) y para algin a € Z. La
1-forma 6y = h3w resuelve el lema (obsérvese que (6y) = DiDp, donde
Dpg € Div(E)). O

Fijamos para lo que sigue 6, como en el Lema 4.2
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Para la comprension de la Nota siguiente, téngase en cuenta que todo
compacto Runge en una superficie abierta de topologia finita es parte de
un compacto Runge conexo que es un retracto fuerte de deformacion de
la misma.

Nota 4.3. Sitomamos ¥, E, K, Ay X: K — R? como en el Teorema [4.1],
el Teorema |3.1|y la Proposicion [3.11| nos permiten sin pérdida de gene-
ralidad suponer por un lado que K es conexo y es un retracto fuerte de
deformacion de X\ E, y por otro que X es una inmersion minima confor-
me no llana (véase la Definicion 2.7) con flujo p: Hi (X \ E;Z) — R? glo-
pbalmente definido sobre #H;(X \ E;Z). Lamamos u; € O(K) a la funcidon
verificando

uﬁz%, j=1,2. 4.1
donde (n1,12) es la representacion espinorial asociada a la inmersion
minima conforme X. Como X es no llana (gracias a la Proposicion|3.11),
u;: K — C no es idénticamente cero y su divisor en K satisface

(u3) = (n;), j=1.2 4.2)

Fjamos py € K \ A tal que uj(py) # 0 para j = 1,2, y escribimos A =
{p1,...,pm}. Para | > m, consideramos curvas ~i, ...,y contenidas en K
(tales curvas siempre existen ya que K es un refracto fuerte de deforma-
cién de ¥\ E) cumpliendo:

= u; Y up NO se anulan en los puntos de v; para todo j =1,...,1.
= v; es un arco de Jordan uniendo py con p; para j =1,...,m.

" {Ym+1,.-.,7} SON cuUrvas cerradas en K determinando una base de
H1(K;Z),y portanto de Hy (X \ E;Z).
m N7y ={po} paratodoi #j e {1,...,1}.

En este caso, C := Ué‘:l v; C K esun compacto Runge en ¥\ E que es un
retracto fuerte de deformacion de ¥\ E.

En lo que sigue suponemos que estamos en las condiciones, y con la nota-
cidén, de la Nota[4.3]
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Definimos

Spin(K) := {(f1, f2) € O(K)*: (il + [ f2)(p) # 0, Vp € K} 4.3

y la aplicacién continua P = (P, ..., P;): Spin(K) — C3 dada por

Pi(f1, f2) =/ (®(f1, fo) — ®(u1,u2)) € C* paratodoj=1,...,1 (4.4)
v

J

donde (-, -) estad formalmente definido segun

w11 = (503 - )50 + B oo @5)

Es importante resaltar que ®(uy, us) = (p1, 2, ¢3) son los datos de Weierstrass
de X. Ahora podemos enunciar nuestro resultfado de existencia de sprays
de 1-formas espinoriales holomorfas.

Lema 4.4. Bgjo las hipotesis del Teoremald. ljpara ¥, E,A, Ky X: K - R3, y
en el marco de la Nota[4.3 para las funciones u; definidas en (4.1), sik € N
es un numero entero entonces existen funciones hi, ..., hi € O(K),i=1,2,3,
con un cero de multiplicidad 2k € N en cada punfo de A y verificando los
siguientes requisitos:

= La aplicacion holomorfa +: C3 — O(K)? definida por

3 l
= (14> ¢ntyu, ( 1+2ZZ<JM Jus) 4.6)
i=1 j=1 i=1 j=1
donde ¢ = (¢}, ¢%,¢3) € (CH y ¢t = (¢,...,¢) € C, toma valores en
Spin(K).
m o) es un spray dominante de periodos con valor inicial (uy,us), €s decir,
¥(0) = (u1,ue) y la aplicacion

Po: C3l 3

es una sumersion en ¢ = 0, véase la ecuacion @.4). En particular, existe
una bola euclidea Vy ¢ C3 centrada en el origen tal que (P o )(Vy) C
C3! es un dominio y Po: Vo — (P o) (Vy) €s una aplicacion holomorfa
biyectiva.
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Demostracion. Puesto que X es una inmersidn conforme no llana podemos
elegir para cada j = 1,...,1 tres puntos distintos p;? € v;.1 = 1,2,3, diferentes
de los extremos, tales que los vectores

1 i A
{508 - 50+ e 65) ) @7
i=1,2,3

son una base de C3. A continuacion, para cada i = 1,2,3, consideramos
una funcién continua h;l: C — Ctal que h;'. se anule en C'\ v; cuyos valores
en ~; serdn especificados después. Aunque las funciones h;'. solo las hemos
definido por el momento sobre C, la aplicacion P o ¢ tiene perfecto sentido
de forma natural, véase la ecuacion (@.4).

La diferencial de P oy = (Py 0 ¢, ..., P o 1) respecto de ¢} viene dada,
paracadai=1,2,3yj=1,...,1, porla expresion
OPm ot
G
j 1¢=0 / h (u% —2u3,i(u? 4 2u3), Bujug) Bp Sij=m
Vi
paracadam =1,...,1.

Afirmamos que para cada j = 1,...,1, podemos elegir las funciones h;ﬁ

de forma que los vectores 87;-2?¢\<:0, para i = 1,2,3, generen C3, y por lo
tanto la diferencial de ¢ en ¢ g 0 es sobreyectiva. En efecto, parametri-
zamos cada curva por v;: [0,1] — ~v; C K (donde identificamos la imagen
7;([0,1]) = ~;) y llamamos t; € (0,1) al punto que cumple ~;(t}) = p} pa-
ra i = 1,2,3. Tomamaos un ndmero positivo 7 > 0 suficientemente pequeno
para que

=7t +7]C[0,1] y [t =7t + 7N [t2 -7t 7] =0

para cada i,i; # ip € {1,2,3} y definimos la funcion h} en v; de forma que

1 titr
/Ohj(t)dt:/t Bi(t)dt = 1.

i
. —T
J

Si 7 > 0 es suficientemente pequeno la integral

/ hé- (u% — 2u%, 1(u% + 2u%), 3u1u2) 0o
-
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toma aproximadamente el valor
(0 20810 + 208 a2 ) 0, 40) 30,356

Como 6y no se anula en ningdn punto de C c K y los vectores de la ecuo-
cion (@.7) son una base de C3, inferimos que los vectores

{(uf — 2u3,i(uf + 2u3), 3u1u2)(p§)}i:172’3
generan C3 para todo j = 1,...,1, como se deduce de la expresion

—i

w o o

_ <u§ 22 i + 202), 3u1uQ> .

S e W

(50 - ) gt + ) |13

0
Esto demuestra que P o ¢ es una sumersidon en ¢ = 0 con las h§ asi cons-
truidas. Para finalizar la demostracion observemos que, sin pérdida de ge-
neralidad, podemos asumir que h;'. esta definida y es holomorfa sobre K,
se anula en los ceros del producto ujus Yy tiene un cero de multiplicidad al
menos 2k en cada punto de A. En efecto, por el Teorema de Mergelyan
con inferpolacion jet (véase el Teoremo podemos aproximar cada h;i
continua original por una funcién holomorfa K — C (que serd llamada con
el mismo nombre). Puesto que cada h;ﬁ se anula en un entorno de A en
C. entonces las funciones que la aproximan pueden ser elegidas de forma
que se anulen en todos los ceros de ujus Y de forma que tengan un cero
de cualquier orden en cualquier punto de A (en particular de orden 2k).
Esta Ultima afirmaciéon implica que la aplicacion « definida en toma
valores en Spin(K). Ademdas, si la aproximacion es suficientemente buena
entonces el correspondiente spray es también dominante respecto a los
periodos. O

El Ultimo de los resulfados previos que enunciamos y demostramos en
esta seccion es la siguiente generalizacion del teorema de Royden.

Lema 4.5. Sea A C ¥\ E un subconjunto compacto Runge, sea f € M(A)
una funcién meromorfa, elegimos m € N, tomamos un divisor entero D <
Div(A) y fijamos § > 0. Existe f € M(T) N O(T\ (AU E)) tal que f tiene un
polo de orden mayor o igual que m en fodos los puntos de E, (ﬂ A—f)>D
y|f—fl<denA.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que § < 1y deno-
tamos por r el nimero de puntos en E. Por el Teorema [2.18, para cada
q¢ € E podemos encontrar una funcion f, € M(X) N O(X \ {¢}) tal que su
norma cumpla | f,| < §/2r en A, su divisor verifique (f,) > D y tenga un polo
de orden positivo en ¢g. Denotamos por fo = >~ i fg. Se fiene que | fo| < 6/2
en A, que (fola) > Dy qQque f, fiene un polo de orden positivo en todos
los puntos de E. Por otro lado, el Teorema proporciona otra funcién
fi e ME)NOEN\ (AU E)) tal que [f — fi] < é/2y tal que (fila — f) = D.
Sea my € N el maximo de los ordenes de los polos de f; en los puntos de E,
enfonces es suficiente elegir f:: fi+ fi donde n = mg + m. O

4.2. Demostracion del Teorema 4.1

En vista del Teorema 3. 1]y la Proposicion[3.11], podemos suponer sin pérdi-
da de generalidad que K es conexo y un retracto fuerte de deformacion
de X\ F y que X es una inmersidn minima conforme no llana (véase la
Definicion con flujo p: H1(X \ E;Z) — R3. Véase la Nota 4.3

Fijamos 6, una 1-forma dada por el Lema 4.2y supongamos lo enuncio-
do en la Nota para las funciones u; € O(K), el punto py y las curvas
,---,7. 1l € N. Recordamos que la pareja (n;,n2) denota la representacion
espinorial asociada a X y denotamos por (¢1, ¢2, ¢3) sus datos de Weiers-
trass.

Sea k € N el nUmero entero que aparece en el enunciado del teorema
y filemos un nimero p > 0 que serd especificado mdas adelante.

Elegimos discos compactos disjuntos dos a dos U, € ¥\ (K UE), ¢ €
supp(fo|s\ ) = supp(fo)o, CON ¢ € qu; recordamos que 6y No se anula en K,
véase el Lema . Denotamos por Ko = U, esupp(oo), Ua Y €Xtendemos u; de
forma que sea una funcidén meromorfa u; : KUKy — C tal que u?6, sea holo-
morfay no se anule en K, (recordamos que 6, es espinorial en X\ E). Fjamos
otro nUmero p’ > 0 que especificaremos después. Si p’ > 0 es suficientemen-
te pequeno, entonces el Lema aplicado al conjunto Runge K U Ky, la
funcion u;, un entero suficientemente grande m € N, el divisor D = (u;)2D3*
y el nimero o’ > 0, donde Dy = [[,c, ¢ € Dio(K), proporciona una fun-
cién meromorfa u; : ¥ — C, que es ademds holomorfa en X\ (E Usupp(6p)o).
cumpliendo las siguientes propiedades:



123 Demostracion del Teorema

(A1) (m|x) = (ui|K).
(A.2) w1 — ug tiene un cero de multiplicidad 2k en todo punto de A.
(A.3) |ui(p) —ui(p)| < p' paratodo p € K U K.

(A.4) u3 6, es holomorfaen X\ E, no se anula en K y tiene un polo efectivo
en cada punto de FE.

Para asegurar (A.1) y (A.2) estamos utilizando que el nUmero p' > 0 es sufi-
cientemente pequeno y teniendo en cuenta el feorema cldsico de Hurwitz.
Para garantizar (A.4) necesitamos utilizar (A.3), la definicion de u; en Ky, y
suponer que m es un entero suficientemente grande.

Consideramos el conjunto finito K := {p € ¥\ K: u1(p) = 0} € L\ (KUKU
E) y extendemos uy de forma que sea una funciéon meromorfa us: K U Ky U
K, — C cumpliendo que us = u1 en Kg Y us = 1 en K;. Razonando de un
modo similar, el Lema proporciona una funcidén meromorfa uy: ¥ — C,
holomorfa en X\ (E Usupp(6p)o). que verifica las siguientes propiedades:

(B.1) (u2|k) = (u2|k).
(B.2) us — usp tiene un cero de multiplicidad 2k en todo punto de A.
(B.3) |uz2(p) — ua(p)| < p' paratodop e KU KyU Kj.

(B.4) @36y es holomorfa en X\ E, no se anula en K, U K y tiene un polo
efectivo en cada punto de FE.

Por las propiedades (A.1), (A.4). (B.1), (B.3) y (B.4) tenemos que
(u3,u3) o es holomorfa en ¥\ E 'y no toma el valor (0, 0), (4.8)

supuesto que p’ > 0 es elegido suficientemente pequeno. En esta situacion,
definimos las 1-formas

nj=u; 0, j=1,2. 4.9

Hemos demostrado que:
(a) n; es holomorfay espinorial en ¥\ E para j = 1, 2.

(b) La pareja (71,72) es espinoriaimente equivalente en ¥\ E; de hecho, 7;
es espinorialmente equivalente a n; (y portanto any) en K para j =1,2
(recordamos que K es un refracto fuerte de deformacion de X\ E).
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(c) n; —n; tiene un cero de mulfiplicidad (al menos) 2k en todos los puntos
de Aparaj=1,2.

(d) n; tiene un polo efectivo en cada punto de E para j = 1,2 por las pro-
piedades (A.4) y (B.4).

€ |(mj—n;)/00 (p)| < pentodop € K. Esto es asi por (A.3) y (B.3) suponiendo
que p’ > 0 es elegido suficientemente pequeno.

® (7lx) = @|x) = (uf|x) = (n;) PAr@ j = 1,2,y in Y 72 no tienen ceros
comunesen ¥\ E.

Sean hi: K — C,j =1,...,1,i = 1,2,3, las funciones que proporciona
el Lema . Aplicando el Lema una vez mads, existen funciones gj. €
ME)NOXEN\E), j=1,...,1.i=1,2,3, con las siguientes propiedades:

M) |g(p) — hi(p)| < pparatodop € K.

(1D g;l - h;'. tiene un cero de multiplicidad al menos 2k € N en cada punto
p € A C K. Esto es equivalente a que g;'. tenga un cero de mulfiplicidad
al menos 2k € N en cada punto p € A C K (véase el Lemal4.4).

() ¢! fiene un cero en cada punto de (X \ E) N (supp(71) U supp(72)).

Sustituyendo en las funciones h; u1 Y ug POr sus correspondientes
aproximaciones, es decir, por g;'., u1 Y us respectivamente, obtenemos el
siguiente spray de funciones en K

¥ = (¥1,1): C¥ = (M(T)NO(T\ E))” N Spin(K),
definido por la expresion
~ 3. 1L 3 1
D(¢) = ((1 +D 0N gy, (1+ 2ZZ<;g;->a2), ¢ec?,
i=1 j=1 i=1 j=1

con valor inicial (uy,usz). A partir de este podemos definir el siguiente spray
de 1-formas espinoriales

3 301
(T¢,157c,2) = <(1 YN G (1 +2) 0> C}g§)2772> : (4.10)
i=1 j=1 i=1 j=1

Notamos que se cumple 7¢ ; = Jj(g)z 0y para j = 1,2 gracias a la ecuacion
.9). Ademds se verifican las siguientes propiedades:
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(A) 7¢,; esuna 1-forma espinorial holomorfa en X\ E, es decir, 7¢ ; € D(X\ E),
para j = 1,2. Ademdas, 7j¢1 Y 7c.2 SOn meromorfas en X, espinorialmente
equivalentes en ¥\ E, no tienen ceros comunes y 71 O 1¢ 2 tiene un
polo efectivo en cada punto de E; todo se deduce de las propiedo-
des (a), (b), (d). () y (II) y la ecuacidn teniendo en cuenta que,
obviamente, las funciones M — C

3 l 3 l
LY D gy 1+2) ) Cgi()

i=1 j=1 =1 j=1
No fienen ceros comunes.

(B) Si el nUmero p > 0 es elegido suficientemente pequeno, entonces la
aplicacion de periodos P: C¥ — €3, P(¢) = P(4(¢)), véase la ecuacion
@.4), es una sumersion en ¢ = 0 por el Lema 4.4 Por tanto, existe una
bola euclidea V ¢ C3 centrada en el origen, dependiendo de p, tal
que P:V — 5(V) es una aplicacion holomorfa biyectiva; en este caso

utilizamos (e), y (D.

(C) Como P aproxima a P o) uniformemente en compactos de C* cuando
p tiende a 0 y ademds se cumple que P((0)) = 0, entonces existe ¢, €
V., tendiendo a 0 cuando p — 0, tal que I5((p) = 0, esto es implicado por
la propiedad (B) y la definicién de P.

(D) 7¢,.;/00 AQproxima a n; /6y uniformemente en K cuando p fiende a 0; fe-
nemos en cuenta ahora (e) y el hecho de que lim, o (, = 0 (véase (C)).

(E) n¢; —n; fiene un cero de multiplicidad 2k en cada punto de A para todo
¢ € C¥; deducido en este caso de (c) y (II).

Por las propiedades (A) y (C), los datos de Weierstrass (T)g*p = @({Z(gp)) de-
finidos en la ecuacion proporcionan una inmersidon minima conforme
completa segun la expresion

X,() = X (o) + [ "R(@,).

Ppo

La inmersion X, estd bien definida pues los periodos de ‘5@; en K son ague-
llos que tenian los datos de Weierstrass de X y K es un refracto fuerte de
deformacion de ¥\ E, mientras que la completitud estd garantizada por el
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hecho de que una de las 1-formas, o 7¢; O 7¢ 2. tiene un polo efectivo en
cada punto de E.

Afirmamos que la inmersién minima conforme X := X, soluciona el teo-
rema supuesto que p > 0 es elegido suficientemente pequeno. En efecto,
por los recienfemente mencionados argumentos, X, tiene la misma aplica-
cion flujo que X, lo que implica la condiciéon (iv) del enunciado del Teore-
ma . Por la propiedad (A), la inmersion X, es de curvatura total finita, lo
que demuestra la condicion (i). La condicion (ii) de deduce de (D) para un
namero p > 0 suficientemente pequeno. Finalmente, sip; € Ay v; es el arco
en C que une py con p;, enfonces

o) = X+ [ R@e) = X)+ [ R(E)

Po

O Xo)t [ R@@u,u2) = Xpo)+ [ R@(ur,uz)) = X(py).

Vi po
Esta igualdad y la propiedad (E) implican que se cumple (iii).

Esto completa la demostracion del Teoremad. Ty por tanto la del Teore-
ma [L.4lenunciado en la Infroduccion.



Capitulo 5

Optimizacion para Superficies Minimas
con Curvatura Total Finita

En este capitulo estudiamos un problema de optimizaciéon para superfi-
cies minimas completas con curvatura total finita en R3. Recordamos la De-
finiciéndonde infroduciamos los espacios %, y Z,..,. Concretamente, 2,
denota el espacio de todas las inmersiones minimas orientables X : M — R3
que son completas, sin borde, no llanas y tienen curvatura total |[TC(X)| <
47rr. Por otro lado, para todo entero m < 1, Z..,,, denota el subconjunto de
%, formado por aguellas inmersiones X : M — R? tales que M tiene carac-
teristica de Euler (M) = m.

Fijados » > 1y m < 1 con la condicidn necesaria 2r + m > 2 para que
el espacio %, sea no vacio (véase la formula de Jorge-Meeks (2.28)), el
planteamiento preciso del problema de optimizaciéon que vamos a abor-
dar seria el siguiente: determinar subconjuntos finitos A ¢ R? que estén en
oposicion a la familia de inmersiones %,.., o a la familia mas grande %, pa-
ra cualquier r > 1. Recordemos que A estd en oposicion a la familia 2.,
si A no estd contenido en la imagen de ninguna inmersion X € %..,,,. Otra
formulacion dual de este problema seria determinar la superficie minima
completa con curvatura total (en valor absoluto) mds baja que conten-
ga a un conjunto finito de puntos dado. El Teorema garantiza que esta
cuestion siempre tiene solucion.

La aportacion fundamental a este problema de optimizacion viene da-

127
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da por el Teorema [1.8] que proporciona una cota para el nimero de cor-
tes de una superficie minima completa sin borde con curvatura total finita
y una recta que no esté contenida en ella. Posteriormente, como conse-
cuencia de este, deduciremos Teoremal [T.7]

Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en (5):

A. Alarcdn; |. Castro-Infantes and F. J. Lopez, Interpolation and optimal hit-
ting for complete minimal surfaces with finite total curvature. Preprint ar-
Xiv1712.04727.

Organizacion del capitulo

Dedicaremos la Seccién 5. 1|a demostrar algunos resultados técnicos so-
bre curvas planas. Los utilizaremos posteriormente en la Seccion para
demostrar el Teorema y deducir el Teorema [1.7] Al final del Capitulo
probaremos algunos corolarios relacionados con este problema de optimi-
zacion.

5.1. Notas sobre curvas planas

Antes de proceder con la prueba de los tfeoremas principales de este
capitulo presentamos algunos resultados preliminares sobre curvas planas.

Dadas una curva cerrada orientada v ¢ R? y un punto p ¢ ~, definimos
el winding number w.,(p) € Z de ~ respecto de p como el niUmero de vueltas
que la curva v da alrededor de p. Si denotamos por v, := ﬁ c S enton-
ces el winding number se expresa w,(p) = w,, (0,0), y este niUmero coincide,
salvo identificar H1(S';Z) = Z mediante la aplicacién grado topoldgico,
con la clase de homologia dada por [v,] € H1(St;Z). Siy es suficientemente
regular, es conocido que w,(p) coincide con el nUmero de cruces positivos
menos el nUmero de cruces negativos de cualquier semirecta (orientada)

saliendo de p con ~.

Una curva v ¢ R? diremos que es regular a trozos si es diferenciable y el
vector tangente +/(t) se anula solo en una cantidad finita de puntos, que
llamamos puntos singulares.

Decimos que una curva regular a trozos ~(t): I — R? admite un campo
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normal regular si existe una aplicacion regular diferenciable, es decir, un
difeomorfismo local, n: v — S* tal que

v (t)Ln(t) := n(y(t)) para todo ¢ € I.

En este caso definimos el turning number o rotation number de |la curva
como el numero positivo de rotaciones hechas por el vector normal n(t) o
lo largo del recorrido de la curva ~, es decir, el valor absoluto del grado de
n, que coincide con la curvatura total de ~ dividida por 2r cuando « es
regular. Resaltamos que el turning number no depende de la eleccion del
campo normal regular n.

Si v es una curva regular a trozos que admite un campo normal regular
n, un punto singular de ~, y(tg). decimos que es un punto cuspide si local-
mente alrededor de ¢y se cumple que

Y(t) =y (to) = (t — t0)*"B(t), (5.1)

donde m € Ny g(t) es una curva diferenciable que cumple 5(ty) # 0. En
este caso, la curva ~(t) vuelve en el punto t = t; y cualquier linea recta
que sea ortogonal a n(ty) y no contenga a ~(ty) localmente interseca a ~
alrededor de v(to) en 0 o0 en 2 puntos, véase la ecuacién (6.7).

Procedemos a demostrar el siguiente resultado.
Proposicion 5.1. Sea ~(t) una curva diferenciable cerrada y regular a fro-

zos en R? que admita un campo normal regular, y sea t. el turning number
de ~. Para cada punto p € R?\ v se tiene que

|wy (p)| < 2ty

donde w,(p) denota el winding number de « respecto de p.

Notese que la cota de la proposicion es optima, véase la Figura|s. 1}

Demostracion. Sean(t): v — S! un campo normal regular a lo largo de ~(t),
por tanto un difeomorfismo local. Liamamos mp: R?2 — R a la proyeccidon
ortogonal (z,y) + . Salvo un movimiento rigido de R? podemos asumir sin
pérdida de generalidad que:

m Elrayo ¢:= {p+ (0,y): y > 0} interseca a ~ solo en puntos regulares (N0
en puntos singulares) y lo hace de forma transversa.



Optimizacion para Superficies Minimas 130

\n 7

Figura 5.1: Una curva orientada v con cuatro puntos cuspides, turning num-
bert, =1y winding number respecto del origen w, = 2.

= 2 1({(1,0),(-1,0)}) no contiene puntos singulares de .

Sean 71, ...,v2, la familia de componentes conexas de n!(S}) y n=1(Sh)
ordenadas de forma que conectan extremo con extremo, donde S! :=
{(z,y) € St:y > 0} y St := {(z,y) € St: y < 0}. Como cada componen-
te ~; es regular a trozos, podemos dividirla a su vez en arcos de Jordan
Yj1--+5Y,m,; Ordenados de forma confinua extfremo con exfremo y cum-
pliendo que:

= Los extremos de ~;,; son o bien puntos cuspides o bien puntos en el
conjunto n=1({(1,0), (-1,0)}).

» Elinterior de ~;, no contiene puntos cUspides para i = 1,...,m;.

Una curva v;,; decimos que es posifiva si para cualquier punto interior
75,i(t) de 7. la base ordenada {(0, 1),v;;(t)} de R? es positiva, o equivalen-
temente, sila primera funcién coordenada (m o v;;)(t) de v;,; s decrecien-
te. En otro caso, v;; decimos que es negatfiva. Obviamente, dos subarcos
consecutivos v;; Y v;i+1 de v; tendran diferente cardcter, véase la ecua-
cion (G.7).

Puesto que ml,, , €s inyectiva, entonces o /N, ; €s vacio o consiste en un
dnico punto; ademds en el segundo caso el cruce de v;,; con £ es positivo si,
y solo si, v;,; es positiva, y negativo en ofro caso. Por la conexidn de la curva
7, si se cumple que i; < iz, qQue LN~ # 0. que lN~;;, #Dyque Ny ,; =0
para todo i; < i < iy, entonces v;;, Y 7., tienen diferente caracter. Por lo
tanto, el nUmero de cruces positivos menos el nUmero de cruces negativos
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de ¢ con~y;eso 0010 —1. Esto demuestra que |w,(p)| €s como mucho 2t.,
lo que concluye la demostracion. O

5.2. Resultados de optimizacion y aplicaciones

Volvemos al contexto de las superficies minimas. Sea X: M — R? una
inmersion minima completa con curvatura total finita, donde M es una su-
perficie de Riemnann abierta. Sabemos que M = ¥\ E para ¥ una superficie
de Riemann compactay E C ¥ un subconjunto finito no vacio. Denotamos
por N: M — S? la aplicaciéon de Gauss de X que es compatible con la
orientacion de M y recordamos que N se extiende de forma meromorfa a
Y. Véase la Seccion 2.5 para mds detalles.

5.2.1. Optimizacion en casos sencillos

El problema de optimizacion mas bdasico es el que presenta a los pla-
nos como las superficies minimas completas con curvatura total mds baja
en valor absoluto pasando por 3 puntos. La siguiente proposicion da una
respuesta satisfactoria a la misma cuestion para el caso de 4 puntos.

Proposiciéon 5.2. Sea A ¢ R3 un subconjunto formado por 4 puntos no
contenidos en un plano. Existe una superficie de Enneper (véase el Ejemplo

que contiene a A.

Ademas cualquier superficie minima orientable y completa pasando
por A tiene curvatura total en valor absoluto mayor o igual que 4.

Recuérdese que la superficie de Enneper, junto con la catenoide, es la
dnica superficie minima completa con curvatura total —4.
Demostracion. La superficie de Enneper puede parametrizarse mediante
la expresidon X : C — R3,

2 2 2 .9
X(2) = X(u+iv) = <§(1—2+v2),—;(1—g+u2),u 3 - )

para todo z = u +iv € C. Es claro que X (C) contiene las rectas

x1+x2:0} y xl—x2:0} (5.2)
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Salvo un movimiento rigido, supongamos que 3 de los puntos de A estdan
confenidos en las rectas descritas en las ecuaciones y el cuarto no
estd contenido en el plano que generan. Obviamente, cualquier homo-
tecia de la superficie de Enneper sigue conteniendo esas rectas y es de
nuevo una nueva superficie de Enneper. Teniendo en cuenta que cualquier
recta no contenida en el plano xz3 = 0 corta a la superficie de Enneper en
al menos un punto, es facil encontrar una homotecia adecuada para que
la superficie de Enneper resultante contenga a los 4 puntos de A. O

En relaciéon al problema de optimizacion que nos ocupa, la Proposicion
5.2 aofrma que para 4 puntos arbitrarios en R3 la cota éptima para la cur-
vatura total es 4. Es de esperar que al anadir mds puntos al conjunto A
las soluciones de nuestro problema de optimizacion tengan curvatura to-
tal mayor, incluso dejando libertad para el género y el nUmero de finales.
El Teorema aclara estas cuestiones. Para su demostracion necesitamos
algunos resultados previos que abordamos a continuacion.

Por definicion, una simetria de X: M = ¥\ E — R3 es un movimiento
rigido f: R? — R3 tal que f(X(M)) = X(M). Toda simetria f de X induce
una transformacién conforme ¥: M — M cumpliendo fo X = X o ¥, Una
tal aplicacion ¥ puede preservar o no la orientacion de la superficie, y se
extiende a un automorfismo conforme ¥;: ¥ — ¥ dejando a E invariante.
Por analiticidad, toda recta aofin L ¢ R? tal que X (M) N L contiene infinitos
puntos estd contenida en X (M). Ademds, si L es una recta afin con L C
X (M), entonces el principio de reflexion de Schwartz implica que X (M) es
invariante bajo la simetria f;,: R? — R3 con eje la recta L. Por lo tanto, la
fransformacién conforme ¥, asociada a f;, tiene infinitos puntos fijos en 2
y tiene que ser antiholomorfa. Con relacion al grupo de simetrias serd de
utilidad la siguiente proposicion.

Proposicion 5.3. Las Unicas superficies minimas completas orientables con
curvatura total finita que tienen un grupo de simetrias infinito son los planos
y las catenoides.

En particular, toda superficie minima completa no llana con curvatura
total finita contiene a lo sumo una cantidad finita de rectas.

Demostracion. Sea X: M = ¥\ E — R? una inmersiébn minima conforme
completa no llana con curvatura total finita, donde ¥ es una superficie de
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Riemann compacta y E ¢ ¥ un subconjunto finito no vacio. Puesto que
la curvatura de Gauss K: M — R es no positiva y K(p) — 0 cuando p —
E, entonces el conjunto C = {p € M: K(p) = miny K < 0} €5 nO vacio y
compacto; recordamos que K no se anula constantemente en M ya que
X es no llana. Denotamos por G el grupo de simetrias de X y notamos que
G deja C invariante. Ademas, G es un subgrupo cerrado del grupo de Lie
que forman los movimientos rigidos de R3.

Si suponemos que G no es discreto, entonces G tiene que contener un
subgrupo 1-paramétrico, Gy, que deja invariante el conjunto compacto
X(C). Porlo tanto, Gy estd formado por rotaciones y esto implica que X (M)
es una catenoide.

Para concluir la demostracion bastard con comprobar que G no es dis-
creto. Suponemos que G es discreto, y recordamos que G es infinito por
hipdtesis. Fjamos un punto ¢ € E y denotamos por G, al subgrupo de G
consistente en aquellas simetrias cuya transformacion conforme en ¥ indu-
cida fija ¢ € E. Claramente G, # 0 es discreto e infinito; recordemos que E
es finito y toda simetria de G deja a E invariante. Como anteriormente, G,
deja invariante X (C) y por tanto su grupo de isometrias lineales asociado,
que denotamos por éq, es también discreto. Llamamos N: ¥ — S? a la ex-
tensidon de la aplicacion de Gauss de X ala superficie X, y observamos que
toda isometria en éq deja invariante la direccion vectorial L, generada por
N(q). Inferimos que qu tiene que ser un grupo finito de isometrias lineales
que dejan invariante L, y por tanto, G, tiene que contener un movimiento
helicoidal o una simetria deslizante. Esto contradice que C sea invariante
bajo G, y concluye la demostracion. O

5.2.2. Demostracién del Teorema

La clave para la prueba del Teorema [1.7], el resultado fundamental de
este capitulo, estd implicita en el el Teorema cuya demostracion abor-
damos aqui.

Sea X: M — R? una inmersidn minima conforme completa, sin borde y
con curvatura total finita y sea L ¢ R? una recta no contenida en X (M). En
el caso de que X sea llana entonces la cota del enunciado en el Teorema
[T.8]se cumple trivialmente.
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Suponemos que X es no llana. Escribimos M = ¥\ E, donde ¥ es una
superficie de Riemnann compactay E C ¥ un subconjunto finito no vacio, y
llamamos N: ¥ — S? a la aplicacidon de Gauss extendida de X compatible
con la orientacién en M. Como L ¢ X (M) deducimos que X (L) C M es
finito; si fuera infinito entonces L estaria contenida en X (M) por analitici-
dad.

Denotamos por G a la variedad Grassmanniana de todas las rectas afi-
nes en R3. Por la Proposicion , X (M) contiene como mucho un numero
finito de rectas de G. Denotamos por G, al subconjunto de G formado por
las rectas T contenidas en R? que cumplen las siguientes propiedades:

a) Qr:={pe€ M: N(p)LT} es un compactoy portanto T' ¢ X (M).

b) La curvatura de Gauss K: M — R de X no se anula en ningdn punto
de Qr. es decir, N es un difeomorfismno local alrededor de los puntos

de Qr.
o X HT)NnQr=0.

Claramente, G, es un subconjunto abierto y denso de G. Resaltamos que en
la propiedad c), el conjunto Q solo depende de la direccidon de la recta
T.

Reduzcamos la demostracion a un caso mas sencillo.

Lema 5.4. Es suficiente con demostrar el teorema bajo la suposicion extra
de que L € G.

Demostracion. Suponemos que la conclusion del teorema se cumple bajo
las propiedades a), b) y ¢), es decir,

#(XH(T)) < 6Deg(N) + x(M) para tfoda recta T € Gy 5.3)

Veamos gue Io mismo ocurre para una recta arbitraria L e Gcon L ¢ X (M).
En efecto, elegimos una familia {U, ¢ M : p € X (L)} de compactos
disjuntos dos a dos, de forma que U, sea entorno de p en M para todo
p € X~ (L). Observamos que

G1={T €Go: TNX(U,) # 0 paratodop e X (L)}

es un subconjunto no vacio de G cuyo cierre contiene a L. La definicidn de
G1 garantiza que toda recta T € G; corta a X(M) en al menos un punto
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cercade cadap e X (L), porlo que #(X (L)) < #(X!(T)). Finalmente,
la ecuacion implica que #(X (L)) < 6Deg(N) + x(M). O

Para completar la demostracion es suficiente con probar el teorema
cuando L € Gy. Salvo un movimiento rigido podemos suponer que L es el
gje z3. Escribimos X = (X1, X3, X3) Yy €5 = (0,0,1). De las propiedades a), b) y
c) se deduce que (N, &3) # 0 en todo punto de X~!(L), 0 es un valor regular
de (N,é&3): M - Ry Q :=Qr = (N,é&)~1(0) es un subconjunto compacto en
M =¥\ E formado por un numero finito de curvas de Jordan analiticas dis-
juntas dos a dos; para esta Ultima afirmacion hemos utilizado que el grado
de la aplicacion de Gauss N es finito.

Nota 5.5. Podria ocurrir que el vector tangente a alguna de las curvas
en X (Q) sea paralelo al vector €3 en algun punto, y por tanto que las pro-
yecciones de estas curvas sobre un plano horizontal contengan puntos
cuspide (véase la Subsec. 5. 1).

Ejiemplos concretos de esta situacion se pueden materializar resolviendo
problemas de Bjérling adecuados. Este método proporciona facilmen-
te superficies minimas en R? conteniendo curvas regulares cerradas con
aplicacion de Gauss horizontal y vector tangente vertical en algdn pun-
to. Véase la Figura[s.2]

Figura 5.2: Una curva regular ¢ contenida en R3 = R? x R cuya proyeccion
a C R? produce un punto cuspide en el origen.

Sin embargo, el vector tfangente en X (Q) solo puede ser paralelo a éj
en un numero finito de puntos; de ofra manera por analiticidad la curva
tendria que contener a toda la recta vertical, lo que contfradice que sea
compacta.
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Sea Q2 una componente conexa de X\ Q. Por las propiedades a) y c)
tenemos que b2 = Q\ Q C Q no contiene ningln punto de X~ 1(L) U E.
Escribimos X1 (L)NQ = {p1,...,ps} CQ\ E =Q\ (QU E) y elegimos discos
compactos disjuntos dos a dos, Dy, ..., D, en Q\ E tales que

= D, contiene a p; como un punto interior.

= (X1, X)|p; es inyectiva; recordemos que la aplicacion de Gauss de
X|p, nunca es horizontal, por lo que basta con elegir entfonces D; su-
ficientemente pequeno.

De igual manera escribimos E N Q = {q,...,¢:} C Q (podria ser que
ENnQ=0yr=0),y como antes tomamos discos compactos disjuntos dos
ados, Uy,...,U,, en Q tales que

= U; contiene a ¢; como punto interiory U; \ {g;} € Q\ U;_; D;.

= (X1, X2)|y, €s un multigrafo de I, hojas sobre R?\ B, donde I, >1yB
es una bola euclidea abierta que no depende de ;.

Tales discos existen como consecuencia del comportamiento asintético de
los finales de las superficies minimas completas con curvatura total finita en
R3; véase la Seccion 2.5

Sean ¢y, ..., ¢y las curvas de Jordan disjuntas dos a dos que conforman
Q N Q = bQ. Denotamos por d; = bD;j := D;\ D;, 5 =1,...,s,y POr u; = bU; :=
Uj\ f]j, j=1,...,r. Consideramos el subconjunto compacto de ¥ dado por

Q= T\ ((QDJ) U ( .Tlfjj)>’

y observamos que Qo C M. Definimos la aplicacion continua
f:Qo— S f(p) :=

bien definida por nuestras consideraciones previas, y consideramaos el mor-
fismo de grupos inducido entre los primeros grupos de homologia de Qg y
Sl

fo: Hi(Q0:Z) — H1(SH2) = Z.
En esta situacion se cumple que
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Si dotamos alas curvas ¢y, ..., cm. di,...,ds Y u1,...,u, de la orientacion in-
ducida por el compacto Q5 C M,

m S T
ZCj —|—Zdj +Zuj =0
j=1 Jj=1 J=1

en H1(Qo;Z). y por tanto

T

S Fd) == fulwy) = fuley) €Z (5.4)
j=1 j j=1

j=1
en 7‘[1(90; Z) =7.

Para concluir la prueba comprobaremos que el nimero de la izquierda
en la ecuaciéon estd relacionado con #(X (L)), y estableceremos
algunas cotas naturales para la expresidon que aparece a la derecha de la
ecuacion.

En primer lugar, como (X1, X2)|p, €s inyectiva, el winding number de
f(d;) respecto al origen es igual a +£1. Ademds, como U§:1 D; c Qyla
aplicacion de Gauss de X|, toma valores solo en un hemisferio, el signo
depende de la orientacion fijada en Q4 pero no de j € {1,...,s}. En ofras
palabras,

feldr) = ... = fulds) = £1

y por tanto

1> fuldy)| = s =#(X (L) N Q). (5.5)
7=1

De la misma forma, f.(u;) = +1,, para todo j € {1,...,r}, en este caso el
signo fampoco depende de j, luego

DRAHIED Py (5.6)
j=1 j=1

Finalmente acotemos | >, f.(c;)|. Con este objetivo, consideramos pa-
ra cada j € {1,...,m} la curva plana cerrada «; := (X1, X2)(cj) con su
orientacion natural.

De la Nota [6.5{ deducimos que la curva «; es regular a trozos. Ademads,
a; admite un campo normal regular que, salvo la identificacion St = S§2 N
{z3 = 0}, coincide con +N|.,. Por lo tanto, si lamamos w; al winding number
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respecto al origen y t; al furning number de «;, la Proposicion nos dice
que 2t; > |w;|. Como «; Y f(¢;) = o/||ey]| fienen el mismo winding number
respecto al origen, deducimos que w; = f.(c;). y por fanto

IZf* (c))| < Z <Y 2t 5.7)
: j:l

Por ofro lado, se tiene que N(Q) es o el hemisferio norte o el sur. Ademdas,
N|g: @ = N(2) es un recubrimiento finito ramificado de grado Deg(N|g) <
Deg(N). Como el vector normal a la curva plana a; es una aplicacion re-
gular que coincide, salvo el signo, con N|.,, t; coincide con el grado to-
polégico de N, : ¢; — 8", j =1,...,m,y 37" t; = Deg(Nlg). En vista de la
ecuacion (B.7), se tiene que

1> fulj)| < 2Deg(N|g). (5.8)

j=1

Usando las ecuaciones (6.4), (6.5). y (6.8). obtenemos que

#XHL)NQ) < Z I, + 2Deg(Ng).
j=1

Finalmente, uniendo todas estas cotas para las distintas componentes Q2
de ¥\ @ y teniendo en cuenta que cada curva de Jordan en @ pertene-
ce a la frontera de exactamente dos de las componentes conexas de @,
obtenemos que

#(X (L) <Y I, + 4Deg(N). 5.9
qeE
La formula de Jorge-Meeks (2.28) dice que >
lo que de la ecuacion se deduce que

ger Ig = 2Deg(N) + x (M), por

4(X (L)) < 6Deg(N) + x(M).

Esto concluye la prueba.

5.2.3. Demostracién del Teorema

Seanr >1y2—2r <m <1 dos enteros.
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Elegimos dos rectas no paralelas afines contenidas en el mismo plano,
Ly y Ly, formando un dngulo de 2ra, para un ndmero irracional a ¢ Q, en el
punto zy := L1 N Ly. Sea C; C L; un subconjunto de puntos tal que zp € C; y

#C;=6r+m+1, j=1,2. 5.10)

Veamos que el conjunto A,.,, := C; U C; resuelve el teorema. En efecto, en
primer lugar es claro que

H#Apm =127 +2m + 1.

Por otro lado, razonando por reduccion al absurdo, asumamos que exis-
te una inmersién minima, conforme y no llana X: M — R3 en el espacio
Uk<m 25k CON A C X (M) (véase la Definicion [1.6). Por la ecuacion (.10),
el Teoremal[1.8|implica que L; U Ly, ¢ X (M). Esto descarta la posibilidad de
que X sea una catenoide, pues esta superficie no contiene ninguna recta.
Por el principio de reflexion de Schwarz X (M) es invariante por la simetria
fr,: R* — R? respecto de L;, j = 1,2. Como a ¢ Q, X(M) es invariante por
el grupo infinito de simetrias generado por fr, Y f1,. |0 que contradice la
Proposicion 5.3,

5.2.4. Aplicaciones

Para concluir el capitulo que hemos dedicado a los problemas de opfti-
mizacién presentamos algunos corolarios sencillos de lo probado.

Corolario 5.6. Sean r y m enteros como en el Teoremal(l.7, es decir, r > 1
y2—2r < m < 1. Existe un conjunto A;,, c R* formado por 12r + 2m + 2
puntos, tal que si X: M — R3 es una inmersibn minima conforme com-
pleta orientable sin borde con curvatura total finita y tal que x(M) < m y
AL, C X(M), entonces el valor absoluto de la curvatura total de X cumple
| TC(X)| > 4nr.

Demostracion. Para construir AL, es suficiente anadir al conjunto A, de
la demostracion del Teorema[1.7]un punto no contenido en en el plano afin
determinado por A;.p,. O

Corolario 5.7. Sea F una familia de rectas afines en R? tal que las re-
flexiones sobre las rectas en F generan un grupo infinito de movimientos
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rigidos. Para cada L € F sea A;, C L un subconjunto infinifo y denotemos
A = |J.er AL. Enfonces, el conjunto A estd en contra de la familia global
de todas las superficies minimas completas no llanas con curvatura total
finita en R3, es decir, no existe una tal superficie que contenga a A.

En particular, Z3 o 7Z* x {0} estan en contra de la familia de todas las
superficies minimas completas no llanas con curvatura total finita de R3.

Demostracion. Razonamos por contradiccion. Suponemos que existe una
superficie minima completa X: M — R? con curvatura total finita tal que
A C X(M). Por el Teorema , se fiene que |J; L C X (M) y por tanto,
X (M) esinvariante por el grupo de movimientos rigidos generado por las re-
flexiones alrededor de esas rectas. Puesto que las catenoides no contienen
rectas, la Proposicion implica que X es llana, lo cual no es posible. [

Merece la pena mencionar que por el Teorema existen superficies
minimas completas en R3 conteniendo a un conjunto A como el del co-
rolario anterior. Por el Corolario 5.7 esas superficies tienen curvatura fotal
infinita.



Capitulo 6

Superficies Minimas Completas y Densas
en Dominios del Espacio Euclideo

En este capitulo demostramos versiones mdas generales de los Teoremas
[1.9y[1.10, que fueron presentados en la Infroduccién, sobre la existencia de
superficies minimas completas que estdn contenidas de forma densa en un
dominio Euclideo dado. En particular, obtendremos una version del Teore-
ma [1.10/ en la que, adicionalmente, aseguramos control sobre el flujo de
los ejemplos. Por otro lado, deduciremos el Teoremal [1.9 como consecuen-
cia del siguiente resultado, mds preciso, que garantiza aproximacion sobre
compactos y control sobre el flujo de las inmersiones que se construyen.

Teorema 6.1. Sean D C R", n > 3, un dominio, M una superficie de Rie-
mann abierta, p: Hi(M;Z) — R™ un homomorfismo de grupos, K C M un
compacto Runge con borde diferenciable y X: K — R™ una inmersion
minima conforme de clase ¢*(K). Supongamos que X(K) Cc D y que la
aplicacion flujo Fluxy : H1(K;Z) — R™ de X, véase la Definicién|2.39, satis-
face Fluxx (y) = p(vy) para toda curva cerrada~ C K.

Entonces, para cada ¢ > 0 existen un dominio  c M y una inmer-
sibn minima conforme y completa Y : Q — R™ que verifica las siguientes
propiedades:

) K c Qy Q es un retracto fuerte de deformacion de M que es,
ademas, homeomorfo a M.

141
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(1IN HY — XHLK < €.

(II) Fluxy () = p(y) para toda curva cerrada v C Q.

(IV) Y(Q) c D ylaclausuraY (Q2) = D.

(V) Y esinyectivasin > 5.

Ademas, si D = R™ podemos elegir ) = M.

La prueba utiliza de manera fuerte un resultado de aproximaciéon de ti-
po Runge-Mergelyan para inmersiones minimas conformes definidas sobre
superficies de Riemann abiertas en R, véase el Teorema o el Teorema
.1 un teorema de posicién general para inmersiones minimas conformes
en R" para n > 5, véase el Teorema 2.45, y la existencia de soluciones a un
problema de valores en el borde de tipo Riemann-Hilbert para inmersiones
minimas conformes en R™ donde la estructura compleja de la superficie
central es la de una superficie de Riemann compacta bordeada, véase
Alarcon y Forstneri¢ (12) para n = 3 y Alarcdn, Drinovec Drnovsek, Forstneric
y Lépez (7) para n > 3. Aunque el método de Rimeann-Hilbert no es usado
explicitamente en la demostracion, juega un rol fundamental en la prue-
ba del resultado (7, Lemma 4.1), que si utilizaremos en los razonamientos.
Ademds, en la demostracion explotaremos la técnica de Forstneri¢ y Wold
(47) para exponer puntos del borde de una superficie de Riemann com-
pacta bordeada, véase la Definicion 2.13]

Todas las herramientas mencionadas en el parrafo anterior estan dispo-
nibles no solo para la familia de las superficies minimas, sino también para
otras familias de variedades que son foco de inferés en la investigacion en
geometria:

m Superficies minimas no orientables en R™ para n > 3.
m Curvas complejas en el espacio complejo C* con n > 2,
m Curvas nulas holomorfas en C™ para n > 3.

= Curvas legendrianas holomorfas en C?**! paran € N,

Enfatizamos que nuestros métodos de demostracion pueden adaptarse
fdcimente para obtener teoremas andlogos a los Teoremas y en
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todos los anteriores contextos geométricos. Motivaremos, enunciaremos y
discutiremos algunos de estos resultados en la Seccion 6.2

Los resultados de este capitulo pueden encontrarse en (3):

A. Alarcdn and I. Castro-Infantes. Complete minimal surfaces densely lying
in arbitrary domains of R", Geom. Topol. 22 (2018), no. 1, 5§71-590.

No obstante, destacamos que mientras que los argumentos en (3) usan
de manera crucial el Teorema 2.44], en este capitulo utilizaremos en su lugar
el Teorema [3.1, demostrado en el Capitulo 3], lo que permite simplificar la
demostracion.

Organizacion del capitulo

En la Seccidn demostraremos los Teoremas y [1.10; después, en
la Seccidn 6.2, enunciaremos y discutiremos algunos resulfados andlogos
para otras familias de superficies.

6.1. Superficies minimas completas y densas

En esta seccidon probamos los Teoremas y [1.10. Ambos se obtienen
mediante una aplicacion recursiva del siguiente resultado de aproximacion
por superficies minimas.

Lema 6.2. Sean D Cc R", n > 3, un dominio, M = M U bM una superficie de
Riemann compacta bordeada y X : M — R™ una inmersion minima confor-
me de clase ¢*(M) tal que

X(M) c D.
Dado un dominio compacto K ¢ M, puntospy € K y z1,...,z; € D para
algin k € N y nimeros e > 0 y A\ > 0, existe una inmersion minima conforme
Y: M — R" de clase ¢ (M) cumpliendo las siguientes condiciones:

(i) Y(M)cC D.
(i) Y — Xk <e.

(iii) dist(z;,Y (M)) < e paratodo j € {1,...,k}, donde dist denota la distan-
cia Euclidea en R".
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(iV) FIUXY = FluxX.

(v) La distancia intrinseca disty (po, bM) > .

Demostracion. Afirmamos que, sin pérdida de generalidad, podemos asu-
mir que k = 1. En efecto, el caso general se deduce de una aplicacion
recursiva estaGndar de este caso particular. Asumimos por tantoque k =1y
llamamos z := z7.

Asumimos, también sin pérdida de generalidad, que M es un dominio
compacto con borde diferenciable en una superficie de Riemann abierta
R. Tonamos un punto p € bM = M \ M y un arco diferenciable embebido
v C R\ M tal que p sea un extremo del mismo, ningun otro punto del arco
esté contenido en M y el conjunto

S:=MU~

es Runge y admisible en R, véase la Definicion [2.19, Denotamos por ¢ €
R\ M el otro extremo de ~.

Fijamos una 1-forma holomorfa § en R que no se anula en ningln pun-
to, recordemos que la existencia de tal 1-forma viene garantizada por el
Teorema [2.9] Consideramos una inmersién minima conforme generalizada
(X, f9) en S siguiendo la Definicién[2.43tal que la inmersién X : 5 — R”, que,
recordemos, es de clase ¢(S), cumpla las siguientes propiedades:

(A) X|3; = X.
(B) X|, c D.
(C) X(q) = z.

La existencia de tal inmersion es trivial pues X (M) C Dy D €s arco-conexo,
véase el Lema[3.7]

Fijamos un nUmero positivo § > 0 cuyo valor especificaremos mds ade-
lante. En estas circunstancias, el Teorema proporciona una inmersion
minima conforme Y: R — R tal que:

D) [[Y = X|l1,5 < 6.

(E) Fluxg(a) = Flux (o) para toda curva cerrada o ¢ M.
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(F) Y(q) = X(q) = .

Puesto que X toma valores en D, las propiedades (A) y (B) aseguran que
X(S) c Dy, por tanto, la propiedad (D) garantiza que Y (S) ¢ D siempre
que elijamos el nUmero § > 0 suficientemente pequeno. Asi, fijado § en estas
condiciones, como S es compacto, D es abierto y Y es contfinua, existe un
entorno U de S en R tal que

Y(U) c D. .1

A continuacién utilizaremos el método de exponer puntos del borde en
superficies de Riemann compactas bordeadas de Forstneri€¢ y Wold. Para
nuestro caso, elegimos entornos abierfos W e W e U\ KyV e Udepy ~y

en U, respectivamente. Por (47), Theorem 2.3) (véase también Forstneric (42,
Theorem 9.9.1)), existe un difeomorfismo

¢: M — ¢(M)CU 6.2)
cumpliendo las siguientes propiedades, véase la Figura ﬂ
(G) ¢: M — ¢(M) es un biholomorfismo.

(H) El biholomorfismo ¢ es §-proximo a la aplicacion identidad en la nor-
ma ¢t en M\ W',

D) ¢(p) =qebp(M)y g(MNW')C WUV,

Figura 6.1: El difeomorfismo ¢: M — ¢(M) C U

Afirrmamos que la inmersidén minima conforme Y o ¢: M — R™ es de clase
¢*(M) y satisface formalmente las condiciones (i)—(iv) del enunciado del le-
nmMa supuesto que el nimero § > 0 sea suficientemente pequeno. En efecto,
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en primer lugar es trivial que Y o¢ es de clase ¢ (M). Por las ecuaciones
y tenemos que ?(qﬁ(ﬂ)) C D, lo que demuestra (i). Por otro lado, como
K ¢ M\ W', las propiedades (H), (D) y () implican que [|Y o ¢ — X |1k <
siempre que § > 0 sea suficientemente pequeno, lo que asegura la condi-
cion (ii). Se tiene también que

(Yoo)p) =Y(q) = =,

lo que implica que se cumple (iii), mientras que las propiedades (G), (E) y
(A) implican la condicion (iv).

Finalmente, (7, Lemma 4.1) nos permite aproximar la inmersion ffo(b: M —
R™ en la topologia €°(M), y por tanto también en la topologia ¢ (K), por
inmersiones minimas conformes Y: M — R™ de clase ¢! (M) cumpliendo la
condicion (v) y con Fluxy = Fluxy Y esto prueba la condicion (iv). Nota-
Mos que en este punto de la demostracion hemos usado de manera fuer-
te, aungue implicita, la existencia de soluciones aproximadas a problemas
de tipo Riemann-Hilbert para superficies minimas en R”?, ya que esta he-
rramienta es fundamental en la prueba de (/, Lemmma 4.1). Finalmente, es
obvioquesiY y Yo ¢ son suficientemente préoximas en la topologia €°(M),
enfonces Y también cumple las condiciones (i), (ii) y (iii). O

6.1.1. Demostracién del Teorema
Sean D Cc R", M,p: H1(M;Z) - R", K C M, X: K - R"ye>0comoen
el enunciado del Teorema [6.1]

Llamamos M, := K y consideramos una sucesion exhaustiva de M por
dominios conexos, compactos y Runge {M;};en tales que la caracteristica
de Euler x(M; \ M;_1) € {-1,0} paratodo j € Ny

MyeMye-—-e | J Mj=M. 6.3)
JEL

Tal sucesion existe por el Lema2.3]

Consideramos un subconjunto numerable C' = {z;};en C D que sea den-
so en D, es decir, verificando que

C=D. 6.4)



147 Superficies minimas completas y densas

Sean Ny := My = Ky Y, := X.Sin > 5 suponemos, sin pérdida de gene-
ralidad, que Y, es un embebimiento, como nos permite el Teorema [2.45,
Fijamos también un punto base pg € Ny.

Fijamos una sucesion de numeros positivos {e;}jen N\, 0 cuyos valores
serdn especificados a mds adelante.

Para demostrar el resultado vamos a construir una sucesion de pares
{N;,Y;}jen formados por dominios compactos Runge con borde diferencia-
ble N; ¢ M e inmersiones minimas conformes Y;: N; — R" de clase ¢ (N;)
cumpliendo las siguientes propiedades para cada férmino j € N:

@) Y;(N;) € D,
(b;) N; C M;y N; es un retracto fuerte de deformacion de M;.
() IY; = Yialliy, o <.

(d;) dist(zx,Y;(N;)) <¢j paratodo k e {1,...,5}.

(e)) disty; (po, bN;) > j.

(f;) Fluxy,(v) = p(v) para foda curva cerrada v C Nj.

(g;) Si D =R" entonces N; = M;.

(h;) Sin > 5 entonces Y; es un embebimiento.

Observamos que la condicién (a;) siempre se cumple cuando D = R™.

Una vez hayamos demostrado la existencia de tal sucesion, si elegimos
cada ndmero ¢; > 0 en el proceso recursivo suficientemente pequeno (de-
pendiendo en particular de la geometria de la inmersidon Y;_1), entfonces la
sucesion de inmersiones {Y;},cn converge uniformemente en compactos
de

Q:=JNcMm 6.5)
jEN
a una inmersidén minima conforme
Y:i= lm Y;: Q = R" 6.6)
J—+oo
satisfaciendo las condiciones exigidas en el enunciado del feorema. En
efecto, en primer lugar, las propiedades (b;) vy (g;) y las ecuaciones (6.3)
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y (6.5) aseguran que se cumple la condiciéon (I); también que Q = M si
D =R". Agi, eligiendo los nimeros ¢; tales que

Se<e 67

jeN

se tiene, en vista de la propiedad (c;). que la aplicacion limite Y existe, es
una inmersion minima conforme y cumple la condicion (II). Por otro lado,
si la sucesion {¢; }en decrece hacia cero suficientemente rdpido entonces
el feorema de Harnack asegura que Y es una inmersidon minima conforme.
Finalmente, de las propiedades (c;). (e;) y (f;) deducimos que Y es comple-
ta y cumple la condicion (III) siempre que los nUmeros ¢; > 0 hayan sido
elegidos suficientemente pequenos.

Comprobemos a continuacion la condicion (IV). Las propiedades (a;)
aseguran que la inmersion toma valores en D. Veamos que ademds no toca
el borde, es decir, que Y (Q) nbD = (. Para ello elegimos

€j < jlzdist(le(le),bD) para todo j € N. 6.8)

La distancia que aparece en |la desigualdad anterior es positiva debido
a la propiedad (a;). por tanto tales nUmeros positivos ¢; > 0 existen. Con-
sideremos p € Q y veamos que dist(Y (p),bD) > 0, lo que demostrard que
Y (©) C D.Sea j, € Ntalque p € N,_; para todo j > jo. Entonces

dist(Y;—1(p),bD) < |Yj—1(p) — Y;(p)| + dist(Y;(p), bD)
(c;)
2 ¢+ dist(Y;(p), bD)
6.8 1
’ ﬁdist(Yj,l(p), bD) + dist(Y;(p), bD).

De este modo, dist(Y;(p),bD) > (1 — 1/5%)dist(Yj_1(p),bD) para todo j > jo.
luego se tiene que
Jo+i 1
dist(Yjy+i(p), bD) > dist(Yj,(p), bD) H (1 - 2) para todo i € N.

Jj=jo+1 J
Tomando limites en la desigualdad anterior cuando i — +oo obtenemos
que

1
dist (Y (p), bD) > Sdist(¥;, (p),bD) > 0,
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donde la desigualdad final se deduce de (a;,) feniendo en cuenta que
Y}, (IN},) €s un subconjunto compacto. Esto demuestra que Y (2) C D.

Para comprobar la segunda parte de la afirmacion (IV), fiiamos un punto
z € D y un ndmero positivo § > 0. Basta comprobar que dist(z, Y () < 4,

esto implicard que Y () = D. En efecto, en vista de la ecuacion (6.4) existe
Jjo € N tal que el punto z;, € C C D verifica

|zjo — 2] < 0/3. 6.9

Ademads, como {¢;} \, 0 entonces existe j; € Ntal que ¢, < §/3 Y, por tanto,
la propiedad (d;) garantiza que, para todo j > j;,

dist (2, Y;(N;)) < 6/3 paratodo k < j. (6.10)

Por otro lado, la ecuacion (6.7) asegura la existencia de un nimero j, € N
tal que

i € < 5/3.

k=32

De este modo, por las propiedades (c;), se tiene para todo j > j» que
1Y = Yjllin;, <0/3. 6.11)

Combinando las ecuaciones (6.9), (6.10) y (6.1T) obtenemos, para todo j >
mé'X{j()a jl?j?}' que

dist(z, Y (Q)) < |z — zj,| + dist(zj,, Y (2))

< |z — 2| + dist(zj,, Y(N;))
< |Z_Zj0|+diSt(Zj0’Y‘(Nj))+HYJ’_YHLNJ' <.

Esto prueba que Y () es denso en D, completando asi la comprobacion
de la condicién (IV).

Finalmente, supongamos que n > 5 y probemos que la inmersidn mini-
ma conforme limite Y: Q — R™ dada en es inyectiva siempre que los
ndmeros {¢; } e Sean elegidos suficientemente pequenos. De hecho, es su-
ficiente elegir

1, .
€ < ﬁmf{lefl(p) —Y;_1(q)|: p,q € Nj_1, d(p,q) > 1/5} 6.12)
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donde d(-,-) es cualquier distancia en M fija. En efecto, fomemos puntos
p,q € Q. p # q.y veamos que Y(p) # Y(q). Sea j, € N suficientemente
grande para que p,q € N;_; y d(p,q) > 1/j para todo j > jo; este nUmero
existe gracias a la propiedad (b;) y la ecuacion (6.5). Enfonces

Vi) = Y@ < Yimal) = ;) + V() - Vit (@)
2 G+ Y - i@l + [Y(0) - Vi)
2 2+ 1Y) - Y(0)
SIY1(p) = Vi) + 1Y) = V(o).

Como antes, se tiene que |Y;(p) — Yi(q)| > (1 — 1/j%)|Yj-1(p) — Yj-1(q)| para
todo j > jg Yy, por tanto,

Jo+i
1 .
Yiori(e) = Yioss(o) = W) ~ Vi)l T (1- %) peratodoicr
Jj=jo+1

Tomando limites cuando i va a infinito en la expresidn anterior se obtiene
que

|Y}0(p) - YJ’O(Q)| >0,

donde ahora la desigualdad final se deduce de (h;,). Hemos probado por
tfanto que Y es inyectiva, es decir, la condicion (V) del enunciado del teo-
rema.

Para completar la prueba solo queda demostrar la existencia de la su-
cesion {N;,Y;},en con las propiedades anunciadas. Razonamos por induc-
cién. El caso base viene dado por la pareja (N, Yy) que claramente satisfa-
ce las propiedades (ap). (by). (eo). (fo). (o) Y (hg); mientras que las propieda-
des (cp) Yy (dg) son vacias.

Para el paso inductivo supongamos que existe una pareja (N;—1,Y;-1)
cumpliendo (a;_1)-(h,_1), para algln j € N, y construyamos (N;,Y;) cum-
pliendo las propiedades correspondientes. Para ello distinguimos casos en
funcion de la caracteristica de Euler de M; \ M;_;.

Caso no critico: supuesto que x(M; \ Mj_l) =0.
Por el Teorema podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Y;_4
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se extiende, con el mismo nombre, a una inmersion minima conforme M —
R™ con
Fluxy, , = p. 6.13)

Enfatizamos que, posiblemente, X (M) ¢ D. Para solventar esta eventuali-
dad elegimos un entorno compacto con borde diferenciable N; ¢ M; de
N;_1 cumpliendo

Y;_1(N;) C D 6.14)

y tal que N;_; es un retracto fuerte de deformacion de N;: tal entorno exis-
te gracias a la propiedad (a;—1). Ya que x(M; \ ]\?[j,l) = 0, es claro que
N; también es un refracto fuerte de deformaciéon de M;. Esto prueba (b;).
Ademds, si D = R™ entonces podemos elegir N; = M;, ya que la ecuacion
se cumple formalmente con M; jugando el papel de N;. Esto prueba
la condicion (g;).

La ecuacion nos permite aplicar el Lema al dominio D, la su-
perficie de Riemnann compacta bordeada N;, la inmersidn minima confor-
me Y;_1: N; - D C R* de clase €' (N;). el dominio compacto N;_; ¢ N,
los puntos py € K C Nj,l Y z1,...,2; € Dy los nUmeros positivos €; y j. Al
hacerlo, obtenemos una inmersidon minima conforme Y;: N; — R™ de clase
%' (N;) cumpliendo las siguientes propiedades:

@ Y;(N;) C D.
i 1Y — Yl <ej
(iii) dist(zx,Y;(N;)) < ¢j paratodo ke {1,...,5}.
(iv) Fluxy,(y) = Fluxy,_,(v) para toda curva cerrada v C N;.
(v) disty, (po, bN;) > j.
Ademads, podemos asumir por el Teorema [2.45(que
(vi) sin > 5 enfonces Y; es un embebimiento.

De este modo la pareja (N;,Y;) safisface las condiciones (a;)-(h;). En
efecto, ya hemos comprobado que (b;) vy (g;) se satisfacen. Por ofro lado,
las condiciones (a;), (c;). (d;). (e;) Y (h;) equivalen a las propiedades (i), (ii),
(iii), (v) y (vi), respectivamente, mientras que la condicion (f;) se deduce de
la propiedad (iv) y la ecuacion (6.13).
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Caso critico: supuesto que x(M; \ Mj_l) =—1.
En este caso existe una curva de Jordan diferenciable o ¢ M; \ N;_; con
sus dos extremos en bN;_; y sin mds puntos en N;_; tal que

S:zNj_lUOéCMj

es un subconjunto Runge y admisible de M, en el sentido de la Definicidn
2.19] y un refracto fuerte de deformacion de M;.

Fijamos 6 una 1-forma holomorfa en M que no tenga ceros. A continua-
cién, consideramos una inmersidon minima conforme generalizada (Y, f6)
en S, en el sentido de la Definicion tal que

Y|y, =Y1, Y(@cD vy
/fe =1ip(y) paratoda curva cerradayen S.
.

Tal inmersion siempre existe en vista de las propiedades (a;_1) y (fj—1) y del
hecho de que D sea arco-conexo, véase el Lema [3.7, Por el Teorema
podemos aproximar Y en la topologia %1(5 por inmersiones minimas con-
formes }7j,1: M — R™ con p como aplicacion flujo que, sin > 5, son ademdads
embebimientos. Para cada una de esas aproximaciones Y;_; de Y existe
un entorno compacto N;_; de S en M; tal que Nj_; € M es un dominio
compacto Runge con borde diferenciable, S es un retracto fuerte de de-
formacién de N} _, e Y;_1 cumple formalmente las condiciones (a;_1)-(h;_1)
excepto (g;_1), siempre que la aproximacion sea lo suficientemente buena.
En esta situacion, la caracteristica de Euler x (M \J\Df;_l) es 0, lo que reduce
la prueba al caso no critico.

Esto concluye la prueba de la existencia de la sucesion {N;,Y;}jen con
las propiedades requeridas y por tanto la demostracion del teorema.

6.1.2. Demostracién del Teorema

Sea M = M UbM una superficie de Riemann compacta bordeada vy
sean Ky C M un subconjunto compacto con borde diferenciable y ¢ > 0
un ndmero positivo. Para probar el teorema construiremos una inmersion
minima conforme y completa Y: M — R™ que verifique las siguientes pro-
piedades:

'Este tipo de aproximacion estd explicada en el Teoremo
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@ [[Y = X1k, <e

(b) Fluxy = Fluxyx.

(¢ Y(M)cDeY(M)=D.
(d) Sin > 5entoncesY esinyectiva.

La condicidn (b) anterior nos da el control sobre el flujo de la inmersidbn que
vamos a construir y que no aparece en el enunciado del Teorema([1.10,

Salvo por agrandar K si fuera necesario, asumimos que es un refracto
fuerte de deformacion de M. Consideramos también un subconjunto nu-
merable C = {z;},en de D tal que

C=D. 6.15)

Fijamos un punto py € K, # 0 y elegimos una sucesidén de nimeros positi-
vos {¢;}jen N\ 0 cuyo valor especificaremos mdas adelante. Consideramos
Yo :=X: M — D C R"y,sin > 5, suponemos, sin pérdida de generalidad
gracias al Teorema [2.45, que Y, es un embebimiento. Construiremos de for-
ma recursiva una sucesion {K;,Y;}ey de dominios compactos con borde
diferenciable

KyeKieKye---e|JK =M 6.16)

jEN

e inmersiones minimas conformes {Y;: M — R"},cy de clase (M) cum-
pliendo las siguientes propiedades para todo j € N;

;) Y;(M) c D.

L) Y = ¥j-

LKj_1 < €

(IIL;) dist(zx,Y;(K;)) < ¢; paratodo k € {1,...,5}.

(IV;) Fluxy,(y) = Fluxy,_,(v) para toda curva cerrada v C M.
(V;) La distancia intrinseca disty; (po, bK;) > j.

(VL) Sin > 5 entonces Y; es un embebimiento.

Para construir la sucesion razonamos por induccién de un modo similar
al de la demostracion del Teorema [6.1] La base de la induccidn la cumple
la pareja (Ko, Yy) que claramente satisface las condiciones (Ip). (Vo) Y (VIp)
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mientras que las condiciones (Ily), (IIy) y (IVp) son vacias. Para la demos-
tracién del paso inductivo supongamos que hemos construido (K;_1,Y;-1)
cumpliendo (I;-1)—(V;-1). Por (I;—;) podemos aplicar el Lemo@o la inmer-
sidn minima conforme Y;_;, el dominio compacto K;_;, el punto py € Ky C
f(j_l, los puntos zi,...,z; € Dy los nUmeros positivos ¢; y j obteniendo una
inmersidn minima conforme Y;: M — R™ de clase €(M) que cumple las
siguientes propiedades:

(i) Y;(M)cC D.
() [|Y; = Yjallik,_, <e
(iii) dist(zx, Y (M)) <¢; paratodo ke {1,...,j}.
(iv) Fluxy, = Fluxy,_,.
(v) disty, (po, M) > j.
Ademads, podemos asumir por el Teorema que

(vi) sin > 5 enfonces Y; es un embebimiento.

Las condiciones (1), (II), (IV;) y (V1;) del Lemal6.2 equivalen a las propie-
dades (i), (i), (iv) y (vi). Ademas, puesto que las desigualdades que apare-
cen en (iii) y (v) son ambas estrictas, las condiciones (I11;) y (V,) son validas
para cualquier dominio compacto con borde diferenciable y suficiente-
mente grande K; C M que sea un retracto fuerte de deformacion de M.
En cada paso del proceso recursivo, elegimos tal K; conteniendo a K;_;
en su interior y siendo suficientemente grande para que la ecuacion
se verifique. Esto concluye la induccion y finaliza la demostracion de la exis-
tencia de la sucesion { K, Y; }en Verificando las condiciones (I;)-(VI;).

Afirmamos entonces que eligiendo el nimero ¢; > 0 suficientemente pe-
queno (dependiendo de la geometria de Y;_;) en cada paso de la induc-
cion, la sucesion {Y;} ey converge uniformemente en compactos en M a
una aplicacion limite

Y :=limY;: M - R"
]—)OO
que cumple las condiciones (a)-(d). En efecto, razonando de forma simi-
lar a como hicimos en la demostracion del Teorema , la propiedad (II;)
asegura gque la aplicacion limite Y es una inmersidbn minima conforme que
satisface (a). Ademads, la propiedad (IV;) implica (b). Mientras que (V;) y (I1)
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garantizan la completitud de Y. La condicion (c) se deduce de (1), (II;) y
(I11;) y finalmente las propiedades (I1;) y (V1,) aseguran la condicion (d).

6.2. Oftras familias de superficies completas y densas

Como ya se menciond en la infroducciéon del capitulo, todas las he-
rramientas y técnicas utilizadas en la demostracion de los Teoremas y
estan disponibles para otros objetos geométricos: superficies minimas
no orientables en R™, curvas complejas en C*, curvas nulas holomorfas en
C™ y curvas legendrianas holomorfas en C". Por lo tanto, las demostracio-
nes presentadas en la Seccioné. 1]son facilmente adaptables para obtener
resultados andlogos a los Teoremas|[6.1]y [T.10/en estos otros ambientes.

Superficies minimas no orientables en R”

Estas superficies son foco de interés desde los inicios del estudio de las
superficies minimas, como muestra el articulo de Lie (65) de 1878, y la litera-
tura sobre ellas es extensa, véanse por ejemplo (71,166, 167) y las referencias
que alli aparecen. Las superficies minimas conformes no orientables en R™
para n > 3 estdn caracterizadas como la imagen de inmersiones minimas
conformes X: M — R" talesque X oJ = X, donde J: M — M es una involu-
cion antiholomorfa sin puntos fijos definida sobre una superficie de Riemann
abierta M. Para una tal inmersion se tiene que

Fluxx (J,v) = —Fluxx(y) paratodoy e Hi(M;Z). 6.17)

Recientemente, Alarcdn, ForstneriC y Lopez han desarrollado en (16)
nuevas técnicas propias del andlisis complejo para el estudio de las super-
ficies minimas no orientables en R™; en particular, han obtenido todos los
resulfados requeridos en nuestro método de demostracion. Al igual que se
tiene en el caso orientable, el resulfado de posicidn general para super-
ficies minimas no orientables necesita tfambién que la dimensidn cumpla
n > 5. Por lo tanto, resultados andlogos a los Teoremas 6. 1]y [1.10/son ciertos
para superficies minimas no orientables bajo la suposicion necesaria sobre
el flujo dada por la ecuacion (6.17).
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Curvas complejas en C"

Todas las herramientas utilizadas en las demostraciones de la Seccidn
son clésicas para la familia de inmersiones holomorfas definidas sobre
una superficie de Riemann abierta y con valores en C" para n > 2. En es-
ta situacion la posicion general viene dada cuando n > 3. Referimos a
Bishop (27) para el teorema de aproximacion Runge-Mergelyan y a Drino-
vec Drnovsek y Forstneric (31) para el método de Riemann-Hilbert (véase
también la infroduccién de Drinovec Drnovsek y Forstneric en (32) para un
desarrollo ampliado sobre este tema).

A modo de ejemplo, siguiendo la demostracion del Teoremab. 1|se pue-
de probar el siguiente resultado:

Teorema 6.3. Sea M una superficie de Riemann abierta. El conjunto de
inmersiones holomorfas completas M — C™, n > 2, con imagen densa for-
ma un subconjunto denso en el conjunto O(M,C"™) de todas las funciones
holomorfas M — C™ con la topologia compacto-abierta.

Ademas, sin > 3 enfonces el conjunto de fodas las inmersiones ho-
lomorfas completas e inyectivas M — C™ con imagen densa es fambién
denso en O(M,C").

Queremos resaltar que la novedad del Teorema es el hecho de que
las inmersiones involucradas son completas; obviamente, el conjunto de to-
das las inmersiones holomorfas M — C™ es mayor que el de las inmersiones
completas. En efecto, sin fener en cuenta la completitud, existen nume-
rosos resultfados en la literatura relacionados con el tfema. Por ejemplo, si
consideramos el espacio O(S, Z) de las aplicaciones holomorfas definidas
sobre una variedad Stein S (véase Gunning y Rossi (55) y Hormander (57)
para el estudio de las variedades Stein) y con valores en una variedad Oka
Z dotado de la topologia compacto-abierta, entonces la propiedad Oka
con aproximacion e interpolacion (véase Forstneric (42, Theorem 5.4.4)) im-
plica trivialmente que las aplicaciones en O(S, Z) con imagen densa for-
mMan un subconjunto denso. Ademdads, si dim Z > 2dim S (dim Z > 2dim S + 1)
entonces, por posicion general (42, Theorem 8.9.1 y Corollary 8.9.3)), el sub-
conjunto de inmersiones (inyectivas) con imagen densa es tfambién un sub-
conjunto denso de O(S, Z). Por otro lado, si dimS > dim Z enfonces exis-
ten aplicaciones holomorfas fuertfemente dominantes sobreyectivas S — Z
(véase Forstneric (43) y las referencias que alli aparecen).
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En la misma lineq, Forstneric y Winkelmann demostraron en (46) que, pa-
ra toda variedad compleja conexa Z (no necesariamente Oka), el conjun-
to de todas las aplicaciones holomorfas definidas en el disco unidad D ¢ C
y con valores en Z con imagen densa es un subconjunto denso en O(D, Z);
véase también Winkelmann (20) para algunos resultados parciales en esta
direccion.

Recientemente, Alarcon y Forstneri€ han demostrado en (14) que exis-
ten inmersiones holomorfas completas e inyectivas C — C? cuya imagen
es densa en C2. El mismo resultado es cierto si sustituimos C por cualquier
superficie de Riemann abierta M que admita un embebimiento propio vy
holomorfo en C2.

Curvas nulas holomorfas en C*

Recordamos que, dada una superficie de Riemann abierta M, una cur-
va nula es una inmersion holomorfa F' = (Fy, ..., F,): M — C™ (n > 3) dirigida
por la cuddrica nula 2, véase la Definicion [2.24]

Hemos visto que la cudadrica nula punteada 21, = A\ {0} es una variedad
de Oka, véase el Lema [2.30 Estas curvas estan fuertemente relacionadas
con las superficies minimas inmersas en R™ como se vio en el Capitulo[3] Las
herramientas requeridas para adaptar la demostracion de los Teoremos
y[T.T10 para curvas nulas holomorfas han sido proporcionadas recientemen-
te por Alarcon y Lopez (19), Alarcodn y Forstneric (11,[12) y Alarcdn, Drinovec
Drnovsek y Forstneric (7). En esta situacion, el embebimiento como posicion
general se obtiene para n > 3.

Curvas legendrianas holomorfas en C2**!

Estas curvas son inmersiones holomorfas
F=(X,Y1,..., X0, Yn, Z): M — C™ neN,

definidas sobre una superficie de Riemann abierta M y con valores en C2n+1
que son tangentes a la estructura holomorfa estGndar de contacto de
C?n*1; o equivalentemente que verifican la expresion

dZ+Y X;dY; =0 entodo puntode M.
j=1



Superficies Minimas Completas y Densas 158

En este contexto, los resultfados necesarios han sido proporcionados por
Alarcén, Forstneri€ y Lopez en (18), siendo para este caso la posicion gene-
ral embebida valida para todo n € N. Las curvas holomorfas legendrianas
son curvas complejas andlogas a las curvas legendrianas reales en R?*+1 y
fienen un papel importante en la geometria diferencial, en particular en la
geometria de contacto.

Recordemos que una variedad de contacto compleja es una variedad
compleja W de dimension impar 2n+1 > 3 con una esfructura holomorfa de
contacto %, siendo esta un subfibrado vectorial holomorfo de codimension
compleja 1 del fibrado tangente TW tal que cada punto p € W admite un
entorno abierto U ¢ W para el cual se cumple que .Z|y = ker n para alguna
1-forma holomorfa n en U cumpliendo n A (dn)™ # 0 en todo punto de U. Una
inmersion holomorfa F: M — W se dice que es legendriana si es tangente
en todo punto a la estructura de contacto:

dFy(T,M) C £y, paratodop e M.

Por el feorema de Darboux (véase (18, Theorem A.2)), toda variedad de
contacto compleja (W, ) de dimension 2n+1 es localmente contactomorfi-
ca al espacio euclideo complejo C***+! con su estructura de contacto ho-
lomorfa estandar. Por tanto, de los resulfados andlogos a los Teoremas
y para curvas legendrianas en C*'*! podemos deducir también el si-
guiente corolario.

Corolario 6.4. Sea (W, .¥) una variedad de confacto compleja. Entonces
cada punto p € W admite un enforno abierto U ¢ W con la siguiente pro-
piedad: Para cualquier dominio V- & U existen inmersiones legendrianas
holomorfas inyectivas M — V que son densas en V' y que son completas
respecto de toda métrica riemanniana en W, donde M es o una superficie
de Riemann bordeada o alguna esfructura compleja en cualquier superfi-
cie diferenciable, abierta, conexa y orientable.

La demostracion de este corolario se realiza siguiendo las ideas del resulta-
do que aparece en (18, Corollary 1.3), véase la referencia para los detalles.
Queda como problema abierto estudiar si una variedad de contacto com-
pleja, con una métrica riemanniana asociada, admite curvas legendrianas
complejas densas y completas.

AUn mds recientemente, en (2), Alarcon y Forstneric demostraron la exis-
tencia de una carta de Darboux holomorfa alrededor de cualquier curva
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legendriana holomorfa abierta en una variedad de contacto compleja ar-
bitraria. Como consecuencia, el Corolario [6.4 sigue siendo cierto si reem-
plazamos el punto p por cualquier curva de este tipo en W,
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