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1. Introduccion

Lo que se pretende en este trabajo es realizar un desarrollo de la teoria basica del dlgebra mul-
tilineal, basado en varios libros y fuentes. En ningiin caso se trata de una aportacién original, sino
de una recopilacion bibliografica. La estructura del trabajo se ha desarrollado tomando como base
los libros Bourbaki [1], Greub [3], Northcott [5] y Rotman [6]. Aunque en algun capitulo se haya
indicado que el capitulo esta basado en alguno de los libros, esto se refiere a la estructura general

ya que se han intercalado resultados de méas de uno de estos libros en cada capitulo.

El objetivo de este trabajo es el de construir formalmente los objetos matematicos llamados tenso-
res, muy utilizados en fisica e ingenieria, pero tan vagamente definidos en estas areas. De forma que
después de haber estudiado sus propiedades de la forma mas general, se traduciran al lenguaje en
el que se expresan en estas otras areas y se verd como las propiedades con los que se caracterizan

los tensores en estas areas emergen de las obtenidas en la teoria general.

Cabe destacar que muchas de las demostraciones realizadas a lo largo del trabajo han sido adap-
tadas, reescritas o incluso desarrolladas por cuenta propia ya que los desarrollos llevados a cabo
a lo largo del trabajo se conocen en la comunidad matematica, sin embargo, algunos de ellos son

dificiles de encontrar en la bibliografia.

A lo largo de todo el trabajo se van a considerar solamente espacios vectoriales de dimensién

finita sobre cuerpos de caracteristica distinta de 2.

2. Producto Tensorial

2.1. Definicion

Basandonos en el desarrollo realizado por Northcott [5], se va a definir el producto tensorial.
Antes de empezar con la construccién propiamente dicha del producto tensorial, son necesarias

algunas definiciones previas.

Definicién 2.1 (Aplicacién lineal). Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Una

aplicacién f: V — W se dice lineal si para todo vi,v2 € V, a € F:

f(or +v2) = f(v1) + f(v2)
fla-v) =a- f(v)

Definicién 2.2 (Aplicacién multilineal). Sean Vi, ..., V,, y W espacios vectoriales sobre un cuerpo

F. Una aplicacién f: V4 x...x V, — W se dice multilineal si para todo v;,v; € V; coni=1,...,n

Teorfa Basica de Algebra Multilineal 3
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y a €

for, v+ 0 o) = fo1, .0 vn) + f(U1, U o)

flor, ..o, vy o) = f(ur,.o0 05,00, Up)

La propiedad universal del producto tensorial extendida al caso general de n espacios vectoriales

también va a ser necesaria.

Definicién 2.3 (Propiedad Universal del Producto Tensorial). Sean Vi,...,V,, y W espacios vec-
toriales sobre un cuerpo F. Se dice que una aplicacién multilineal ®: V; x ... x V,, — W satisface
la propiedad universal si para toda aplicacién multilineal h: Vi x ... x V,, — H existe una tnica

aplicacién lineal h: W — H tal que el siguiente diagrama conmuta:

mx...xvngw
h _
h

es decir, h = ho ®.

Definicién 2.4 (Espacio Vectorial Libre). Sean S un conjunto y un cuerpo F. Se define el espacio

vectorial libre L sobre S de la siguiente manera
L= {f : S —>F’f(x) # 0 para un numero finito de = € S}

Identificando todo x € S con la aplicacién x: S — F tal que x — 1 y y — 0 para todo y # z, se

tiene que S es base de L.
Se procede entonces a definir el producto tensorial de n espacios vectoriales.

Definicién 2.5 (Producto Tensorial n-ario). Dados Vi, ...,V espacios vectoriales sobre un cuerpo
F, diremos que la pareja (W,®) es un producto tensorial si W es un espacio vectorial sobre el cuerpo

Fy®: Vi x...xV, — W es una aplicaciéon multilineal que satisface la Propiedad Universal.

Esta definiciéon no es constructiva. Se va a probar la existencia y unicidad del espacio definido.

Aunque previamente se demostrard un lema necesario para ello.

Lema 2.6. Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F, f: V — W un homomorfismo
de espacios vectoriales y K < V tal que K < ker(f). Entonces, f induce un homomorfismo
f: V/K — W de forma que v + K — f(v+ K) = f(v).

Demostracién. Se define para todo v + K € V/K, f(v+ K) := f(v). Veamos que f estd bien
definida. Si v + K = u + K entonces v —u € K. Como K C ker(f), f(v—u) =0y por lo tanto

fo+K) = f(v) = f(u) = f(u+ K). Como se ha demostrado que la imagen por f no depende del

Teoria Bésica de Algebra Multilineal 4
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representante escogido, estd bien definida. El cardcter de homomorfismo lo hereda de f, ya que f

actia igual que f sobre todos los elementos. O

Teorema 2.7 (Existencia y unicidad del espacio producto tensorial n-ario). Dados n F-espacios
vectoriales Vi, ..., V,, siempre existe su producto tensorial (W, ®). Ademas, el espacio W es tinico

salvo ismorfismo.

Demostracién. Se considera el subespacio vectorial R de L el espacio vectorial libre sobre V; x

... X Vy, definido por:

R—TF <{ (V1 ey U+ ULy ooy Up) — (V1 ey Uiy ey Un) — (U1, ey ULy ey Up)

vi,v,€Vii=1,...n, a €F
(V14 ooy @ gy ey Up) — @+ (U1 ey Uy oy Upy)

Considerando el espacio cociente L/R y la proyecciéon candnica w: L — L/R tal que para todo
v=>21" 1 NV, ) € L, (v) =Y 1mq Ai(v1,iy ..., Uni) + R. Es facil comprobar que (L/R,m)

es un producto tensorial de Vi, ..., V,,. Veamos primero que 7 satisface la propiedad universal.

s Multilinealidad:

TV, 0+ Vo) = (V1,0 F VL 0n) F R

= (V1,3 Viy ey 0) + (V1,0 vn) + R

/
=7(V1y ey Uiy, Up) F (V1,00 Uy e ey V),
y
(U1, @ Vo U) = (V1o Ve, 0n) + R
=a-(V1,...,V,...,0n) + R
=a - 7(V1y.. ey Viyen,Up).
s Sea H un F-espacio vectorial y h: V3 x ... x V,, — H una aplicaciéon multilineal, veamos

que existe una tnica aplicacién lineal h: L /R — H de forma que h = h o m. Nétese primero
que la aplicacién h se puede extender a todo L por linealidad ya que estd definida para todo
(V1y...,0n) €EVI X ... xV, y Vi X ... xV, es una base de L. Llamando ¢ a esta extension,

veamos que R < ker(g)

(V1,5 ey 0+ VL o) = (V1 ey Vi ey V) — (U1, ey Ul ooy )

= g(v1, s U + Vs ey 0n) = G(V1,5 ey Viy ey V) — (V1,5 e, Uy ey 0) = 0

Teorfa Basica de Algebra Multilineal 5
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Por el lema la aplicacién h definida a continuacién es una aplicacién lineal tal que h = hom.

Teniendo en cuenta que los elementos u de L/R son de la forma

m

u = Z )\7;(’01,1', ... 7Un,i) =+ R,
i=1

con \; € F,v;; € V; paraj=1,...,nei=1,...,m siendo m un natural, h queda definida

por

h:L/R— H

u = Z /\i(Ul,ia - ,Unﬂ;) + R+— B(u) = Z )\ih(vl’i, . Un,i)-
i=1 i=1

Si existiera otra aplicacién lineal A’ tal que h = b/ o, tendriamos how = h = k' o 7 por lo
tanto (h —h')om = 0 y como Imm = L/R se cumpliria h — b’ = 0, es decir, h = h’. Por lo

tanto queda demostrada la unicidad de la aplicacién h.

Queda asi probado que (L/R, ) es un producto tensorial de Vi,...,V,. Veamos que de hecho el
producto tensorial de V1, ..., V,, estd determinado univocamente salvo isomorfismo. Suponinedo que
existen dos productos tensoriales de Vi, ..., Vy,: (W1, ®1) y (Wa, ®2). Como ®; satisface la propiedad
universal existe una unica aplicacién lineal fi: W7 — W5 tal que ®2 = fi o ®1. Analogamente,

existe una Unica aplicacién lineal fo: Wo — Wi tal que ®1 = fo 0 ®9. Por lo tanto:

®2=fio®1 = f10fr0® por lotanto Idw, = fi10 fo, yasi fi=f;".

Concluyendo entonces que W1 = Wy, queda demostrado que el producto tensorial de Vi ...V, es

tnico salvo isomorfismo. O

Notaciéon 2.8. Usualmente el espacio L/R se denota por V) ®p ... ®p V,, y cuando no haya
ambigiiedad sobre el cuerpo sobre el que se define el producto tensorial se suele denotar por V; ®
... ®V, y también por @~ V;. Andlogamente, 7(vy,...,v,) se suele denotar por v; ®p ... ®F v,
y cuando no hay ambigiiedad respecto del cuerpo por v; ® ... ® v,. En general, los elementos v de
Vi ®...® YV, reciben el nombre de tensores y son de la forma v =371 v1; ® ... ® v,; con m un
natural. Los elementos de la forma v1 ® ... ® v, reciben el nombre de tensores puros y también es

usual denotarlos por ®;",v;.

Corolario 2.9 (Correspondencia). Sean Vi, ..., V, y W espacios vectoriales sobre F y h: V} x...X
V,, — W una aplicacién multilineal, existe una tnica aplicacién lineal h: Vi ®...® V, — W tal
que h(vy ® ... ®v,) = h(vy,. .., v,) para todo vj € Vj con j =1,...,n. En consecuencia, tenemos
una biyeccién entre las aplicaciones multilineales definidas en Vi x ... x V,, y las aplicaciones lineales
definidasen V1 ® ... ®V,

Proposiciéon 2.10. Sean Vi, ..., V, y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F, f: Vi x...xV,, —

Teorfa Basica de Algebra Multilineal 6
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W una aplicacién multilineal y K; < V; para ¢ =1,...,n tales que
KixVox...xVp+...+4Vix...xKix...xVy+...+ Vi x... x K, Ckerf.

Entonces f induce una aplicacién multilineal f: Vi/Ky x ... x V,/K, tal que (vi + K1,...,v, +
K,) — f(m + K, vp+ Ky) = f(ur,..o o).

Demostracién. Basta ver que esta aplicacion estd bien definida. Sean u = (u; + K1, ..., u, + K)
yov = (v + Ki,...,v, + K,) tales que u = v. Se cumple entonces que u; — v; € K;. Como
Vix...xKix...xV,Ckerfparatodoi=1,....n, f(u) — f(v) = flug —v1,..., U, —v,) =0
y por lo tanto f(u) = f(v). Queda demostrado que la aplicacién f estd bien definida ya que la

imagen no depende del representante escogido de la clase de equivalencia. ]

2.2. Producto Tensorial de Homomorfismos

La estructura del producto tensorial induce de forma natural homomorfismos sobre los espacios

producto a partir de homomorfismos de los espacios iniciales. Veamos cémo se construyen.

Proposicién 2.11 (Producto Tensorial de Homomorfismos). Sean Vi,...,V, vy Wq,..., W, es-
pacios vectoriales sobre un cuerpo F y f; € Hom(V;,W;) para i = 1,...,n. Entonces existe
feHm(Vi®...0V,, W, ®...®W,) dado por

FVi@. @V —Wa.. oW
V1 Q...Q0 v, — f1(v1) ®@...® fn(vn)

Demostracién. Se define la aplicacién f:=® o (f1 x ... x fy)

fVix..xV,—W®...W,
(U1, yvn) — f1(01) @ ... @ fr(vn)

Es claramente multilineal, por ser todas las f; lineales al ser homomorfismos, y queda univocamente
determinada por las f;. Por la propiedad universal, existe una tnica aplicacién lineal f: V; @...®
Vi, — Wi®...@W, de forma que f = fo®. Es decir, f € Hom(V1®...@V,, W1®...@W,) tal que
fr1®...0uv,) = fi(v1)®...® fn(v,) para todos los generadores v1 ®...@v, EVI®...®V,. O
Notacién 2.12. El homomorfismo f construido en la proposicién anterior suele denotarse por

f1®...® fy, o por @, fi.

Proposiciéon 2.13. Sean Vi,...,V, y Wi,..., W, espacios vectoriales sobre un cuerpo F y f; €

Hom(V;, W;). Se cumple entonces

Im(®], fi) = &) Im(f;)
=1

Teorfa Basica de Algebra Multilineal 7
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Demostraciéon. Comprobemos el doble contenido.

C SiweIm(®L, fi), existe v =377 @ v;; de forma que

m n
w = (@i fi)(v Z i1 (fi(vig)) = @i (fi szj , por lo tanto w € ®Im(fz)
= i=1
O Siwe Qi Im(f;), existen v;; € V; parai=1,...,nycon j=1,...,m de forma que
m m m
Z im1(fi(vig)) Z ®i=1 i) (®i=1vij) = (®=1.fi) Z L1vi5),

: J:]_ :
por lo tanto w € Im(®!"_ fi).
O

Lema 2.14. Sean V' y U dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F y sean {v;}_; una familia de
vectores linealmente independientes de V' y {u;} ; vectores arbitrarios de U. Entonces > 1" ; v; ®

u; = 0 implica que u; = 0 para todoi=1,...n

Demostracién. Tomando las funciones lineales ¢ : V' — F de forma que ¢/ (v;) = 5 yhi:U —

F funciones lineales arbitrarias. Se considera la funcién bilineal ¢ definida por
p:VxU-—F

(0,0) — 3 g (W) (1)
j=1

Por la propiedad universal, existe una tinica aplicacién lineal p: VU — [F de forma que ¢ = po®.

Por lo tanto,

n

=D vi®u) =Y pvi@u) =Y ¢’ (vi)h! () th u;).
i=1 i=1

ij=1

Como las funciones h? son arbitrarias, la ecuacién anterior implica que u; = 0 para todo ¢ =
1,...,n. O

Corolario 2.15. Sean V y U dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Siv € V y v € U son

ambos distintos de cero, entonces v ® u # 0.

Nota 2.16. Dados dos F-espacios vectoriales V; y Vo, en principio, las bases de el espacio V; ® Vs
son de la forma {3 ,c;viij ® v2i5}jes con vii; € Vi. Sin embargo, las bases se pueden tomar de
la forma {vi; ® va;} con vj; € V; considerando como elemento de esta nueva base cada uno de los

sumandos de cada uno de los elementos de la base inicial.

Teorfa Basica de Algebra Multilineal 8
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Proposicién 2.17. Sean Vi,...,V, y Wi,..., W, espacios vectoriales sobre un cuerpo F y f; €

Hom(V;, W;) para todo i = 1,...,n. Se cumple entonces

ker(®F_ fi) =Y Vi®...@ker(f;) ®...® V.
=1

Demostraciéon. Debido a lo farragoso de la notaciéon y por simplicidad se va a comprobar sola-
mente el caso n = 2. El caso general se digue de manera similar. Comprobemos el doble contenido

para el caso n = 2.

C Sea {v1; ® v}, una base de ker(f; ® f2). Paratodoi=1,...,m

0= (f1® f2)(vii ®v2) = fi(vis) @ fa(vai).

Por el corolario fj(vji) =0 para j =10 j =2,y por lo tanto vi; ® va; € ker f; ® Vo, o
v1; ® vo; € V1 ® ker fo. Es decir, vi; ® vg; € ker f1 ® Vo + Vi ® ker fo.

I

Sea v tal que v € ker f1® V5 0 v € V] ®Ker fo. En el primer caso se tiene v = v1 @ v9 de forma

que fi(v1) = 0. Por lo tanto

(f1® f2)(v) = fi(v1) ® fa(v2) = 0@ fa(v2) = 0.

Y por lo tanto v € ker(f1 ® f2). En el segundo caso, v = v; ® vg de forma que fa(ve) = 0. Asi

(f1 ® f2)(v) = fi(v1) ® fa(v2) = f1(v1) ®0 = 0.

Por lo tanto v € ker(f; ® f2). Queda demostrado el contenido.

O

Proposicion 2.18. Sean Vi, Vo, Vs v Uy, Uy, Us espacios vectoriales sobre un cuerpo Fy ¢: Vi —
Vo, o'+ Vo — V3, 9: Uy — Uy y ¢': Uy — Uz homomorsfismos. Entonces,

(P op)® @ oyp) = (¢ @) o (p@Y).

Demostraciéon. Por la linealidad de las aplicaciones, basta comprobar que la imagen de los ten-

sores puros de la forma v ® u con v € V| y u € U; coincide por ambos homomorfismos.

(¢ o) @ (' oh)](v@u) = (¢ 0p)(v)® (" o) (u) = ¢'(¢(v) @Y ((u))

(" @) o (p@P)](v®u) = (¢ ®Y)(pv) @P(u) = ¢'(pv)) ® Y (Y(u)).

Teorfa Basica de Algebra Multilineal 9
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2.3. Asociatividad, Conmutatividad y Distributividad

Se va a probar en las siguientes lineas que, salvo isomorfismo, el orden en el que se realicen

iterados productos tensoriales es indiferente.

Teorema 2.19 (Asociatividad). Sean Vi,...,V,, espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Entonces,

para todo p < n se cumple

Vi®..0V)0(Vpm®...0V,) 2V1®...0 V,.

Demostracién. Por el teorema [2.7)y teniendo en cuenta que (Vi X ... x Vp) X (Vpy1 X ... x Vp,) =
Vi x ... x V,, existe una aplicacién multilineal ®1: V1 x ... xV,, — V1 ® ... ® V,, y existe
R Vix..xV, —VN®...0V,) ® (Vp41 ®...®V,) también multilineal, ambas satisfaciendo
la propiedad universal. Por lo tanto, como ®; satisface la propiedad universal, existe una tnica
aplicacién lineal f: V1 ®...0V, — (V1®...0V,)® (Vp411 ®...®V,) de forma que ®2 = fo®;.
Anélogamente, existe una tnica aplicacion lineal g: (Vi®...@V,)®(Vp41®...0V,) — Vi®...0V,
tal que ®1 = g o ®3. Por lo tanto,

®2:f0(90®2):(fog)0®2yporlotantof:g_l.

O]

Teorema 2.20 (Conmutatividad). Sean V; y V5 espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Entonces,

VieVe =1 V.

Demostracién. Tomamos la aplicacion h: V; xVy — Vo x Vj de forma que (vq, v2) — h(vy,vg) =
(va,v1). Claramente su inversa viene dada por h=1: Vax Vi — Vi xVa con (v, v1) — b~ (vg,v1) =
(v1,v2). Por el teorema existen ®1: V1 x Vo — V1 @ Vo y ®9: Vo x V7 — Vo ® V] ambas

satisfaciendo la propiedad universal. Las aplicaciones

@90h:Vix Ve —Vo@Vy @oh ™ Vax Vi — ViV,

(v1,v2) —> vy ® V1 (v2,v1) —> V] ® vy

son ambas bilineales. Por la propiedad universal existen aplicaciones lineales f y g tales que ®s0h =

fo®1y® oh ! =go®y de forma que

®2:®20hoh_1:fo®1oh_1:fogo®2, lo que implica f:g_l.

Por lo tanto V1 @ Vo 2 Vo ® V4. O]

Los siguientes diagramas conmutativos ilustran la estructura construida en la prueba anterior.

Teoria Bésica de Algebra Multilineal 10
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® ®
VixVh—— > ViaV, Vox Vi ——heW
h / h1 g
Vo x Wi Vao W Vi x Va VieV,
Teorema 2.21 (Distributividad Respecto de la Suma Directa). Sean Vi, ..., V,, espacios vectoriales

sobre un cuerpo [ tales que se pueden descomponer en sumas directas V; = ®j€ J; Vij - Entonces

®i-; Vi se puede descomponer en sumas directas

=1

J1€J1,..,jn€Jn =1

Demostracién. El espacio ;- ; V; estd generado por los elementos de la forma ®!'_;v; con v; € V.
Por la descomposicién en sumas directas de los V; se tiene que v; = ;. ;, vij, con vjj, € Vi, para

i1=1,...,n. Por lo tanto

n _on Y no.
i1 Vi = By ( Z Vij;) = Z ®j=1ij; -
Ji€J; J1€J1,,jn€Jn

Esto implica que @j-—; V; es de hecho suma de los factores @;_; Vj;,. Falta comprobar que se trata
de una suma directa. Considerando el homomorfismo g: ;L Vi — @j e, j.es, (@11 Vij) tal
que g(v1j; ®. .. QUpj,) = V1, . ..Qvp;, ¥y el homomorfismo h: ®j1€J1---jn€Jn (@1 Vij,) — Qi1 Vi
definido para cada (ji,...,J,) por los homomorfismos hj, ;. : ® Vij, — ®i-,V; de forma que
Rji..jn = ®i_qtj,, donde ij,: Vi;, — V; son las inclusiones canénicas. Claramente, ho g = Id ya
que se cumple para los elementos de la forma ®;_; (3", ¢, vij;) ¥ estos elementos generan @;.; V.
Similarmente, g o h = Id ya que los elementos de la forma }7; c ;. c; (® v;5,) satisfacen esta
relaciéon y generan @, c s, . e, (&i; Vi). Por lo tanto, g y h son isomorfismos, inversos el uno del
otro, y se tiene que la descomposicién de @;; V; como suma de factores de la forma @;_; Vj;, es

de hecho una suma directa. ]

2.4. Dimensién y Base

El objetivo de este apartado es demostrar que la dimensién de un producto tensorial es el

producto de las dimensiones de los espacios vectoriales base y obtener una base del espacio producto

tensorial.

Proposicion 2.22. Sean Vi, ..., V, espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Sean v; € V; distintos
de cero para todo i = 1,...,n, entonces ®;"_ v1 # 0.

Demostraciéon. Se va a demostrar por induccién. El caso n = 2 se trata del colorario [2.15

Asumiendo que es cierto para cierto n > 2, probemos que se cumple para n + 1. Para todo v; € V;

Teoria Bésica de Algebra Multilineal 11
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distintos de cero, ®;_;v; # 0, se tiene entonces, por el corolario (@7_10;) ®Vpt1 = @ vy £ 0

para todo v,41 € V41 distinto de cero. O
Teorema 2.23 (Base del Espacio Producto Tensorial). Sean Vi, ..., V,, espacios vectoriales sobre
un cuerpo [ con bases {e;j, }j,es; para todo ¢ = 1,...,n. Entonces {®"_,e;;,|7; € J; para todo i =

1,...,n} es una base de ®;-; V;.

Demostracién. Claramente V; = @,.c, Vij; con Vjj, = F (e;;,) para todo i = 1,...,n. Por el
teorema [2.2]] se tiene que

Vi= @ ®‘/;J1

1 J1€J1,e 0, jn€Jn i=1

n
1=

Sea ®v; € @i, Vij;, entonces v; = aje;j, con o; € F para todo ¢ = 1,...,n y por lo tanto

Qv = ([Tisg as) ®j=; eij;. Es decir, el espacio @; Vij, esta generado sobre F por ®j;e;;,.

Ademés, por la proposicién ®jq¢eij; 7 0. Juntando todo esto

RXVi= D  F{®Liep)).

=1 J1€J1,..\jn€Jn
Y queda demostrado que {®e;i;,|71 € Ji,...,jn € Jn} es una base de @i, V;. O
Corolario 2.24 (Dimensién del Espacio Producto Tensorial). Sean Vi, ...,V espacios vectoriales

sobre un cuerpo F de dimensiones dimp(V;) = m;. Entonces dimp(®;—; Vi) = [[im; mi.

Demostracién. Sean {e;j, };,c, bases de Vj, con J; = {1,...,m;}. Por el teorema anterior {®}"_,e;;,|j1 €
Ji,...,Jn € Jn} es una base de @;-; V;. Por lo tanto dimp(Q;_; Vi) = {®f_ €51 € J1,...,jn €
Jn} = Tliz il = Ty m. O

Lema 2.25. Sean V' y U dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F y Vi, Vo <V dos subespacios.

Entonces,
(Vl@U)ﬂ(‘/Q@U) = (%ﬂVQ)@U.

Demostracién. Fijando primero {u;}!" ; una base de U, se va a comprobar el doble contenido.

C Seav e (V1oU)N(Va®U), entonces se puede expresar como v = y 1 4 0; Qu; = y 04 w; QU;
conv; € V1 y w; € V. Asi,

n

n n
O:Zvi@)ui—Zwi@ui:Z(vi—wi)(@ui. (2.1)
i=1 i=1

i=1

Por el lema se tiene que v; — w; = 0 para todo i = 1,...,n y, por lo tanto, v; = w;. Asi,
ve(VinlVy)®U.

D Dado v € (V1 NV,) ® U, se puede expresar como v = > 1 v; @ u; con v; € V3 N Va. Por lo
tanto, se tiene claramente que v € (V1 @ U) N (Va @ U).
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O]

Lema 2.26. Sean V' y U dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F, Vi <V y U; < U. Entonces,

(V1®U)Q(V®U1):V1QU1.

Demostracién. Tomando U < U de forma que U = U @ Uy, se tiene, por el lema
VieU=WVieU)ae (Vie).

Entonces,
VieU)n(Vel)=Wel)a [(Viel)n(V eU).

Por el lema anterior se tiene que (V@ U)N(V@U) =V @ (U NUT) = {0}y como ViU C VU
se tiene que (V @ Uy) N (V1 ® U) = {0} y, por lo tanto,

WieU)n(Vel;)=WViel)®{0}=ViolU

O]

Proposicién 2.27 (Interseccién de Productos Tensoriales). Sean V' y U espacios vectoriales sobre
un cuerpo F, V1, Vo <V y Uy,Us < U. Entonces, (V1 @ Up) N (Va®@ Us) = (Vi NVa) ® (U NUS).

Demostracién. Veamos que se da el doble contenido entre los dos conjuntos.
C Como V; C V, se cumple que
WVMeU)n(Va@l) C(Veal)N(Vels) =V e U NUs),
donde en la dltima igualdad se ha hecho uso del lema De manera andloga se tiene que
WViel)n(Vaelsz) € (VinVe) @ U.
De manera que
WViel)n(Va2@lsz) C [V (UinU)n [(VinVe)@U] = (VinW) e (UrNUs),

donde en la dltima igualdad se ha hecho uso del lema [2.:26]

D Dado v € (Vi N V2) ® (U NUy), se puede expresar como » - v; @ u; con v; € Vi NVay
u; € Uy NUsy. De forma que trivialmente se tiene que v € V1 @ Uy y v € Vo ® Us y, por lo
tanto, v € (V1 @ Up) N (Vo @ Us).
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3. Dualidad

3.1. Dualidad General

El estudio de los espacios duales va a ser crucial a la hora de seguir desarrollando la teoria.
Basado en Bourbarki [1].

Definicién 3.1 (Espacio Dual). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F. El espacio dual de

V' se define como el siguiente espacio vectorial
V*={f:V — F|f es lineal}

Los elementos f € V* reciben el nombre de formas lineales.

Definicién 3.2 (Forma Bilineal de Dualidad). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V*

su dual. Se define la forma bilineal de dualidad como la aplicacién

(,): V"XV —F
(f,x)»—><f,x> = f(.CU)

Proposicién 3.3. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F de dimensién dimp(V) =ny V*

su dual. Entonces la forma bilineal de dualidad definida en es bilineal y no degenereda.

Demostraciéon. Veamos que de hecho esta aplicacion es bilineal. Sean u,v, e V, f,g e V*ya € F.

(fruto) = flutv)=fu)+ flv) = {f,u) +{fv)
(f+g,u) = +9)(w) = fu) +g(u) = (f,u) + {g,u)
(af u) = af (u) = a(f,u)
(f;0u) = flau) = af (u) = a(f, u).

Veamos que es no degenerada. Para ello fijemos primero una base {e;}I'_; de V.

» Sea f € V* tal que (f,v) = 0 para todo v € V, en particular (f, e;) = 0. Por lo tanto f(e;) =0

parai=1,...,ny en consecuencia f = 0 ya que es nula sobre una base de V.

» Sea v € V tal que (f,v) = 0 para todo f € V*. Tomando las aplicaciones ¢’: V — F
tales que e; — 5?, es decir, ¢?(e;) = 1y ¢’(e;) = 0 para todo i # j. Se tiene entonces
(g7, 0) = g7 (v) = ¢/ (X1 vie;) = S0y vigi(e;) = I v'6] = v/ = 0 para todo j = 1,.

Por lo tanto v = 0.
O

Proposicién 3.4. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F tal que dimp(V') = n. Entonces,

el espacio dual V* de V' también tiene dimensién dimp(V*) = n y por lo tanto V = V*.
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Demostracién. Sea {e;}" ; una base de V. Se definen w/ € V* de forma que satisfagan las
siguientes relaciones

(W e;) = w(e;) :55, para todo ¢,5 = 1,...,n.

El sistema {w’ }?:1 es libre por ser la forma bilineal de dualidad no degenerada. Veamos que
ademads genera V*. Sea f € V*, estd completamente determinada por la imagen sobre una base, en
particular por f(e;) € F para i = 1,...,n. Para todo v € V se puede escribir v = >.7_; v'e; para
ciertos v* € F. Por lo tanto

(foo) = (£, v'e) =D v'{fe) = D w'(v)f(es) = Q_ fleaw',v).
i=1

=1 =1 =1

Por lo tanto, como (,-) es no degenerada, f = 31 f(e;)w’. Queda asi demostrado que {w’ Fi

es una base de V*. Por lo tanto dimp(V*) = dimp(V) = n y en consecuencia V* = V. O

Definicién 3.5 (Base Dual). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y {e;}7~; una base
suya. Entonces la base {w’ }i—1 de V* (se ha demostrado que es base en la demostracién de la

proposicién [3.4)) definida por las siguientes relaciones se denomina base dual de {e;}!

(W, e;) = 6. (3.1)

Definicién 3.6 (Bidual). Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se define V** el espacio
bidual de V' como el espacio dual del espacio dual de V. Es decir, V** = (V*)*.

Proposicién 3.7. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, el espacio bidual de V

es canOnicamente isomorfo a V.

Demostracion. La aplicaciéon denotada por ¢ para todo v € V'

v: V¥ —TF

f'_><fvv>:f(v)

es un elemento de V**. Fijemos una base {e;}}_; de V'y denotemos por {w/}7_; su base dual. Se

define la aplicacion lineal (basta definir la imagen de la base {e;}1 ;)

p: V—V*

e; — €;
Veamos que {&;}"; es la base dual de {w’ g
(€, 07) = w(er) = (W, &) = 6.

Se tiene entonces que ¢ lleva una base de V' en una base de V** y por lo tanto es una biyeccion.

Se tiene entonces que ¢ es un isomorfismo canénico. O
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Notacién 3.8. Tal y como se ha hecho en la Ultima ecuacién, se denotara, por abuso de notacion,
por (-, -) toda forma bilineal de dualidad, independientemente del espacio vectorial, siempre que no

dé lugar a confusién.

Proposicién 3.9. Sean {U;}7,, {Vi}i; v {Wi}!_, espacios vectoriales sobre un cuerpo F y g;: U; x

V; — W, aplicaciones bilineales. Entonces existe una tnica aplicacién bilineal g tal que

(®fq Ui, ®fqvi) — @4 9i(ui, vi)-

Demostracién. Nétese primero que si g existe es Unica por estar definida para todos los gene-
readores (®7_ u;, @ v;) de (Qj; U;) x (Qj=; Vi). Como las aplicaciones g; son bilineales, por la
propiedad universal existen aplicaciones lineales tnicas f; : U; ® V; — W, tales que ¢g; = f; o ®.
Considerando la aplicacién f = ®7; fi: Qi=1(U; ® V;) — Qj—; W; (nica por el teorema y
el isomorfismo (los teoremas y garantizan el isomorfismo) ¢ definido por

©: (é U;) ® (é Vi) — é(Uz ® Vi)
i=1

i=1 i=1
(®iz1ui) ® (@iL1vi) — @iy (Ui © i)

Se define entonces la aplicacion lineal g := f o ¢ de forma que

=1

n n n
7 (Q@U) @ (QVi) — QWi
i=1 i=1
(®iz1ui) ® (@f1vi) — @iy 9i(ui, vi).
Por el corolario existe una unica aplicacién bilineal g: (Qi~; U;) X (Qi, Vi) — Q1 W; tal
que g = g o ®. Es decir
n

g: (®UZ) X (®Vl) — ®VVZ
i =1

=1 =1

(@71 Ui, ®iqv;) > @21 9i(ui, v;).

La aplicacién bilineal g construida se denotard por g1 ® ... ® g, = Qi ,9;.
Lema 3.10. Sean {W;}7_, v {Vi}i, espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Entonces
n n

é) Hom(V;, W;) < Hom(@) Vi, Q) Wi).

i=1 =1 i=1
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Demostracién. Considerando la aplicacion lineal

X)=
=
03¢
=

f: ®Hom Vi, W;) — Hom(
=1 =1 =1

Rf1Pi — R p;.

Sea {¢ij,|7: = 1,...,m;} base de Hom(V;, W;) para todo ¢ = 1,...,n, por el teorema se tiene
que {®j10i;ldi = 1,...,mi, i = 1,...,n} es una base de ®;_; Hom(V;, W;). Si f(®i i) =
f(®F_dik,) entonces, por la definicién de f, @ dij, = QI dir, v, por lo tanto, f es inyectiva.

O]

Nota 3.11. Nétese que el ® en los elementos de ;' Hom(V;, W;) denota el producto tensorial
considerando ¢ como elementos del espacio vectorial Hom(V;, W;), mientras que el ® en los elemen-
tos de Hom (@, Vi, ®i-; W;) denota el producto tensorial de los homomorfismos. Sin embargo, a
partir de ahora se consideraran equivalentes realizando la identificacién inducida por la aplicacién

f definida en esta demostracién.

Teorema 3.12. Sean {U;}7,, {Vi}l; v {Wi}, espacios vectoriales sobre un cuerpo F, g;: U; x
Vi — W, aplicaciones bilineales y g = ®;_,¢; la aplicacion bilineal construida en la proposicién

[3:9 Entonces g es no degenerada si y solo si g; es no degenerada para todo i =1,...,n.

Demostraciéon. Se consideran las aplicaciones lineales
(O Ul — HOHI(V;‘, Wl)
ui — pi(u;) = giui, ) y
n n
¢: QUi — Hom(Q Vi, QW)
j =1 i=1
®i—q i — P(®i_qui) = g(®;qui, )

y la aplicacion inclusién i: @, Hom(V;, W;) — Hom(®:"; Vi, @}, ) Ohle surge de considerar
', Hom(V;, W;) como subespacio de Hom(®j_, Vi, ®;-; W;) (Lema [3.10)). Se cumple entonces

(i 0 @1 pi( @i wi) ) (@12 vi) = @y (i) (vi) = ®1q9i(ui, vi) = (P(®fey i) ) (R vi)

Por lo tanto tenemos que
n
i 0 @i (@fu) = (@fqu;), para todo @y u; € Q) Us.
i=1

Lo que implica que ¢ o ®;"_,9; = g y por lo tanto, teninedo en cuenta que 7 es una inyeccién implica

que ker(i) = 0, se tiene por la proposicion que

ker(g) = ker(®j—,9:) Zker i ®® (U; @ Vy).
J#i
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Esto implica que g es no degenerada si y solo si todas las g; lo son. O

Definicién 3.13. Sean {V;}I' ; espacios vectoriales sobre un cuerpo I, {V;*} , sus respectivos

duales y (-,-): V¥ x V; — F las formas bilineales de dualidad. Se define la forma bilineal de
dualidad de (®i; V;*) x (Qi=, Vi)

=1 =1

Noétese que la forma bilineal definida existe y es tinica por la proposicion [3.9}

Proposicién 3.14. Sean {V;}!" ; espacios vectoriales sobre un cuerpo F y {V;*}™ . Entonces, (-, )
la forma bilineal de dualidad sobre (Qj—; V;*) x (Qi~; Vi) definida en es no degenerada y por

lo tanto induce un isomorfismo entre @i V;* v (Qi=; Vi)*.

Demostracién. Las formas bilineales de dualidad (-,-): V;* x V; — F son no degeneradas por
la proposicién y por lo tanto (-,-): (Qi=; V;*) x (Qj=, Vi) — [ también lo es por el teorema
Tal y como se vio en la demostraciéon de la proposicion [3.4] una forma bilineal no degenerada
g: U x V — F induce un isomorfismo entre ¢: U — V* tal que ¢(u) = g(u, ) para todo u € U.

Por lo tanto la aplicacion
n

o RV — (QV)*
=1

i=1 =
i1 fi — (@i fi) = (®iz1 fis ")
es un isomorfismo. ]

Definicién 3.15 (Traspuesto de un homomorfismo). Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre

un cuerpo F y u € Hom(V, W). Se define el homomorfismo traspuesto de u

ut: W — VF

fr— fou
Por lo tanto el homomorfismo traspuesto de u queda determinado por la relacién
(f,u()) = flu(v)) = (W' (f),v) para todov € V' y f € W*. (3.2)

Proposicién 3.16. Sean {V;}I; y {W;}I_; espacios vectoriales sobre un cuerpo F y f; € Hom(V;, W;)

para todo i = 1,...,n. Entonces,
(@1 fi)' = (i)
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Demostracién. Sean ®!' v; € Qi Vi v @710 € Qi W/ Se tiene, por la definicién de homo-

morfismo traspuesto,

n

(@ ) (@) @iy vi) = Dy iRy fi( @y v0)) = @fya(®Fy fi(vi)) = [ e filwi)
i=1

n

[ (fi) (@ 0)] (vi) = [QF=1 (f) () (@71 vi) = [©fyai 0 fil (R vi) = [] el fi(wi).

i=1

De esta igualdad y del hecho de que existen bases de la forma {®j_ a;j}jcs v {®f1vij}jers de
i1 Wy Qi1 Vi, se decuce el resultado. O

3.2. Dualidad en Espacios Vectoriales con Estructura Adicional

El caso particular en el que el espacio vectorial sobre el que se trabaje esté dotado de una
forma bilineal no degenerada y simétrica es especialmente interesante ya que en la aplicaciéon del
formalismo tensorial a las distintas teorias fisicas, los espacios sobre los que se construyen los

tensores suelen ser de este tipo.

Definiciéon 3.17. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una forma bilineal, no degenerada y simétrica

es una aplicacion bilineal

g:VxV—F

(z,y) — g(z,y)
tal que

1. g(z,y) = g(y,z) para todo z,y € V.

2. Si g(z,y) = 0 para todo y € V, entonces x = 0.

Notacién 3.18. En virtud del origen de este tipo de formas bilineales como métricas sobre espacios
reales, se denominara tensor métrico a las aplicaciones definidas en El nombre de tensor se
verd justificado més adelante, por el momento no se trata méas que de una convencién el darle ese

nombre.

Nota 3.19. Las teorias fisicas suelen estar construidas sobre espacios vectoriales sobre R o C
sobre los que hay definidas métricas pseudoriemannianas, que son un caso particular del tipo de
aplicaciones definidas en Es por ello que se va a desarrollar la teoria en este tltimo caso méas

general.

Proposicién 3.20. Sean V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F en el que hay definido un tensor

métrico g y V* el dual de V. Entonces, V' y V* son canénicamente isomorfos.
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Demostracién. Se define la aplicacién lineal

p:V—V"
vi— p(v) = g(v,).

Veamos que ¢ es un isomorfismo. Dado u € V' tal que ¢(u) = g(u, ) = 0, entonces g(u,v) = 0 para
todo v € V. Como g es no degenerada esto implica que v = 0 y por lo tanto ¢ es inyectiva. Como
por la proposicién se tiene que dimp(V) = dimp(V™*), ¢ es un isomorfismo. Se dice que este es
un isomorfismo canénico ya que viene inducido de forma natural por el tensor métrico g de V.

O

Definicion 3.21. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F en el que hay definido un tensor
métrico g y V* el dual de V. Para todo v € V se define el dual de v como v := ¢(v) = g(v,-) € V*,

donde ¢ es el isomorfismo construido en la demostraciéon de la proposicién [3.20

Nota 3.22. Esta definicion asigna de manera univoca un tnico elemento de V* a cada elemento
de V ya que la aplicacién ¢ es un isomorfismo. En este contexto suele identificarse cada elemento

de V con su dual.

Proposicién 3.23. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F dotado de un tensor métrico g.

Entonces, g induce un tensor métrico en V*.

Demostracién. Considerando ¢~ el inverso del isomorfismo ¢ construido en la proposicién

se define la aplicacion

h:V*xV* —TF
(o, B) — h(a, B) = a(p~'(B))

La bilinealidad de la aplicacién es inmediata al ser ¢ lineal por ser un isomorfismo. Teniendo en
cuenta que @ es un isomorfismo, todo o € V* se puede escribir como o = ¢(v) = ¥ para un tnico
veV. Asi

h(a, B) = h(9,7) = 5(¢™ " (@) = 0(u) = g(v, u).

Donde se ha hecho uso de que ¢~ (%) = ¢~ (¢(v)) = v. De esto se deduce que h es simétrica por
serlo g ya que

h(a,v) = g(u,v) = g(v,u) = h(0,a).

Ademés, si h(4,v) = 0 para todo © € V* implica que
h(u,?) = g(u,v) = 0 para todo v € V.

Por ser g no degenerada, esto implica que u = 0 y por lo tanto @ = 0. Asi se tiene que h también

es no degenerada. O
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4. Algebras Tensoriales

4.1. Algebra Tensorial

Antes de comenzar con la construccion de las dlgebras tensoriales es necesario dar la definicién
de un algebra asociativa y también de una graduacién sobre un algebra ya que son las estructuras

que se pretenden construir.

Definicién 4.1 (Algebra Asociativa). Un Agebra asociativa es un espacio vectorial A sobre un
cuerpo F dotado de un producto interno -: A x A — A de forma que este producto es bilineal y

asociativo.

Definicién 4.2 (Graduacién). Sea A un algebra y G un grupo. Una G-graduacién en A es una

A= A,

geG

descomposicién

de forma que AgA;, C Ay, para todo g,h € G.

Definicién 4.3 (p-ésima Potencia Tensorial). Dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo F se
define para todo natural p la p-ésima potencia tensorial de V como @V = V® ®) @V, a veces
también denotado por TP(V'). Se definen, por convenio, ®°V como el cuerpo base Fy @'V como

el propio espacio V.

Notacion 4.4. Los tensores no nulos de este espacio ®” V reciben el nombre de tensores de grado

p.

Proposicién 4.5. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y {e;}? ; una base. Entonces
{ei, ®...®eli;=1,...,n, j=1,...,p} es base de Q" V. Ademas dimp(Q" V) = n”.

Demostraciéon. Es una particularizacién del teorema y del corolario [2.24] O
Notacion 4.6. Los elementos ¢;; ® ... ® e;, de la base suelen denotarse por ¢€;, ..,

Definicion 4.7. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Para todo p,q € N se define la

aplicacién bilineal

D q p+q
Bra: RV xRV — RV

(VM ®... QUp, Vpt1 @ ... QUppg) —> V1 @ ... R Uptq

Nota 4.8. Basta definir las aplicaciones 3,, para los tensores puros, ya que estos generan el espacio
QP V, y se extiende la definicién por linealidad al resto de tensores. Ademaés, estas aplicaciones

estan bien definidas por la asociatividad del producto tensorial.

Notacién 4.9. Dados u e @V y v e Q?V, Bpy(u,v) se suele denotar por u ® v.
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Definiciéon 4.10 (Algebra Tensorial). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se define el

algebra tensorial de V' como el espacio vectorial

Qv-@(QV)

p=>0
dotado con el producto interno inducido por las aplicaciones /3, definidas en

Teorema 4.11. Dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo F, el dlgebra tensorial definido en
es un algebra graduada.

Demostracién. Considerando el espacio vectorial @ V' = ,>¢(&®" V') definido en veamos
que se trata de un algebra considerando el producto interno inducido por las aplicaciones 3,4
definidas en [4.71

2: RQVxRQV—QRV
m 1
(u,v) — U v = ZZﬁpq(up,vq)

p=1¢=1

donde sea han expresado v y v como sumas finitas de potencias tensoriales: u = E;”Zl u, con
up, € Q' Vyv= 22:1 vg con vy € ®? V. Este producto es bilineal ya que las aplicaciones /3, 1o son
y es asociativo por serlo el producto tensorial. La graduacion en este dlgebra viene dada al considerar
cada subespacio @ V' como el subespacio de grado p ya que dados v = v1 ® ... Qv, € Q" V' y
U ®...0u, € !V, se tiene que

ptq
VRU=11®... Qv €QV,

donde se han renombrado u; = vp4; paratodoi = 1,...,q. Por lo tanto se cumple que Q" V ®?V C

®PT1V. La graduacién se trata de una Z-graduacién ya que
P
RV => XV,
pEZ

definiendo @” V = {0} para todo p < —1. O

Proposicion 4.12. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F, @ V' y @ W sus
respectivas dlgebras tensoriales y f: V — W un homomorfismo. Entonces f se extiende de manera

Unica a un homomorfismo de Q V. a Q W.
Demostracién. Para todo natural p, se toma la aplicaciéon multilineal h, de forma que

hp: VP — QW

(1, .,0p) — f(v1) @ ... ® f(vp)

Teoria Bésica de Algebra Multilineal 22



Gorka Prieto Varela 2022-2023

En el caso p =1 se toma hy = f y en el caso p = 0 se toma hg = Idp. Por la propiedad universal
del producto tensorial, para todo p existe una tinica aplicacién lineal f,, tal que h, = f, o ®. Como

los elementos de @ V' son de la forma v = 377" v, con v, € Q" V, se define la aplicacién lineal f

[ QV—QW
v = va’—> pr(vp)
p=0 p=0

Notacién 4.13. Las aplicaciones f, construidas suelen denotarse por ®* f o por fer

4.2. Algebra Tensorial Mixta

Definicién 4.14 (Potencia Tensorial Mixta). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V*

su dual. Se define su potencia tensorial mixta de grado (p, q), con p,q € N, como

R LVV) = (Q@V) e (@V).

En el caso p = 0 se define ®2(V*, V) =@V y en el caso ¢ = 0 se define @5(V*, V) = Q" V*.
Esto implica en particular que si p = ¢ =0, @(V*,V) =TF.

Notacién 4.15. Los elementos de este espacio se denominan tensores mixtos de tipo (p,q). Los

tensores puros de este espacio se pueden representar por f @ v, con f € *V*yve KIV.

Proposicién 4.16. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. Si B = {e;}; es

una base de V' y B* = {e/ }7-1 la base dual asociada, entonces
Bg:{ej1 ®...0e" ey ®...Q¢€liku=1,....n, k=1,....p, [=1,...q}

es una base de @7(V*, V). Ademds, dimp(®H(V*,V)) = nP*a.
Demostracion. Es una particularizacién del teorema y del corolario [2.24 O

j1~~-jp

Notacién 4.17. Los elementos €/! @...Qel» ®ej ®...Qe;, de la base suelen denotarse por €1y

Proposicién 4.18 (Forma Bilineal de Dualidad). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y
V* su dual. La forma bilineal de dualidad sobre V* x V' induce una forma bilineal no degenerada
sobre @ (V*, V) x @E(V*, V) definida por

() QEVEV)x QR UV V) — F
(f@v,g©u) — (f,u){g,v)
Demostraciéon. Tal y como se ha demostrado en la secciéon de dualidad |3} las forma bilineales de

dualidad (-,-): (QPV*) x (RQPV) — F son no degeneradas y por lo tanto la forma bilineal que
inducen en @7(V*, V) x QA(V*, V) también es no degenerada. O
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Corolario 4.19. Esto permite identificar @7(V*, V') como el espacio dual de @4 (V*, V). En par-
ticular, @) (V*, V') es su propio dual para todo p € N.

Definicion 4.20. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. Para todo p,q,¢,57 € N

se define la aplicacion bilineal

5@V X @ VEY) — @ FHVLY)

(fevgou)r— (fog9)©(veu)

Definicién 4.21 (Algebra Tensorial Mixta). Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V*

su dual. Se define el dlgebra tensorial mixta sobre (V*, V') como el espacio vectorial

RV V) =R V) (QV).

dotado del producto bilineal interno inducido por las aplicaciones qu;.

Teorema 4.22. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. El espacio definido

en se puede expresar como suma directa de las potencias mixtas sobre (V*, V') de la siguiente

QR V)= P Rrv* V).

p,gEN

manera

Ademaés, las aplicaciones bilineales Bg; inducen un producto bilineal interno ® sobre @(V*, V)

doténdolo de estructura de algebra graduada.
Demostraciéon. Teniendo en cuenta que

R -BRV v QV-BRV.

peEN qeN

por el teorema se tiene que

KRV, V)= D K LHVV),

p,gEN

donde por abuso de notacién se omite la inclusion de los @ V* y QIV en Q(V*, V). Por lo

tanto los elementos de @(V*, V) se expresan como sumas de la forma -, ZZSL Jipg ®vj,, cON
fivg € Q' V* yv;,, € QTV para todo jpq = 1,...,mpq con my, ciertos naturales y donde la suma

en p, q es finita. El producto interno, bilineal y asociativo inducido por las aplicaciones Bé’; viene
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dado por

®: @V V) x QV*, V) — RV, V)
(Z Ip ® vy, Z gi®uj) — Z Bg;(fp(g)qugi@uj)

p,q€N ,jEN P,q,5,JEN
= Y (/p®g)®(vyQu)
p,q;,5€N
La graduacién en este caso se trata una graduacién sobre Z x Z y viene de considerar cada subespacio
&L(V*, V) de @(V*, V) como el factor en la suma directa de grado (p,q) ya que dados f ® v €
(V" V)y g@ue i (V",V)

p+k
(fev)e(geu) =(fege@eu) e @V V).
g+l
Por lo tanto, se cumple que @4 (V*,V) ®f(V*, V) C ®Zﬂ€(V*, V). O

4.3. Cambios de Base

En el desarrollo de la teoria hasta este punto no ha sido relevante tratar los cambios de base
y como estos cambios de base afectan a las bases inducidas en las potencias tensoriales y sus
subespacios. Sin embargo, la definicion que dan los fisicos e ingenieros de los tensores se basan
especificamente en los cambios inducidos sobre los tensores por los cambios de base de los espacios
vectoriales de partida para definir los propios tensores, por lo tanto, es necesario estudiar los efectos

inducidos en las potencias tensoriales por los cambios de base.

Definicién 4.23 (Cambio de Base). Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo Fy B = {¢;}1";
y B = {€;}~, dos bases de V. Un cambio de base es una relacién entre las bases B y B y se puede

expresar a través de una matriz invertible A de la siguiente forma
n .
5 J
€; — Z A i€s
=1

donde A’ ; representa las componentes de la matriz A de cambio de base.

Notacién 4.24 (Convenio de Sumacién de Einstein). A lo largo de esta seccién se hara uso del
convenio de sumacién de Einstein, ya que es la forma en la que se trata en fisica e ingenieria con los
tensores y aligera bastante la notacion. El convenio se basa, siempre que estén claros los limites de
los sumatorios y no de lugar a confusién, en que cada vez que en una expresién aparezca un indice
repetido una vez como subindice y una vez como superindice de forma que se esté sumando este
indice, se omitira el sumatorio. Como ejemplo, la expresion anterior del cambio de base se escribira

omititiendo el sumatorio de la siguiente manera

5o A e
€ = A’je;.
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Proposicién 4.25. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo Fy B = {e;}l' | v B = {&},
dos bases de V tales que é; = A ;,€;- Entonces, las componentes ©/ de un vector v en la base B
vienen dadas en funcién de las componentes v¢ del vector en la base B por

= (A_l)jivi.

Demostraciéon. Sea v € V' arbitrario,
— s — s AT o — o
v=10'¢; = 'A% e; = v'e;.

De la unicidad de la expresién de un vector en una base se sigue que v/ = A’ if)i y como la matriz
es invertible

—1Ni G (A=1Ni AT =k sisk i

(A7)0 = (A7) A7, 07 = gi0" = 0"

O]

Proposicién 4.26. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F, V* su dual, B = {e;}I"; y
B = {é:}"_, dos bases de V' y A la matriz cambio de base que las relaciona, es decir, &; = A’ e;.
Entonces los elementos w’ y @7 de las bases duales de B y B respectivamente se relacionan de la

siguiente manera

& = (A7 W

Demostracién. Los elementos w’ y @7 tabién estaran relacionados mediante una matriz cambio

de base de forma que wi = Bjiwi, de forma que

8 = wi(e;) = wi(A¥e) = B AR Wl () = BY AF,6L, = BY, AF, = (BAY,.

7
Lo que implica que B = A~L. O

Proposicién 4.27. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, B = {e;}"_, v B = {&;}}, dos
bases de V, A la matriz cambio de base tal que & = A’ e5 vy @5 (V*, V) la potencia tensorial mixta

sobre V' de grado (p,q). Entonces, para todo tensor T' € @} (V*, V), las componentes Til”'iqjlmjp
respecto de la base Bg construida a partir de B se expresan en funcién de las componentes T“'"qul i

respecto de la base Bl construida a partir de B de la siguiente manera

~01...0 ki..k —1\i
Tu iq :Tl q (A 1)Zlk"‘

Ji---Jp li...0p 1

(A1), AT AT

lp-

Demostracién. Sea T' € @4 (V*,V),

T=T"" . 6®. . . 0680008, QP

50108 k k —1\J
R LD’ L B 0% e

Ji---Jp (1 iq

LAY e @ e, 0w @ euw

1°

il...z ] ]
=T e ®... Qe QW ... @uw?.
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De nuevo, por la unicidad de la descomposicién de un vector en una base, se tiene que

ki...k 1.0 k k —1\J
T =T AR AT (AT,

l1...0p J1--Jp i1 iq

e (A—l)fplp

e invirtiendo esta relacién multiplicando por las matrices A y A~! tantas veces como sea necesario
se llega al resultado deseado. O
4.4. Contracciones

Definicion 4.28. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. Se define para todo

(i,j),coni=1,...,pyj=1,...,q, el operador contracciéon C’; a partir de la aplicacion multilineal

Eh (VP x VI — @21V, V)

(fi,---, fprv1,- .. ,vq) — f,;(vj)(®k7gifk) & (®l¢jvl),

de forma que C]l: es la tunica aplicacién lineal tal que goé- = C; o ®. La existencia y unicidad de C}

se sigue de la propiedad universal del producto tensorial.

Notacién 4.29. Las expresiones del tipo i; A" iq hacen referencia al listado de indices 7y ..., del

que se ha quitado el indice %,,.

Lema 4.30. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, {e;}I_; una base suya y C! el operador

contraccién definido en [4.281 Entonces

X NI

l J17 SJp\ s 1% gp
C (zl, ,zq)_éime. Abm
117 g

Demostracién. Por definicién

Cl ( Jise- Jp):Cfn(e]i@_“@ejp@eil®...®€iq)

11’ -lg
. . ; . ;
= (¥, €;,,)e"® N\ ®eTP ® €;, ® N Qe
_ ST g1 /\Jz Jp /\Zm _<h Jl
=0; '@ N QelP ®e;® ®e;, = ;' ‘Nm‘
117 g
O
Z i [ARAS}
Notacion 4.31. Al expresar tensores de la forma 7' =3, ; jll j; eﬁ J” , los sumatorios indican
sumas en jp = 1,...,n paratodo k=1,...,pyen i =1,...,n para todo l=1,...,q, donde n

serd la dimension del espacio vectorial sobre el que se consideran los tensores. Se hard uso de esta

notacién para aligerar ciertas expresiones.

Proposicién 4.32. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, {e;}? ; una base suya, T' =
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i1 Zq .717 7.717 D * sz r
Djis Ly imeg, Y € @y (V*,V) y el operador contraccién C?. Entonces
r . 1.ige1 J1edp—1
CS (T) - Z Fjl...jpfleil...iqfl )
Jkst
donde
Zq 1 Z Zs—lafls 'Lq—l
Jp—1 .71 r—1QJr...Jp—1"
Demostracién. Aplicando la definicién del operador contracciéon, haciendo uso de su linealidad y
del lema [4.30)

1.0 - 01000 ey 1.0
CT CT ZTI qﬁl Jp ZTI qCT Ji ZJp ZTl q(S]T i J

Jp 117 7'17 Jp s Als
117
]kﬂl Jkﬂl kazl

Renombrando los indices j, — a, is —> b, jp — jr_1 paratodo k > r+1y ¢; — 4;_1 para todo
[ > s+ 1 se tiene

Z T’Ll Zg 1b15 Zq 1(50, ]1..jp_1 — Z lem’%s_lai-smi-q_l ejl...jp_l

~Jr—1aJr..-Jp—1 11...0g—1 1. Jr—1aJr...Jp—1 21...1g—1
Jk»t1,a,b Jkytl,a
n
§ § TZl Mg—10is.. 'Lq 1 e‘?l""?P71
~Jr—1Qjr...Jp—1 21...0g—1 "
Jrrit \a=1

O
Notacién 4.33. El tensor C7(T") se denomina la contraccién del tensor T respecto de los indices

(r,s).

4.5. Traza de un Endomorfismo

En esta secciéon se va a estudiar la traza de los endomorfismos definida de forma general sin
recurrir a matrices y se va a comprobar que estd definicién intrinseca coincide con la definiciéon

usual para matrices cuadradas y recupera las propiedades conocidas de la traza de una matriz.

Proposicién 4.34. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, la aplicacién

0: V*®V — End(V)

a®uv— fa®wv),

tal que

dla®v): V—V

ur— f(a®v)(u) = (a,u)v = a(u)v,

es un isomorfismo.
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Demostraciéon. La linealidad de 6 es inmediata por su definicién. Para toda la demostracién se
va a fijar una base {e;}I"; de V' y su dual {wj};-‘zl. Como dimp(V* ® V) = dimp(End(V)) = n?,
basta ver que la aplicacion 6 es inyectiva para comprobar que se trata de un isomorfismo. Sean
=3 oz;-wj ey B =23, ﬁ;wj ® e; elementos de V* ® V tales que 0(a) = 6(3). Entonces,
0(a)(v) = 6(B)(v) para todo v € V, en particular para v = ej. Asi,

> ajw (ex)er = O(a)(ex) = 0(8)(er) = Y Fie (ex)ei.
2¥)

/[:7j

Haciendo uso de la relacién de dualidad w’(e;) = 5% se tiene

Z abe; = Z Bie;.
i i

Por ser {e;} ; una base, se tiene entonces que oz/%C = ,6’};3 para todo 7 = 1,...,n y como se ha
cogido un e arbitrario también se cumple para todo k = 1,...,n. Por lo tanto, a = 3 ya que sus
coeficientes son los mismos respecto de la base {w’ ® e;li,j7 =1,...,n}. O

Definicién 4.35. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y f € End(V'), se define la traza

del endomorfismo f como

Te(f) = (To 607 )(f),
donde

T V'V —TF

a®vi— (a,v) = av).

Nota 4.36. La aplicacion 7 esta bien definida y es tinica ya que por la propiedad universal del
producto tensorial existe una tnica aplicacién lineal 7: V* @V — F tal que (-,-) = 7o ® con (-, )
la forma bilineal de dualidad. Se va a estudiar ahora esta aplicacién traza haciendo uso de una base

concreta para comprobar que coincide con la definicién de la traza de una matriz cuadrada.

Definicién 4.37. Sea A = (ai;) € M,(F) una matriz cuadrada n x n sobre un cuerpo F. Se define
la traza de A

Tr(A) = Z Q.
i=1

Lema 4.38. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, {e;}_; una base de V y {w’ };-”:1 su

base dual. El inverso del isomorfismo 6 definido en la proposicién viene dado por
0~ End(V) — VeV

f — ij & f(ej)

J=1
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Demostracién. Notese que la aplicacion §~! es independiente de la base utilizada ya que dada
otra base de V {&}"; y su dual {@’ }iy tales que & = 3774 Ajl-ej con A una matriz de cambio

de base, al expresar §~! en esta nueva base se tiene para todo f € End(V)
n n
07N (f) =D& =Y AT AR @ fle) = 3 8l @ flen) = Zw @ f(ex).
i=1 Zvjvkzl jk‘ 1

Dados f € End(V) y v =37, v'e; € V se cumple

0071 ()(w) =003 _w' @ fle)(v) = D w'(v)flei) = Y _v'fle) = f (Z Ui@i) = f(v)
i=1 i=1 i=1 =1

Por lo tanto 8! es de hecho el isomorfismo inverso de 6. O

Teorema 4.39. La definicién de la traza de una matriz dada en[4.37 es consistente con la definicién

de la traza de un endomorfismo dada en [4.35

Demostracién. Dada una matriz A = (a;;) € M, (F) se puede interpretar como la matriz coorde-

nada de un endomorfismo de un espacio vectorial V' sobre F de dimensién n en cierta base {e;}1 ;,

es decir, f(e;) = Y7_; aijej. Considerando la base dual {w’}7_; de {e;}i,;.

Te(f) = (70071)(f) = T(Zwl@)f(ei)) = Zwl(f(ei)) = Z a;jw'(ej) = Z 5Za” = Za” =Tr(A
=1 =1 1,j=1 4,j=1

O]

Proposicion 4.40. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, la aplicacién traza
definida en cumple las siguientes propiedades para todo f,g,h € End(V)y A € F

L Tr(f +g) = Tr(f) + Tr(g)-
2. Tr(Af) = ATx ().

3. Tr(fog)=Tr(go f).

4. Tr(fogoh)=Tr(goho f).

Demostracién. Por ser 6 isomorfismo, se pueden representar f y g como f =631 fi ®v;) =
Y, 0(fi®v)yg= 9(2;”:1 gj ®uj) = Z;”zl 0(g9; ® uj) con fi,9; € V* y v, u; € V para todo
i=1,....nyj=1,....m

1. Es inmediato por la linealidad de Tr.

2. También es inmediato por la misma razon.
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3. Sea x € V arbitrario, se cumple entonces

(fog)(x) = Z[ (fi @ v)(0(g; ® wj) (@) = D_[0(fi @ vi))(g;(2)uy)

j?i

—Zfl uj)g;(x Zfz u;)0(g; ® vi)(x)
Anélogamente

(go f)(x) = 2[9(93' ® u)(0(fi @ vi) (@) = Y _[0(g; ® uy)](fi(x)v7)

i’j

_Zg] v;) fi(x ZQJ v;) fl®uj)( )-

Como esto se cumple para todo z € V, se tiene que fog =3, : fi(u;)0(g; ®v;) y go f =
2245 95(0i)0(fi @ uy). Asi,

Zfz ui)T(g5 @ vi) = Y filuj)gj(vi)

i’j

Tr(fog)=(r067") |:Z(fi(uj) 9; @ ;)

.3

—Zg] UZ f1®u]) 7-09 [Zg] Uz f1®u]) :Tr(gof).

4. Haciendo uso de la propiedad 3 recién demostrada se cumple que
Te(fohog) =Te(fo(goh)) = Te((goh)o f) = Tr(ge ho f).

O]

Nota 4.41. Las propiedades 3 y 4 pueden generalizarse a un nimero arbitrario de endomorfismos
fo,-.., fn—1 de forma que la traza de su composicién es invariante bajo permutaciones rotacionales,

es decir,

Tr(fp (méd n) ©---© fnfler (méd n)) = Tr(fO ©...0 fn—l)

para todo natural p.

Nota 4.42. De esta forma se ha demostrado que la traza definida de forma més general e intrinseca
cumple las propiedades esperadas de la traza de una matriz sin tener que recurrir ni a bases ni a

matrices.

Proposicién 4.43. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y f € End(V'). Entonces,

Te(f') = Te(f),

donde f* es el traspuesto del endomorfismo f.
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Demostracién. Por definicién,

Te(f*) = (re 0 071)(f),

donde
O.: VRV — End(V")
VR ar— O(v® a)
tal que
0. (ve@a): V' — V*
fr— 0 (v a)(B) = B(v)a
y

T VeV —TF

v ar— a(v).

Fijada una base {e;}!"; de V' y su base dual {w’ }] 1» se pueden expresar f y f! haciendo uso de
los isomorfismos 6 y 0. de la forma f =371, fl (Wee)y f!=>1 f]9*(e, ® w’) para ciertos
j, f;- € F. De forma que dados 5 € V* y v € V se tiene que

= (Z e = X e

y también, por la definicién de endomorfismo traspuesto,

LF1(B)](v) = B(f (Z fio (v ) Z fio (v
i,j=1 i,5=1

En particular, tomando 8 = w* y v = ¢, se tiene que

n

[ @R)(e) = D Fiot (e (a) Z fisks] =

i,j=1 i,j=1
y también . .
[F1@)(e) = Y fio ()" (e) = > F£6]07 = I
ij=1 ij=1
Por lo tanto, f;l = fJ’f para todo 7,7 = 1,...,n. De forma que

1,j=1 i,j=1

Tr(f!) = (1 0 6.1 (Z f] (e; @ w?) ) = Z f;T*(ei®wj):ZfZ
i=1
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y

Tr(f)=(ro0 )| D fid(W®e)| =) firW e)=) fi
Obteniéndose la igualdad deseada. O
Lema 4.44. Sean V1, ..., V, espacios vectoriales sobre un cuerpo F, 7; y 6; las particularizaciones de

la definicién de las aplicaciones traza de los endomorfismos de cada uno de los V; y las aplicaciones

n n
T: ®VZ*®®V2 — F
i=1 i=1

n
®F_19i ® Ofyv; — [] gi(vi)
i1

n

0: é)v* ®v — End(Q) Vi)

=1 =1
®Z 19: ® ®z 1V 0( i=19i ® ®z I/U’l)

de forma que 0(®}_;g; ® QF_1v;) (@I u;) = 1= 9i(ui) ®F_; v;. Entonces,
®im0i(fi ® vi) = 0[(®i1 fi) @ (@i1vi)],

paratodov; € V;y fi€e V; coni=1,...,n

Demostracién. Dado ®' z; € Qi Vi,

[@710;(fi @ vi) (@1 5) = [H fi(@i)] @iy v;

Ol(@i1fi) ® (@ v)|(®i12:) = (@i i) (®i12:) @iy v = | Hfz (x:)] ®izq vie

Como sabemos que hay bases de la forma {®_;v;;|j € J}, queda demostrada la igualdad deseada.
O

Proposicién 4.45. Sean Vi,...,V,, espacios vectoriales sobre un cuerpo F y f; € End(V;) para

todo i =1,...,n. Entonces,

z le HTI' fl

Demostracién. Por definicién se tiene Tr(®7_,; f;) = (10 071)(®™, f;) donde 7 y 6 son las aplica-
ciones definidas en el lema anterior M También por definicién, se tiene que Tr(f;) = (1;00; 1)(f:)
para todo i =1,...,n, donde 7; y 6; son la particularizacion de las aplicaciones de la definicién de

traza a cada V; también mencionadas en el lema anterior. Como ya se ha visto previamente, cada
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fi puede expresarse mediante el isomorfismo 6; en la forma f; = >7"" | 0;(vij, @ vij,) con ayj, € Vi*

7i=1
y vij; € Vi para todo j; = 1,...,m; con i =1,...,n. De forma que

®?:1fi = ®ZTL:1 Z gi(aiji ® Uiji) = Z ®zn:19i(aiji ® Uiji)
jz' jlv"’vjn
Haciendo uso ahora del lema anterior [£.44] se tiene
@it fi = Z O[(®@i=10vij;) @ (®7=1vij,;)]-
jl? 7]71

Como ya se ha calculado previamente en alguna ocasién, la traza de los f; viene dada por Tr(f;) =

>0y s (vig;). De la misma forma, la traza de @i, f; viene dada por

n  m; n
Tr(®?:1f1) = Z (®:L:1a7f]z)(®z 1U'L]z z H al]z /Ul]z H Z al]z Ul]z H T (fl)
J1sesdn JLsenjn 1=1 i=17;=1 =1

O]

Proposicién 4.46 (La Traza como Contraccién). Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo
F, V* su dual y f € End(V). Entonces, la traza de f coincide con la contraccién Ci del tensor
F € V*® YV definido por f.

Demostracién. f queda determinado por su matriz coordenada Az respecto de una base {e; }1;.
El tensor F' asociado a f viene entonces dado por F' = 7 ii=1 AZ wﬂ ® e;. La traza viene entonces

dada por .
= Z Al
j=1
O

Nota 4.47. Identificar la traza con la contraccién C}, permite extender la definicién de la traza a

tensores arbitrarios.

Definicién 4.48 (Traza Parcial). Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo IF, {e;}?_; una base
de V, {w/}}_) subase dual y T = 37 _; T ijl g et ]pil._iq € @V(V*, V). Se define la traza
parcial de T respecto de los indices (r,s) como la accién del operador contraccién C} sobre T

cr(T).

Nota 4.49. Las trazas parciales tienen especial importancia ya que son esenciales en la implemen-

tacion de la Mecanica Cudntica con matrices de densidad.

4.6. Producto de Kronecker

El producto de Kronecker surge al expresar en una base coordenada el producto tensorial de
dos homomorfismos. Para ello es necesario ordenar de una manera especifica los elementos de la

base.
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Definicién 4.50 (Producto de Kronecker). Sean A € M, (F) y B € Mpyq(F) dos matrices con
entradas a;j y by respectivamente. Se define el producto de Kronecker de las matrices A y B como

la matriz A ® B € Mppxmq(F) dada por

anB s almB
A®Q B =
apniB - apmB.
Es decir,
aitbin -+ anbyg - aimbin - aibiy
allbpl ce allbpq s almbpl tee almbpq
AR B =
ap1bip - anlblq “oo Qpmbin - anmblq
anlbpl ce anlbpl s anmbpl cee anmbpq

Proposicién 4.51. Sean V, U, T y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F, f € Hom(V,T) y
g € Hom(U, W). Dadas {v; }1q, {wi}t_y, {t:}™, y {wi}]_, bases de V, U, T'y W respectivamente
de forma que las matrices coordenadas de f y g son A y B respectivamente respecto de estas
bases. Entonces, la matriz coordenada de f ® g respecto de las bases {vi @ u1,...,v1 @up,..., 0, ®
UL, .. U @uUpt y {t1®@wr, ..., 11 Qwy, ... .t @i, ...t Qw,} de VU y T ®W respectivamente
viene dada por A ® B, el producto de Kronecker de las matrices A y B.

Demostraciéon. No se va a dar una demostracion por lo tedioso que resulta por la notacién. Sin

embargo, se puede encontrar una demostracién en las paginas citadas de Dummit & Foote [2]. [

Nota 4.52. Esto en particular implica que dados V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo
Fy f € Hom(V,W) con matriz coordenada A respecto de ciertas bases {v;}i; y {w;}jL; de V'y
W respectivamente, el homomorfismo ®P f € Hom(Q? V, Q” W) definido en la demostracién de la
proposicién tiene como matriz coordenada ®PA respecto de la bases {®F_jvg, } v {®§:1wlj}
de PV y QP W ordenadas segiin la proposicién anterior. La matriz ® A se define recursivamente
como ®PA=A® (®P1A).

5. Potencias Alternadas

Los tensores antisimétricos de grado p se definen como elementos no nulos de la p-ésima po-
tencia alternada del espacio V. Hay varias maneras de definir este espacio, que como veremos son

equivalentes. Los resultados derivados en esta seccién estédn basados en los desarrollos de Greub [3].
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5.1. Cociente

La primera forma de definir las potencias alternadas de un espacio vectorial es mediante un

cociente, de manera similar a la definiciéon del producto tensorial.

Definicién 5.1. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y sean v =11 ®...®v, € Q" V' y

o € Sp una permutacién del conjunto {1,...,p}, se define la accién de o sobre v
o) =011 ®...®Up) = Vy1(1) @ ... @ Vy1(p)-

Esta accién estd bien definida en virtud del teorema Como es ya usual, basta definir la accién

sobre los elementos de la forma v = v1 ® ... ® v, ya que estos generan @* V.

Proposicion 5.2. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y dos permutaciones o, p € SP.

Entonces o(p(v)) = (op)(v) para todo v € V

Demostracién. Sean v =11 ® ... ® v, € Q" V y p,0 € S,. La accién p(v) lleva el vector en la i-
ésima posicién de v a la posicién p(i). Como o actia de igual manera que sigma, lleva la componente
en la j-ésima posicién a la posicién o(j), de forma que o(p(v)) lleva la componente en la i-ésima
posicion a la posicién o(p(7)). Similarmente, op actia llevando la componente en la i-ésima posicion
a la posicién (op)(i). Por la estructura de grupo de S,, se cumple que o(p(i)) = (op)(i). Por lo

tanto, queda demostrada el resultado deseado. O

Definicién 5.3. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se define NP(V') el subespacio
vectorial de QP V

P
Np(V):IF<{ U1®...®UPE®V|vi:vj paraalgﬁni;éj}>.

Nota 5.4. Por definicién se toman N°(V) = NY(V) = 0.

Proposicién 5.5. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y NP(V) el subespacio de @* V/
definido en Se cumple que los elementos de la forma v —sgn(o)o(v) pertenecen a NP(V') donde

veQPV,oeS,ysgn(o) representa la signatura de la permutacion o.

Demostracién. Basta comprobarlo para los elementos de la forma v = v1 ®...®wv,. Considerando

la trasposicién o = (ij), se tiene

v—sgn(o)o(v) =11 ®..0U®...0U®..0U - (1)1 ®...0V,0..00Q... 0V, =
=10..00,Q0..00RQ..0U+t11®0..00;Q...00Q...Q1U
=01Q...0 Vi+v;)®...0 (Vi+v;)®... Qv
—V®..0UKQ..0U0Q..0U0p - V1K..Q0UK..0U&... 0.
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Que es un elemento de NP(V) ya que todos los sumandos tienen la forma de los generadores
dados en la definicién de NP(V'). Como las trasposiciones generan el grupo Sp, queda probada la

proposicién. O

Definicion 5.6. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F , se define la p-ésima potencia

alternada de V' como » )
AV =R V/NP(V),
donde NP(V') es el subespacio definido en

Notacién 5.7. Es usual denotar los elementos v1 ® ... ® v, + NP(V)) de APV por vy A ... Awy.

5.2. Alternador

Asumiendo que la caracteristica del cuerpo base F es cero, la otra manera usual de definir las

potencias alternadas de un espacio vectorial es como la imagen de cierta aplicacién.

Definicion 5.8. Dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo F, se define la aplicacion alternador

Proposiciéon 5.9. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, para toda permutacion
pESy
Altop = po Alt =sgn(p)Alt

Demostracién. Veamos primero que Alt o p = sgn(p)Alt

1 1
Altop= =3 sgn(o)op=sgn(p)~ > sgn(op)(op) = sgn(p)Alt.
T oESy " (op)ESp

Anélogamente p o Alt = sgn(p)Alt
1 1
poAlt == sgn(o)po =sgn(p)~ > sgn(po)(po) = sgn(p)Alt.
p: !
o€, ()€,

O]

Definicion 5.10. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, se define la p-ésima potencia

alternada de V' como »
/\ V = Im(Alt),

donde la aplicacion Alt es la definida por la ecuacién
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A priori, nada nos asegura que las dos definiciones dadas para las potencias alternadas sean equi-

valentes o si quiera parecidas. Sin embargo, vamos a ver que si que son equivalentes.

Teorema 5.11. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, las dos definiciones
y dadas de la p-ésima potencia alternada de V' son isomorfas.

Demostracién. Veamos primero que ker(Alt) = NP(V).

C Sea u € ker(Alt), se cumple que u = u — Alt(u) = %!desp (u —sgn(o)o(u)) que pertenece
a NP(V) por ser suma finita de elementos de la forma u — sgn(p)p(u) € NP(V). Por lo tanto
u € NP(V) y ker(Alt) C NP(V).

V)

NP(V) esta generado por los elementos de la forma v; ® ... ® v, tales que v; = v; para algin
i # j, por lo tanto basta ver que estos generadores pertenecen a ker(Alt). Sea v = 11 ®...Qu, €
NP(V'), entonces existe una trasposicién 7 tal que 7(v) = v. Por la proposicién se tiene
Alt(r(v)) = —Alt(v), pero Alt(r(v)) = Alt(v). Por lo tanto Alt(v) = 0, equivalentemente
v € ker(Alt) y NP(V) C ker(Alt).

Queda asi probado que ker(Alt) = NP(V). Por lo tanto @” V/NP(V) = @ V/ ker(Alt) = Im(Alt),
donde la isomorfia esta garantizada por el primer teorema de isomorfia. Queda asi demostrado que

ambas definiciones son equivalentes (a lo sumo salvo isomorfismo). O

Proposicién 5.12. Dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo F. La aplicacién Alt : QP V —

®P V es una proyeccion.

Demostracién. Para comprobar esto basta ver que Alt? = Alt

1 1 r=op 1
A= S san(o)o Y smnlpp= o 3 sen(op)op) = s S san(r)r
(p.) c€Sp PES) (p) o,pESp (p) T,pESp
1
= o Z sgn(T)T = Alt.
TES
Por lo tanto Alt es una proyeccién y @V = Im(Alt) @ ker(Alt) = \PV & NP(V). O

Nota 5.13. Esto permite expresar cualquier elemento v de @” V' de forma tnica como
v =, + vs con v, € Im(Alt), vy € ker(Alt).

La componente v, = Alt(v) suele denotarse como la componente antisimétrica de v. En particular,
Siv=1v1Q®...QU)
Alt(v) = Alt(v1 @ ...Q) = v A ... Ay

5.3. Base y Dimension

En este apartado se tratara de encontrar una base de la p-ésima potencia alternada de V a

partir de una base del espacio de partida V. Para ello serd crucial el uso del determinante.
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Definicién 5.14 (Simbolo de Levi-Civita). Se define el simbolo de Levi-Civita en n indices

+1 si (i1,...,in) es una permutacién par de (1,...,n)
€iy.in = § —1 si (i1,...,1y) es una permutacién impar de (1,...,n)

0 en otro caso

Definicién 5.15 (Determinante de una matriz). Sea A = (ai;) € My (F), se define el determinante

de A como
n

det(A) = Z (Sgn(U)Hai,a(i)> = Z €iq.nin H Qleip, s
i=1 k=1

ogE€Sy T1yeeyin=1

donde ¢;,. ;, es el simbolo de Levi-Civita.

Definicién 5.16. Para toda pareja (p,n) se define el conjunto de indices

T = {1 = (i, i)l < i1 <... <ip<n)

Proposicién 5.17. El cardinal del conjunto .J;' definido en es el nimero combinatorio (Z)

Demostracion. Por la definicién del conjunto J), se tiene que i; € {1,....n—p+1}, i; €
{ij.1+1,...,n—p+j}paratodo2<j<p—1ei,€ {ip—1+1,...,n}. Porlo tanto

n—p+1 n
pi=> 0 ). L
11=1 ip=ip_1+1

Para p =1 se tiene para todo n
n
n
Ji| = l=n= .
=3 1=n=})
i1=1

n

p), vamos a probar por induccién

Suponiendo que para todo n y para cierto p se cumple que ]J;}\ = (

que también se cumple para p + 1

n—(p+1)+1 n—p . . n—1-—p n—1-p

. n—1\ (k=i—1) n—=k\ (I=n—k—p) p+1

=S ) e ()
i 8 j k=0 =0

i—1 i p p ! p
_nfl*p p+l\® (p+(n—1-p)+1\ [ n
= 1] n—1-—p S \p+1)

() Xy (M) = ("+$+1). Esta igualdad se da por la Identidad Combinatoria de Fermat, también

conocida como la Identidad del Palo de Hockey, Merris [4]. O

Lema 5.18. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F, V* el dualde V' y f: (V*)P x
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VP — W una aplicacién multilineal. Entonces f induce una aplicacién bilineal f tal que

E é(v*) xéV—>W
(1®...0g,1®...Q00v,) — f((g1,---,9n), (V1,...,vp))

Demostracién. Considerando el producto tensorial (QP(V*) @ @V, ®1) de p copias de V* y
p copias de V. Por la propiedad universal de ®; , existe una tnica aplicacién lineal F' tal que
f = F o ®;. Considerando ahora (Q”(V*) ® Q" V,®2) como el producto tensorial de @?(V*)
y QP V, por el corolario de correspondencia existe una unica aplicacién bilineal f tal que
f=F o®a. O

Teorema 5.19. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y B = {e;}!*; una base. Entonces
Bg = {er = Nerei|l € Jg}

es una base de AP V.

Demostracién. Sea B* = {w/}_, la base dual de B. Se definen
Bg = {6] = /\iejeiu S Jg} y (Bg)* = {w‘] = /\jeJWj|J S Jg}

El objetivo es demostrar que estos dos conjuntos son bases de APV y AP(V*) respectivamente.

= By y (By)* son sistemas generadores de A"V y AP(V*) respectivamente. Comprobemos el
primero de los casos, ya que el otro es andlogo. Sea e;; ®. ..®e;, un elemento de la base de @ V'
y la aplicacién proyeccién m,: @V — Q" V/NP(V) = AP V. Entonces, my(e;; ®...Q¢;,) =
eiy N\ ...Aej, esigual a cero si i, = i; para algiin k # [ o se pueden renombrar y reordenar
los indices de forma que e;; A... Ae;, = £(ep, A... Aeg,) con 1 < ky <...<k, <py porlo
tanto my(e;, ® ... ®e;,) € F(By). Alser {e;, ®...®e; i =1,...,n} base de @V y mp una
proyeccién (por lo tanto inyectiva), se tiene que my({e;; ®...®e; |ix = 1,...,n}) es un sistema
generador de APV y como acabamos de ver que m,({e;; ® ... ® e lix = 1,...,n}) C F(By),

se tiene que B también es sistema generador.

= By y (By)" son sistemas libres de APV y AP(V*) respectivamente. Para demostrar esto se

considera la aplicacién multilineal

fr (VP x VP —F

(9155 9p)s (01, vp)) — det(g;(vi))
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Por el lema existe una tnica aplicacién bilineal f tal que

P P
fr QU x RV —F
(1®... ®gp,v1®...Qvp)) — det(g;(vi)).
Veamos que NP(V*)x QP V+QP(V*)xNP(V) C ker f. Veamos primero que N?(V*)x@P V C

ker f, para ello basta comprobarlo para elementos de la forma (91®...®gp,v) tales que g = g

para algin k #lyv =1 ® ... v, € "V ya que estos elementos generan NP(V*).

flg1®...® gp,v) = det(gi(vj)) = 0.

El resultado es nulo por la propiedad del determinante de anularse al ser dos columnas o filas
iguales. Por lo tanto NP(V*) x @”V C ker f. De forma exactamente andloga se prueba que
®P(V*) x NP(V) C ker f y en consecuencia NP(V*) x @?V + QF(V*) x NP(V) C ker f. Por
la proposicién la aplicacién f induce una aplicacién bilineal F

p p
F: AWV x \V—F
(g1 A A gp,vi AL A ) — det(gi(v)))

Haciendo actuar esta aplicacién sobre elementos de (B;)* y By
F(w’ ef) = F(w AL AW e; AL A €i,) = det(w’*(e;,)) = det(égl’“) =67,

Por lo tanto I induce una relacién de dualidad entre (Bj)* y By y en consecuencia (Bp)* y

Bj son linealmente independientes.
O

Corolario 5.20. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F con base B = {e;}}~;. Entonces,

para todo natural p tal que 0 < p <n

Demostracion. Por el teorema By es base de A V. Por lo tanto, haciendo uso de la propo-
sicion B.1T )
. a n n
dimp(\ V) = B3| = |J}}| = (p).
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Corolario 5.21. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces

P
/\V:O para todo p > n.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la prueba del teorema |5.19 0

Proposicién 5.22. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F de dimensién dimp(V) = ny
B = {e;}!", una base de V. Entonces, para todo p, con 0 < p < n, se tiene que APV es isomorfo a

A""PV. Ademés un isomorfismo viene dado por
P n—p
p: N\V— AV
tal que ¢(er) =ejcon I € Ji'y J = (j1,.--,Jn—p) = (1,7N5" n)

Demostracion. Por el corolario [5.20] se tiene que

n—p

dimg(/\ V) = (") - (n”p> — dimg( )\ V).

p —

Por lo tanto se tiene que los dos espacios vectoriales son isomorfos. Para ver que ¢ es de hecho un

isomorfismo, basta ver que la imagen de la base de APV es base de A" P V. Para ello basta ver

que todo elemento e; con J € J;_, es imagen de un solo e; con I € J. Sea J = (J1s- -+ n—p)s
J se puede esxcribir como (1,...,n) al que se le han quitado ciertos I = (i1,...,1p,), es decir,
J = (1,A.i’?€.1,n). Por lo tanto e; = ¢(er), para un tnico I € Jj. O

5.4. Homomorfismos

El objetivo de este apartado es el de extender los homomorfismos de V' a homomorfismos de
AP V. Basado en Rotman [6].

Definicion 5.23. Sean V' y W espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Una aplicaciéon multilineal

f: VP — W se dice alternada si
f(’l)l,...,?}p) =0

siempre que v; = v; para algin 7 # j.

Proposiciéon 5.24. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F y f: VP — W una
aplicacién alternada. Entonces, existe una tnica aplicacién lineal f: APV — W de forma que
f=foh,conh: VP — APV tal que h(vi,...,vp) =v1 A... v, para todo vy,...,v, € VP.

Demostracién. Se define la aplicacién h: VP — APV de forma que h(vi,...,vp) =v1 A... Ay
para todo (vi,...,v,) € VP. Claramente h es multilineal, por lo tanto por la propiedad universal
existe una tnica aplicacién lineal h: @V — APV tal que h = h o ®. Sin embargo, la aplicacién
proyeccién m,: @V — QP V/NP(V) = APV satisface la ecuaciéon h = m, o ®, por lo tanto

necesariamente h = m,. Construyamos ahora la aplicacién f. Como f es multilineal, existe una
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tnica aplicacién lineal f’ tal que f = f' o ®. Al ser f alternada f'(v1 ® ... ® v,) = 0 siempre que
v; = vj para algin i # j, lo que implica que NP(V) C Ker(f’). Asi, por el lema /! induce una
aplicacién lineal f: APV — W tal que f' = fo mp- Por lo tanto

foh:fo7rpo®:f/o®:f_
Ademés f es tnica porque f’ es tnica. O

Tp
%4 PV —— NPV

f o f
w

Proposicién 5.25. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y g € End(V'). Entonces, g define

un endomorfismo de A? V' dado por

/\pg: /p\V —>/p\V

VI AL AV g(ur) A A g(vp).

Demostracién. Se define la aplicacion

f;vp—>;\v

(i, .., vp) > g(v1) Ao A gluy).

La aplicaciéon f queda univocamente determinada por g y obviamente es alternada. Por lo tanto,
tomando W = APV en la proposicion existe una tunica funcién lineal f: APV — APV tal
que f = foh, con h = mp © @ definida como en la proposiciéon mencionada. Es decir, para todo
viA.. Avp e NPV

floi Ao Awy) =g(or) Ao A g(op).

Queda demostrado que f € End(A? V). O

Vamos a ver a continuacién como se define el determinante de un endomorfismo sin tener que

recurrir a matrices ni a bases concretas.

Definicién 5.26. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F de dimensién dimp(V) = n y
sea h € End(V). Se define el determinante del endomorfismo h como la constante A € F' tal que
(A" h)(v) = \v para todo v € AP V. Se denota por det(h) a tal constante A.

Lema 5.27. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F con Base {e;}! ;. Entonces, para todo
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conjunto de indices (i1,...,4,) se cumple

iy N oo o N€, = €4y i1 N Nep.

Demostracién. Si i; = i, para algin j # k, e;; A... Ae;,, = 0y se satisface la igualdad. Si no,

tomando la permutaciéon o = (i1, ...,i,) € Sy, por la proposicién se tiene que
oler Ao ANen) =sgn(o)es1) Ao A eg(n)- (5.1)

Por la definicién del simbolo de Levi-Civita ¢;,. ;, = sgn(o) y por lo tanto
e, N...Nej, =€ i1 N... Neg.

O]

Proposicion 5.28. La definiciéon dada del determinante de un endomorfismo en [5.26|es consistente
con la dada en para una matriz cuadrada.

Demostracién. Sea h € End(V'), con V un espacio vectorial sobre un cuerpo F tal que dimpV =
n. A"h € End(A"V) queda determinada por su accién sobre una base. Por el teorema
{e1/...Nep} es base de A" V' y por lo tanto basta determinar A" h(ejA...Aey). Un endomorfismo se
caracteriza por la imagen de una base, en particular h queda determinado por h(e;) = ?:1 hi (ei)e;.

Se tiene entonces

n n

/\ he1t A...Nep) =h(e1) A... Nh(e,) = Z ht(er)ej, A ... AW (en)e;,
jlv---vjnzl
= Z < hjk(ek)> e N...Nej, = Z Ej1.oin (H hjk(ek)> erN\... Nepy.
j17---7jn:1 k=1 j17"'7j‘n:1 k=1

Donde la tltima igualdad se tiene por el lema Segun la definicién [5.26] el determinante de
h viene dado por >0 . _jej . (ITizs h*(er)). Representando el endomorfismo h como una
matriz respecto de la base {e;}™ : h7(e;), se tiene por la definicién que el determinante
de h viene dado por Y7 i _jei i, [The1 P¥(ei,) = 30 i —1€ir.in Loy h** (ex). En la dltima

igualdad se ha hecho uso de la conocida propiedad det(A?) = det(A4). Como se puede observar

ambas definiciones coinciden. O

Nota 5.29. Esta tdltima definicién del determinante es més fundamental en el sentido de que
se define de forma intrinseca sin necesidad de hacer uso de ninguna base en concreto. Vamos a
ver ahora como algunas de las propiedades mas importantes del determinante pueden obtenerse

mediante esta definicién libre de bases.

Proposicién 5.30. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F tal que dimp(V') = n. Entonces,

para todo f,g € End(V) y para todo A € F se cumple
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1. det(Af) = A" det(f).

2. det(f!) = det(f).

3. det(f o g) = det(f) det(g).

4. Si existe f~1, det(f~1) = ﬁm.

Demostracién. Tomando f,g € End(V) y A € F arbitrarios:

1. Para todovi A...Av, € A"V

n

/\()\f)(vl/\.../\vn) =AM (v) A AXNf(vn) = AN f(o) A A fog) = A det(flur Ao A vy,
Por lo tanto det(Af) = A" det(f).

2. Para todo AL o € A"(V™) y para todo AT_jv; € A"V se tiene que

/\ft i=100)](Nj=1v) = [N (i o fI(AiL i) = det[(eq o f)(vi)] = detfe(f(v)))]
(Noyaq) (AF = 1f(v5)) = (Nfeq i) /\f io1vi)] = dEt(f)(/\znzlai)(/\?zlvj)'
Por lo tanto, (A" f)(A% ;) = det(f) (A" ;), que implica det(f!) = det(f).

3. Paratodovi A...Av, € \"V

n n n

/\(f og)(v1i A...Avy) = flg(v)) A A fg(v)) = /\(f)(/\g(vl A Avy))
—/\ (det(g)vi A ... Avy) = det(f)det(g)vi A... Avp.
Por lo tanto det(f o g) = det(f) det(g).

4. Si existe f~1, fo f~' = Idy. Por lo tanto
det(f)det(f!) = det(f o 1) = det(Idy).

Claramente det(Idy) = 1 ya que (A" Idy)(viA...Avy) = v1A...Avy, para todo v1 A. .. Av, €
A" V. Lo que implica que det(f~1) = #(f)'

O]

Proposicién 5.31. Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F tales que dimg(V) =n
y dimp(W) =m, f € End(V) y g € End(W). Entonces,

det(f ® g) = (det(f))™(det(g))".
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Demostracién. Por la proposici(’)nse tiene que f®g = (f@Idw)o(Idy®g), donde Idy y Idy
son las aplicaciones identidad en V' y W respectivamente. Por el tercer apartado de la proposicion
anterior se cumple que det(f®g) = det(f®Idw) det(Idy ®g). Para calcular det(f®Idy ), tomemos
{vitisy v {w;}j—, bases de V' y W respectivamente. Por el corolario dimp(V@ W) =nmy
entonces, por el teorema se tiene que A""(V @ W) = F(ATL (AL v @ wy)). Asi,

nm

A ® Tdw ) (AL (Mg @ wy)) = ALy (N f (vr) @ w)) = ALy (Ny Y 5 (vi)ok, @ wy)
ki=1

n

=Nl D M) P n) (N o, © wj)
_k‘l,...,anI

n

=AY M) (o), (AN 0 © wj)
_k‘l,.-.,knil

= |: Z fk1 (v1)... fk" (Un)skl...kn] A;nzl (AL ®@ wj).
K1, kn=1
Por lo tanto
det(f ® Idy) = [ > ). (vn)eklmkn] = (det(f))™.

1, kn=1

De forma andloga se prueba que det(Idy ® g) = (det(g))™ y por lo tanto se tiene que

det(f ® g) = det(f @ Idw) det(Idw ® g) = (det(f))™ (det(g))".

5.5. Algebra Exterior

Definicion 5.32. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Para todo p,q € N se definen las

aplicaciones bilineales

p q pta
Hpg - /\VX/\V—> /\V

(VIA oAV, Uprd Ao o AUpgg) —> VI A Lo A Upg.

Notacién 5.33. Dados u € APV y v € AV, el elemento jip,(u,v) € APV suele denotarse por

uNv.

Definicion 5.34. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, se define el dlgebra exterior de V'

como el espacio vectorial
n p
AV =BAV
p=0

dotado del producto bilineal interno inducido por las aplicaciones fip,.
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Teorema 5.35. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. El dlgebra exterior de V' definida
en es un algebra graduada.

Demostracion. La construccién del espacio vectorial se realiza de forma analoga a como se hizo
para el algebra tensorial solo que en este caso solo hay un niimero finito de potencias alternadas
distintas de cero. Teniendo en cuenta que los elementos de AV son de la forma v = Z;}ZO vp con

vp € APV, el producto bilineal interno se define también de manera andloga al del algebra tensorial

N ANVXAV— AV

(w,v) —uAv= Z Hipg (Up, Vg)-
p,q=0

Nétese que los factores en la dltima suma tales que p + ¢ > n serdn nulos ya que A’ V = 0 para
todo j > n. Este producto es bilineal porque todas las aplicaciones 4 lo son y es asociativo poruqge
el producto tensorial lo es y, por lo tanto, dota al espacio vectorial AV de estructura de algebra
asociativa. La Z-graduacién surge también de manera analoga a la del dlgebra tensorial al considerar

cada subespacio APV de AV como el subespacio de grado p ya que dados v =v1 A...Av, € APV
yu=ui A... Nug € N1V se tiene que

p+q
VAU=VIA ... NVpyq € /\V,

donde se han renombrado u; = vp; para todoi =1,...,q. Por lo tanto, se cumple que AP VA7V C

APT4V vy se tiene la graduacién mencionada. O

Proposicién 5.36. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F con dimp(V) = n. Entonces el

algebra tensorial de V' tiene dimensién dimp(AV) = 2"
Demostracién. Por el corolario se tiene que dimg(A\” V) = (7). Por lo tanto

n

p n p n n
dimz(\ V) = dime( @ A\ V) =>_ dimp(\V) = ( ) =2".
p=0 p=0

p=0 p

Proposicién 5.37. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces

AV =QV/NV),

donde se ha definido
N(V)=ENP(V).

p=>0

Demostracién. Tomando las aplicaciones proyecccién m,: @V — QP V/NP(V), se extienden
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a una aplicacion lineal

T ®V—>®V
v = va>—> Zﬂp(vp)

p>0 p>0

Como Im(mp) = APV y AV =, A"V, se tiene que Im(7) = A V. Por lo tanto, AV = Im(m) =
QX V/ker(r) = QV/N(V). La igualdad ker(w) = N(V) se da ya que

m(v) = Zﬂp(vp) =0 <= mp(vp) =0 para todo p <= v, € N’(V) para todo p.
P

O

Proposicién 5.38. Sean V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F, u € APV y v € A?V. Entonces,
uAv=(—1)Pv Au.
Demostracién. Dados u =ui1 A ... Aup, e NPV yv=viA...Avyg e N1V

UuAvV=ur A...Nup Avr A ... Ay

VAU=VI A ANV AU NN Up.

Para pasar de una expresién a la otra hay que reordenar pg elementos y como cada reordenamiento
da lugar a un —1, se tiene que
uAv=(—1)Pv Au.

O]

Proposicién 5.39. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y f € End(V). Entonces, f

induce un endomorfismo del algebra exterior de V.

Demostraciéon. Considerando para todo p > 2 el endomorfismo AP f construido en la proposicion
5.25 y extendiendo la notacién al caso p = 1 denotando por A! f a f y definiendo en el caso p = 0,
A f = Idp. Se define

F: A\V—=A\V
v=> v — > (AH)-
p=0 p=0

La linealidad de F' se sigue de su construccién y de la linealidad de todas las AP f. Por lo tanto,
F € End(AV). O
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5.6. Algebra Exterior Mixta

Definicion 5.40. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. Para toda pareja de

naturales (p, q) se define la (p, q)-ésima potencia alternada de V' como el espacio

p q
A2V V)= AV e A\V.

Definicion 5.41. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. Para todo p, q, k,l € N

se define la aplicacion bilineal

& N2VE V) x A F(VEV) — AP (v V)
(f@v,g@u)— (fAg) @ (vAu).

Definicion 5.42. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. Se define el dlgebra

exterior mixta sobre V' y V* como el espacio vectorial

AV V)= AvHe AV
dotado del producto bilineal interno inducido por las aplicaciones fglk .

Teorema 5.43. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F de dimension n y V* su dual. El

espacio vectorial definido en [5.42] se puede expresar como suma directa

AVEV)= @ N2V V).

p,q=0

Ademaés, las aplicaciones bilineales fg’lk inducen un producto bilineal interno sobre A(V*, V) dotan-

dolo de estructura de algebra graduada.

Demostracién. Como

por el teorema se tiene que

AV V) = é NV V).

p,qg=0

Por lo tanto los elementos v de A(V*, V') se expresan como sumas de la forma v = 377 Z;’Z L [3pe®

vj,, donde f; € NP(V*) y v;,, € A1V para todo jyg = 1,...,mpg con my, ciertos naturales. El
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producto bilineal interno que inducen las aplicaciones {glk viene dado por

= ANVEV) x A(VE V) — A(VE, V)
(Z fp®vqa Z gk®ul)’—> Z gslk(fp(quagk@ul)

p,g=0 k,1=0 p,q,k,1=0
n

= (fp A gr) ® (vg Aug)
P,q,k,1=0

La asociatividad y bilinealidad de este producto se siguen de la asociatividad del producto tensorial
y de la bilinealidad de todas las aplicaciones §§lk . Por lo tanto, este producto dota de estructura de
algebra asociativa al espacio vectorial A(V*, V). La graduacién se trata de una Z x Z-graduacién y
viene de considerar cada subespacio AI(V*,V) de la descomposicién en suma directa de A(V*, V)
como el espacio de grado (p, q) ya que dados f®@v e AL(V*,V)yg®@ue AF(V*, V)

(fov) - (g0u)=(frg) @ @wAu)e ANPIT(VV).

Asi, NE(V*, V) AF(V* V) C /\Z]:f(V*, V'), obteniendose la graduacién sobre Z x Z. O

6. Potencias Simétricas

Los tensores simétricos de grado p, de forma andloga a los antisimétricos, se definen como los
elementos no nulos de la p-ésima potencia simétrica del espacio vectorial. Igual que en el caso
de las potencias alternadas, hay varias formas de definir estos espacios, que como veremos son

equivalentes. Basado en Greub [3].

6.1. Cociente

De forma anéaloga a la definicién de las potencias alternadas mediante el cociente por un subes-

pacio, las potencias simétricas se pueden definir de la siguiente manera.

Definicién 6.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se define el subespacio de @ V'

p
MP(V)=TF <{v —7(v)|v € ®V, T € Sy una trasposici(’)n}> .

Nota 6.2. Igual que N°(V) = NY(V) = 0, se definen M°(V) = MY(V) = 0.

Proposiciéon 6.3. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, para todo v € @V y

toda permutaciéon o € S,
v—o(v) € MP(V).
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Demostracién. Sea v € MP(V) un generador de la forma v = u — 7(u) con 7 una trasposiciéon y

sea p otra trasposicién, entonces,

v=p) = (u=7(w) = (p(u) = p(7(u)) = (u = p(u)) = (7(u) = p(7(u)))-

Que pertenece a MP(V') por ser combianci6on lineal de dos generadores. El resultado general se
sigue por induccién igual que en la prueba de la proposicion ya que toda permutacion se puede

descomponer como producto de trasposiciones. ]

Definicion 6.4. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se define la p-ésima potencia

simétrica de V' como » ,
\VV=QV/MP(V),
donde MP(V) es el subespacio definido en

Notacién 6.5. Es usual denotar los elementos de \/’ V' de la forma v; ® ... ® v, + MP(V) por

v1 V...V

Nota 6.6. Tal y como se indicé en la introduccion, se trabaja con espacios vectoriales sobre cuerpos
de caracteristica distinta de dos y es en esta seccién donde se ve la necesidad de esta restriccién.
Si se trabajara sobre un cuerpo de caracteristica dos las definiciones de los subespacios NP(V') y
MP(V) serian iguales ya que sgn(c) = 1 (en caracteristica dos 1 = —1) para toda permutacién

o € SP. Por lo tanto las potencias alternadas y simétricas coincidirian.

6.2. Simetrizador

En este apartado se supondra que el cuerpo base F es de caracteristica cero. Para definir las

potencias simétricas de un espacio vectorial se hace uso de una aplicaciéon similar al alternador.

Definicion 6.7. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, se define la aplicaciéon simetrizador

P p
Sim ®V%®V
1
v — o(v)
p'aeSp

Proposicién 6.8. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, para toda permutacién
p € Sp se cumple
po Sim = Simo p= Sim.

Demostracién. Veamos primero que p o Sim = Sim.

, 1 1 .
poSzm:HZpJ:H Z (po) = Sim.
o€Sp (po)esSy
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Andlogamente, Sim o p = Sim.

Simop:;' Zap:]j Z (op) = Sim.

T oESy (op)ES)
O

Definicion 6.9. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se define la p-ésima potencia

simétrica de V' como »
\/ V= Im(Sim),
donde la aplicacién Sim es el simetrizador definido en

Igual que en el caso de las potencias alternadas, vamos a comprobar que las dos definiciones dadas

de las potencias simétricas son equivalentes.

Teorema 6.10. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, las dos definiciones dadas

de la p-ésima potencia simétrica de V, [6.4] y [6.9] son isomorfas.
Demostracién. Comprobemos que ker(Sim) = MP(V).

C Sea u € ker(Sim). Se cumple u = u — Sim(u) = Z%Zoesp (u — o(u)) que pertenece a MP(V)
por ser suma finita de elementos de la forma v — o (v), que pertenecen a MP (V') por definicién.
Por lo tanto, ker(Sim) C MP(V).

D Como MP(V) esté generado por los elementos de la forma v — o(u) conu € @V y o € 5,

una trasposicién, basta ver que estos generadores pertenecen a ker(Sim). Sim(u — o(u)) =
Sim(u) — (Sim o o)(u) Sim(u) — Sim(u) = 0. Por lo tanto, MP(V') C ker(Sim).
Queda asi probado que ker(Sim) = MP(V). Asi Im(Sim) = QP V/ker(Sim) = @ V/MP(V) y se
concluye que ambas definiciones son equivalentes. O
Proposicién 6.11. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Se cumple entonces que la
aplicacién simetrizador definida en [6.7] es una proyeccion.

Demostracién. Basta comrpobar que se cumple Sim? = Sim.

1 1 = 1 1
Sz'mQZWZJZp:(')2 Z(ap)T:UpWZT:—'ZT:Sim.
p: c€Sp  pESy p: o,pESp p: T,pESp p: TES)
Por lo tanto Sim es una proyecciéon y @ V = ker(Sim) @ Im(Sim) = \/PV @& MP(V). O

Nota 6.12. Esto permite expresar cualquier elemento v de @” V' de forma tnica como
v = Vs + vg con vs € Im(Sim), v, € ker(Sim).

La componente vy = Sim(v) suele denotarse como la componente simétrica de v. En particular, si

v =11 ®...R v, se suele utilizar la notacién

Sim(v) = Sitm(v1 ®@...Qv,) =v1 V...V .
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6.3. Base y Dimensién

En este apartado se tratard de encontrar una base de la p-ésima potencia simétrica de V
partiedno de una base dada de V. Para ello sera crucial el uso del permanente, una funcién similar

al determinante.

Definicién 6.13 (Permanente de una matriz). Sea A = (a;;) € M, (F), se define el permanente

de A como

perm(A) = Z Haicr(i)

oc€eSy i=1

Nota 6.14. Nétese que perm(AT) = perm(A) para toda matriz cuadrada A.

Definicién 6.15. Para toda pareja (p,n) se define el conjunto de indices

Kr={I=(i1,....ip)|1 < i1 < ... <ip <}

Proposicién 6.16. El cardinal del conjunto K; definido en es el nimero combinatorio ("+£ _1).

Demostracién. Por la definicién del conjunto K}, i1 € {1,...,n} e i; € {ij_1,...,n} para 2 <

7 < p. Por lo tanto,

n

n
]Kg]: Z Z 1.
i1=1 Tp=ip—1
Para p =1 y para todo n se tiene que

n n+1-—1
K“:}jl: = )
|1| n ( 1

i1=1

Vamos a probar por induccién el resultado general. Suponiendo que ]Kg[ = (”+£ _1) para cierto p,
" . " fn—i+1+p—1 " (n—i+p " (n—i+p
MﬁHP=E:M$Z“\=§:< =2 = iy
i=1 i=1 p i=1 p i=1 n—t
wﬂpn§f<k+p>g)cH%n—1%+v__<n+0%+U—1>
P k n—1 p+1
() Donde se ha vuelto a utilizar la Identidad Combinatoria de Fernat, Merris [4]. O

Teorema 6.17. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y B = {¢;}/"_; una base. Entonces,
By ={er = Vierei|l € K}

es una base de \/? V.
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Demostracién. Considerando B* = {w’ }7-1 la base dual de B, se definen
B; = {6[ = \/iejeiu S Kg} vy (B;)* = {w‘] = \/jejwj|J € Kg}
Probemos que estos dos conjuntos son bases de \/’ V' y \/P(V*) respectivamente.

» Considerando la proyeccién m,: @V — Q" V/MP(V) y e;; ® ... ® e;, un elemento de la
base de @V, se tiene que m,(e;, ® ... ®e;,) =€, @ ... e, + MP(V) =¢;, V... Ve,
Por la proposicién se tiene que e;; ® ... ®e;, + MP(V) = o(esy @ ... ®e;,) + MP(V)
para toda permutacién o € S),. Esto implica que existen indices j; < ... < j, de forma que

ey V... Ve, =ej V... Ve, ypor lo tanto m({e;;, ® ... ® e, lix = 1,...,n}) C By. Como

{ei, ®...®e4,lip = 1,...,n} es una base de @” V' y la aplicacién m, es suprayectiva por ser
una proyeccion, mp({e; ® ... ® e, lix = 1,...,n}) es un sistema generador de \/* V' y, como
m({en ® ... ®@e,lix = 1,...,n}) C By, By también es sistema generador de \/’ V. De forma

analoga se demuestra que (B;)" es sistema generador de \/?(V*).
= Se considera la aplicacién multilineal
[ (VP x VP —TF
((g15 -+ 9p), (v1, -, vp)) — perm(g;(vi))).
Por el lema existe una tnica aplicacién bilineal f de forma que

fFr QW) xRV —F

(1 ®...®gp,v1 ®... R vy — perm(g;(v;)).

Como la aplicacién permanente es simétrica respecto de las filas y respecto de las columnas

se cumple que MP(V*) x QP V +QP(V*) x MP(V') C ker(f). Por lo tanto, por la proposicién
f induce una aplicacién bilineal F

P p
F: \/(V)x\/]V—F
(g1 V...V gp,v1 V... Vuy)— perm(g;(v;)).
Actuando con esta aplicacién sobre los elementos de (B,)* y B,
F(w”? er) = perm(w’*(e;,)) = perm(éi’“) =47.

Es decir, F' induce una relacién de dualidad entre (B,)* y B, y por lo tanto (B;)* y B, son

linealmente independientes.
O

Corolario 6.18. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo I con base B = {e;};_;. Entonces
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para todo p >0

p

dz’mF(\p/ V)= (n tp- 1)

Demostracién. Por el teorema By = {er = Vierei|l € K} es una base de V' V. Asi,
haciendo uso de la proposicion

. ¢ s n n—i—p—l
dlmﬂ?(\/V) =|B,| = |K)| = ( » )

O
Nota 6.19. A diferencia de las potencias alternadas, \/? V' no son el espacio vectorial nulo a partir
de ningan p.
6.4. Homomorfismos

Tal y como se hizo en el caso de las potencias alternadas, el objetivo de este apartado es el de

extender homomorfismos de V' a homomorfismos de \/? V.

Definicion 6.20. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo F. Una aplicacién multili-

neal f: VP — W se dice simétrica si
fvi, .. 001, -, 0p) = f(U1, .02, Vi1, Vi, ..., Up) Paratodo 1 <i<p—1,(vi,...,vp) € VP,

Proposicion 6.21. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo Fy f: VP — W una

aplicacién simétrica. Entonces

f(v1,...,v) = f(Ve(1), - -+ Vo(p)) Para todo o € S,

Demostracién. El caso o = (i,i + 1) se tiene por definicién de aplicacion homogénea. Como las
trasposiciones de la forma 7 = (7,7 + 1) generan Sy, basta comprobar que dadas dos trasposiciones

de esta forma 7 = (i,i + 1) y p = (4, j + 1) se cample que f(v(rp)(1),- - Virp)(p)) = f (01, 0p).

FWap) )50 @) = FWp)s -+ Vp(i41)s Up(i)s -+ Vpw)) = F(0p(1)s -+ 5 Vp(is Vp(it1)s -+ -5 Vp(p))

= f(vr, .., U541, 05, .., 0p) = f(U1, .. 05, V41, - o, Up).

Asi, como se cumple para dos de estas trasposiciones, por induccién, se cumple para un nimero
finito de ellas. O

Proposicién 6.22. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un cuerpo Fy f: VP — W una
aplicacién simétrica. Entonces, existe una tnica aplicacién lineal f: \/?V — W tal que f = foh,

con h: VP — \/PV tal que h(vi,...,vp) =v1 V...V v, para todo (vi,...,vp) € VP.

Demostracién. Se define la aplicacién multilineal h: VP — \/PV tal que h(vi,...,vp) = v1 V

...V vp. Por la propiedad universal existe una tunica aplicacién lineal h: @V — VPV tal que
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h = ho®, pero la aplicacién proyeccién T QV — QPV/MP(V) = VPV satisface la ecuacion
h = mpo®. Por lo tanto, se tiene h = mp. Al ser la funcién f multilineal, existe una tnica aplicacion
lineal f’ tal que f = f"o®. Al ser f simétrica, f'(v1 ® ... @ vy) = f'(v,01) ® ... @ Vg(p)) Para
todo o € S v, por lo tanto, dado un generador arbitrario v = u — 7(u) de MP(V') se tiene que
f'(w) = f'(u) — f'(7(u)) = 0. Asi, MP(V) C ker(f') y, por el lema /" induce una aplicacién
lineal f: \/?V — W de forma que f’ = f o m,. Por lo tanto,

foh:f_Oﬂ'pO@:f/O@:f,
Ademas, f es tnica porque f’ es tnica. ]

Tp
Ve Y —— VPV

f " F
W

Proposicién 6.23. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y g € End(V'). Entonces, g se

extiende de forma a un endomorfismo de \/? V' denotado por \/* g dado por

\/pg: \p/V —>\p/V

v V... Vo, —g(vi) V... Vg(vp).

Demostraciéon. Se define la aplicacion

P
fvPh—\/V
(1, ..., vp) > g(v1) V...V g(up).
Esta aplicacién queda univocamente determinada por g y es simétrica. Tomando W = \/’V en la

proposicién se tiene que existe una tnica aplicacién lineal f: \/PV — /P V tal que f = foh,

con h = m, o ® construida como en dicha proposicién. Es decir, para todo v1 V... Vv, € \/PV

frrV...Vuy) =g(v1) V...V g(uv).
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6.5. Algebra Simétrica

Definicién 6.24. Sea V un espacio vecorial sobre un cuerpo F. Para toda pareja de naturales (p, q)

se define la aplicacion bilineal

p q pt+q
gt VV xVV— \/V

(VI V...V, Upp1 Voo . VUpyg) —> 01 VooV Upyg.

Notacién 6.25. Los elementos v,,(u,v) de \V*T?V suelen denotarse por u V v.

Definicion 6.26. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, se define el dlgebra simétrica de
V' como el espacio vectorial

Vr =@V

p=>0

dotado del producto bilineal interno inducido por las aplicaciones v,.

Teorema 6.27. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. El dlgebra simétrica definida en
[6.26] es un algebra graduada.

Demostracién. Se construye de forma andloga a la construccién del algebra exterior. Teniendo
en cuenta que los elementos de \/ V' se pueden expresar de forma tnica como sumas v = >_ - vp

con v, € \/PV, el producto bilineal interno que se va a considerar se construye

v: \/Vx\/V—=\V
(u,v) = (Z up,ZUq) —uVou = Z Vpg(Up, Vg)-

p=>0 q>0 p,9>0

Este producto es claramente bilineal por serlo todas las aplicaciones 7,, y es asociativo por serlo el
producto tensorial, por lo tanto, dota al espacio vectorial \/ V' de estructura de algebra asociativa.
La Z-graduacién surge de manera similar a la del dlgebra exterior considerando cada subespacio

VPV como el subespacio de grado p ya que dados v =v1 V...Vv, € VPV yu=u V... Vu, € V1V

pt+q
vVu=v1V...VUpyg € \/V,

donde se han renombrado u; = vy4; para todo i = 1,...,¢. Por lo tanto, se tiene que \/* V' \/?V C
\/PT9V déndose la graduacién sobre Z. O

Proposicion 6.28. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces, el dlgebra simétrica

sobre V es conmutativa.

Demostracién. Para ello basta ver que, dada una base B = {e;}!; de V, los elementos de las

Teorfa Basica de Algebra Multilineal 57



Gorka Prieto Varela 2022-2023

bases B; conmutan.

(e V...Vey,) V(e V...Vej)=ey V...Vey, Ve V... Vej
:eil®---®€ip®€j1®...®€jq+Mp+q(V)
=€j1®---®€jq®ei1®~-®€¢p—|—Mp+q(V)
=e; V...Ve, Ve, V... Ve,

:(ejl\/...\/ejq)\/(el-l\/...\/eip).

Proposiciéon 6.29. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Entonces,

VV=QV/MV),

donde se ha definido el subespacio de Q V'

M(V) = MP(V).
p=>0

Demostracién. Considerando las proyecciones m,: @”V — QP V/MP(V) = /P V, se extienden

a una aplicacién lineal

e ® V — ® |4
v= va — pr(vp).
p=>0 p>0
Como Im(m,) = VPV y VV =@, V"V, se tiene que Im(7) = \/ V. Por lo tanto, \V/ V' = Im(7) =
QR V/ker(m) = QV/M(V). Falta comrpobar que de hecho ker(w) = M (V)

m(v) = pr(vp) =0 < m(vp) =0 para todo p >0 <= v, € MP(V) para todo p > 0.
P

O]

Proposicién 6.30. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y f € End(V). Entonces, f

induce un endomorfismo del algebra simétrica de V.

Demostracién. Considerando para todo p > 2 el endomorfismo \/? f construido en la proposicién
y extendiendo la notacién al caso p = 1 denotando por \/! f a f y definiendo en el caso p = 0
\/* f = Idp. Se define

F:\/V—\/V

v=>wp— > (V)

p=>0 p=>0
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La linealidad de F' se sigue de su construccién y de la linealidad de todas las \/? f. Por lo tanto,
F € End(V V). O

6.6. Algebra de Polinomios

En este apartado se va a estudiar la similitud entre el algebra simétrica sobre un espacio vectorial

de dimensién n y el dlgebra de polinomios en n variables sobre un cuerpo dado.

Definicion 6.31. Sea F un cuerpo. Se define el dlgebra de polinomios en n variables sobre F como

el espacio vectorial

n
P=F[X1,...,Xs] =@ P donde P, =F(X{™ ... X" m;=k)
k>0 j=1

dotado de la operacién binaria interna dada por la multiplicacién usual de polinomios.

Nota 6.32. El algebra de polinomios es un algebra graduada con la Z-graduaciéon dada al asignar

a cada subespacio Py el grado k.

Teorema 6.33. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F de dimensiéon dimp(V) = ny P
el algebra de polinomios en n variables sobre el cuerpo F. Entonces, el dlgebra simétrica de V es

isomorfa al dlgebra de polinomios P.

Demostraciéon. Como ambos espacios estan representados por sumas directas, basta ver que los
espacios correspondientes al mismo grado son isomorfos como espacios vectoriales y que el isomor-
fismo construido conserva el producto. Sea B = {e;};.; una base de V' 'y B, = {e;|I € K} la base
de VP’V construida a partir de B, para todo k > 0 se definen las aplicaciones lineales (ndtese que

basta definir la imagen de una base)

k

eil\/...\/eikn—>Xi1...Xik

k
gf)k: Pk —)\/V

X7 X s eV M) Ve VL VeV (M) e,

Claramente ¢y, v ¢ son aplicaciones inversas y por lo tanto los espacios vectoriales Py y \/k V son
isomorfos. De esta forma, las aplicaciones ¢j, inducen un isomorfismo entre los espacios vectoriales
\VV y P dado por

p: \/V—)P

v = ka — ZSOk(Uk)-

k>0 k>0
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Falta comprobar que este isomorfismo conserva el producto. Por la linealidad del isomorfismo, basta

comprobarlo para los elementos de las bases B, es decir, €;, V...V e;,
o((ei; V... Vey) Ve V... Ve ) =ple, V... Ve, Ve V... Vej)
=Xg Xy Xy X, = (X X ) (X XG)

=((ei, V... Ve))ple, V... Vej,).

Y por lo tanto \/ V' y P son isomorfos como algebras. O

6.7. Algebra Simétrica Mixta

Definicion 6.34. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. Para todo p,q € N

se define la (p, ¢)-ésima potencia simétrica de V' como el espacio vectorial

p q

\Veavev)y=\(vHe\ V.

Definicion 6.35. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y su dual V*. Se define para todo

p,q,k,l € N la aplicaciéon bilineal

wa s VixVE— Vi

(fov,gou) — (fVg) ®(vVu).

Definicion 6.36. Sean V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F y su dual V*. Se define el dlgebra

simétrica mixta sobre V' y V* como el espacio vectorial

Vv v)y=\(vHe\V

pk

dotado del producto bilineal interno inducido por las aplicaciones Kl -

Teorema 6.37. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo F y V* su dual. El espacio vectorial

definido en se puede expresar como la suma directa

Vv v)y= @ Vivev).

p,q>0

Ademas, las aplicaciones ﬁgf inducen un producto bilineal interno en \/(V*, V) dotédndolo de es-

tructura de algebra graduada.

Demostracién. Por definicién
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por el teorema [2.21] se tiene que

Vv v)y= &g Vi v)

p,q420
Por lo tanto, los elementos v de \/(V*, V) se expresan como sumas v = > _ Z]pq 1 fing @ Vjg
donde f;,, € VP(V*) y vj,, € VIV para todo jpq; = 1,...,mp, con my, ciertos naturales. El

producto bilineal interno inducido por las aplicaciones IQZ;C viene dado por

S\ (VEV) x (VL V) — \ (V5 V)
(Z fp®vqazgk®ul Z 5 fp®vqagk®ul)

P,q>0 k>0 p,q:k,1>0

= (fpV k) @ (vg V).
P,q,k,1>0

pk
ql

tensorial, y por lo tanto dota al espacio vectorial \/(V*, V') de estructura de dlgebra asociativa. La

Este producto es bilineal por serlo todas las aplicaciones k7, y es asociativo por serlo el producto
graduacion sobre \/(V*, V) es una Z x Z-graduacién que viene dada al considerar cada subespacio
VE(V*, V) de la descomposicién en suma directa de \/(V*, V) como el subespacio de grado (p, q)
ya que dados f ®@v € Vi(V*,V)yg®@u€ VF(V*, V) se tiene que

(f@v)-(g@u) = (fVg) ®®Vu) e\ I V,V).

De forma que V2 (V*,V) VI(V*, V) C \/Iqjif( V). =

Nota 6.38. Los cambios de base inducidos en los espacios AP V' y \/? V son particularizaciones de

la proposicién [£.27) cuando ¢ = 0 y considerando los espacios APV y \/’V como subespacios de
RPV.

Nota 6.39. Las reglas de cambio de base derivadas en la proposicion se extienden por linea-
lidad al 4lgebra tensorial mixta, al algebra exterior, al algebra exterior mixta, al dlgebra simétrica

y al dlgebra simétrica mixta.

7. Diccionario

Los tensores, particularmente las potencias tensoriales y el dlgebra tensorial, son ampliamente
utilizados por fisicos e ingenieros. Sin embargo, en estos ambitos se usan los tensores de una forma
poco rigurosa y sin definirlos bien. El objetivo de esta seccién es dar una especie de diccionario
que ilustre que los tensores usados por los fisicos e ingenieros son de hecho los mismos que se han
construido a lo largo de este trabajo, con una notacion diferente, y las reglas de definiciéon que dan

de los tensores se pueden derivar de la construccién general.
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7.1. Tensores en Fisica e Ingenieria

En este apartado se van a dar las definiciones de tensores utilizadas por fisicos e ingenieros y
se va a ver como son derivadas de la teoria general.

q

Definicién 7.1. Un tensor de grado (p,q) es un conjunto de ndimeros AR vy > AUE bajo un

cambio de base &; = A’ e; trasforman segin la siguiente ley

Til...iq ki..k

jl--~jp = T

—1\i —1\ J J
"llmlp (A )“k1 (AT "kqA e A plp.
Los tensores de grado (p, ¢) también se denominan tensores p veces covariantes y ¢ veces contrava-
riantes. De forma que un tensor de grado (p,0) se dice tensor covariante de grado p y uno de grado
(0,q) contravariante de grado g. Los tensores de grado (1,0), es decir, los elementos del dual, se

denominan covectores.

Nota 7.2. El espacio vectorial sobre el que se definen los tensores se suele obviar ya que suele
estar claro por el contexto, suele ser R”, alguna variedad pseudoriemanniana en el contexto de la
Relatividad General o un esacio de Hilbert sobre los complejos en Mecanica Cuantica. Nétese que
la ley de trasformacién bajo cambios de bases es la derivada en la proposicion .27 En general,
los fisicos/ingenieros hablan de las componentes de los tensores como si estas fueran los propios
tensores, ignorando los elementos de las bases. Esta definicion, de forma muy implicita, asume toda
la estructura construida en las secciones anteriores.

A ki...k ,
Notacién 7.3. Dado un tensor representado por sus componentes 7" . L el niimero de super-

indices y el niimero de subindices indica la potencia tensorial mixta a la que pertenece. En particular

los vectores se representan con un solo superindice v* y los covectores con un solo subindice f;.

Definicién 7.4. Dados dos tensores T " e

gy Y 1.5, de grados (p,q) y (k,1), su producto

es un tensor de grado (p + k,q +1)
i1y g Gg1eigal
(TF) Ji-dptk T Ji---Jp F Jp+1l-dp+k
Nota 7.5. Este producto que se define de esta forma tan vaga se trata del producto bilineal interno

del algebra tensorial mixta. Implicitamente se esta haciendo uso de la estructura de algebra de este

espacio.

Definicién 7.6. Un tensor T"' gy S€ dice antisimétrico respecto de los indices (i, ig11) si

010k k41---0
T + q.

01410k 0
= ikl
J1---Jp

Ji--Jp *

i1..0q

1.5, Se dice antisimétrico respecto de los indices (ji,ji41) si

Anélogamente, un tensor T’

1...0
= "t

Ji--Ji+1i---Jp

01...0
T q

Jie--Jiji41---Jp

Nota 7.7. Estos tensores pueden entenderse como elementos de A? Ve, ,Vy A2 (V*) ®®§_2 174

respectivamente.
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Definicién 7.8. Un tensor T contravariante de grado ¢ se dice totalmente antisimétrico si es
antisimétrico respecto de todas sus parejas de indices (ig,ir+1). Andlogamente, un tensor Fj, . _j,

covariante de grado p se dice totalmente antisimétrico si lo es respecto de todas sus parejas de

indices (ji, ji+1)-

Nota 7.9. Los tensores contravariantes totalmente antisimétricos de grado ¢ son elementos de

A?V mientras que los tensores covariantes totalmente antisimétricos de grado p son elementos de

A (V7).

Definicién 7.10. Un tensor 7" Yir...j, Se dice simétrico respecto de los indices (ik, tk+1) si
i1 g itk 1k
T i =T i

Anélogamente, un tensor 7" " se dice simétrico respecto de los indices (jj,j;+1) si

Ji---Jp
11...0q _ atl.ig
T JreJiji41--dp T JieeJi1di---Jp °

Nota 7.11. Estos tensores pueden entenderse como elementos de \/2 V®®2_2 Vy V2 (V*)®®272 v

respectivamente.

Definicién 7.12. Un tensor 7% % contravariante de grado ¢ se dice totalmente simétrico si es

simétrico respecto de todas sus parejas de indices (ig,ir+1). Andlogamente, un tensor Fj co-

1.--Jp

variante de grado p se dice totalmente simétrico si lo es respecto de todas sus parejas de indices

(31, Ji41)-

Nota 7.13. Los tensores contravariantes totalmente simétricos de grado ¢ son elementos de \/2V

mientras que los tensores covariantes totalmente simétricos de grado p son elementos de \/P(V*).

Definicién 7.14. Dado un tensor Til'"iqjl_“jp de grado (p, q), la contraccién de Til'"iqjlmjp respecto

de los indices (r, s) se define como el tensor

T'Ll---is—lkis+1---
J1--Jr—1kjry1--Jp

Nota 7.15. Se trata de la contracciéon implementada mediante los operadores C'} definidos en

7.2. Tensores en Espacios con Métricas

Tal y como se ha mencionado previamente las teorias fisicas suelen desarrollarse sobre espacios
vectoriales reales o complejos y suelen estar dotados de productos escalares. Estos productos esca-
lares se tratan de casos particulares de formas bilineales simétricas no degeneradas y por lo tanto
se podran estudiar como casos particulares del desarrollo del apartado En toda esta seccién se
va a trabajar sobre un espacio vectorial V' sobre el que hay definido un tensor métrico tal y como
se defini6 en se asumird que se estd trabajando con una base {e;}? ; y {w’ }—1 su base dual.

Se utilizara la notacién de la seccidén anterior.
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Definicién 7.16 (Subir y Bajar fndices). Dado un vector v¢, se define la operacién bajar el indice
v = gijvj , donde g;; = g(es,e;). Dado un covector f;, se define la operacién subir el indice

[t = g" f;, donde g" son las entradas de la matriz inversa de (g;;), es decir, g/ Jjk = 5t

Nota 7.17. La operacién de bajar el indice se trata de realizar la identificacién es decir,
v; son las componentes del covector g(vie;,-). La operacién de subir el indice se trata de realizar
esta identificacién pero a la inversa, es decir, tomando el inverso del isomorfismo ¢(v) = g(v, ) que
permite realizar la identificacién anterior. Este isomorfismo inverso ¢ ~!: V* — V induce un tensor
métrico sobre V* dado por h: V* x V* — F tal que h(a, 8) = B(¢p~ () = h ;3. Como ¢ y !
son isomorfismos inversos debe cumplirse para todo v € V que ¢~ (p(v))" = hijgjkvk =l = 5P

y por lo tanto se tiene la relacion h% Jjk = 5,’;. Las componentes h% suelen denotarse por ¢.

Definicion 7.18. La operacién de bajar indices puede generalizarse a tensores de cualquier grado

(p,q), siempre que ¢ > 1, de la siguiente manera

il---il—l il+1...iq il...il_18i1+1...iq
k Jrogp ks Jiedp?

dando como resultado un tensor de grado (p+1, g—1). Andlogamente, se puede extender la operacion

de subir indices a tensores de cualquier grado (p, q) siempre que p > 1

il...iq k _ ks il...iq
T Ji---Ji—1 Ji1--dp 9T Ji---Ji—18J141---Jp

dando como resultado un tensor de grado (p — 1,q + 1).

Notacién 7.19. Esta operaciones permiten identificar los tensores de grado (p, ¢) con los tensores
de grado (a,b) para todo (a,b) tal que a + b = p + q. De esta forma se trata todos los tensores de
grados (p, q) tales que p + ¢ = m como si fueran iguales y se representan con tantos subindices y

superindices como sea conveniente segin la ocasién.

%

Proposicién 7.20. Dados un vector v y un covector u;, la contraccién del tensor (vu) j respecto
de los indices (1, 1) implementa el producto inducido por la métrica g.
Demostracién. Dados un vector v = v'e; y un covector u = ujwj se tiene
k k 1k
(vu)y = ugv” = gruv® = g(u,v).
O

Nota 7.21. Aqui se ha hecho un uso explicito de la identificacién entre vectores y covectores. Esta
férmula pone de manifiesto la importancia que tienen las contracciones en las teorias fisicas ya que

implementan el producto interno del espacio en el que se trabaja.
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