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Souhrn
Tato prace je vénovana algoritmim pro vypocet Bézierovych kfivek. Cilem
této prace je implementovat tyto algoritmy do prostfedi Matlabu. Dale porovnat ¢asy

potifebné k vypoctu bodu kfivky v Matlabu s programem v Delphi.
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Bézier curves

Abstract

This work is dedicated to algorithms used for computation of Bézier Curves.
The purpose of this work is to implement these algorithms in to a Matlab. Then
comparison of time spent with computation in Matlab, with time spent in Delphi

program.
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1 Uvod

Kfivky pouzivané v pocitaCové grafice je mozné rozdélit podle
zpusobu interpretace fidicich bodu, které ur€uji tvar kfivek, na dva druhy:
interpola¢ni a aproximaéni. Interpola¢ni kfivky fidicimi body prochazeji

zatimco aproximacni kfivky jimi prochazet mizou, ale i nemusi.

Mezi nejznaméjSi kfivky v pocitaCoveé grafice patfi Bézierovy kfivky,
pojmenované po Dr. Pierre Etienne Bézierovi. Tyto kfivky byly pfedstaveny
v teoretické matematice davno pred pocitaCi — stali za nimi francouzsky
matematik Charles Hermite a jeho rusky kolega Sergej Bernstein. Kfivky,
které vyuzivaji Bernsteinovych polynomd, se staly znamé v pocitatové
grafice diky praci pana Béziera a Paula de Casteljau. Pierre Bézier i Paul
de Casteljau pracovali v automobilovém pramyslu — prvni z nich pracoval
u firmy Renault, druhy pro firmu Citroen, kde tyto kfivky pouZivali za u¢elem

vyvoje automobilovych karoserii.

Bézierovy kfivky jsou bézné pouzivany v grafickych programech jako
jsou Adobe Photoshop, Adobe lllustrator, Gimp nebo AutoCAD. Bézierovy
kfivky 2. stupné jsou pouZzivany pro definici fontd True Type, bézierovy
kubiky — kfivky 3. stupné jsou pouzivany pro definici fontd Type 1. Kfivky
3. stupné se rovnéz pouzivaji pro definici tvarl pisma v programovacim

jazyku Metafont.

V této préaci se budu nejprve vénovat definici téchto kfivek. Na nékolika
prikladech predvedu vlastnosti Bézierovych kfivek konkrétniho stupné.
V dalSi kapitole pak definuji seznam vlastnosti obecnych Bézierovych kfivek.
Poté uvedu algoritmy, které se pouZivaji pro jejich vypocet a jejich pfiklady
v pseudokdédu. Nakonec popiSi mou implementaci téchto algoritmu
do Matlabu.

2 Formulace k Fivky
Kfivky mohou byt formulovany bud explicitngé, implicitné nebo
parametricky. Jak si ukazeme, ne vSechny formulace jsou vhodné pro

pocitacovou grafiku.
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Explicitni formulovani kfivky v dvourozmérném euklidovském prostoru
métvar: y=f(x). Toto zadani kfivky Ize pouZit jen pro kfivky, které jsou
zaroven funkci — tedy kfivky, u kterych pro jednu hodnotu parametru
X existuje pravé jedna hodnota parametru y. To znamena, Ze by nebylo
kfivkou mozné charakterizovat tvary jako tvar osmicky, apod.

Implicitni formulovani ma tvar: F(x,y)=0. Ani takové zadani kfivky
neni pfilis vhodné pro pouziti v pocitaCové grafice, protoZze neumoZzniuje
postupny vypocet kfivky. Toto zadani ma svuj vyznam pfi hledani prasedciki
primky s kfivkou.

Posledni zpusob formulace kfivky, tedy parametricky tvar,
je v pocitatové grafice nejpouzivanéjsi. Kfivka je zde chapana jako draha
pohybujiciho se bodu. Soufadnice tohoto bodu je uréena funkci parametru

t(Casu). Tento parametr nabyva hodnot zintervalu tO(t; .t..).

ktery je vétSinou volen v rozsahu t0(01) .

3 Obecna Bézierova k fivka n-tého stupn é
Bézierova kfivka n-tého stupné je zadana pomoci n+1 bodd,

P} funkce. Vysledna kfivka

o My

které tvorfi kontrolni (Fidici) polygon P:{PO,..

se nach&zi v konvexnim obalu tohoto polygonu. Vychazi z bodu P, ve sméru
pfimky PoP1 a konci v bodé P,, kde ma smér pfimky P,.iP,. Svym tvarem
mimo okrajové body napodobuje tvar fidiciho polygonu. Rovnici obecné

Bézierovy kfivky stupné n, zadané fidicim polygonem P ={PO,..., Pn}
na intervalu tD<0,1> , je parametricka kfivka v(t), ktera je dana predpisem:
vit)=> B/ (t)R;t0(01)i =0,....n (1)

Kde B" jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupné, které jsou dany

predpisem:

B,”(t)=(hjti(1—t)“_i;tD(O,l);i =0,...,n )

Bernsteinovy polynomy maji tyto vlastnosti:
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1. nONnn>0ni0(ONNnt0(0)=B"(t)=0 - polynomy jsou

nezaporné

2. >'B"(t)=1t0(01) - tato vlastnost zaru€uje, ze vysledna kfivka bude
i=0

vuci kontrolnimu polynomu konvexni
3. B'(t)=(@-t)B"*(t)+tB"}(t) - rekurentni definice Bernsteinova
polynomu n-tého stupné pomoci linearni kombinace dvou polynomu

stupné n-1; této vlastnosti se vyuZiva v algoritmu de Casteljau. [1.]

4 Priklady Bézierovych k Fivek

4.1 Krvka 1. stupn & — linearni Bézierova k fvka

Nejjednodussim pfikladem Bézierovy kfivky je kfivka 1. stupné.
Takova kfivka je zadana dvéma body. Pokud tedy zvolime dva libovolné
body Po a P; uvidime, Ze Bézierova kfivka bude pfimkou spojujici tyto dva
body.

Obrazek 4.1 — Kivka 1. stupné
Dosadime-li do rovnice dostaneme:

v(t) = B (t)R + Bi (DR

Bernsteinovy polynomy 1. stupné, pro i=0 a i=1 vypocitame takto:
1 1 0 1
)= -1y =60

Bi(t) = @tl(l—t)l‘l =t

1

Po dosazeni do parametrické rovnice kfivky dostaneme:
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v(t)=(1-t)P, +tR.
Pro krajni hodnoty parametru t z intervalutD<0,1> nabyva funkce
hodnot:
v(0)=P,
Vi)=P,.
Z vySe uvedeného vidime, Ze funkce prochazi zadanymi body.

Pro hodnoty parametru, které jsou mezi krajnimi hodnotami, nabyva funkce

v(t) hodnot vazeného praméru mezi body P a P;, kde ma bod Py vahu 1-t
a bod P; vahu t. Pro hodnotu parametru t=}é ma tak funkce v(t) hodnotu

\{%) = (1—%) P, +% B =%(PO +PR), tedy bod, ktery leZi v poloving Gsecky

dané body Pypa P.

v

4.2 Krvka 2.stupn é — kvadraticka Bézierova k FAvka
Tato kfivka je zadana kontrolnim polygonem se tfemi body - PO, P1, P2.

P

1

Obrazek 4.2 — Kivka 2. stupné
Jeji parametricka rovnice ma tvar:
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v{t) = BS(t)R + BI ()R + B ()R,
B5(1)= J fola-1) = -
B7(1)=[ ” -t} = 2
B(t)= ztz(l—t)o =t?

vit)=(1-t)°P, + 2t(1-t)P, +1°P,
Pro t=0 a t=1, tedy okraje kfivky pak funkce nabyva hodnot:

(0)

vy

o

P,.

Prvni derivace parametrické rovnice kfivky 2. stupné:
v(t)=-20-t)P, + 20— t)R - 2R, + 2P, = 2[- (1-t)P, + (1-t)P, —tR, +tR,] =
=2(1-t)(R -R)+t(F, - P
Prvni derivace pro parametr t=0:
v(0)=21-0)(R -R)+0(R,-R)|=2(R-R)
Smémice teény kfunkci v(t) vbodé P, ma smér Usedky Po,P;
a dvojnasobnou velikost. Prvni derivace pro parametr t=1:

v(1)=2@-1(R-R)+1R,-R)|=2(r,-R)

Smérnice tecny k funkci v(t) vbodé P; ma smér usecky PP

a dvojnasobnou velikost.

4.3 Krvka 3.stupn é — Bézierova kubika
V pocitaCové grafice asi nejCastéjSi typ Bézierovy kfivky. Je zadana

Ctyfmi body — Pg, P1, P2, P3. Parametricka rovnice takoveé kfivky ma tvar:
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v(t) = B ()R, + BI(t)R, + B3 (t)P, + B (1)P,

B3()=| - | o0~ = o)
B2()=[ | Pt =at-t)
B2()= |1 l-t) =3 t-1)
B2()= ;| w1 =¢

v(t)=[1-t)°P +3t(1-t)*P, +3t*(1-t)P, +t°P,

Prvni derivace parametrické rovnice kfivky 3. stupné:
v(t)=-31-t)P, +31-t)’P, - 6t{l—-t)R +6t1-t)P, —3t?P, + 3A?P, =
Ja-1f(R-R)+ 2(-t)(R, - B)+ (R - B,

Prvni derivace pro parametr t=0:

v(0)=31f1-0) R, - B,)+ 20001~ 0){P, - B)+0* IfP, - )] =3C(R - )

Prvni derivace pro parametr t=1:

v()=3t-1 fR - R)+ 20ti-0)fR, - B)+ 12 R, -, )| =3P - )

Z téchto rovnic opét vyplyva, Ze smérnice te€ny v okrajovych bodech
kfivky odpovida sméru usecek tvorfenych krajnimi body fidiciho polygonu.
Dale mizeme vidét, Ze velikost smérnice bude n-nasobna vaci velikosti

usecky tvorené krajnimi body.

5 Vlastnosti Bézierovych K Fivek

Na zakladé predchozich odstavcud muzeme definovat vlastnosti
obecné Beézierovy kfivky:

1. Kfivka n-tého stupné zacina v prvnim bodé kontrolniho polygonu

P={P,....P,}; tedy v bod& Po. Prvni derivace kfivky v tomto bodé&

odpovida n-nasobku vzdalenosti krajnich bodul fidiciho polygonu -

PO,P1. Plati vztah: [ﬂ} =n(R-PR).
t=0

2. Kfivka konci v poslednim bodé kontrolniho polygonu - bodé P.

Prvni derivace kfivky v tomto bodé odpovida n-nasobku
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vzdalenosti krajnich bodd Fidiciho polygonu Py.1,P,. Plati vztah:

[dVL =n(P,-P_).

dt
3. Kfivka je konvexni vici bodim Fidiciho polygonu.
4. Kfivka se svym tvarem blizZi tvaru fidiciho polygonu (Obrézek 5.1,

Obrazek 5.2, Obrazek 5.3). Pokud lezi vSechny body fidiciho

polygonu na pfimce je kfivkou Usecka.

Obrazek 5.1 — Bézierova kubika

Obrazek 5.2 — Bézierova kubika
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Obrazek 5.3 — Kivka9. stupré
5. Kfivka bude mit stejny tvar i pokud prohodime pofadi bodu

kontrolniho polygonu. B,,B,...,P,,P, 0 - P,,P_,,...,B,P,

S P e

6. Zména polohy jednoho bodu kontrolniho polygonu mé vliv na tvar
celé kfivky.

7. Pocet pruseciku pfimky s rovinnou Bézierovou kfivkou odpovida
poctu pruseciku pfimky s jejim kontrolnim polygonem.

8. Hladkého spojeni dvou kfivek docilime, pokud budou te¢né vektory
kiivek identické. Prvni a druhy bod nasledujici kfivky tak zavisi
na poslednich dvou bodech kfivky pfedchozi.

9. Kfivka je invariantni vu¢i afinni transformaci soufadnic.
Tyto transformace kfivky Ize provadét pomoci transformaci
kontrolniho polygonu a opétovnym vykreslenim kfivky. [8.]

10.Pfidani bodt do kontrolniho polygonu umoznuje lépe vystihnout
pozadovany tvar kfivky. ZvySeni stupné kfivky ma za nasledek to,
Ze fidici polygon konverguje k vysledné kfivce.

11.0debrani bodd z kontrolniho polygonu ma za nasledek snizeni

naroénosti vypocta.
6 Algoritmy pro vypo ¢€et Bézierovych k Fivek

6.1 PFfimy algoritmus
PFfimy algoritmus je nejjednodussim algoritmem pro vypocCet Bézierovy
kiivky. Spociva v postupném dosazovani parametru tD(O,l) do parametrické

rovnice kfivky. Vysledkem je mnozina bodu, které tvofi vyslednou kfivku.
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Pfiklad algoritmu v pseudokddu pro kfivku 3. stupné danou kontrolnim
polygonem s body PO, P1, P2, P3:

/linicializace

t=0; //Parametr t

i=0; //[Pomocna proménna

krok=0.001; //Krok o ktery zvySujeme parametr t

While t<=1 do:

Begin
Krivkali]. X=P[0].X*(1-t)3+P[1]. X*3*t*(1-t)2+P[2]. X*3*t**(1-t) +P[3]. X*3*t*;
Krivkali].Y=P[0]. Y*(1-t)3+P[1]. Y*3*t*(1-t)?+P[2]. Y*3*t**(1-t)+P[3]. Y*3*t>;
t=t+krok;
i=i+1;

End;

nakresliKFivku(Krivka);

Konstantni krok, o ktery pfi vypocétu zvySujeme parametr t, ma vliv
na to, s jakou presnosti bude kfivka vypocitana. Vyhodou tohoto postupu
pro vypocet kfivky je to, Ze diky volbé velikosti kroku dopfedu zname pocet
bodu. Pocet bodli muzeme urit jako pocet =1/krok - pro tento pfipad
kdy jsme velikost kroku zvolili 0.001, je to tedy 1000 bodud, kterymi bude
vysledna kfivka tvofena. Vykresleni kfivky probiha tak, Ze vypocitané body

spojime useCkami a dostavame vyslednou kFivku.

Tento algoritmus nam umozriuje realizovat vypocty pouze pro kfivky
zadané c&tyfmi body. Pokud by jsme chtéli algoritmus upravit pro obecné
Bézierovy kfivky stupné n, musime pro kazdou hodnotu parametru t a pro

kazdy bod vypocitat hodnotu Bernsteinova polynomu.
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Pfiklad algoritmu pro vypoCet obecné Bézierovy  kfivky
stupné n v pseudokodu:

Function BernsteinPoly(n:integer; i:integer; t:real):real
/[Funkce pro vypocet bernsteinova polynomu
Begin
KombinacniCis=faktorial(n)/faktorial(n-i)*faktorial(i);
BernsteinPoly=KombinacniCis*t**(1-t)™";

End;

Funkce ,BernsteinPoly” je pomocna funkce, ktera méa za ucel vypocitat

hodnotu Bernsteinova polynomu.

Procedure BezierPrimy(n:integer,P:Polygon)
Begin
/linicializace
t=0; //Parametr t
j=0;//Pomocna proménna
krok=0.001; //Krok o ktery zvySujeme parametr t
while t<=1 do:
Begin
For i=0 to n do:
Begin
Krivka[j].X= Krivka[j]. X+BernsteinPoly(n,i,t)*P[i].X;

Krivka[j]. Y= Krivka[j].Y+BernsteinPoly(n,i,t)*P[i].Y;
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End;

t=t+krok;

JFitL
End;
nakresliKfivku(Krivka);

End;

Procedura ,BezierPrimy“ obsahuje cyklus, jehoz vstupni podminkou
je t<1. Pokud je tato podminka splnéna, program vstoupi do cyklu typu ,for",
ktery probéhne od nuly do hodnoty proménné ,n“. Vtomto cyklu program
pomoci funkce ,BernsteinPoly” postupné vypocitava hodnotu bodu Bézierovy
kiivky. Po skonceni ,for* cyklu je zvySena hodnota proménné ,t“ a pomocna
proménna ,j“. Po skonc€eni ,while* cyklu, ktery je limitovan podminkou t <1,
mame v proménné ,Krivka“ uloZzeny vypoctené body kfivky a muazeme

ji vykresilit.

6.2 Algoritmus de Casteljau
Tento algoritmus spociva v pfidavani bodd do kontrolniho polygonu,

dokud neni dosazeno pFesnosti, poZzadované k zobrazeni kfivky. Vyuziva
rekurzivni vlastnosti Bernsteinovych polynom(. Jeho vstupem je Fidici
polygon budouci kfivky, dalSim vstupnim parametrem muzZe byt poZzadovana
pfesnost kfivky. Algoritmus vypoc€itd novy fidici polygon, ktery se tvarem
priblizuje poZzadované Bézieroveé kfivce.

Vezméme Bézierovu kubiku, tedy kfivku 3. stupné se 4-mi fidicimi
body — Py, P1, P2, P3 (Obrazek 6.1)
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Obrézek 6.1 — Bézierova kubika

Pomoci jednoduchého pulleni Gsecek tvofenych body Fidiciho
polygonu P={P,,P,P,,P,} ziskame 8 novych Fidicich bodl — Lo a? Ls a R
aZ Rs. Téchto 8 bodu vypocitame pomoci nasledujicich vztahu:
I‘0 = PO
L =(R+R)/2
H=(R+PR)/2
L,=(L +H)/2
R, =(P,+P)/2
R=(H+R,)/2
RO = L3 =(L2 + Ri)/z
R, =F
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Obrazek 6.2 — de Casteljau — prvni krok

Ziskavame tedy dva nové Fidici polygony — levy L ={L,,L,,L,,L;}
(na obrazku plnou ¢arou) a pravy R:{RO, R,R,, R3} (na obrazku carkované).

Posledni bod prvniho (levého) polygonu je totozny s prvnim bodem druhého
(pravého). Vidime, Ze tvar téchto polygonl se pfiblizuje vyslednému tvaru
pozadované Bézierovy kfivky. Kazdy z téchto dvou fidicich polygond muaze
byt znovu vstupem algoritmu. Vypocet se opakuje a je dosazeno jemnégjSiho
rozdéleni. Algoritmus je zastaven v momenté, kdy je dosazeno pozadované
presnosti tvaru kfivky. V pfipadé pocitaCové grafiky to muze byt ve chuvili,
kdy je vzdalenost dvou bodu mensi, nebo rovna velikosti Uhlopfi¢ky pixelu.
Jako jiné kritérium pro zastaveni vypoctu rekurzivniho algoritmu mudzeme
pouzit velikost plochy Fidiciho polygonu. Diky pouZiti kritéria pro zastaveni
vypoctu, produkuje tento algoritmus menSi objem dat. Rovné Useky kFivky
mohou byt nahrazovany useckou, zatimco v zakfivenych ¢astech je rozdéleni
jemnéjsi.

Priklad v pseudokdédu:

Procedure Rozdel(RidiciPolygon:Polygon, Levy:Polygon, Pravy:Polygon)

Begin
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End;

PolovinaRidicihoPolygonu=(RidiciPolygon[1]+RidiciPolygon[2])/2;
Levy[O]=RidiciPolygon[0];
Levy[1]=(RidiciPolygon[0]+RidiciPolygon[1])/2;
Levy[2]=(Levy[1]+PolovinaRidicihoPolygonu)/2;
Pravy[2]=(RidiciPolygon[2]+RidiciPolygon[3])/2;
Pravy[1]=(PolovinaRidicihoPolygonu+Pravy[2])/2;
Pravy[3]=RidiciPolygon][3];

Levy[3]=Pravy[0]=(Levy[2]+Pravy[1])/2;

Procedura ,Rozdel* dostava jako vstup fidici polygon. Vystupem

procedury jsou pak dva nové vzniklé polygony levy a pravy. Tyto polygony

vypocitame pomoci vztaht(odkaz na rovnice které jsou vyse).

Procedure DeCasteljau(RidiciPolygon:Polygon; Presnost)

Begin

IF ( SpIinujePresnost(RidiciPolygon,Presnost) )
Begin

Nakresli( RidiciPolygon );

Konec;
End;
Rozdel( RidiciPolygon,Levy,Pravy );
DeCasteljau( Levy,Presnost );

DeCasteljau( Pravy,Presnost );
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End;

Procedura ,DeCasteljau® ma jako vstupni parametr fidici polygon
bézierovy kfivky a poZadovanou presnost pro jeji vykresleni. Nejprve
kontrolujeme zda polygon, ktery procedura dostala jako vstup, splfuje
pozadovanou presnost. Pokud ji spliuje, muazeme polygon vykreslit
a proceduru ukoncit. Pokud pozZadovanou pfesnost nesplfiiuje, zavolame
proceduru ,Rozdel“, ktera rozdéli vstupni polygon na levy a pravy. V dalSim
kroku zavolame proceduru ,DeCasteljau”, které jako parametr postupné

predame noveé polygony a vSe se opakuje.

Takové feSeni je vSak pouzitelné jen pro Bézierovy kfivky 4. stupné.
Pokud bychom chtéli algoritmus vyuZivajici déleni Fidiciho polygonu a jeho
pfiblizovani k vysledné kfivce pouZzit pro obecné kfivky stupné n, je tfeba
ho modifikovat.

Do rekurentniho  vztahu, ktery je definovan takto
P (t): (1—t)EIF’j_l’i_1 +tP, ;1 =12,..,nj=ii+1.n budeme postupné

dosazovat parametr tD(O,l}. Pomoci rekurentniho vztahu postupné

vypocitavame body P, (t) jak je nazna€eno na obrazku (Obrazek 6.3).

P
0.0 w
t
P1ﬂ P1,1 (1-t)
w
t t
T P21 P

P R

\u-t} wt}

P T

n,{] n.n

Obrazek 6.3 — rekurentni vztah - postup vypétu

22 Jan Novotny




Posledni bod - bod Pnyn(t) odpovida hodnoté kfivky pro parametr
t - Pnyn(t)=v(t). Algoritmus spociva v postupném zvySovani parametru

t o konstantni krok a jeho dosazovani do rekurentniho vztahu, ktery vypocita
bod kfivky. Na rozdil od pfimého algoritmu, kde jsme také zvySovali parametr
o konstantni krok, je tento algoritmus méné vypocetné narocny. Neni tfeba

pocitat kombinacni €islo ani mocniny.

Priklad algoritmu vyuZivajici rekurentni vztah v pseudokédu:

Function Rekurent(P:Polygon, _n:integer,t:real):Polygon

Begin
IF (_n=0)
Begin
Casteljau:=P;
End
Else Begin
I:=n-_n;
Forito i<n-1 do
Begin
Result[i+1].X:=(1-t)*P[i]. X+t*P[i+1].X;
Resul[i+1].Y:=(1-t)*P[i]. Y +t*P[i+1].Y;
End;
Rekurent(Result,_n-1,t);
End;
End;
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Toto je pomocna funkce, v které pomoci rekurentniho vztahu
postupné vypocitavame body kfivky. Jako vstupni parametr slouzi Fidici
polygon, parametr ,t"apomocna celoCiselna proménna. Tato funkce
je rekurzivni, vola ve svém téle sama sebe — pomocna proménna ,,_n*“, kterou
pfedadvame jako parametr nam slouzi k zastaveni rekurze. PFfi volani této
funkce z hlavniho programu bude tato proménn& odpovidat stupni kfivky.
Na zacatku zjiStujeme, zda je vstupni parametr ,n” roven nule. Pokud ano,
tak je vysledkem funkce vstupni polygon a funkce je ukonéena. Pokud ne,
inicializujeme si pomocnou proménou ,_i“. V cyklu for* pak postupné
vypocCitivame pomoci bodd ze vstupniho polygonu, parametru
t a rekurentniho vztahu body nového polygonu a ukladame si je do pole
nazvaného ,Result”. Po skonceni cyklu zavolame funkci znovu, jako
parametr ji pfedame pole s novymi body a pomocnou proménou , n“

sniZzenou o jedna.

Nyni si v pseudokédu ukazme proceduru, kterou budeme volat
v hlavnim téle programu. Tato procedura bude pouZzivat funkci, kterou jsme

si popsali v pfedchozim odstavci:

Procedure Casteljau(RidiciPolygon:Polygon,n:integer)
Begin
t:=0; i:=0; krok:=0.001;
while t<=1 do
Begin
PomocnyPol:=RidiciPolygon;
PomocnyPol:=Rekurent(PomocnyPol,n,t);
Krivka[i]:=PomocnyPol[n];
t:=t+krok;

ii=i+1;
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End;
NakresliKrivku(Krivka);

End;

Procedufe budeme predavat jako parametry fidici polygon kfivky
a stupen kfivky. Nejprve si inicializujeme proménné a nastavime velikost
kroku, o ktery budeme zvySovat parametr t. Nasleduje cyklus, jehoz vstupni
podminkou je, Ze hodnota parametru t je menSi, nebo rovna jedné. V tomto
cyklu si nejprve do pomocného pole ulozime fidici polygon. Zavolame funkci
.Rekurent”, které jako parametr pfedame pomocny polygon (v tuto chuvili
je vném uloZen fidici polygon kfivky), stupen kfivky a parametr t. Vysledek
funkce si uloZime do pomocného pole. Vném se na posledni pozici
(n-té pozici) nachazi vyslednd hodnota kfivky pro odpovidajici parametr.
Nakonec zvySime parametr t 0 krok a pomocnhou proménou slouzici pro
pohyb v poli vysledku zvySime o jedna. Po ukon&eni cyklu mame v poli

.Krivka“ uloZeny body vysledné kfivky a muZzeme pole vykresilit.

7 Implementace do Matlabu

Matlab sam o sobé& neobsahuje Zadné funkce umoziujici vypocet
bézierovy kfivky. Musel jsem si tedy funkce pro oba popsané typy algoritmu
napsat sam. V této kapitole popisi, jak jednotlivé funkce funguiji.

7.1 PFimy algoritmus v Matlabu
Pfimy algoritmus byl na interpretaci zfejmé nejjednodussi. Jen bylo

tfeba dopsat funkci pro vypocéet Bernsteinovych polynomu, protoze Matlab
takovou funkci nenabizi. Kéd pomocné funkce pro vypocet Bernsteinova
polynomu, kterou jsem nazval ,bernstein_poly“ a ulozil jako soubor

.bernstein_poly.m“ vypada tedy takto:

function [b] = bernstein_poly(i,n,t)
% bernstein_poly

%Funkce pro vypocet Bernsteinova polynomu pro Bézierovy kfivky
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% VSTUPY: i— porfadi bodu v kontrolnim polygonu
% n - stupen bézierovy kfivky

% t - parametr t

% VYSTUP: b - hodnota bernsteinova polynomu
% Jan Novotny 2009

b= nchoosek(n,i) *power(t,i)*power((1-t),(n-i));

end

Funkce z pfedanych parametri vypoditd hodnotu bernsteinova
polynomu. Pro vypoc€et kombinaéniho Cisla jsem pouzil funkci ,nchoosek",
které jako parametr pfedavam proménné ,n“ a ,i“. Do vystupni proménné
vypocitam hodnotu Bernsteinova polynomu jako soucin kombinac¢niho €isla,
a pfislusnych mocnin. Pro vypocet mocnin pouzivam funkci ,Power”, ktera

ma jako prvni parametr mocnénec a jako druhy parametr exponent.

S vyuzitim této funkce uz neni problém napsat skript, ktery vypocita
body Bézierovy kfivky. Kéd funkce, kterou jsem nazval ,primy_alg“ a uloZil

jako soubor ,primy_alg.m*, vypada takto:

function [ krivka ] = primy_alg( polygon,t)

%primy_alg

% Funkce pro vypocet bodl Beziérovy kfivky pomoci pfimého algoritmu
% VSTUPY: polygon - dvourozmérné pole s kontrolnim polygonem

% t - jednorozmérné pole s parametrem t

% VYSTUP: krivka - dvourozmérné pole s body bézierovy kfivky

% Jan Novotny 2009
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n= length (polygon);
m=length(t);

krivka=zeros(m,2);

forj=1:m
fori=1:n
krivka(j,1)=krivka(j,1)+bernstein_poly(i-1, n-1, t(j) ) * polygon(i,1);
krivka(j,2)=krivka(j,2)+bernstein_poly(i-1, n-1, t(j) ) * polygon(i,2);
end

end

Funkci pfedavame jako parametr Fidici polygon bézierovy krivky
a vektor s hodnotami parametru ,t, ten nabyva hodnot od nuly do jednicky.
Na zacatku si zinicializujeme proménné. Do proménné ,n“ si uloZzime pomoci
funkce ,length” velikost vstupniho polygonu — hodnota bude odpovidat stupni
kfivky zvySenému o jednic¢ku (to kvali tomu, Ze Matlab indexuje pole od ¢isla
jedna). Do proménné ,m“ si ulozime, opét volanim funkce length, délku
vektoru s parametrem t — tim zjistime, kolik bodU je tfeba vypocitat. Nakonec
si pomoci funkce zeros alokujeme dvourozmérné pole, do kterého budeme
ukladat vypoctené body. Prvni rozmér je uréen hodnotou proménné ,m“
(poCet bodl vysledné kfivky) a druhy rozmér je dva (pohybujeme

se v roviné — tedy X,y).

Nasleduji dva vnofrené cykly typu for. Prvni, pro proménou ,j“, se bude
provadét od Cisla 1 az do hodnoty proménné ,m“ v niz je pocet bodd,
kterymi bude tvofena kfivka. Druhy for-cyklus pro proménou ,i“ se bude
provadét od Cisla 1 az do hodnoty proménné ,n“ — probéhne tedy postupné
pro vSechny body kontrolniho polygonu. Uvnitf tohoto cyklu také probiha

vlastni vypocet bodl kfivky. Z rovnice kfivky vime, Ze funkéni hodnota kfivky
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odpovida sumé soucini bodu kontrolniho polygonu a hodnoty Bernsteinova
polynomu pro konkrétni bod. Ve for-cyklu postupné uréujeme volanim funkce
.pbernstein_poly* hodnotu Bernsteinova polynomu, kterou vynasobime
s konkrétnim bodem kontrolniho polygonu. Takto vypocétenou hodnotu
pfiCteme k hodnoté v poli ,krivka“ ( to je inicializovano nulami ). Po skon¢eni
tohoto vnitfniho cyklu se ve vnéjSim cyklu posuneme k dalSimu bodu kfivky

a vypocet se opakuje.

7.2 Algoritmus de Casteljau v Matlabu
Diky tomu, jak Matlab umoZznuje pracovat s polem, je implementace

tohoto algoritmu oproti pfikladu v pseudokodu, ktery jsem uvadél jednodussi.
VSe spociva v jediné funkci, kterou jsem nazval ,casteljau®, a ulozil jako

soubor ,casteljau.m®. Jeji kdd vypada takto:

function [krivka] = casteljau(polygon,t)
% casteljau

% Funkce pro vypocet bodu Bézierovy kfivky pomoci algoritmu ,de

Casteljau®

% VSTUPY: polygon - fidici polygon kfivky - dvourozmérné pole
% t - jednorozmérné pole s parametrem t

% VYSTUP: krivka - body vysledné kfivky - dvourozmérné pole

% Jan Novotny 2009

n = length(polygon);
m = length(t);

krivka = zeros(m,2);
X(:,1) = polygon(:,1);

Y(:,1) = polygon(:,2);
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for j = 1:m
for i = 2:n
X(izn,i) = (1-tG))*X(i-1:n-1,i-1) + t()*X(in,i-1);
Y(iin,i) = (1-t()*Y (-1:n-1,i-1) + t()*Y (i:n,i-1);
end
krivka(j,1) = X(n,n);
krivka(j,2) = Y(n,n);

end

Funkci pfedavame fidici polygon kfivky a vektor obsahujici hodnoty
parametru ,t“. Nejprve si inicializujeme proménné. Podobné, jako u pfimého
algoritmu, si do proménnych nazvanych ,n“ a ,m“ ulozime délky vstupnich
poli. Poté si alokujeme dvourozmérné pole nazvaneé ,krivka“, do kterého
budeme ukladat vypoctené body. Do pomocného pole ,X* si uloZzime x-ové
slozky bodu fidiciho polygonu. Stejnou operaci provedeme s Y-ovymi

soufadnicemi, které uloZzime do pomocného pole , Y.

Nasleduji dva for-cykly. Vnéjsi cyklus pro proménou ,m“ slouzi pro
pohyb v poli vysledku — ,krivka“ a pro pohyb v poli s hodnotami parametru ,t".
Ve vnitfnim cyklu se provadi samotny vypocet, ke kterému vyuzivame
rekurentni vztah. Cyklus zacina od Cisla dvé, duvod je zfejmy z obrazku 8, na
kteréem je postup vypocCtu pomoci rekurentniho vztahu. Zapisem X(i:n,i)
zajistime to, Ze se vypocet provede pro prvky sindexem odpovidajicim
hodnoté ,i“, az po prvky s indexem, ktery odpovida hodnoté ,n“. Diky tomu
nemusime pouzit dalSi for-cyklus. Pro lepSi ilustraci toho jak probiha, nam
poslouZi nasledujici pfiklad. M&me kfivku 2. stupné s kontrolnim polygonem,
jehoz body maji souradnice Po=[1,1], P1=[2,2], P»=[3,3]. Hledame funkni
hodnotu kfivky pro velikost parametru t=0,5. Cyklus se bude provadét

od Cisla 2 az do hodnoty proménné ,n“, kterd je vtomto pripadé 3. Cyklus
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se tedy provede 2-krat (poprvé pro i=2, podruhé pro i=3). PFi vstupu do cyklu
mame v proménné X" uloZzeny x-ové slozky bodu, tvoficich kontrolni polygon

— rozmér tohoto pole je 3 x 1 (Obrazek 7.1).

-

for i = 2:in
Ziiin,1i) = (1-t (]
Z: 3x1 double =
end
kErivh
kriwvhk

(R O

Obrazek 7.1 — rekurentni vypdet — 1. krok
Po prvnim prachodu cyklem a provedenim vypoctu se rozmér pole

rozsSifi na 3 x 2. V. druhém sloupci jsou uloZeny nové vypoctené hodnoty

(Obrazek 7.2).

for i = 2:n
X(iiin,1) = (1-t (7
X: 3x2 double =
end
krivh
krivH

LR I (O T P
Ly = O

Obrazek 7.2 — rekurentni vypdet — 2. krok
Po poslednim prichodu cyklem ma pole rozmér 3 x 3 a v jeho tfetim
sloupci, na tfetim fadku je uloZena hledana hodnota (Obrdzek 7.3). Stejné
probih& vypocet i pro proménou ,Y*.

-

for i = 2:n
X¥{itp,1i) = (1-tij))*
X: 3x3 double =
e
kr%vk 1 0 0
krivhk 2 1 0
3 2 1

Obrazek 7.3 — rekurentni vypdet — 3. krok
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Po skonc€eni vnitiniho cyklu si do proménné  krivka“ ukladame
hodnotu, ktera se nachazi na poslednim sloupci a poslednim fadku v poly , X"
a,Y"

7.3 Demonstrace algoritm @
Pro demonstraci funk&nosti algoritmd jsem napsal dalSi dvé funkce,

jednu pro pfimy algoritmus a druhou pro algoritmus de Casteljau. Tyto dvé
funkce se od sebe liSi jen v fadku, kde se vola funkce pro vypocet bézierovy
kfivky. Jednou je to funkce ,primy_alg“ (pro pfimy algoritmus), podruhé
je to funkce ,casteljau” (pro algoritmus de casteljau).

Funkci pro demonstraci pfimého algoritmu jsem nazval
.Bezier_primy_alg“ a je uloZzena v souboru ,Bezier_primy_alg.m“. Funkce pro
demonstraci algoritmu de Casteljau se jmenuje ,Bezier_casteljau* a ulozena

je v souboru ,Bezier_casteljau.m”.

Kod funkce ,Bezier_casteljau” vypada takto:

function Bezier_casteljau(n)

%Bezier_casteljau
% Funkce pro demonstraci bézierovy kfivky pomoci algoritmu de Casteljau
% VSTUP: n - stupen bézierovy kfivky

% Jan Novotny 2009

close all;
presnost = 100;
cas=0;
figure(1);

hold on;
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set(gca,'Fontsize',12);
title(['Bézierova kfivka stupné ',num2str(n)]);
t=linspace(0,1,presnost);

axis([O0 10 0 10));

fori=1lin+1
polygon(i,:) = ginput(1);
plot(polygon(:,1),polygon(:,2),’k-",'LineWidth’",2);
plot(polygon(:,1),polygon(:,2),ro’,'MarkerSize',6,'MarkerFaceColor','r");

end

tic;
krivka = casteljau(polygon,t);
cas=toc;

plot(krivka(:,1),krivka(:,2), b-','LineWidth’,3);

cas=cas*1000;

title(['Bézierova kfivka stupné ',num2str(n),’, doba vypoctu: ‘,num2str(cas),'

ms');

Funkci pfedavame jako parametr stupen kfivky. Nejprve provedeme
inicializaci. Pfikazem ,close all* uzavieme vSechny figure okna, ktera jsou
oteviena. Do proménné ,presnost‘ nastavime pocet bodd, kterymi bude

vysledna kfivka tvofena. Déale je vynulovana proménna ,cas“, do které
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se bude ukladat informace o tom, jak dlouho trval vypocet bodu kifivky.
Pfikazem ,figure(1)" vytvofime grafické okno figure. Pfikaz ,hold on“ zajisti
to, Zze do jednoho obrazku budeme moci nakreslit vice grafl (kontrolni
polygon, kfivka). V dalSim kroku si nastavime velikost pisma, ktera bude
v obrazku pouZzita. Vtomto pfipadé je velikost nastavena na 12 bodu.
Pomoci pfikazu ,title* si nastavime nadpis grafu. Funkce ,linspace” vrati
do proménné ,t“ vektor s poétem prvk, ktery odpovida proménné ,presnost”
a ma hodnoty od nuly do jedné. Poté nastavime osy grafu. Na ose x tak

budeme mit hodnoty od nuly do deseti, stejné tak na osey.

Nasleduje for-cyklus, ve kterém se z grafického vstupu nacitaji body
kontrolniho polygonu. Cyklus probiha od jedné do hodnoty n+l1, protoze
kifivka n-tého stupné je tvofena n+1 body. Funkci ,ginput(1)* nacteme
z grafického vstupu jeden bod a uloZzime ho na i-tou pozici v kontrolnim
polygonu. Nasledujici dvé funkce ,plot* vykresli kontrolni polygon

a do souradnic bodu nakresli ¢erveny puntik.

Kdyz uz mame body fidiciho polygonu, je tfeba vypocitat body kFivky.
Protoze nas zajim4, jak dlouho bude vypocet trvat, tak pred volanim funkce
pro vypocCet bodu kfivky pouZijeme funkci ,tic*. Nyni zavolame funkci
.casteljau”, ktera méa jako parametry fidici polygon a vektor s parametrem ,t*.
Pro funkci, kterd demonstruje pfimy algoritmus volame v tomto misté funkci
.primy_alg“. Vysledek funkce pro vypocCet bodu Bézierovy kfivky uloZzime
do proménné ,krivka“. Potom zavolame funkci ,toc* a dobu trvani vypoctu

kfivky uloZzime do proménné ,cas".

Nyni, kdyZ mame body kfivky, staci ji vykreslit. Ktomu vyuzZijeme
funkci ,plot“, kterd& pomoci predanych parametr( vykresli kfivku modrou
barvou. Nakonec uz jen vynasobime hodnotu proménné ,cas"” tisicem, ¢imz
dostaneme ¢as v milisekundach. Poté, uz jen upravime volanim funkce ,title"

nadpis grafu, do néhoz pfidame informaci o trvani vypoctu.

7.4 Pouziti v Matlabu
Pro to, aby bylo mozné pouzit tyto funkce v Matlabu, je tfeba pfidat

adresar, ve kterem je mame ulozeny do cesty. To udélame v zalozce ,File*

(obrazek 7.4), kde je polozka ,Set path*.
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4\
mEdit Debug Parallel Desktop

Mew 4
Open... ctrl+0
Close Command Window

Import Data...
Save Workspace As...

Preferences...

Page Setup...
Print...

1 G\ Bezier_primy_alg.m
2 G\ Bezier_casteljau.m
3 C\... curves\casteljau.m
4 C\...es\bernstein_poly.m

Exit MATLAB Ctrl+0

Obrazek 7.4 — nastaveni cesty 1

V dialogovém okné ,Set Path* (obrazek 7.5) stiskneme tlacitko ,Add

folder..." a zvolime sloZku, v které mame uloZzeny soubory s funkcemi.

4 Set Path 0606

All changes take effect imm ediarely.

MATLAB search path:

Add Folder...
i e 2 f C:\Documents and Settings)\honza'Plocha’, my

{ Add with Subfolders... ) [ C:\Documents and Settings'\honza'\Dokum er
=) D\ Program Files\MATLAB\R2008b"\ toelbox’
|5 D=\Program Files\MATLAB\R2008b"toolbox’
) D:\Program Files\MATLAB\R2008b" toolbox’

Move to Top [C5) Dz Program Files\MATLAB\R2008b" toolbox’

[ D:=\Program Files\MATLAB\R2008b" toolbox’

=) D\ Program Files\MATLAB\R2008b"\ toelbox’

(__Move Down ) [C3) D:\Program Files\MATLAB\R2008b"\toolbox’

) D:\Program Files\MATLAB\R2008b" toolbox’

=) D\ Program Files\MATLAB\R2008b"toolbox’

[ D:=\Program Files\MATLAB\R2008b" toolbox’

=) D\ Program Files\MATLAB\R2008b"tonlbox’ 4

I Remove )

Move Up

'.h Move to Bottom d,'

"‘ Save f,' 'L_ Close ‘,' Revert 'h Default f,' "‘ Help f,'

Obréazek 7.5 — nastaveni cesty 2
Ted, kdyZz mame nastavenou cestu, miZeme v pfikazovém okné
zavolat funkci ,Bezier_primy* (pfipadné ,Bezier casteljau”), které jako
parametr pfedame stupen kfivky. Po tom, co pfikaz potvrdime stisknutim
klavesy ,enter, se nam otevie ,figure* okno (obradzek 7.6). V tomto okné

postupné zadavame body kontrolniho polygonu.
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Obrazek 7.6 — Figure okno

Po zadani odpovidajiciho poctu bodd, je vykreslena kfivka a v titulu

grafu se objevi informace o tom, jak dlouho trval vypocet bodu kFivky

(obrazek 6.7).

File Edit
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Obrazek 7.7 — Figure okno — kivka 5. stupné
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8 Zaver

S Matlabem jsem se poprvé setkal az pfi zpracovani mé bakalarske
prace. Musim fici, Ze prace s nim je velmi intuitivni a neni vibec sloZzita.
Velmi jsem ocenil jeho debugger, kde pfi krokovani funkce staci pouze mysi
najet nad nazev proménné, kterd nas zajima, a hned miazeme vidét jeji
hodnoty. Vysledkem mé prace jsou funkce, které mohou byt pouZzity
pro vypocCet a prezentaci Beziérovych kfivek v prostfedi Matlabu. Pomoci
funkci, které jsem wvytvofil, je mozno snadno zadat a zobrazit kfivky
libovolného stupné spolu s jejich kontrolnim polygonem a informaci o trvani

vypoctu.

Figure 1 066
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Obrazek 8.1 - pismeno "R" kivkou 29. stupné

36 Jan Novotny



Figure 1 a6 0 6
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Bézierova kiivka stupné 9, doba vypociu: 48.1961 ms
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Obrazek 8.2 - pismeno "G" kfivkou 9. stupné
Figure 1 066
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Obrazek 8.3 - pismeno "B" kivkou 18. stupné
Podle oekavani dopadl v porovnani doby potfebné k vypoctu lépe
algoritmus de Casteljau, a to jak v Delphi, tak i v Matlabu. Zatimco Bézierova
kubika pomoci algoritmu de Casteljau trvala Matlabu pfiblizné 16ms, stejna
kfivka pomoci pfimého algoritmu mu zabrala pfiblizné 90ms. Podobné

natom je i program v Delphi. O¢ekaval jsem, Ze vypocty budou obecné
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rychlejSi v Matlabu, nez v Delphi. NejspiS hlavné proto, Ze implementace
algoritm@ v Matlabu mi pfisla mnohem jednodussi. Cekal jsem, Ze Matlab
bude vykonnégjSi pfi praci s poli. To proto, Zze v moji implementaci v Delphi
provadim béhem vypoctu alokace poli apod. Ale vypocty Delphi byly
v porovnani nakonec mnohem rychlejsi, nez v Matlabu. VypocCet Bézierovy
kubiky tvorené tisicem bodlu pomoci algoritmu de Casteljau zabere Matlabu
béZzné néco okolo 150ms. Zatimco Delphi vypocita stejnou kfivku za necelé

4ms.

Pfi méfeni Casu potfebného pro vypocet bodu kfivky jsem v Delphi
nejprve naivné pouzil funkci ,GetTime", kterd vraci aktuélni systémovy cas.
Jednoduse jsem si ulozil ¢as pred spusténim algoritmu a po jeho ukonceni.
Rozdil téchto ¢asl byl k mému prekvapeni roven nule. Hledal jsem funkci pro
presné&jSi méfeni a nalezl jsem funkci Windows API ,GetTickCount®. Tato
funkce vraci pocet milisekund, které ubéhly od spusténi systému. Vysledek
byl, ale stdle nula. Zjistii jsem, Ze hodnota funkce ,GetTickCount*
je zvySovana po 16ms a to pro zméfeni nestaci. NaSel jsem tedy dalSi funkci
Windows API ,QueryPerformanceCounter”, kter4 vraci aktualni hodnotu
Casoveho registru. Tato hodnota je vSak zavisla na frekvenci a je tedy nutné
ji vzdy délit hodnotou, kterou vraci funkce ,QueryPerformanceFrequency”.

Reseni s vyuZitim t&chto funkci jiz bylo dostateéné piesné.

V Matlabu bylo méfeni ¢asu o dost jednodussi v porovnani s Delphi.
Matlab pro ucely mérfeni ¢asové narocnosti vypocltl poskytuje funkce ,tic*
a ,toc”. Prvni z nich staci dat na zaCatek ¢asti kodu, kterou chceme méfit.
Druhou pak dame na konec a jeji hodnotu si uloZime do néjaké proménné.

V proménné pak mame ulozen potfebny ¢as k vypoctu v sekundach.
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