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ANOTACE

Prace se zabyva systémy hromadné obsluhy a srovnava analyticky a simulacni pristup
jejich feSeni. Seznamuje s teorii hromadné obsluhy a uvadi vzorce potfebné pro analytické
reseni béznych modelta. Popisuje navrh a implementaci simulac¢niho softwaru, ktery byl
v ramci prace vyvinut v programovacim jazyce Java. Na konkrétnich prikladech béznych
modelil jsou porovnany vysledky analytického a simula¢niho feseni.

KLiCOVA SLOVA

systémy hromadné obsluhy, teorie hromadné obsluhy, poc¢itacova simulace

TITLE

Analytical and simulation approaches to solving the problems of queueing theory

ANNOTATION

The thesis deals with queueing systems and it compares analytical and simulation ap-
proach to solve them. It introduces queueing theory and presents formulas required to
analyze basic models. It describes design and implementation of the simulation software,
which was developed during the work in the Java programming language. Results of the

analytical and simulation solution are compared in concrete examples of the basic models.

KEYWORDS

queueing systems, queueing theory, computer simulation
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UVOD

V kazdodennim zivoté se mizeme potkat s mnoha situacemi, kdy uréity pozadavek nemtze
byt vyrizen ihned, ale je tfeba, aby vyckal. Muze se jednat o zakazniky, ktefl cekaji
u prepazek v bance, na posté nebo na tradé. Stejné tak, se muze jednat o frontu sitovych
paketu, které Cekaji na zpracovani uréitym procesem (vldknem) na serveru apod.

Ve zminénych a dalsich situacich 1ze vyuzit teorie a poznatki, které k této problematice
jiz existuji. Jedna se o teorii hromadné obsluhy, ktera zkouma a analyzuje zminéné systémy
na zakladé teorie pravdépodobnosti. Jinym zpiisobem je vytvoreni poc¢itacového modelu
a provadénim raznych experimenti, pii kterych jsou méreny charakteristické vlastnosti
systémil. Cilem prace je priblizit a porovnat oba zminéné pristupy.

V prvni kapitole prace je ¢tenar seznamen se samotnou teorii hromadné obsluhy, kde
jsou popsany zakladni prvky systémi, Kendallova klasifikace a jsou zde uvedeny charak-
teristické velic¢iny ziskané pri feseni systémli hromadné obsluhy.

Druh4 kapitola se zabyva analytickym feSenim. Ctenaf je sezndmen s existujici teorif
nahodnych a Markovovych procesii, na jejim zakladé jsou odvozeny vzorce pro ziskani
charakteristik systémi. V kapitole jsou predstaveny bézné modely systému, véetné jejich
analytického Teseni.

Treti kapitola seznamuje s druhym zptisobem Teseni systémti hromadné obsluhy, kte-
rym je pocitacova simulace. Kromé uvedeni zakladnich pojmi a principi, kapitola popi-
suje a specifikuje vyvoj softwaru, ktery umoznuje vytvareni a zkoumani riznych systému
hromadné obsluhy.

V posledni ¢tvrté kapitole ¢tendr nachazi srovnani analytického a simulac¢niho feSeni
systému hromadné obsluhy. Pro simulac¢ni feseni je vyuzit software, ktery byl specialné

vyvinut v ramci této diplomové prace.
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1 TEORIE HROMADNE OBSLUHY

Teorie hromadné obsluhy (THO), nékdy oznacovana téz jako teorie front, zkouma kvanti-
tativné procesy hromadného charakteru, které jsou charakterizovany vznikem pozadavki
spojenych s ur¢itymi jednotkami vyzadujicimi obsluhu, tj. provedeni jistych operaci. Vli-
vem omezené kapacity obsluhy mize dochéazet k hromadéni (¢ekani) jednotek s naslednym
uspokojenim pozadavku nebo odmitnutim obsluhy. [2, str. 86]

Systémem hromadné obsluhy, lze chapat zarizeni, které se sklada z nasledujicich prvki:

o zakaznik,

« fronta,

 linka obsluhy.

Linka obsluhy nabizi ur¢itou ¢innost, ¢i proces, ktery poptavaji zakaznici. Zakaznici
za timto ucelem prichazi do systému. Samotna ¢innost provadénd linkou obsluhy, kdy je
obsluhovan konkrétni zakaznik, ovSem trva urcity casovy interval. Béhem tohoto caso-
vého okamziku muze prijit do systému dalsi zdkaznik, ktery vyzaduje obsluhu. Vzhledem
k tomu, Ze na lince obsluhy se 1ze zpravidla vénovat pouze jednomu zakaznikovi soucasneé,
tak mohou nastat 2 situace:

1. V systému existuje jina linka obsluhy, kterd je v necinnosti a tato se pak ujme

obsluhy dotyc¢ného zakaznika.

2. V systému jsou vSechny linky obsluhy pravé zaneprazdnény a zakaznik musi pockat,
nez bude nékterd z linek obsluhy volna. Za timto ticelem si stoupne do fronty, kde
vyckava do doby, nez se na néj dostane rada a bude obslouzen.

Jakmile je na lince obsluhy ukoncena obsluha zakaznika, tak linka obsluhy zacne ob-
sluhovat dalsiho zakaznika z fronty, pokud fronta neni prazdné. Pokud aktualné ve fronté
zadny zakaznik na obsluhu neceka, tak linka obsluhy prestane byt aktivni a vyckava
na prichod nového zdkaznika, kterého by mohla obslouzit. [1, str. 21]

Obrézek 1 znazornuje mozné grafické pojeti systému hromadné obsluhy. Ilustrace vyob-
razuje systém se tfemi linkami obsluhy a jednou spole¢nou frontou. Linky jsou usporadany
paralelné a jsou vzajemné plné zastupitelné — pro zakaznika je tedy zcela nepodstatné,
kterou linkou obsluhy bude obslouzen.

Systémy hromadné obsluhy se staly béznou soucasti nasich kazdodennich zivoti. Se-

tkdvame se s nimi v mnoha riznych forméach a v riznych situacich. Prakticky se muze
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pfichod odchod
do ze
systému fronta systému

obsluzné linky

Obrézek 1: Schématicky ndkres systému hromadné obsluhy. Zpracovani autora inspirované v [3,

str. 263]

jednat o jakékoliv misto, kde se vytvari fronty zakazniki, ¢i pozadavki. Je tfeba pozna-

menat, ze pod pojmem zdkaznici se ve skuteénosti nemusi skryvat pouze lidé, kteri nékde

na néco Cekaji, ale mize se jednat napr. o nevyrizené smlouvy, prichozi hovory apod.

Existuje nespocetné mnozstvi prikladi systému hromadné obsluhy, mezi kterymi mohou

byt nésledujici piipady, ¢i situace: [3, str. 264]

Ordinace lékare: Zakazniky jsou prichazejici pacienti, kteri tvori frontu v cekarné.
Linkou obsluhy je lékar nebo lékari, ktefi pacienty postupné prijimaji a vysettuji,
popt. konzultuji jejich problémy.

Banka: Zakazniky jsou klienti banky, kteti ptrichazeji na pobocku. Linkami obsluhy
jsou jednotlivé prepazky s pracovniky banky (za predpokladu, Ze vsechny prepazky
jsou rovnocenné a obsluhuji vsechny typy pozadavku klient1).

Samoobsluha: V samoobsluze jsou zakazniky lidé, prichazejici do obchodu. Jako
linky obsluhy lze vnimat bud jednotlivé pokladny, u kterych se tvori fronty nebo
nakupni voziky, kterych je omezeny pocet a napi. pri velkém mnozstvi zakazniki
v obchodu je nutné na né cekat.

Vigrobni linka: Zakazniky systému nejsou, narozdil od predchazejicich prikladu, zivé
lidské bytosti, ale za zadkazniky se povazuji jednotlivé vyrobky postupujici vyrobnim
procesem. Linkami obsluhy mohou byt napi. jednotlivda mista na vyrobni lince,
ve kterych jsou vyrobky dale opracovavany.

Dopravni systém: Zakazniky jsou komplety pohybujici se po dopravni siti. Linky

obsluhy tvori jednotlivé kiizovatky, které mohou byt fizeny svételnym signaliza¢nim
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zalizenim. Pfichodem zakaznika do systému se povazuje prijezd kompletu k dané
ktizovatce.
sluhy jsou jednotlivé stojany s pohonnymi hmotami.

o NadraZi: Zékazniky tvori cestujici, kteri prichazi za tcelem nakupu jizdenky. Lin-
kami obsluhy jsou jednotlivé pokladni prepazky, kde se prodavaji jizdenky.

o Pojistovna: Zakazniky nejsou opét lidé, ale tvori je nevytizené pojistné pripady.
Linkami obsluhy jsou jednotlivi ifednici, ktefi se zminovanymi pojistnymi pripady
zabyvaji a Tesi je.

o LyZarskd sjezdovka: Zékazniky tvoii jednotlivy lyzafi (¢i snowboardisté), ktefi se
chtéji dostat vlekem do horni ¢asti sjezdovky. Linky obsluhy tvori jednotliva mista
na vleku (napf. kotvy).

o Letiste: Zékazniky tvori prilétajici letadla, kterd se chystaji na pristani. Linkami
obsluhy jsou jednotlivé pristavajici drahy.

o Strojirenskd vyroba: Zéakazniky tvori jednotlivé stroje, které je tieba seridit. Linkami
obsluhy jsou jednotlivi sefizovaci, kteri stroje ve firmé setizuji.

o Pocitacova sit: Zakazniky tvori zadané pozadavky na tisk dokumenti z jednotlivych
pocitaci. Linky obsluhy tvori tiskarny zapojené do pocitacové site.

o Myci stanice: Zakazniky tvori vozidla prijizdéjici k mycce vozidel. Linky obsluhy
tvori jednotlivé myci linky.

o Seradovaci nddrazi: Zakazniky tvori vozy cCekajici na rozrazeni. Linkami obsluhy

jsou svazné pahrbky, na kterych miize ve stanici probihat soucasné rozrazovani.

1.1 Zakladni prvky systému hromadné obsluhy

Jak je zrejmé z predchozich priklada, tak systémy hromadné obsluhy mohou nabyvat
riznych struktur s rozdilnymi charakteristikami. V systémech hromadné obsluhy proto
rozlisSujeme zékladni klicové prvky, ze kterych se skladaji. U téchto prvka se nésledné
urcuji jejich vlastnosti a charakteristiky. Na zakladé charakteru dil¢ich prvki, lze poté

charakterizovat a Tesit cely systém.
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1.1.1 Zdroj a prichod zakaznikua

Do systému hromadné obsluhy prichazeji zakaznici, kteti pozaduji obsluhu. Z pohledu
modelu systému lze vnimat dva druhy zdroje zédkaznikn [3, str. 265]:

e konecny,

» nekonecny.

V pripadé konecného zdroje zakaznikti se v modelu pracuje s uré¢itym kone¢nym poctem
zakaznikli. Tento typ zdroje se pouziva v modelech, kde je pocet zdkazniki v systému
omezeny a relativné maly. Piikladem muze byt nékolik malo desitek stroji ve vyrobni
hale, které je tfeba udrzovat a opravovat.

Naproti tomu nekonecny zdroj zakaznik, jak uz z nazvu napovida, neni omezen zad-
nym konecnym poctem zakaznikli a v modelu se uvazuje, ze z tohoto zdroje do systému
prichézi stale novi zakaznici. Zdroj je Casto povazovan za nekonecny, i kdyz ve skutec-
nosti se muize jednat o omezenou mnozinu zakaznikii. Pokud ovsem je pocet zakaznikt
dostatecné velky (stovky az tisice), tak lze povazovat zdroj za nekonecny. Piikladem jsou
prichody pacientt k 1ékari, ¢i klientti do banky.

Dilezitym tdajem souvisejicim s prichodem zakaznik do systému je intenzita pri-
chodi nebo interval mezi pfichody [3, str. 265]. Intenzita ptichodi udéva pocet pii-
chodu zakazniku do systému za uréitou ¢asovou jednotku. Interval mezi prichody (resp.
stfedni hodnota intervalu mezi prichody) udava ¢as mezi dvéma bezprostredné nésledu-
jicimi prichody zakaznikia. Obé veli¢iny jsou navzajem velmi silné spjaty, protoze jedna
je prevracenou hodnotou druhé a naopak. Sta¢i ndm tedy znat pouze jednu z veli¢in.

Matematicky lze vztah mezi velicinami vyjadrit nasledovné:

1
intenzita prichodi = 1
arap interval mezi prichody (1)

Pokud je napriklad intenzita prichodi 6 osob za hodinu, pak je interval mezi prichody
!/ hodiny, tedy 10 minut.

Vyse uvedené veli¢iny (intenzitu prichodu a interval mezi ptichody) lze rozdélit do dvou
skupin:

o deterministické,

 stochastické.

Deterministické veli¢iny jsou charakterizovany presnou definici hodnoty, v tomto pri-

padé okamziku prichodu, popf. intervalu mezi dvéma prichody. Prikladem determinis-
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tickych prichodiit muze byt napr. vyrobni linka, kde vznikaji vyrobky v predem danych
neménnych intervalech.

Naproti tomu stochastické veli¢iny jsou charakteristické prave jejich ndhodnosti a neni
tedy dopredu ziejmé, kdy presné nastane dalsi prichod zakaznika. Z praktického pohledu
jsou ovsem pravé systémy s ndhodnosti zajimavéjsi a casto se s nimi lze vice priblizit
k realité, kde zdkaznici Casto neprichazi v presné danych intervalech, ale z pohledu THO
nahodné. I kdyz systémy obsahuji prvky nahodnosti, 1ze je fesit a zkoumat, pokud zname
podrobnosti o rozdéleni pravdépodobnosti prichodt zédkazniki nebo doby obsluhy. Z po-
hledu THO je vyznamné exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti, kterym se casto apro-

ximuji intervaly ptichodu zékaznikt anebo doby obsluhy redlnych systému. [1, str. 21]

1.1.2 Fronta

Fronta tvori v systému hromadné obsluhy vyznamny prvek, kde jsou shlukovany zakaznici,
cekajici na obsluhu. Typicky byva fronta prediazena jedné nebo vice linkam obsluhy.
Zékaznik frontu vyuziva pouze v pripadé, kdy pri jeho prichodu do systému neni volné
zadna linka obsluhy, kterd by jej obslouzila.

Frontu lze charakterizovat z nékolika hledisek — pfedevsim se jednd o frontovy rezim,

kapacitu fronty a zpisob ¢ekani a nasledné obsluhy zakazniki s vyssi prioritou.

Frontovy rezim urcuje predpoklady o zptsobu, v jakém poradi zakaznici opousti frontu

a vstupuji do obsluhy. To méa primy vliv na dobu, kterou stravi jednotlivi zdkaznici
ve fronté. Bézné uzivané frontové rezimy jsou [2, str. 87]:

o FIFO (First In, First Out), radny rezim. Jedna se o v zivoté bézny zptsob tvorby
fronty. Prichazejici zakaznik se fadi jako posledni na konec fronty. Z fronty vzdy
odchézi zakaznik na zacatku fronty. Tedy ten, ktery prisel ze vSech ostatnich nejdiive
a ceka ze vsech ostatnich ve fronté nejdéle. Rezim je viuci zakaznikim nejvice
spravedlivy “. Pro oznaceni se nékdy pouziva také zkratky FCFS (First Come, First
Served). [5, str. §]

o LIFO (Last In, First Out), inverzni rezim. Zékaznici jsou ve fronté sice fazeny podle
¢asu prichodi, ovsem z fronty jako prvni odchazi ten, ktery prisel do fronty jako
posledni. V praxi tento rezim fronty mize byt napt. mezi vyrobnimi linkami, kdy
jsou vyrobky odkladany na sebe (napt. tabule skla). Ackoliv je stredni doba ¢ekéani

ve fronté stejna jako v pripadé rezimu FIFO, vyskytuji se velké rozdily mezi do-
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bami ¢ekani u jednotlivych zdkazniki, coz se projevuje rozdilnym rozptylem oproti
zminénému rezimu FIFO. Rezim je vuci zdkaznikim ,nejméné spravedlivy“. Pro
oznaceni se nékdy pouzivé také zkratky LCFS (Last Come, First Served). [5, str. 8]

« SIRO (Service In Random Order)." Zakaznici jsou z fronty vybirani v ndhodném
poradi. Tento typ rezimu nerika zadné dalsi informace o procesu ndhodného vybéru,
lze tedy predpokladat jakékoliv rozdéleni pravdépodobnosti.

o PRI (Priority). Tento rezim predpokladd, ze zdkaznici maji pfitazenou ruznou pri-
oritu. Frontu nejprve opousti zakaznici s nejvyssi prioritou (nejdilezitéjsi) a poté
postupné s prioritami nizsimi.

o GD (General Discipline). Obecny Tad fronty. Neexistuji zddné predpoklady o zpu-
sobu fazeni. Zakaznici tedy frontu mohou opoustét v libovolném poradi.

Neni-li dale uvedeno jinak, tak se v této praci predpoklada vzdy s radny frontovym rezi-
mem (FIFO).

Dalsim kritériem, urcujicim chovani fronty a potazmo celého systému je kapacita
fronty. Z pohledu omezenosti kapacity lze rozlisovat frontu:

e s ohranic¢enim,

e bez ohraniceni.

Fronta s ohrani¢enim ma omezenou kapacitu na urcity pocet mist, ktery nesmi byt
prekrocen. Pokud je fronta plné obsazena a jiz neni misto pro nové prichoziho zédkaznika,
tak je zakaznik odmitnut a zpravidla odchézi ze systému neobslouzen. Specidlnim pripa-
dem je fronta, jejiz kapacita je nulova. V tomto pripadé zdkaznici nemohou tvorit frontu
a pokud ptijde zdkaznik a vsechny linky obsluhy jsou pravé obsazeny, tak je zdkaznik
odmitnut. O takovémto systému hovoiime jako o systému s odmitanim. [4, str. 7|

Pokud se jedné o frontu bez ohraniceni, tak nedochazi v systému k zadnému odmitani
zakaznikti. Délka fronty mtze byt teoreticky nekoneénd, ovsem v praxi neni zadouci, aby
k takovymto frontam dochézelo a je ¢asto pozadovana stabilizace systému. [6, str. 75]

Charakter a vycet vlastnosti front, popsany v odstavcich vysSe neni konecny. Fronty
mohou mit nékteré specialni rysy, jakymi jsou napf. ¢asové proménné priority zakaznikt
(napft. zavislé na jiz stravené dobé ve fronté/systému), technologii dané pevné poradi

zpracovani prvkiu nebo omezenou dobu ¢ekéani zdkaznika ve fronté (rezignace) atd.

1V literatute [2, str. 87] uvadén také vyraz ,Selection In Random Order*
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1.1.3 Linka obsluhy

Linka obsluhy je misto, které v systému hromadné obsluhy zastupuje urcity obsluzny
proces zakaznika. Z pohledu systémi hromadné obsluhy neni podstatné, jakou konkrétni
¢innost linka obsluhy vykonava. Podstatné jsou charakteristiky, jak dlouho je zakaznik ob-
sluhovan, zda je mozné obslouzit vice zakazniki hromadné nebo zptsob preruseni obsluhy
zakaznika, pokud do fronty prijde zadkaznik s vyssi prioritou.

Doba obsluhy mize byt (podobné jako u prichodiu zédkazniki): [2, str. 266]

o deterministicka,

» stochasticka.

Prikladem deterministické doby obsluhy muze byt vlek pro lyzare, pokud za dobu ob-
sluhy povazujeme ¢asovy interval mezi pristavenim dvou po sobé nasledujicich kotev. Na-
proti tomu, pokud se budeme snazit vytvorit model 1ékarské ordinace, tak pravdépodobné
budeme dobu obsluhy zdkaznika (pacienta) modelovat jako strochastickou (ndhodnou) ve-
licinu s danym rozdélenim pravdépodobnosti.

Podobné, jako u zdroje zédkazniki souvisela intenzita prichodti s intervalem mezi pti-
chody, tak i stejnd nepfima tméra plati mezi intenzitou a dobou obsluhy (resp. stfedni

hodnotou doby obsluhy). Obecné 1ze tedy predpokladat, ze: [3, str. 266]

1

doba obsluhy )

intenzita obsluhy =

1.1.4 Sit obsluznych linek

Usporadani a celkovy pocet linek obsluhy ovliviiuje fungovani a vysledné charakteristiky
celého systému hromadné obsluhy. Cilem zkouméani nemusi byt jen hodnoty zakladnich
charakteristik systémi, ale muze se hledat takové celkové usporadani systému (zejména
pocet linek), aby provoz systému byl z urc¢itého hlediska optimalni (napf. vytizenost linek,
celkové ekonomické néklady apod.). [3, str. 279]

Nejjednodussi usporadani méa systém, ktery obsahuje jednu frontu a jednu linku ob-
sluhy. Kombinaci riznych prvka (predevsim vsak linek obsluhy) vznika sit obsluznych
linek, kterd mtze mit rizné slozité fungovani. U nékterych usporadéani existuji pro hledani
charakteristik systémiu znama analyticka Tfeseni. Tam, kde neexistuje analytické reseni lze
zvolit feseni pomoci simulace. Existuji dvé specifickd usporadani sité obsluznych linek:

paralelni a sériové. [2, str. 87]
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pfichod odchod
do ze
systému O —_— > systému
fronty obsluzné linky

Obrazek 2: Paralelni usporadani linek obsluhy s vlastnimi frontami. Zpracovani autora.

Paralelni usporadani je charakteristické nékolika linkami obsluhy, které jsou na-
vzajem zastupitelné (zédkaznikovi nezdlezi na tom, kterou linkou bude obslouzen) a maji
stejnou charakteristiku (doba obsluhy je na vSech linkéch stejného typu se stejnymi pa-
rametry). Linky obsluhy mohou sdilet stejnou frontu zadkaznik (obr. 1), nebo muze mit
kazd4 linka svoji vlastni frontu (obr. 2).

Dalsim pristupem miize byt také nahrazeni ptivodniho zdroje zdkaznik tak, aby kazda
fronta méla sviij vlastni zdroj se snizenou (imérné poctu front) intenzitou piichodi zé-
kazniki.

Sériové usporadani predpoklada zretézeni linek obsluhy za sebe. Zakaznik je po-
stupné obsluhovan rtiznymi linkami obsluhy. Fronta mtze byt budto pred kazdou linkou

obsluhy (obr. 3) nebo pouze pred prvni linkou obsluhy (obr. 4). Pokud je fronta pred kaz-

——> O — 0 [1— O—U l|——
pfichod odchod
do ze
systému systému
fronta obsluzna linka fronta obsluzna linka

Obréazek 3: Sériové usporadani linek obsluhy s vlastnimi frontami. Zpracovani autora.

dou linkou, systém ma tu vyhodu, ze zakaznik po dokonceni obsluhy linku ihned opusti
a ta je volna pro dalsi zdkazniky. V opacném pripadé (tedy pokud fronta vznika pouze
pted prvni linkou) mohou nastat po dokonceni obsluhy zédkaznika na dané lince dvé moz-

nosti: [4, str. 75]
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o ndsledujici linka je volnd — zakaznik stavajici linku ihned opousti a zacind jeho
obsluha na néasledujici lince,
o ndsledujici linka je obsazend — zakaznik setrvava na aktualni lince, kterou blokuje

do doby nez skon¢i obsluha predchoziho zdkaznika na nasledujici lince.

—0O—> [ ] — U | ] >
pfichod odchod

do ze
systému systemu

obsluzné linky
fronta

Obrazek 4: Sériové usporadani linek obsluhy s jedinou frontou. Zpracovani autora.

1.2 Kendallova klasifikace

Pro roztiidéni a jednotny systematicky popis systémt hromadné obsluhy vytvoril anglicky
matematik David George Kendall na poc¢atku 50. let 20. stoleti® klasifikaci, kterd ma
ve zkratce zakodované zakladni informace o systému hromadné obsluhy. Pavodné byla
pouzivana ve formé tii usporadanych znaki, ale postupné se ukézalo, Ze je to nedostatecné
a klasifikace byla rozsifena na pét znaki. [7]

Puvodni t¥iznakovou notaci lze vyjadrit v nasledujicim tvaru (misto znaku svislé cary

se Casto pouziva také lomitko):

A|Blx

Na pozici jednotlivych symbolu (pismen A, B, x) jsou dosazovany konkrétni hodnoty
(pismena nebo ¢isla) charakterizujici dany aspekt systému hromadné obsluhy. Pozice maji
nasledujici vyznam:

o Na pozici A je pismeno udavajici charakterizujici typ a pravdépodobnostni rozdéleni

casového intervalu mezi jednotlivymi prichody zakaznikt do systému. Podrobnosti
v tabulce 1.
« Na pozici B je pismeno udéavajici charakterizujici typ a pravdépodobnostni rozdéleni

doby obsluhy na linkach obsluhy. Podrobnosti v tabulce 1.

2Konkrétni rok se napfic¢ literaturou 1isf. V [7] je uveden rok 1951, zatimco v [4, str. 8] rok 1953.
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» Pozice x obsahuje cislo, které udava pocet paralelnich linek v systému. Predpoklada

se, ze vsechny linky jsou navzajem zastupitelné a maji stejné pravdépodobnostni

rozdéleni doby obsluhy, charakterizované v notaci na pozici B.

Tabulka 1: Symboly pouzivané v Kendalové klasifikaci. Zdroj [1, 4]

Pismeno | Dosazené na pozici A Dosazené na pozici B

M Prichody zakazniki tvori Poissoniv | Doba obsluhy mé exponencidlni rozdé-
proces, tzn. intervaly mezi prichody za- | leni pravdépodobnosti.
kaznikti maji exponencialni rozdéleni
pravdépodobnosti.

E, Intervaly mezi prichody zdkaznikti maji | Doba obsluhy ma Erlangovo rozdéleni
Erlangovo rozdéleni pravdépodobnosti | pravdépodobnosti s parametry A a k.

s parametry \ a k.

Hy, Intervaly mezi prichody zdkazniki maji | Doba obsluhy méa hypererlangovo roz-
hypererlangovo rozdéleni pravdépodob- | déleni pravdépodobnosti.
nosti.

K, Intervaly mezi piichody zakazniki maji | Doba obsluhy mé x? rozdéleni
x? rozdéleni s n stupni volnosti. s n stupni volnosti.

D Deterministické prichody zakaznik. Konstantni doba obsluhy.

G Intervaly mezi prichody zdkaznikti maji | Doba obsluhy ma libovolné rozdéleni
blize nespecifikované rozdéleni pravdé- | pravdépodobnosti se zndmou stredni
podobnosti, u kterého je ovSem znama | hodnotou a royptylem.
stfedni hodnota a smérodatnd od-
chylka.

GI Prichody =zdkazniku tvofi rekurentni | (nepouzivd se)
proces.

Y (k) (nepouzivd se) Doba obsluhy je zdvisld na stavu sys-
tému, tedy aktualnim poctu zdkaznika
v systému.

U puvodni notace ve formé tii usporadanych znakia se postupné ale ukézalo, Ze je to

nedostatecné a klasifikace byla rozsifena na pét znaku: [7]

Oproti tfiznakové notaci pribyly pozice y a 2z, které nasledovné rozsifuji informace

o systému:

A[Blx|yl|z
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» Pozice y obsahuje ¢islo (nebo symbol oo) udévajici kapacitni omezeni systému.
Pokud je v systému pravé tolik zakazniki, jako je jeho kapacita, nové prichozi
zékaznici jsou odmitani do chvile, nez se pocet zakazniki v systému opét snizi.
Néktera literatura (napr. [1, str. 24]) udava, ze se nejednd o kapacitu systému,
ale fronty (tedy nejsou zapocitdna mista na linkdch obsluhy). V této praci bude
nadale uvazovano s kapacitou systému. Symbol co znamend, Ze systém /fronta nema
omezenou kapacitu.

o Pozice z obsahuje zkratku oznacujici rad fronty. Bézné se pouziva zkratek FIFO,
LIFO, SIRO, PRI a GD. Vyznam zkratek je uveden na str. 17. Pokud neni zkratka
uvedena (napf. ¢tyfznakova notace), tak se predpokladé rezim fronty FIFO.

Nutno poznamenat, ze literatura [3, str. 269] uvadi klasifikaci jako posloupnost 6 znaku

(pouzita jind pismena nez zde). Pri¢emz mezi pozici y a z je priddna pozice E; ktera
obsahuje ¢islo, udavajici pocetnost zdroje pozadavku. Lze vyuzit symbol co pro vyjadreni

nekonec¢ného zdroje.

A[BIx|y|E[

Vzhledem k tomu, Ze se nejedna o casto rozsifenou notaci, tak nebude pouzivana ani

v této praci.

1.3 Analyza systémil hromadné obsluhy

Samotna teorie hromadné obsluhy neni schopna poskytnout odpovéd na otazku, jaka
konfigurace systému je optimalni. Posouzeni optimality konfigurace vzdy zélezi na kon-
krétnich okolnostech a konkrétnich prioritdch daného subjektu (napr. zdali je snaha ma-
ximalizovat vytizeni linek obsluhy nebo radéji mit v systému kratsi c¢ekaci doby, za cenu
dalsi linky obsluhy). Teorie hromadné obsluhy vsak poskytuje nastroje pro zkoumani sys-
tému hromadné obsluhy, kdy je mozné provadét analyzu jednotlivych konfiguraci a na
zakladé analyzovanych charakteristik systému se lze rozhodovat o potrebné konfiguraci

systému. [1, str. 20]

1.3.1 ResSeni systémii hromadné obsluhy

ReSenfm systémi hromadné obsluhy ziskdme potfebné charakteristiky o fungovani sys-

tému. Pro Teseni SHO existuji dva rtzné pristupy: [3, str. 271]
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« analytické Teseni,

o simulac¢ni feseni.

Kazdé z téchto feseni ma své vyhody i nevyhody.

Analytické reseni spocivd v matematické analyze zkoumaného systému hromadné
obsluhy. Na zékladé teorie pravdépodobnosti a pribuznych oborti jsou sestaveny pro jed-
notlivé konfigurace systému jejich matematické modely. Analytické reseni predpokladé
stabilizaci systému a zkouma jeho charakteristiky v case limitné blizicim se nekonecnu.
Vyhodou je presné teoretické feseni, které uzivatel modelu mize pro znamé konfigurace
ziskat pouhym dosazenim do jiz znamych vzorct. Nevyhodou je, ze analyticky nelze resit
vsechny konfigurace systémi hromadné obsluhy, protoze bud je jejich matematicky model
velmi slozity anebo neni znam vibec. [2, str. 89

Simulac¢ni reSeni se oproti tomu snazi napodobit chovani realného systému nikoliv
matematickym, ale simula¢nim (pocita¢ovym) modelem. Experimentuje se s poc¢itacovym
modelem systému (ktery je predstaven predevsim programovymi strukturami a algoritmy
v paméti pocitace). Generuji se prichody zakazniki do systému a nasledné se méri a statis-
ticky vyhodnocuji rizné pozorované velic¢iny, jako pti pozorovani realného systému. Zalezi
jen na propracovanosti pocitacového modelu, ale v principu je mozné vytvorit model pro
jakoukoliv konfiguraci SHO.

Nema smysl vytvaret model jiz existujicitho systému pro ziskani jeho soucasnych cha-
rakteristik (jako napt. vytizeni linky obsluhy), protoze tyto charakteristiky lze ziskat
mnohem jednoduseji a presnéji primo z redlného systému. Smyslem THO je ovsem zkou-
mani takovych SHO, které neexistuji anebo u existujicich SHO zkoumat chovani s jinymi

nez aktudlnimi vstupy (napf. ocekdvany nartst zadkazniki, vyroby apod.). [2, str. 88]

1.3.2 Charakteristiky systémti hromadné obsluhy

At jiz fesime SHO analyticky nebo simulacné, tak nas zajima, jak se systém bude chovat
za urcitych podminek. Abychom dokazali vyjadrit a popsat ono chovani, sleduji se v SHO
rizné charakteristiky jednotlivych prvkia i modelu celkového. Charakteristiky popisujici
fungovani daného systém je mozné rozdélit do nékolika skupin: [3, str. 270]
1. Casové charakteristiky tykajici se zdkazniki.
Zajimavé jsou predevsim jednotlivé doby stravené zédkazniky v jednotlivych ¢astech

SHO. Protoze se tyto doby lisi zakaznik od zakaznika, tak nas zajimaji predevsim
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jejich priumérné (stfedni) hodnoty. Konkrétné se jednd o stfedni dobu stravenou
ve fronté, stredni dobu stravenou v obsluze a stfedni dobu stravenou
v systému.
2. Charakteristiky tykajici se poctu zdkaznikii.
Jako v predeslém bodé postacuji pouze primérné hodnoty za vsechny zakazniky, kdy
sledujeme predevsim stfedni délku fronty a stfedni pocet zakaznika v sys-
tému.
3. Pravdépodobnostni charakteristiky.
Pravdépodobnosti udavajici setrvani systému a prvki v jednotlivych stavech, kdy
se predevsim zkouma:
» pravdépodobnost, Ze obsluznd linka pracuje/nepracuje (vytizeni linky),
 pravdépodobnost, ze zdkaznik bude muset ¢ekat ve fronté (nehledé na dobu
¢ekani),
o pravdépodobnost, ze v systému/fronté je pravé n zékazniki (kde n vyjadiuje
konkrétni pocet zédkazniki),
o pravdépodobnost, ze zdkaznik nebude z divodu plné kapacity systému ob-
slouzen (tyka se jen systému s ohranic¢enou frontou).
Pro snazsi vyjadreni je vhodné vyuzit zastupnych proménnych, které ovSem nebyvaji
v literatute jednotné a kazdy autor uvadi rtizné oznaceni. Oznaceni, které bude nadale

pouzivano v této préaci, uvadi tabulka 2. Pouzité oznaceni vychazi ¢astecné z [4, 5].

Tabulka 2: Oznaceni charakteristik pouzité v této praci

Oznaceni | Vyznam

E[Wg] stfedni doba stravend ve fronté

E[Ws] stfedni doba stravena v obsluze

E[W] stfedni doba stravena v systému

E[Ng] stfedni délka fronty

E[Ng] stfedni pocet zdkazniki v obsluze

E[N] stfedni pocet zdkaznikil v celém systému
Pg pravdépodobnost ¢ekani zakaznika ve fronté
Pgs pravdépodonobost obslouzeni zékaznika bez ¢ekani
Py pravdépodonobost odmitnuti
DPn pravdépodobnost, ze v systému je n zakazniki
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U zminénych charakteristik je tfeba upozornit na rozdilnosti podle zptisobu pozoro-
vani systému. PTi popisu systému vnéjSim nezavislym pozorovatelem mohou byt obdrzeny
jiné hodnoty nez hodnoty vnimané z pohledu ptichoziho zdkaznika. Prikladem mtize byt
systém D|D|1. Zakaznici prichazi do systému pravidelné v intervalu 30 s. Doba obsluhy
zakaznika na lince je 15 s. Pro vstupujictho zédkaznika se jevi pravdépodobnost, ze pri
vstupu bude systém prazdny rovna jedné (py = 1). Vnéjsi nezavisly pozorovatel ovsem
,vidi“, Ze 155 je systém prazdny a dalsich 15s je v systému jeden zékaznik (tedy py = 0,5
ap=0,5).

Vyhodu maji systémy s Poissonovym vstupnim tokem, protoze tyto dva pohledy neni
nutné rozslisovat. Podil zakazniki, ktefi pfi svém vstupu naleznou systém ve stavu N je
stejny, jako podil ¢asu v némz se systém ve stavu N nachézi. Tato vlastnost se oznacuje

vyrazem ,PASTA“ (Poisson Arrivals See Time Averages). [6, str. 211]

1.3.3 Optimalizace systémi hromadné obsluhy

Ziskéni pottebnych charakteristik dané konfigurace systému byva vychodiskem pro posou-
zeni kvality a celkové vyhodnosti dané konfigurace. Konkrétni zptisob hledani optimalni
konfigurace se muze lisit pripad od pripadu, dle feSseného SHO a okolnich pozadavkl
a podminek.

Pro optimalizaci lze vyuzit nakladového ocenéni jednotlivych prvki ¢i charakteristik
SHO (napf. naklady na provoz kazdé linky obsluhy, ztrata prijmu spojend s odmitnutim

zékaznika apod.).
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2 ANALYTICKE RESENI

Analytické metody jsou zalozeny na analyze systému a nasledném sestaveni matematic-
kého modelu s vyuzitim dostupného matematického aparatu. Vyuziva se poznatkl z mate-
matickych oborii jako je predevsim teorie pravdépodobnosti a teorie nahodnych procest.
Pokud pro dany SHO existuje ekvivalentni matematicky model, staci uzivateli doplnit
do vzorci vstupni parametry modelu a lze vypocitat presné teoretické charakteristiky
systému. Bohuzel matematicky model neexistuje pro jakykoliv SHO, ale pouze pro jejich
anebo neni znam vubec. Tyto SHO lze fesit pomoci simulace. [3, str. 272]

7 duvodu intenzivniho vyuziti matematického aparatu a predevsim teorie pravdépo-
dobnosti a teorie ndhodnych procest je v nasledujicich kapitolach uveden stru¢ny avod do
teorie ndhodnych procesti, na zdkladé které jsou odvozovany pro nékteré typy SHO jejich
vzorce pro vypocet charakteristik systému. V nasledujici ¢asti se predpoklada ctenarova

zékladni znalost teorie pravdépodobnosti, se kterou se mize sezndmit napt. v [9, 10].

2.1 Nahodné procesy

Matematické modely SHO jsou zalozeny na nadhodnych procesech, které maji specifické
vlastnosti. Obecné lze ndhodnym procesem predpokladat jakykoliv déj, ktery charakteri-

zuje skutecnost, ze se déje nahodné.

Definice 1. Ndhodny (stochasticky) proces je systém { X, her, kde X; jsou ndhodné veli-

ciny a T je mnoZina parametri. [1, str. 6]

Obecné se ndhodnym procesem {X;}er, ktery lze zapisovat i ve tvaru {X(¢),t €
T}, rozumi posloupnost ndhodnych veli¢in, kterych nabyva pfi riznych parametrech T
pricemz parametr 7" bude nadéle chapan jako casovd mnozina (nemusi tomu tak vzdy byt).
Néhodnym procesem tedy budeme rozumeét posloupnost nahodnych veli¢in X;, kterych
nabyva proces v case t.

Obor hodnot ndhodného procesu, kterych mize ndhodna veli¢ina X; nabyvat, se nazyva
stavovym prostorem procesu a budeme ho znacit jako mnozinu S. Je ziejmé, Ze plati
X; € S. Nahodné veli¢ina musi nabyvat stejné a neménné vécné podstaty. Pokud mé

v Case t; ndhodna veli¢ina X;, vyznam napf. poc¢tu vozidel, kterd projela kiizovatkou, tak
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musi i ndhodné veli¢ina X, v ¢ase {2 mit stejny vyznam, tj. poc¢tu vozidel, ktera projela

kiizovatkou a nemize se jednat napt. o pocet zakaznikti na posté. [1, str. 6]

2.1.1 Markovovy procesy

Pro analytické feseni zakladnich typt SHO, které vyuzivaji exponencidlni rozlozeni prav-
dépodobnosti mezi prichody zdkaznikt a dob obsluhy (napt. M|M|1), je dilezita znalost
Markovovych procesii. Jedna se o ndhodné procesy, kdy nasledujici stav procesu je zavisly
pouze na stavu predchozim a neni podstatné, jakymi stavy proces prosel v minulosti. Vyse
zminéna skutecnost se oznacuje jako Markovova zdvislost anebo také jako pamét prvniho
radu. [1, str. 11]

Markovovy procesy lze rozdélit do dvou skupin, dle zptisobu vyjadreni ¢asové mnoziny.
Rozlisujeme Markovovy procesy:

o s diskrétnim casem (Tetézce),

e se spojitym cCasem.

Markovovy retézce s diskrétnim casem
Proces probihajici v diskrétnim c¢ase mlize zménit sviij stav pouze v urc¢itych okamzicich.
Prikladem muze byt napt. hod kostkou, kdy nas zajima vzdy stav po uré¢itém poctu hodi,

kde poc¢tem hodt je prirozené cislo.

Definice 2. Necht T = {0,1,2,...} a {X(t),t € T} je ndhodny proces definovany na
spocetné mmnozin€ stavi S. Proces se nazyvda Markoviv retézec s diskétnim casem, pokud

pro Vs € T plati: [4, str. 9]

PX(t+s)=2'|X(t) =2, X(u) =2(u),u=0,1,....t = 1) =P(X(t +s=2'|X(t) = 2)

(3)

Podminka (3) se nazyva markovskou vlastnosti. Zarucuje, ze pravdépodobnost urci-

tého stavu je zavisla jen a pouze na bezprostiedné predchézejicim stavu a neni zavisla
na ostatnich predchézejicich stavech, kterymi proces prosel.

Pro oznaceni pravdépodobnosti, ze se proces {X(t)} nachézi v okamziku ¢ (kde t =

0,1,2,...), v uréitém stavu n (kde n = 1,2,...,s), pouZijeme p,(t).

P(X(t) = n) = pa(t) (4)
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Pokud budou pravdépodobnosti stavii jednoho casového okamziku sdruzeny do vektoru,
vznikd pravdépodobnostni vektor stavu systému v okamziku ¢. Tento vektor budeme
znacit p(t): [2, str. 77]

p(t) = [pa(1), p2(t), - -, ps(t)] (5)

Pro slozky vektoru plati [2, str. 77]

0<pn(t) <1 pro Vt € T,¥n € S (6)
an(t) =1 proVteT (7)
n=1

Uvazujeme, ze proces muze v ruzném okamziku ¢ prechdzet mezi svymi stavy i a j (i,7 =
1,2,...,s). Pravdépodobnost, ze piejde mezi témito stavy v okamziku ¢ oznacme jako
pij(t). Jestlize pravdépodobnosti pfedchodu nejsou zavislé na ¢asovém okamziku ¢, tzn.

plati
PX(t+1) =jIX(t) =) = p;(0) = p;(1) =pyy proVt € T (8)

tak o Markovové fetézci hovorime jako o homogennim v ¢ase. [4, str. 78] Nésleduji uvahy
se tykaji predevsim téchto markovskych homogennich fetézci.

Pri predpokladu, ze zname pravdépodobnostni vektor stavu systému v aktualnim oka-
mziku ¢ oznaceny jako p(t) je mozné za pouziti pravdépodobnosti prechodu urcit prav-
dépodobnosti jednotlivych stavi systému v bezprostfedné nasledujicim okamziku ¢ + 1

pomoci vztahu: [4, str. 78]

pj(t—i-l):an(t)-pijprojzl,Q,...,s 9)
n=1

P1i vyuziti vektorového zapisu pravdépodobnosti stavii a zapsanim pravdépodobnosti

prechodi systému do tvaru matice

_Pn P12 - pls_
P P11 P12 - Pis (10)
|[Ps1 DPs2 "' Dss|
1ze rovnici (9) pro j = 1,2,...,s, zapsat v maticovém tvaru nasledovné:
p(t+1)=p(t) P (11)
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Matici P nazyvame matici prechodu systému. Pro jednotlivé prvky plati: [2, str. 78]

> pii=1 i=1,2,....5 (13)
j=1

Z rovnice (11) Ize postupné pro jednotliva t =0, 1,2, ... dostat

(14)

Matice P oznac¢uje matici prechodu systému po ¢ krocich. Tato matice obsahuje jednotlivé
prvky pg-), vyznam takového prvku je pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ do stavu j
po t krocich.

Pri zkoumani Markovovskych fetézct nas castéji nez zkoumani chovani po urcitém
poctu krokti zajimaji limitni vlastnosti fetézcii. Tedy jejich chovani pro ¢as limitné blizici
se nekonec¢nu. Z pohledu zkouméni limitniho chovani fetézce, 1ze rozhodnout, zdali je
retézec: [4, str. 13]

« rozlozitelny,

o periodicky,

o ergodicky.

Nerozlozitelny Tetézec splnuje podminku, ze pro Vi,j € S;i # j, 3t € T takové, ze
pl(-jt-) > 0, jinymi slovy, Ze po koneéném poctu kroku se systém muze dostat z jakéhokoliv
stavu ¢ do jakéhokoliv stavu j, tzn. stavy jsou dosazitelné. Pokud tetézec je rozlozitelny,

jeho matici prechodu systému P lze vhodnym precislovinim stavii upravit na tvar: [2,

str. 79]
A 0

0 D

(15)

kde A a D jsou ¢tvercové submatice matice P a 0 znac¢i nulové matice.
Periodicky tetézec osciluje mezi dvéma podmnozinami svych stavi. Aby toto bylo

splnéno, musi jit matici P vhodnym precislovanim staviu prevést na tvar: [2, str. 79]

0 B
Cc o0

(16)
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Liché mocniny matice P budou ve tvaru (16), zatimco sudé mocniny P budou ve tvaru
(15). [2, str. 79] Periodicky fetézec mé tu vlastnost, ze Vi € S je §(i) = NSD(t > 1 :
pg) > (0) > 1 — stav mé perodu §(i)). Opakem je aperiodicky Tetézec, pro ktery plati
Ji € S takové, ze NSD(t > 1 :pl(f) > 0) = 1 — stav neméa periodu.® [4, str. 13]
Ergodicky tetézec je takovy, ze jeho matice P neni rozlozitelnd ani periodicka, jinym
slovy je nerozlozitelny a aperiodicky. Pro ergodicky retézec existuje takovy vektor rozdé-

leni fetézce p = (pn,n € ), Ze plati

p = lim p(t) = [p1, p2; -, ps] (17)
Vektor p byva nazyvan vektorem stacionarniho stavu systému. [2, str. 79]

Definice 3. Markovuv retézec s matici P ma staciondrni rozdéleni p, pokud existuje

takovy vektor p, Ze: [4, str. 14]

l=1-p (19)

Na zdkladé rovnice (18) lze stanovit za podminky (19) jednotlivé slozky vektoru p.

Pricemz podminku (19) lze vyjadiit pomoci jednotlivych slozek p, néasledovné:
n=1

Markovovy procesy se spojitym casem
Proces se spojitym c¢asem miize zménit sviij stav v libovolnych casovych okamzicich.

Prikladem je model SHO, kdy ptichody i odchody zdkazniki probihaji spojité v case.

Definice 4. Necht T = (0,00) a {X(t),t € T} je nahodny proces definovany na spocetné
mnozine stavu S. Proces se nazyvd Markoviv proces se spojitym casem, pokud proVs € T

plati: [4, str. 10]
PX(t+s)=2|1X({t)=2,X(u)=2(u),0 <u<t)=PX{t+s=2|X(t)=2) (21)

kde
PX(t)=x,X(u)=2(u),0 <u<t)>0 (22)

3NSD(ny,na,...) oznacuje nejvétsi spolecny délitel &isel ny,ng, . ..
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Pokud navic plati pro Vt € T'

oznacuje se proces za casové homogenni.

P(X(t+s) = jIX(t) = x)) = pi;(s)

(23)

Predmétem zkoumani jsou misto samotnych pravdépodobnosti jejich jisté limitni veli-

¢iny. Uvazujme limitni veli¢inu oznacenou jako a;;

aij =

lim

lim

At—o00

At—00

1 —pii(t+ At)

At

pro i # j

proi =3

(24)

Limity uvedené ve vzahu (24) se nazyvaji jako intenzity pravdépodobnosti prechodi. |2,

str. 83] Zatimco pro i # j maji intenzity a;; vyznam intenzity pravdépodobnosti pfechodu

mezi stavy ¢ a j (analogicky k pravdépodobnosti p;;), tak pro ¢ = j vyjadfuje a;; intenzitu

pravdépodobnosti opusténi stavu ¢ (narozdil od pravdépodobnost p;; setrvani ve stavu

i). Pomoci intenzit pravdépodobnosti prechodu lze vyjadiit matici pravdépodobnosti pie-

chodu mezi okamziky t a ¢t + At nasledovné: [2, str. 83|

1— allAt

a21At
P(t,t+At) =

CLSlAt

algAt
1-— aggAt

asgAt

CLlsAt
GQSAt

1 — ag At

= E+At

—a11

21

(5]

12

—Q22

Qg2

Q15

Q25

_ass_

(25)

kde E je jednotkova matice. Protoze pro pravdépodosti p;; plati vztah (13), tak musi

platit, ze Ffadkové soucy matice intenzit a;; jsou nulové, tedy: [2, str. 83]

S
—a;; + Zaij =0,proVi € S
j=1

(26)

P¥i oznaceni matice intenzit pravdépodobnosti prechodu ve vztahu (25) jako @, lze zapsat

vztah pro absolutni pravdépodobnosti mezi okamziky ¢ a t + At nésledovné: [2, str. 83]

p(t+ At) =p(t)- P(t+ At) = p(t) - (E+ AtQ)

Postupnou tpravou rovnice (27) dostaneme

p(t + At) — p(t)

=p(t)-Q

dale limitnim prechodem pro At — 0 a dle definice derivace

lim

p(t + At) — p(t)

At—0

At
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¢imz ziskame vektorovou diferencialni rovnici pro vektor absolutnich pravdépodobnosti: [2,

str. 84]
p'(t) =p(t) Q (30)

Protoze v matematickych modelech SHO n&s nezajimaji prechodové jevy procesu, ale
predevsim limitni charakteristiky stacionarniho stavu, lze predpokladat, ze pro t — oo

plat{ podminka p’(t) = 0. Dosazenim do (30) ziskame: [2, str. 84]

p(t)- Q=0 (31)

2.1.2 Grafova reprezentace

Zajimava a uzitecna je reprezentace pravdépodobnosti prechod nebo intenzit prechodi
pomoci grafického vyjadreni orientovanym grafem. Pouziva se predevsim v pripadé, kdy
matice pravdépodobnosti prechodu (intenzit) je Fidkd a obsahuje mnoho nulovych prvki. [4,

str. 17]

Definice 5. Necht P je matice pravdepodobnosti prechodu Markovova retézce s diskrétnim
casem a mnozinou stavi S. Poté rozumime prechodovym grafem retézce ohodnoceny graf
G = (V,H,c), kde V. = S je mnozina vrcholi, H = {(i,j) € V xV : p;; > 0} je
mnozina orientovanych hran a ¢ : H — (0,1) je ohodnoceni orientovanych hran urcené

C((Zh])) = Dij- /47 str. 33/

=

X
6

n|=

Obrazek 5: Grafické znazornéni pravdépodobnosti prechodu pomoci grafu. Zpracovani autora

dle [4, str. 18]
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Pro konkrétni ukézku predpokladejme, Zze mame pravdépodobnosti prechodi mezi

stavy Tetézce definovany v nasledujici matici:

0 1 0]

1 1
p— |t - 39
5 0 3 (32)
2 11

3 6 64

Prislusné grafové znazornéni pravdépodobnosti prechodi je znazornéno na obrazku 5.
V pripadé procesu se spojitym casem, se pro ohodnoceni hran mize také vyuzit p;;(At).

Ohodnoceni je pak tedy urcené c((7, 7)) = pi;(At). [4, str. 19]

Obrazek 6: Grafické znazornéni intenzity pravdépodobnosti prechodu pomoci grafu. Zpracovani

autora.

Kromé pravdépodobnosti prechodi mezi jednotlivymi stavy, lze podobné vyjadrit in-
tenzity pravdépodobnosti prechodi. Obrazek 6 znazornuje reprezentaci nasledujici matice

intenzit pravdépodobnosti:

—K K 0
Q=10 -k =& (33)
K 0 —x

Pro zjednoduseni je mozné z grafu na obrdazku 6 vynechat zpétné smycky (zakresleny
prerusovanou carou), které se daji snadno vzdy dopocitat podle ostatnich hran, tak aby

byla splnéna pro fadek matice podminka dand rovnici (26).
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2.1.3 Poissoniiv nahodny proces

Predpokladejme Markovoviv proces se spojitym c¢asem. Jednotlivé stavy tohoto nahod-
ného procesu predstavuji urcity pocet udalosti, které v daném case nastaly. Predpokladé
se pouze mozny vznik udalosti, nikoliv jejich zanik. Ve velmi kratkém casovém okamziku
At je tedy mozné predpokladat néasledujici: [2, str. 84]

e nastane pravé jedna udalost,

e nenastane zadna udélost.
Néhodny proces tedy muze budto setrvavat v sou¢asném stavu (udalost nenastala) anebo
nastane prechod ze sou¢asného do nasledujictho ,sousedniho® stavu (nastala pravé jedna
udalost). Pravdépodobnost prechodu a tedy i intenzita pravdépodobnosti prechodu je
konstantni a nezavisla na aktualnim stavu. Pokud oznac¢ime intenzitu pravdépodobnosti

prechodu do nasledujiciho stavu jako A, plati:: [2, str. 84]

-\ proj=1

aij =yA  proj=1i+1 (34)

0 proj & {i,1+ 1}

Dle predpisu (34) lze sestavit matici intenzity pravdépodobnosti prechodu Q:

-2 A 0 O
0O =X X O

Q= (35)
0 0 =X A

Obréazek 7: Prechodovy graf Poissonova ndhodného procesu. Zpracovani autora dle [4, str. 18]

Vyjadreni prechodovym grafem tohoto procesu znazornuje obrazek 7. Pravdépodob-

nosti jednotlivych vztahi lze ziskat z rovnice (30), ¢imz dostaneme soustavu diferencil-
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nich rovnic

po(t) = —Apo(t)
Pi(t) = Apo(t)  —Api(t)
: ’ ' (36)
pa(t) = Api(t)  —Apa(t)
Je ziejmé, ze pro n > 1 plati rekurentni vztah
Po(t) = Apu-1(t) — Apa(t) (37)

Ziskat vyjadieni jednotlivych pravdépodobnosti p,(t) 1ze FeSenim soustavy diferencidlnich
rovnic (36) za poc¢atecni podminky po(f) = 1 (tedy v Case t = 0 stav procesu bude n = 0,

tzn. nevyskytla se doposud zadnd udalost)

(til)ne—kt (38)

pa(t) =

Obdrzeny vzorec (38) vyjadiuje Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem
A, ktery udava stiedni pocet vyskytujicich se udédlosti za jednotku casu. [2, str. 84]
Obrézek 8 zobrazuje graf pribéhu pravdépodobnosti jednotlivych stavi v zavislosti na

Case t, kde t € (0,2). Pouzity parametr procesu A = 4.

Obrazek 8: Pravdépodobnosti stavii Poissonova procesu s parametrem A = 4. Zpracovani autora.

Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti vyjadiuje pravdépodobnost vyskytu n udalosti
za urcity casovy interval (0,1). Casto je ovSem potiebné znat rozdéleni pravdépodobnosti

casovych intervalil mezi jednotlivymi udalostmi. To lze odvodit nésledujici jednoduchou
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tvahou — pravdépodobnost, Ze v daném intervalu (0, ¢) nedoslo k zadné udalosti (n = 0)

lze ziskat dosazenim do (38): [2, str. 84]

tA)°
( 0|> e*)\t — e*)\t (39)

Po (t) =

Pravdépodobnost, Ze v intervalu (0, ¢) doslo alespon k jedné udélosti je doplitkovym jevem

k (39), plati tedy

po(t) =1—po(t) =1—e M (40)

Pricemz pravdépodobnost uvedenou v (40) lze také interpretovat tak, ze se jednd o prav-

dépodobnost, Ze ndhodnéd proménnd doby prvniho vstupu 7 je mensi nez ¢, tedy: [2, str. 84]

Pr<t)=pt)=1—e™M (41)

Vzorec (41) neni nic jiného nez distribuéni funkce doby mezi dvéma udalostmi. Odpo-
vidajici funkci hustoty pravdépodobnosti doby mezi dvéma udélostmi lze ziskat derivaci
distribuéni funkce (41), ¢imz dostavame exponencidlni rozdéleni pravdépodobnosti. Je tieba,
dodat podminku, ze ¢as t nemuze byt zdporny (¢ > 0) a stejné tak u spojitého rozdéleni
pravdépodobnosti plati, ze pravdépodobnost P(X = ¢) = 0, kde ¢ € R. Po aplikovani

predeslého ziskavame funkci hustoty pravdépodobnosti: [2, str. 85]

Xe ™ prot >0
f(t) = (42)
0 prot <0
Zmézornéni prubéhu funkce hustoty exponencidlniho rozdéleni pravdépodobnosti s pouzi-
tym parametrem \ = 4 je zndzornéno na obr. 9 . Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X,
kterd mé exponencidlniho rozdéleni s parametrem A (X ~ Ezp()\)) je rovna prevracené
hodnoté parametru A

E[X] = (43)

!
A

2.2 Systém M|M]|1

Systém M|M|1 je zndm jako jeden z nejjednodussich modeli SHO. Jeho vyuziti nebyva
tak casté, ale diky své jednoduchosti na ném lze demonstrovat odvozeni zakladnich vzorci
pro vypocet charakteristik systému. V systému M|M|1 tvori prichod zdkazniki Poissontiv

proces s parametrem A. Model obsahuje jednu frontu, kterd neni ohrani¢ena. Obsluha
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Obrazek 9: Funkce hustoty pravdépodobnosti exponenciadlniho rozdéleni s parametrem A = 4.

Zpracovani autora.

zakazniki probiha pouze na jediné lince, kde doba obsluhy ma exponencialni rozdéleni

s parametrem p. [2; str. 91] Schématické znazornéni SHO je ilustrovano na obr. 10.

interval mezi prichody ~ Exp(A)

>O—>
o0

doba obsluhy ~ Exp(u)

pFichod odchod
do ze
systému systému

fronta

obsluzna linka

Obrazek 10: Schématické zndzornéni systému M|M|1. Zpracovani autora.

Systém hromadné obsluhy povazujeme za Markovsky proces {N(t),t > 0}, ktery na-
byvéa riuznych stavi ze stavové mnoziny S = {0,1,2,...}. Jednotlivé stavy znac¢i pocet
zakaznikli v systému. Napt. stav N = 3 znamend, ze v systému jsou celkem 3 zakaznici,
z toho jeden je pravé obsluhovan a zbyli dva ¢ekaji ve fronté.

Predpokldadejme o procesu {N(t)}, ze je slozen ze dvou procesi. Néhodny proces
{A(t)}, ktery modeluje ptichod zdkaznik do systému a nahodny proces {B(t)}, ktery

modeluje naopak jejich odchod. Pocet zakazniku v systému, lze tedy ziskat ze vztahu: [4,

38



str. 31]
N(t) = A() - B() (44)

Uvazujme dostatecné maly c¢asovy interval At, pro ktery budeme pocitat pravdépodob-
nost prichodu, popr. dokonceni obsluhy zédkaznika. Pravdépodobnosti prichodu zakaznika

jsou dény charakteristikou Poissonova procesu a lze je ziskat ze vzorce (38): [4, str. 33]

e M =1—AAt +o(At) pron =0

P(A(AL) =n) = ¢ Athe 2 = MAL + o(At) pron=1 (45)
Me”“ = o(At) pron > 2
n!

Pravdépodobnost, ze v intervalu At bude pravé ukoncena obsluha zdkaznika na lince
obsluhy je totozna s pravdépodobnosti, ze zbytkova doba obsluhy 7 < At. Tuto pravdé-
podobnost 1ze vyjadrit z (41). Zbytkova doba obsluhy 7 mé stejné rozlozeni pravdépodob-
nosti jako celkova doba obsluhy (7 ~ Exp(u)). [4, str. 33]

P(B(At) =1) = P(1 < At) = 1 — "2 = At + o(At) (46)

Symbol o(At) ve vzorci (45) predstavuje tzv. zbytkovou funkei pravdépodobnosti. Pokud
ovsem volime velmi maly ¢asovy interval At, tak hodnoty funkce o(At) jsou v porov-
nani s celkovou pravdépodobnosti natolik malé, ze je lze zanedbat, coz zjednodussi dalsi

vypocty. Naddale tedy predpokladdame aproximaci: [1, str. 27]
o(At) =0 (47)

Nasledné se budeme zabyvat jednotlivymi pravdépodobnostmi prechodu mezi riznymi
stavy systému v uvazovaném casovém intervalu At. Pravdépodobnost prechodu ze stavu
0 do stavu 1 odpovidd pravdépodobnosti pfichodu zdkaznika do systému. [4, str. 33|
Opacénym jevem je setrvani ve stavu 0. Pravdépodobnost 1ze ziskat dosazenim do vzorce

(45):
poo(At) = P(A(AL) =0) =1 — NAt (48)
Je-li systém v urcitém stavu i, pak to znamena, ze jeden zakaznik je v obsluze a zbylych

i — 1 ¢eka ve fronté. Pro pravdépodobnost prechodu do stavu i + 1 plati, ze je totozné

s pravdépodobnosti jevu, kdy v ¢ase At prijde do systému zakaznik, ale zaroven zadny
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neodejde. Podobné pravdépodobnost pro prechod ze stavu ¢ do stavu ¢ — 1 je stejna jako
pravdépodobnost jevu, ze skonci obsluha zakaznika, ale zaroven zadny nepfijde. Prav-
dépodobnost setrvani ve stavu ¢ je stejna pravdépodobnosti, ze neprijde zadny zakaznik
a zaroven neskond¢i obsluha. [4, str. 34] Pravdépodobnosti jsou tedy odvozeny na zakladé

(45) a (46):
pii—1(At) = P(A(
P(A

Piit1(At) = (
pii(At) = P(A(At) = 0)P(1 > At) = (1 — MAY) (1 — pAt) 21— AAt — pAt (52)

At) = 0YP(1 < At) = (1 — AAE)(uAt) 2 pAt (50)
At) = 1)P(r > At) = (AAL)(1 — pAt) 22 AAt (51)

Aplikovanim limit (24) lze ziskat vyjadreni pro prvky matice intenzity pravdépodob-
nosti ¢;;: [4, str. 34]

)\ kdyZ 4,7 =0
A kdyz j =i+ 1
Gij = S kdyz j =i — 1 (53)

A—p kdyzi=j,i<1

0 kdyz |i — j| > 1
Obrazek 11 znazornuje ilustraci (53) prechodovym grafem intenzit pravdépodobnosti mezi

stavy.
-1 -A-M -A-M -A-M
A ’ A A K‘i
IA\ b Efk b A

Obrézek 11: Prechodovy graf intenzit pravdépodobnosti systému M|M|1. Zpracovan{ autora

dle [4, str. 28]

Analytické Teseni urcuje pravdépodobnosti pro stabilizovany systém, tj. takovy systém
jehoz pravdépodobnostni a dalsi charakteristiky se pro t — oo ustali. Systém M|M|1 je
modelovan jako proces vzniku a zaniku. Pro tyto procesy existuje nutna a postacujici
podminka pro stabilizaci procesu: [4, str. 28]

N AL A

< 00 (54)
n=1 M2 - ..
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Za této podminky plati, ze:
AOAL - A
Pn = po "= pron > 1 (55)
Hip2 - - - Hn

kde

(1 + Z Aod - - 1>_1 (56)

n=1 M1H2...HUn
Aby byla splnéna podminka stability systému (54), musi pro systém M|M|1 platit: [4,

str. 34]

A

Dosazenim do vztahu (55) a (56) lze poté dostat tzv. Erlangovy vzorce:

=(1—=p)p" pron>0 (58)

Vzorec (58) vyjadiuje pravdépodobnost, Ze se v systému M|M|1 nachézi pravé n zakaznik.

Pravdépodobnost ¢ekani zakaznika ve fronté:

Po=1-po=p (59)
Pravdépodobnost obslouzeni zdkaznika bez ¢ekani:

Ps=po=1—p (60)

Stfedni pocet zdkazniki v celém systému lze vyjadiit nasledovné: [5, str 60]

00
n=0

Protoze existuje pouze 1 linka obsluhy, tak stiedni délku fronty lze vyjadrit:

A
l—p p—2A\

o7} p2 B /\2
z::n_l T 1-p  ulp—N) 62

Stiedni pocet zakaznikl v obsluze (mtizeme interpretovat také jako vytizeni linky obsluhy)

lze odvodit z vyse uvedenych charakteristik:
A
EINs] = BIN] — BNl = p = - (63)
Velmi uziteénd je v THO tzv. Littleova formule, ktera vyjadiuje sttedni pocet zdkazniki

v SHO v zavislosti na intenzité prichodu zakaznikl a stiedni dobé stravené zakaznikem

v systému. Je zndma jako vzorec: [8, str. 1]
L=\W (64)
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kde L je stfedni pocet zakaznikii v systému, A je stfedni intenzita prichodi zakaznikt
do systému a W je stfedni doba stravena zakaznikem v systému. Formule neni zavisla na
pravdépodobnostnim rozlozeni prichodt zakazniki, ani na pravdépodobnostnim rozlozeni
doby obsluhy v systému. Systémem nemusi byt nutné jen SHO jako celek, ale za | systém*
lze povazovat napf. pouze vstup zékazniku a samotnou frontu zdkazniku. [8, str. 2]

Stredni dobu stravenou zédkaznikem v systému lze pomoci (64) vyjadrit jako:

E[N] p 1
E p— f— p—
(W] S =) > (65)
Obdobné s vyuzitim (64) lze vyjadrit stfedni dobu stravenou ve fronté:
E[Nq] p p
EWo| = = = 66
Stredni doba stravena zdkaznikem v obsluze:
1
EWs| = EIW] - E[Wo) = ~ (67)

2.3 Systém M|M]|c

V systému M|M|c stejné jako v M|M|1 tvori prichody zdkazniku Poissontiv proces a doba
obsluhy ma exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti. Fronta neméa omezenou kapacitu.
K obsluze zdkaznika slouzi vice paralelné pracujicich linek obsluhy, jejichz pocet je cha-
rakterizovan proménnou c. Pro linky obsluhy plati, Ze jsou pro zédkaznika navzajem rov-
nocenné a plné zastupitelné. Vsechny linky obsluhy maji stejnou charakteristiku, tj. dobu
obsluhy tvorenou exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti se stejnou stfedni inten-

zitou p. Systém je znazornén na obr. 12.

doba obsluhy ~ Exp(L)

interval mezi pfichody ~ Exp(A) / \
> O —> >
o0 /

prichod \ o odchod
do

ze
systému systému

fronta c obsluznych linek

Obrazek 12: Schématické zndzornéni systému M|M|c. Zpracovani autora.
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Na obrazku 13 jsou znazornény intenzity pravdépodobnosti prechodi mezi jednotli-
vymi stavy systému. Pokud je v systému méné zakaznikl nez je linek obsluhy, intezita
pravdépodobnosti prechodu ze stavu n do n — 1 je zavisla na aktudlnim poctu zakaznikt
— ¢im vétsi pocet zakaznikil, tim vétsi pravdépodobnost ukonceni obsluhy nékterého ze
zakaznikli. Jakmile je v systému c a vice zakazniki, tak je intezita pravdépodobnosti jiz
pouze zavisla na poctu linek obsluhy v systému, nehledé na aktualni pocet zdkaznikt

v systému (stav systému).

A A A A A A
oRoNoERoRoH

Obréazek 13: Prechodovy graf intenzit pravdépodobnosti systému M|M]|c. Zpracovan{ autora

dle [5, str. 67]

Analytické vzorce pro vypocet charakteristik systému M|M|c budou uvedeny bez jejich
odvozovani. Odvozeni pripadnych vzorcu lze nalézt napt. v [1, str. 26], [2, str. 102] nebo
[5, str. 67].

Zavedeme pomocné proménné r a p:

A
r=— (68)

1

r A
=T (69)
Nutnou a postacujici podminkou pro stabilizaci systému je: [1, str. 31]
p<l (70)
Pravdépodobnost jednotlivych stavi systému: [5, str. 67]
T Po kdyz 0 <n<c

mpo kdyi n Z C

Po = (d(lrc_ + Cz_: Tn) (72)

p) n=0 ﬁ
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Pravdépodobnost ¢ekdni zdkaznika ve fronté: [5, str. 69]

°pg 1
P = ——— = P
“Tat-p 1)

Pravdépodobnost obsluhy zakaznika bez ¢ekani:

Do
Pe=1—-Py—=1—_ -0
° ¢ (1= p)
Stredni pocet zdkazniki ve fronté: [5, str. 68]
r°p
E[Ng]l = ———
Nl AT —pp2"
Stredni pocet zakazniki v obsluze:
A
E[Ns] = — =T
]
Stredni pocet zdkaznikil v systému:
r°p
E[N] = E[Ns| + E[Ng] =r + WPO

Stfedni doba stravend zdkaznikem ve fronté: [5, str. 69]

E[Ng] re
BlWel = =% = ANep) (1 — p""

Stredni doba stravena zdkaznikem v obsluze:

1
E[Ws] = —
1
Stredni doba stravena zakaznikem v systému:
E[Ng] re

E[W] = E[Ws]| + E[Wg] = i + —

2.4 Systém M|M|c|K

(73)

(75)

(76)

(79)

Systém M|M|c|K je oproti M|M|c omezen poétem zékazniki, kterych muze byt v systému

maximalné K. V pripadé, ze je v systému K zakazniki, jsou dalsi zadkaznici pti prichodu

odmitani. Fronta v systému je ohranicena a jeji maximalni kapacita je K — ¢ zakaznik.

Protoze systém odmita zakazniky, neexistuje podminka omezujici stabilizaci systému.

Systém je tedy narozdil od predchézejicich modelt stabilni i pro p > 1. Oproti predcha-

zejicim model pribyva dilezitd charakteristika, kterou je pravdépodobnost odmitnuti
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zéakaznika Py. Vzorce jsou opét uvadény bez odvozeni, které lze nalézt napr. v [4, str. 51].

Predpokladd se zavedeni pomocnych proménnych r a p dle (68) a (69).
Pravdépodobnost jednotlivych stavii systému: [5, str. 76]

)\TL
= Po kdyz0 <n<c
——po kdyze<n<K
Cn—cclun
-1
rc (1 — pK—c—i-l c—1 n
— | — — kdyz 1
E(RE) g e
Po = e el m -1
l'(K—c—i—l)—l— |] kdyz p=1
c! —n!

Pravdépodobnost ¢ekani zakaznika ve fronté:

K-1
Po=)_ P
Pravdépodobnost obsluhy zakaznika bez ¢ekani:
c—1
PS = Z DPn
n=0

Pravdépodobnost odmitnuti zdkaznika:
Pz = pk

Stfedni pocet zakazniki ve fronté: [5, str. 78]
K

ElNgl = 3 (= Opn = 2P [1 = pK= = (1= p)(K — ¢+ 1)pK~]

n=c+1 a C'<1 - p)2

Stiedni pocet zdkaznikt v obsluze: [4, str. 54]
E[Ng] = :(1 — Py) =r(l — Py)
Stiedni pocet zakazniki v systému:
E[N] = E[Ns] + E[Ng]

Stfedni doba stravend zékaznikem ve fronté: [4, str. 55]

E[Ng]
E S 2
[WQ] )\(1 _ PZ)
Stredni doba stravena zakaznikem v obsluze:
1
EWs] = —
1
Stredni doba stravend zakaznikem v systému:
1 E[Ng]
EW|=EW, EWgl=—4+ ——5—
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2.5 Systém M|D|1

V systému M|D|1 tvoii prichody zdkazniki Poissoniv proces s parametrem A, ovSem doba
obsluhy je konstantni, trva 1 pro kazdého zakaznika. Fronta neni ohrani¢ena. Nejedna se
o Markovuv proces a proto se pro feseni vyuziva metoda vnorenych fetézcu. [1, str. 42]
Se zpusobem Teseni a odvozenim vzorcu se lze seznamit v [1, str. 43].
Predpoklada se zavedeni pomocné proménné p:
p=- (92)
1

Pravdépodobnost jednotlivych stavii systému: [1, str. 43]

1—0p kdyzn =0
pn=4 1 —=p)(e—1) kdyzn =1 (93)
n—1 ( n—j - \n—j—1
) (Jp) y
1—0p —1)"Iel? - - + (1 —p)e"” kdyzn>2
( )jZ::l( ) = =D (1—p)
Pravdépodobnost ¢ekani zakaznika ve fronteé:
Po=1-po (94)

Pravdépodobnost obsluhy zakaznika bez ¢ekani:
Ps = po (95)

Stfedni pocet zdkazniku v systému: [1, str. 44]

p(2—p)
E|N| = 96
Stredni pocet zadkazniki v obsluze:
A
I
Stredni pocet zadkazniki ve fronté:
2
E[Ng| = E[N] — E[Ns] = m (98)

Stredni doba stravena zékaznikem ve fronté:

Bl = 20 i (99)
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Stfedni doba stravena zdkaznikem v obsluze:

1
B[Ws] = - (100)
i
Stredni doba stravend zakaznikem v systému:
E[N 2 —
B = ENV P (101)

2.6 Systém M|G|1

V modelu M|G|1 se predpokladd, ze vstup zdkazniki do systému tvori Poissontuv proces
s parametrem A. Systém obsahuje neohranicenou frontu a jednu linky obsluhy. Funkce
hustoty pravdépodobnosti doby obsluhy na lince obsluhy neni znama konkrétné, ale pouze
je znama jeji stfedni hodnota 1 a rozptyl 0. Ndhodny proces neni Markoviiv, pro feseni
se pouziva metoda VnofenychluMarkovovych fetézcu. [1, str. 44]. Odvozeni potfebnych
vzorcu je mozné najit napf. v [5, str. 220].

Protoze predpokladame neznalost samotné funkce hustoty pravdépodobnosti doby ob-
sluhy, nejsou pro tento model uvadény pravdépodobnostni charaktarestiky. V pripadé
znalosti funkce hustoty pravdépodobnosti je ovsem ziskat lze a to na zakladé reseni sou-
stavy rovnic. Podrobny postup je uveden napft. v [1, str. 45].

Predpoklada se zavedeni pomocné proménné p:

p=2 (102)

Stiedni pocet zdkazniku ve fronté: [5, str. 222]

2 2 2
P-4+ No
E[Ng| = ——— 103
Stredni pocet zakazniki v obsluze:
A
L
Stiredni pocet zadkazniki v systému:
2 2 2
+A
E[N] = E[Ng] + E[Ns] = p2(1 - ;) +p (105)

Stredni doba stravena zékaznikem ve fronté:

E[Ng] _ p* +\?0?
A 201 —-)p)

E[Wo) = (106)
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Stfedni doba stravena zdkaznikem v obsluze:

E[Wg) = ; (107)

Stredni doba stravend zakaznikem v systému:

E[N]_p2+/\202+l
AN 2M(1-p) u

E[W] = (108)

Vzorce (103), (105), (106) a (108) se oznacuji jako tzv. Chin¢in-Pollaczekova formule. [5,
str. 222]
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3 SIMULACNI RESENI

Simulacni feSeni pristupuje k feseni systémi hromadné obsluhy zcela jinym zptisobem, nez
reseni analytické. Simulace spoc¢iva v nahrazeni skute¢ného systému jeho zjednodusenym
modelem, se kterym se provadi experimenty. Experimenty jsou nasledné vyhodnocovany
s vyvozovanim urc¢itych zavéri. Model systému muze byt v riznych forméch, napt. fyzicka
zmensenina (modelova Zeleznice). Velmi ¢asto se ovSem vyuziva pocitacového modelu, coz
je i pripad této prace.

Pocitacovy model obsahuje struktury a algoritmy, které mohou byt implementovany
v libovolném obecném programovacim nebo specidlnim simula¢nim jazyce. Pro tuto praci
byl vybran objektové orientovany programovaci jazyk Java.

Kapitola popisuje jednotlivé ¢asti procesu vyvoje softwaru na jehoz konci vznikla apli-

kace pro simulovani nékterych typt systémti hromadné obsluhy.

3.1 Modelovani a simulace

Pojmem modelovani rozumime cilevédomou ¢innost, kterd slouzi k ziskavani informaci
o jednom systému prostrednictvim jiného systému — modelu. Mezi dvéma systémy muize
existovat jista podobnost. Vzhledem k tomu, Ze model je také systémem, vyuziva se této
podobnosti pti modelovani. Vyznam modelovani spoc¢iva v umoznéni ekonomického studia
systému. Je vyhodnéjsi, rychlejsi a casto je jedinou moznosti ziskavat informace o systé-
mech experimentovanim s jejich modely, nez originaly. [11, str. §]
Metody modelovani systému na pocitacich jsou uzitecné obzvlasté v téchto pripadech:
[11, str. 9]
e neexistuje uplnd matematicka formulace problému nebo nejsou znamé analytické
metody Teseni,
o pokud jsou analytické metody dostupné pouze teoreticky a praktické reseni by bylo
tak obtizné a dlouhé, ze je metoda modelovani problému na pocitaci jednodussi,
« modelovani na pocitaci je jedinou moznosti ziskani vysledkt v disledku obtiznosti
provadéni experimentil ve skutecném prostiedi,
e PIi pozorovani systému je potfebné ménit ¢asové méritko — modelovani na pocitaci

umoznuje zrychleni nebo zpomaleni prislusnych déji.
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Pro tcely modelovani a simulaci lze rozlisit t¥i zakladni ¢asové pojmy: [11, str. 9]

1. Redlny cas, ve kterém probiha skutecny déj v redlném systému.

2. Modelovy cas, ktery tvori ¢asovou osu modelu — muze byt redlny, zrychleny nebo
zpomaleny.

3. Strojovy cas, ktery predstavuje ¢as spotfebovany na vypocet programu; jeho délka
zavisi na slozitosti modelovaného systému a na vlastnostech vytvoreného programu.

Simulaci oznacujeme etapu experimentovani s reprezentaci simula¢niho modelu. Jejim

cilem je analyza chovani systému v zavislosti na vstupnich veli¢cinach a na hodnotach

parametri. [11, str. 11]

3.1.1 Generovani ndhodnych velicin

Pro modelovani nahodnych veli¢in vyskytujicich se v nékterych typech SHO se pfi simu-
laci vyuziva generatoru pseudondhodnych cisel. Stavebnim blokem simulace je schopnost
generovat hodnoty ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim v intervalu (0,1). [12,
str. 39]

Nejcastéjsi metodou je linedrni kongruentni generator, kdy se posloupnost pseudoné-

hodnych cisel ziskava na zakladé vztahu:
T, = (axn_1 +c¢) mod m (109)

kde a, ¢ a m jsou vhodné zvolené konstanty. [12, str. 40]

Transformace rovhomeérného rozlozeni
Pro tucely generovani nadhodnych ¢isel s urc¢itym rozdélenim pravdépodobnosti je tieba
ndhodnd ¢isla z intervalu (0, 1) transformovat na pozadované rozdéleni. Nejcastéji pouzi-
vanymi metodami pro transformovani nahodnych ¢isel na zadané rozlozeni pravdépodob-
nosti jsou: [11, str. 97

o metoda inverzni transformace,

« metoda vylucovaci,

» metoda kompozi¢ni.

Aplikace bude vyuzivat exponencialniho rozdéleni, pro jeho tvorbu je vyhodnd metoda
inverzni transformace. Pro inverzni transformaci je tieba znat distribu¢ni funkci rozdéleni

pravdépodobnosti. Plati, Ze ndhodnou veli¢inu lze ziskat vztahem: [12, str. 70]
X =FYU) (110)
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kde U je ndhodna proménnd s rovnomérnym rozlozenim v intervalu (0, 1).
Ze vztahu (41) lze odvodit inverzni distribu¢ni funkci pro uréeni ndhodné proménné

s exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti:

X = F\(U) = —iln(l—U) (111)

3.1.2 Diskrétni simulace

Pro simulaci SHO lze s vyhodou aplikovat diskrétni simulaci fizenou udalostmi. Stav SHO
se nemeéni souvisle, ale pouze v urcitych ¢asovych okamzicich, proto neni nutné kontinualné
sledovat stav systému, ale zamérit se pouze na zminéné udalosti. [12, str. 111]

Implementace jadra diskrétni simulace vyuziva datovou strukturu ,kalendar udalosti“.
Kalendar udalosti podporuje dvé zakladni abstraktni operace: [11, str. 132]

1. Naplanovani udélosti na urcity cas.

2. Zjisténi nejblizsi udalosti.
Algoritmus simulace poté vybird z kalendéare vzdy nejblizsi udalost, kterou provede.
V ramci jejiho provedeni muize nastat napldnovani dalsich udalosti. Poté je zjisténa nej-

blizsi udalost v kalendari a cas simulace je nastaven na jeji cas.

3.2 Analyza a specifikace pozadavki

V prvotni fazi je tfeba provést analyzu feSeného problému a specifikovat pozadavky na
vyvijenou aplikaci. V pripadé této prace se bude jednat o desktopovou aplikaci, ktera
bude umoznovat simulaci vybranych SHO.

Pozadavky kladené na vyvijenou aplikaci 1ze rozdélit na obecné pozadavky, které jsou
kladeny na aplikaci jako celek a poté na konkrétnéjsi pozadavky, kladené na jeji jednotlivé
¢asti. Pouzité rozdéleni specifikace pozadavki je nasledujici:

e obecné pozadavky na aplikaci,

» pozadavky kladené na pocitacovy model SHO,

« pozadavky kladené na GUI (grafické uzivatelské rozhrani).

3.2.1 Obecné pozadavky na aplikaci

1. Aplikace musi umoznovat vytvoreni riznych modeld SHO.

2. Aplikace musi umét provést simulaci vytvoreného modelu.
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3.

4.
D.

Aplikace zobrazuje vysledky simulace a vypocitava zakladni charakteristiky mode-
lovaného SHO.

Aplikace je desktopového charakteru.

Aplikace obsahuje GUI.

3.2.2 Pozadavky kladené na pocitacovy model SHO

S B o A

10.

Model muze obsahovat rtizné komponenty.

Komponenty modelu jsou: zdroj, fronta, linka obsluhy, vychod.

Komponenty modelu lze vzajemné propojovat.

Kazda komponenta méa unikatni nazev.

Kazda komponenta méa pridruzenou svoji vlastni statistiku.

Zdroj podporuje deterministicky prichod zakazniki.

Linka obsluhy podporuje deterministickou dobu obsluhy.

Zdroj podpoporuje ndhodny prichod zakaznikt s exponencidlnim rozdélenim prav-
dépodobnosti.

Linka obsluhy podporuje ndhodnou dobu obsluhy s exponencidlnim rozdélenim
pravdépodobnosti.

Fronta mtze byt omezend s urc¢enou kapacitou nebo neomezena.

3.2.3 Pozadavky kladené na GUI

AR

© © N>

10.

GUI umoznuje tvorbu modelu pridavanim rtznych modelovych komponent.

GUI umoznuje vybrat komponentu a zménit jeji nastaveni.

GUI umoznuje tvorbu a upravu vazeb mezi komponentami.

GUI umoznuje mazat komponenty v modelu.

GUTI vizualizuje graficky komponenty a graficky znazornuje jejich vzajemné propo-
jeni v modelu.

GUI umoznuje premistovat grafické komponenty na platné.

GUI umoznuje spustit simulaci.

GUT umoznuje zastavit probihajici simulaci.

GUI umoznuje zobrazit statistiku jednotlivych komponent.

GUI zobrazuje statistiku v redlném case, tak jak je pocitana béhem probihajici

simulace.
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3.3 Navrh aplikace

Aplikace bude vytvorena v programovacim jazyce Java. Jazyk Java byl vybran z nékolika
divodl, mezi které patii:

e objektové orientovany pristup,

» podpora tvorby GUI,

« multiplatformost (véetné multiplatformniho GUI),

« univerzalnost jazyka (jedna se o obecny programovaci jazyk),

« otevrenost technologie (OpenJDK),

« automatickd sprava paméti (vestavény Garbage Collector).
Vy$e uvedené vlastnosti spliuji pravdépodobné i mnohé jiné programovaci jazyky.

Aplikace je zalozena na modularnim navrhu, pricemz ji 1ze rozdélit do trech zakladnich
moduli:

e modul simula¢niho modelu,

« modul statistiky,

« modul GUL
Pro moduly je charakteristické, ze modul simula¢niho modelu a statistiky mtiize fungovat
zcela oddélené a nezavisle na modulu GUI, coz umoznuje vyuzit aplikacni programové
rozhrani (API) pro vyuziti v jinych programech, ¢i umoznuje tvorbu jednoduchych jed-

notucelovych programi pro ptikazovou fadku (CLI).

3.4 Modul simula¢niho modelu

Modul simula¢niho modelu tvori samotné jadro celé aplikace. Obsahuje tiidy, které repre-
zentuji razné komponenty SHO. Pomoci téchto komponent 1ze sestavovat rizné modely
SHO. Kromé zakladnich komponent modelu modul obsahuje samotny simulator, ktery

provadi simulaci chovani danych komponent v case.

3.4.1 Navrh trid a implementace

Modul je implementovan v balicku gs.model. Z rtuznych tiid a rozhrani, které jsou v ba-
licku implementovany, je nezbytné zminit alespon tyto nésledujici:

 trida Component,
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» trida Source,

o trida Queue,

o tfida Facility,
o trida Exit,

o trida Model,

o trida Simulator,

e rozhrani Pushable.

Simulator simuluje Model

1 1

kalendar udalosti
* obsahuje

Simulator::Event

Component

ukonceni obsluhy

prichod zakaznika

NN

Source Queue Facility Exit

N\

Obrazek 14: Diagram vybranych t¥id z balicku gs.model. Zpracovani autora.

Interval «interface»
Pushable

Obréazek 14 znazornuje dulezité vazby mezi vybranymi tiidami v balicku gs.model.
Trida Model je predstavitelem samotného modelu systému hromadné obsluhy. Obsahuje
libovolné mnozstvi riznych komponent, které jsou do modelu uzivatelem pridany. Kom-
ponenta je vyjadiena abstraktni tfidou Component, pricemz existuji 4 potomeci této tridy:
Source (zdroj), Queue (fronta), Facility (linka obsluhy) a Exit (vychod).

Samotny model i komponenty v balicku gs.model obsahuji pouze logické vlastnosti

modelu, neobsahuji zadné informace o chovani grafickych komponent, kterymi jsou repre-

o4



zentovany v grafickém uzivatelském rozhrani aplikace. Grafickd nadstavba téchto kompo-
nent je obsazena v balicku gs.gui.

Komponenty (presnéji fe¢eno potomci tiidy Component) maji pouze aktuélni stav v ur-
¢itém casovém okamziku simulace a neznaji zddné informace z minulosti nebo budouc-
nosti. Pro lepsi predstavu uvazujme napt. tiidu Facility — tato tfida v ramci své zod-
povédnosti znd pouze to, zdali je v jeji obsluze néjaky zdkaznik (popf. ktery konkrétni
zéakaznik), ¢i zdali je linka obsluhy prazdna. Samotnd tiida ovsem nijak neeviduje, kolik
zékazniku jiz bylo linkou obsluhy obslouzeno (minulost), ani nezné okamzik, kdy bude
obsluha zdkaznika dokoncena (budoucnost). Podobna situace je i u ostatnich kompo-
nent. Evidenci statistickych idaji ma na starosti samotny modul statistiky. O planovani
okamzikii ukonceni obsluhy a vzniku novych zakazniki zase rozhoduje simulac¢ni jadro,
reprezentované tridou Simulator.

Tridy Queue a Exit narozdil od ostatnich komponent implementuji rozhrani Pushable.
Zminéné rozhrani zarucuje, ze komponenta je schopna vzdy na vstupu prijmout zakaznika,
nehledé na vnitini stav komponenty. Tuto vlastnost zarucuje vychod a fronta. Oproti tomu
zdroj zdkaznikl zadny vstup zakaznika neakceptuje. Linka obsluhy sice vstup zakaznikt

umoznuje, ale jen za podminky, Ze jiz pravé neobsluhuje jiného zdkaznika.

Uzamykatelnost modelu

Model i samotné komponenty obsahuji mechanismus pro uzamknuti jejich stavu. Jakmile
simulator zahdji simulaci, pomoci metody lock() uzamkne model, coz se kaskadovité
projevi i na uzamknuti obsazenych komponent. Pokud je model v uzamknutém stavu, nelze
pridavat ani odebirat zadné komponenty. U komponent nelze ménit nazvy, parametry a ani
vazby mezi vstupy a vystupy jednotlivych komponent.

Na konci simulace simulator volanim metody unlock() odemkne model a jeho kom-
ponenty pro dalsi ipravy. Mechanismus uzamknuti zarucuje, ze po celou dobu provadéni
simulace nelze ménit parametry a slozeni komponent v modelu (napft. paralelné z jinych
vlaken) a zarucuje, ze po celou dobu simulace bude model v konzistentnim a validnim
stavu. Oboje zminéné metody maji modifikator pristupu protected a proto stav uzamceni

modelu a komponent nemiize byt ménén uzivatelem, ¢i jinymi moduly aplikace.
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Udalosti v modelu

Komponenty ani model neuchovavaji historii svého stavu, ale poskytuji flexibilni mecha-
nismus, ktery umoznuje sledovani stavu jinym ttidam. Princip je inspirovan navrhovym
vzorem ,,Observer“. Na modelu i komponentach lze pomoci metody addListener() re-
gistrovat objekt, ktery bude notifikovan v pripadé vyskytu udalosti v modelu, ¢i na kom-
ponenté. V prubéhu simulace, jsou registrovanému objektu predavany informace o udé-
lostech, které se v modelu ¢i na komponentach vyskytly. Soucasti informace o udalosti
jer

o aktualni cas simulace, ve kterém udalost nastala,

o zakaznik, jehoz se udalost tyka,

o konkrétni komponenta, na které se udalost vyskytla,

o typ udalosti.

Pricemz je rozliSovano 7 nasledujicich typt udalosti:

e zdroj — prichod nového zdkaznika do systému,

o fronta — prijmuti zakaznika do fronty,

o fronta — odmitnuti zdkaznika frontou,

o fronta — odchod zékaznika z fronty,

 linka obsluhy — zacatek obsluhy zakaznika,

 linka obsluhy — konec obsluhy zakaznika,

o vychod — odchod zakaznika ze systému.

Protoze je cely mechanismus udalosti v modelu koncipovan takto obecné, mtze mit
riznd vyuziti — napt. muze poslouzit k tvorbé protokolu o vzniklych udéalostech pri
simulaci modelu. V aplikaci je ovSsem tohoto principu vyuzito modulem statistiky, kdy jsou
na jednotlivé komponenty modelu navéseny statistické tridy, které sleduji a zaznamenavaji

charakteristické veli¢iny komponent.

Trida Model
Trida Model sdruzuje vSsechny komponenty do jednoho celku, na kterém je poté prova-
déna simulace. Poskytuje tedy predevsim metody pro pridani nebo odebrani jednotlivych
komponent. Poskytuje kaskddovy mechanismus uzamykani, kdy pfi uzamknuti modelu
uzamkne vSechny obsazené komponenty, stejné tak i pri odemknuti.

Obsahuje metodu addListener (), ktera registruje objekt, ktery je notifikovan o jaké-

koliv udélosti, ktera se vyskytne na jakékoliv komponenté v modelu. Tato funkcionalita
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je totozna tomu, pokud bychom stejny objekt registrovali na vSech komponentach obsa-

zenych v modelu.

Trida Component

Ttida Component predstavuje abstraktni tridu, ktera je predchidcem vsech zakladnich
komponent modelu (zdroj, fronta, linka obsluhy a vychod). Ttida implementuje rysy
a chovani, které je spolecné pro vsSechny prvky modelu. Kompletni prehled vsech atri-
butti a metod zobrazuje obrazek 15.

Implementuje spolecné rysy mechanismu pro uzamykani komponent. Definuje metody
isLocked(), unlock() a predepisuje abstraktni metodu (tzn. kazdy potomek ji musi pre-
psat vlastni implementaci) lock (). Metoda lock() neni implementovana z toho duvodu,
nastaven vystup, apod.), coz je pro kazdy druh komponenty jeji specificky proces.

Mezi dalsi spole¢né rysy patii popisovany mechanismus vzniku udalosti na jednotli-
vych komponentach. Ackoliv vznik udalosti je specificky pro kazdy druh komponenty,
ttida Component implementuje metody pro registraci a odregistraci objekti — tj. me-
tody addListener () a removeListener (). Svym potomkim poskytuje interni metodu
notifyListeners(), diky které jednoduse predévaji informaci o vzniku udélosti vSem
objektim, které maji zajem byt o udalosti informovani.

U kazdé komponenty je mozné nastavit priznak, zdali ma byt pro komponentu vytva-
Fena statistika. Za timto tcelem slouzi metoda setCollectStatistics(). Standardné je
pro kazdou komponentu ve vychozim nastaveni modulem statististiky sbirana a vytvarena
jeji statistika, coz ovSem nemusi byt vzdy vyzadovano. Vypnuti statistiky komponenty ma
pozitivni vliv na rychlost a pamétové naroky provedeni simulace.

Posledni (avSsak neméné dulezitou) zodpovédnosti tiidy Component je poskytovani me-
tod getId() a setId() pro jednotlivé komponenty, pricemz je kontrolovana a zarucovana
unikatnost jmen, tak aby jméno vsech existujicich komponent bylo unikatni a napi. po-
tomek Facility (linka obsluhy) nemohl uzivat stejny identifikiator jako jiny druh kom-

ponenty — napt. Queue (fronta).

Trida Source
Trida Source predstavuje komponentu pro zdroj novych zakazniki. Komponenté lze na-

stavit interval, v jakém zakaznici maji prichazet do systému. Specifikace intervalu je v rezii
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Component

collectStatistics: boolean = true
eventHandlers: Set<EventHandler>
id: String

ids: Set<String>

locked: volatile boolean = false
model: Model

H OB K R R

addListener(EventHandler): void
close(): void

Component()

getld(): String

getModel(): Model
isCollectedStatistics(): boolean
isLocked(): boolean

lock(): void

mustBeLocked(): void
mustBeUnlocked(): void
notifyListeners(Event.TYPE, Customer): void
removelistener(EventHandler): void
setCollectStatistics(boolean): void
setld(String): void

toString(): String

unlock(): void

o4 4+ 4+ 4+ I I E E £+ + + B+ +

Obrazek 15: Vizualizace tfidy Component. Zpracovani autora.

tfidy Interval a muze byt deterministicky nebo ndhodny s exponencidlnim rozdélenim
pravdépodobnosti. Nastaveni se provadi bud definovanim stfedni hodnoty nebo intenzity.

Komponenta nema zadny vstup z ostatnich komponent, ale ma vystup, ktery musi
byt napojen na komponentu implementujici rozhrani Pushable (tj. fronta nebo vychod).
Nastaveni vystupu se provadi metodou setOutput (). Pri uzamknuti komponenty je kon-
trolovano, zdali je vystup opravdu nastaven.

Pro simulator poskytuje tiida interni metodu generate(). Metoda vytvari instanci
nového zakaznika, kterého bezprostiedné po vyvolani udalosti vzniku nového zakaznika

preda komponenté napojené na vystup, zavolanim jeji metody arrival ().

Trida Queue
Trida Queue (fronta) je komponentou umoznujici shlukovani a ¢ekani zakaznikt v modelu
na jejich obsluhu. Fronta pracuje v rezimu FIFO. Umoznuje nastavit, zdali bude mit
omezenou ¢ neomezenou® kapacitu. Lze téZ nastavit vichozi pocet zdkazniki, kteif jsou
ve fronté ihned po zahajeni simulace.

Pro propojeni s ostatnimi komponentami ma fronta jeden vstup a dva vystupy. Vstup

komponenty miize byt napojen na vystup jakékoliv jiné komponenty. Oproti tomu bézny

T v pifpadé neomezené kapacity je jeji velikost omezena implementaéné datovym typem integer.
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vystup fronty muze byt spojen pouze s linkou obsluhy, kterd si z fronty ,,vytahuje® zakaz-
niky volanim interni metody pickup (). Druhy vystup se pouziva pouze v ptipadé fronty
s omezenou kapacitou a jedna se o vystup pro pripad, kdy je zakaznik frontou odmitnut.
Tento vystup musi sméfovat na komponentu implementujici rozhrani Pushable.

Prichod zdkaznika do fronty je signalizovan komponentou, kterou zakaznik opousti po-
moci volani interni metody arrival (). Fronta na zakladé své maximalni kapacity a ak-
tualni obsazenosti rozhodne, zdali zakaznika prijme, ¢i preda vystupnimu prvku pro od-
mitnuté zdkazniky. Pokud je timto prvkem opét fronta (at uz ta stejnd, ¢i jind), mohlo by
dojit k zacykleni zakaznika mezi frontami. Za timto tcelem je stanoven maximélni limit
(100), udavajici maximalni pocet front, kterymi muze zdkaznik bezprostiedné za sebou
projit, aby se zabranilo potencialnimu zacykleni simulace.

Pti uzamknuti komponenty dochazi ke kontrole nastaveni vystupniho prvku pro od-
mitnuté zakazniky, ktery musi byt nastaven vzdy, pokud se jednd o frontu s omezenou
kapacitou. Dale dochazi k vytvoreni instanci jednotlivych zakazniku, pokud ma fronta

nastaven nenulovy pocet vychozich zakazniki.

Trida Facility

Komponenta linky obsluhy, kterd je predstavovana t¥idou Facility mé za kol simulovat
obsluhu jednoho zdkaznika po urc¢ity c¢asovy interval. Doba obsluhy je vyjadirena tfidou
Interval, jsou tedy podporovany stejné funcionality jako v pripadé intervalu prichodu
zakaznikli u komponenty zdroj.

Linka obsluhy ma jeden vstup, kterym musi byt fronta a jeden vystup, kterym je kom-
ponenta implementujici rozhrani Pushable. Pfi uzamknuti komponenty je kontrolovano,
zdali existuje spravny vstupni i vystupni prvek. Simulatoru jsou k dispozici 2 interni me-
tody, a to beginService() a endService(), které zahajuji a ukoncuji obsluhu zdkaznika
na lince obsluhy. Metoda beginService () vraci navratovou hodnotu typu boolean, kterd
znaci, zda skutec¢né zacla obsluha zékaznika (muze se stat, ze ve fronté nikdo necekd a neni

tedy koho obsluhovat).
Trida Exit

Trida Exit predstavuje komponentu vychodu, pricemz se jednd o funkéné nejjednodussi

komponentu. Obsahuje pouze jediny vstup a interni metodu arrival(), kterda prijme
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zéakaznika (instanci t¥idy Customer). O této skutecnosti je vygenerovand udélost a pokud

nejsou udrzovany jiné reference na zakaznika, tak objekt zakaznika zanika.

Trida Simulator

Samotné jadro simuldtoru je tvoreno tiidou Simulator. Ttida ma k dispozici instanci
modelu, na kterém se simulace provadi. Protoze je simulace zaloZena na pristupu dis-
krétni simulace tizené udalosti, uchovava simuldtor instanci kalendare udalosti, aktudlni
modelovy c¢as, ktery ridi a koncovy cas, v némz mé byt simulace ukoncena.

Jakmile je pomoci metod setModel() a setEndTime () prirazen model SHO, kterého
se simulace tyka a konecny cCas simulace, je zapotiebi pomoci metody init() provést
inicializaci béhu simulace. V tomto inicializacnim kroku se do kalendare udalosti naplanuji
casy vygenerovani prvnich zédkaznikii ve zdrojich a provede se pripadné zahdjeni ¢innosti
linek obsluhy, pokud fronty nejsou v nulovém case simulace prazdné.

Po prvotni inicializaci jiz nasleduje samotny béh simulace, ktery je uskutec¢novan vo-
lanim metody step() tak dlouho, dokud je jeji navratova hodnota logické hodnoty true.
S kazdym zavolanim se provede jeden krok simulace, coz odpovida provedeni prvni nej-
blizsi udalosti z kalendare udalosti.

Vybere se nejblizsi udalost, pokud je kalendar udalosti prazdny simulace kon¢i. Simula-
tor nastavi modelovy ¢as simulace na naplanovany c¢as udalosti a podle druhu udalosti vola
patricné metody na komponentach v modelu. Existuji dva druhy naplanovanych udalosti:

o ptichod nového zakaznika,

« ukonceni obsluhy zakaznika na lince obsluhy.

Pr1i prichodu nového zakaznika je pozadan prislusny zdroj o vygenerovani nového za-
kaznika. Ten je poslan na vystupni prvek zdroje, kde se zdkaznika ujme doty¢né vystupni
komponenta. Do kalendéare udélosti je naplanovana pristi udalost prichodu nového za-
kaznika na daném zdroji, pticemz se pozada tiida Interval o vygenerovani nové (at uz
deterministické nebo stochastické) hodnoty, ktera je prictena k aktudlnimu modelovému
casu.

Pokud se jedné o udéalost ukonceni obsluhy zakaznika na lince obsluhy, prislusna linka
obsluhy je o této skutecnosti informovana zavolanim jeji metody endService (). Zakaznik
je poté predan vystupni komponentné linky obsluhy.

Pti obou dvou zminénych udalostech jsou zkontrolovany linky obsluhy. Pokud je né-

ktera z linek obsluhy prazdna a existuje c¢ekajici zadkaznik ve fronté, ihned zacne jeho
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obsluha. Pri této udalosti se naplanuje do kalendare udalosti ¢as ukonceni obsluhy na
prislusné lince.

Vnorena trida Event vyjadiuje polozku kalendare udalosti. Tato polozka obsahuje:

« typ udalosti,

o cas planovaného spusténi udalosti,

« komponentu, které se uddlost tyka (zdroj nebo linka obsluhy).

Kompletni ptrehled vSech atributi a metod tfidy Simulator a vnorené tiidy Event

zobrazuje obrazek 16.

Simulator

- calendar: PriorityQueue<Event> Comparable
- endTime: double

epe - Simulator::Event
- facilities: Facility ([1)

- initialized: boolean = false - component: Component
- model: Model - time: double
- sources: Source ([]) - type: TYPE
- time: double iy s .
kalendar udalosti + compareTo(Event): int
+ getEndTime(): double «| + Event(double, Source)
+ getModel(): Model + Event(double, Facility)
+ getNextTime(): double + getComponentAsFacility(): Facilit
+ getTime(): double + getComponentAsSource(): Source
- checkFacilities(): void + getTime(): double
+ init(): void + getType(): TYPE
+ setEndTime(double): void
+ setModel(Model): void
+ step(): boolean
+ unlockModel(): void

Obrazek 16: Vizualizace ttidy Simulator. Zpracovani autora.

3.4.2 Ukazka pouziti modulu simula¢niho modelu

Nasledujici priklad demonstruje vyuziti modulu simula¢niho modelu napiimo v Java pro-
gramu. Predpokladem je M|D|2 systém, kdy intenzita prichodu zékaznikt do systému
tvori Poissontiv proces s intenzitou 6 zdkazniki/hodinu. Systém obsahuje neomezenou
frontu a dvé linky obsluhy, pficemz doba obsluhy trva 0,25 hodiny (15 minut). Celkovy
modelovy c¢as simulace je 48 hodin.

Vytvorime instance jednotlivych komponent:
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Source sl = new Source();

Queue ql = new Queue();

Facility f1 = new Facility();

Facility f2 = new Facility();

Exit el = new Exit();
Specifikujeme interval prichod a dobu obsluhy:

Interval prichody = new Interval();
prichody.setType (TYPE.EXPONENTIAL) ;
prichody.setRate(5.0);

sl.setInterval (prichody);

Interval dobaObsluhy = new Interval();
dobaObsluhy.setType (TYPE.DETERMINISTIC) ;
dobaObsluhy.setExpectedValue(0.25);
f1.setInterval (dobaObsluhy) ;

f2.setInterval (dobaObsluhy) ;
Propojime komponenty:

s1.setOutput(ql);
f1.setInput(ql);
f1.setOutput(el);
f2.setInput(ql);

f2.setOutput(el);
Nasledné pridame komponenty do modelu, nastavime ¢as simulace a spustime:

Model m = new Model();
m.add(s1);

m.add(ql);

m.add(f1);

m.add(£2);

m.add(el);

Simulator sim = new Simulator();

sim.setEndTime (48.0) ;
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sim.setModel (m) ;
sim.init();

while(sim.step());

3.5 Modul statistiky

Ackoliv je modul simulacniho modelu jadrem celého programu, jeho samostatné vyu-
ziti nema moc vyznam. Simulace sice probéhne pfesné podle specifikace, ale neexistuje
zadny smysluplny vystup programu. Za timto tcelem slouzi model statistiky (balicek
gs.statistics), ktery umoznuje zaznamenat dulezité uddlosti v pribéhu simulace a vy-
pocitat statistické charakteristiky systému.

Standardné obsahuje kazda komponenta svoji statistiku, kterd bude dale struéné po-
psana. Uzivatel neni odkazan na statistické tf¥idy v tomto modulu, ale diky mechanismu

informovani o udédlostech v modelu si muze vytvorit implementaci vlastni statistiky.

Statistika modelu
Statistika modelu je implementovana tiidou ModelStatistics a vztahuje se k celému
modelu. V ramci statistiky jsou implementovany jednoduché ¢itace, které eviduji pocet
prichozich a odchozich zdkazniki v modelu. Jedna se o souhrnna data ze vSech komponent
typu zdroj nebo vychod. Pri sledovani poctu zdkaznikl v systému se rovnéz zaznamenava
minimum a maximum.

Metoda getProbabilityState(int n) vraci pravdépodobnost, ze v systému je prave

n zakazniki. Tato pravdépodobnost je statistického charakteru a je spoctena jako:

= 112
Pn =7 (112)

kde t,, je ¢as straveny ve stavu n (tj. celkovy ¢as, ktery bylo v systému pravé n zadkazniki)
a T je aktualni modelovy c¢as simulace. Za timto ucelem je interné udrzovana tabulka
stravenych casti, kde jsou uchovavany casy t,, pro jednotlivé stavy n.

Stredni hodnota casu straveného zakaznikem v systému je spoctena podilem:

celkovy cas vSech zakaznikl v systému

EW] = 113
W] celkovy pocet vsech zdkazniki v systému (113)
Stredni pocet zakazniki v systému je spocten:
b
E[N]=> pan (114)

kde a je minimalni a b maximalni pocet zadkaznik v systému.

63



Statistika zdroje a vychodu

Jedna se o jednodussi statistiky, které pouze obsahuji ¢ita¢ skuteéného poctu pricho-
zich /odchozich zdkaznikt a jsou schopny uréit spoleéné s pouzitim aktudlniho modelového
¢asu simulace skutecnou stfedni hodnotu intenzity prichodi/odchodi, popf. intervalu

mezi prichody/odchody.

Statistika fronty

Statistika fronty je podobna statistice modelu. Jednotlivé ¢itace eviduji pocty cekajicich,
prichozich® a odmitnutych zékazniki. Na zdkladé jednotlivych &etnosti jsou stanoveny
pravdépodobnosti ¢ekani, prichodu a odmitnuti.

Pii vyuziti stejnych vztahii a principti jako v pripadé statistiky modelu je evidovan
minimalni a maximalni pocet zdkaznikii ve fronté, vypocitavana stredni délka fronty
a stfedni doba c¢ekani zdkaznikl ve fronté. Obdobné jako jsou vypocitavany pravdépo-
dobnosti jednotlivych stavi systému jsou i vypocitavany pravdépodobnosti jednotlivych

stavu fronty.

Statistika linky obsluhy

Statistika linky obsluhy eviduje pocet obslouzenych zdkaznik a celkovy pracovni cas.
Na zakladé téchto idaju je spocteno vytizeni linky obsluhy a jsou ziskany stfedni hodnoty
skuteéného casu straveného zakazniky v obsluze a skutecnd stredni hodnota intenzity

obslouzenych zakaznikii.

3.6 Modul GUI

Pro podporu uzivatelské privétivosti a zefektivnéni tvorby simula¢nich modeli je soucasti
aplikace modul s grafickym uzivatelskym rozhranim. Tento modul vyuziva multiplatformni

grafickou knihovnu JavaFX. Modul GUI je implementovan v balicku gs.gui.

3.6.1 Navrh GUI

Na obr. 17 je znazornén jednoduchy nacrt ndvrhu GUI. V névrhu je obsazeno rozvrzeni

zakladnich grafickych komponent. Aplikace by méla mit 2 zakladni funkéni mody —

SVyrazem ,prichozi® jsou oznaceni zdkaznici, kte¥i jsou frontou piijati, ale stravi v ni nulovy cas,

protoze ihned pokracuji na linku obsluhy.
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prvni umoznuje vytvareni a editaci modelu, druhy umoznuje sledovat statistické velic¢iny

jednotlivych komponent v pribéhu simulace.

Simulator SHO OOO

Soubor Model Simulace Nastaveni
+F [+LO | +V)
tatstik 4]
nazev
G J
[rozloieni pst. ]
- J

Obrazek 17: Navrh grafického uzivatelského rozhrani. Zpracovani autora.

Edita¢ni méd by mél umoznovat pridavat do modelu nové komponenty. Tyto kompo-
nenty mohou byt pomoci mysi rizné premistovany v ramci pracovni plochy. Po vybéru
konkrétni komponenty by mél jit nastavit jeji nédzev a dalsi charakteristické hodnoty.
Na pracovni plose by se méla zobrazovat propojeni vstupt a vystupt jednotlivych kom-
ponent. Propojeni mohou byt uzivatelem konfigurovana. Pracovni plocha by méla byt
posuvna a neméla by uzivatele omezovat svoji velikosti.

Uzivatel ma k dispozici hlavni menu, které by mélo slouzit k ostatnim akcim (napf.
nastaveni parametru simulace, ulozeni modelu apod.). Ve spodni ¢4sti okna je umisténo
tlac¢itko pro spusténi simulace a grafické znazornéni pribéhu simulace.

Moéd statistika slouzi pro prochazeni a zobrazovani statistik jednotlivych komponent.
Uzivatel ma k dispozici pracovni plochu podobnou jako v editacnim médu. Z této pracovni
plochy vybira komponentu, jejiz podrobnou statistiku si chce zobrazit. Statistika by méla

byt vypocitavana interaktivné i v pribéhu béhu simulace.
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3.6.2 Implementace GUI

Zakladni grafické rozvrzeni aplikace a rozmisténi konkrétnich ovladacich prvka je prove-
deno pomoci aplikace SceneBuilder, ktera slouzi ke grafickému navrhu aplikaci vyuzivaji-
cich JavaFX. Vystupem aplikace je XML soubor, ktery predstavuje stromovitou strukturu
jednotlivych grafickych komponent, popisuje zptisob jejich rozvrzeni a konfiguruje atributy
konkrétnich komponent. K této stromové struktute je pripojen tzv. controller, coz je trida
v jazyce Java, starajici se o funkénost a interakei jednotlivych prvka. V pripadé aplikace

yoimulator SHO® je hlavnim controllerem GUI tiida MainWindowController.

Trida MainWindowController

Ttida MainWindowController predstavuje jednu z nejrozsahlejsich t¥id v modulu GUIL.
Jejim tkolem je spravné propojit vsechny grafické prvky v aplikaci, reagovat na udéalosti
uzivatele (kliknuti na tlac¢itko, tahnuti mysi, stisk klavesy apod.), reagovat na udalosti
nékterych grafickych prvki, udrzovat v paméti grafickou reprezentaci simula¢niho modelu

i s pripadné nastavenymi atributy a mnohé dalsi.

Tridy GraphicsModel, GraphicsComponent, GraphicsSource, ...

Ttidy zac¢inajici sviij nazev fetézcem Graphics obvykle reprezentuji grafickou formu kom-
ponent simula¢niho modelu. Kazda z ttid vzdy obaluje prislusnou tiidu z balicku gs.model
a pridava prvky nutné pro grafické vyobrazeni.

Jednotlivé grafické komponenty dédi z abstraktni tiidy GraphicsComponent, kterd ob-
sahuje nékolik riznych metod, které musi potomci implementovat. Mezi predepsané me-
tody patii:

1. Metody pro podporu ziskéni a nastaveni souradnic, na kterych je komponenta vy-

kreslovana.

2. Metody pro zjisténi vysky a sitky grafiky dané komponenty.

3. Metody pro ziskéani absolutnich souradnic vstupnich a vystupnich bod komponent.

4. Metoda render () pro grafické vyobrazeni komponenty na nastavenych souradnicich.
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Trida CanvasController

Tiida ma na starosti propojeni simula¢niho modelu (ktery je v reprezentovan tridou
GraphicsModel) a samotného platna pro vykreslovani grafiky, které je souc¢asti knihovny
JavaFX a je reprezentovano tiidou Canvas.

CanvasController udrzuje svij interni stav, ktery mize nabyvat tii hodnot: BASE,
SELECTED a MOVING. Stav BASE je stavem zakladnim a v tomto stavu se objekt nachazi
po spusténi aplikace. Ve stavu BASE probéhne vykresleni grafického modelu a poté jsou
sledovany udalosti mysi. Pii pohybu mysi je zjistovano, zdali se pod kurzorem nenachézi
néjaka graficka komponenta. Pokud nachézi, tato komponenta je vykreslena zvyraznénou
barvou. Pokud dojde ke stisknuti tlacitka mysi nad komponentou grafického modelu, tato
komponenta je oznacena jako vybrana a CanvasController prechazi do stavu SELECTED.
Pti prechodu do tohoto stavu je vyvolana udalost informujici o zméné vybrané kompo-
nenty. Na udalost reaguje tfida MainWindowController aktualizaci formularovych prvka
pro konfiguraci komponenty. Poslednim stavem je MOVING, ktery nastava pri detekovaném
tahnuti komponenty mysi. V tomto pripadé je komponenté periodicky ménéna jeji pozice
dle souradnic kurzoru mysi. Vysledkem je pfemistovani komponenty.

Pti pohybu komponent po platné jsou automaticky zjistovany hranié¢ni komponenty
(tj. komponenta umisténd nejvice vpravo a nejvice dole), dle kterych jsou dynamicky
upravovany rozmeéry platna. Pokud platno presahne oblast vyhrazenou pro zobrazeni jsou
zobrazeny posuvniky.

Komponenty jsou na platné vykreslovany v pravidelném intervalu 40 ms, coz odpo-
vid4 zobrazeni 25 snimkti/s. Aby nedochazelo k neustélému piekreslovani (a zatézi CPU),
poskytuje tfida CanvasController mechanismum, ktery prekresluje platno pouze po de-
tekované zméné v grafickém modelu nebo aktivnim pohybu mysi nad platnem.

Ttida CanvasController sleduje vzajemné propojeni vstupi a vystupil jednotlivych
komponent v modelu. Na zakladé zjisténych propojeni jsou vstupni a vystupni body

prislusnych komponent na platné graficky spojeny primou c¢arou.

Trida SimulationTask

Reprezentuje tlohu provadéni samotné simulace modelu. S tf¥idou SimulationTask ko-
munikuje MainWindowController, ktery po stisku patiri¢ného tlacitka uzivatelem, spousti
nebo zastavuje simulaci. Simulace je spusténa v novém vldkné, aby svym naro¢nym vy-

poctem a moznym dlouhym trvanim nenarusovala vykreslovani a odezvu GUI. Prostied-
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nictvim tfidy SimulationTask lze zjistovat stav pribéhu simulace, ktery je uzivateli in-
teraktivné vizualizovan. V pribéhu simulace neni mozné upravovat simulacni model, aby

nemohlo dojit k neo¢ekavanym, ¢i zkreslenym vysledktim.

Trida StatisticsThread

Reprezentuje vldkno, které ma na starosti vypocet statistickych charakteristik modelu
a to paralelné s bézici simulaci. Jakmile je uzivatelem spusténa simulace ve statistickém
vlakné, zacéne v periodickych intervalech probihat vypocet statistickych charakteristik
vybrané komponenty. Tridou MainWindowController je dotazovano statistické vlakno
kazdych 100 ms. Chovani se 1isi v zavislosti na internim stavu vlakna, které mize byt:

e ve stavu pripraveno,

» ve stavu probihajici,

» ve stavu dokonceno.

Pokud je vldkno ve stavu pripraveno, tak je pozadano o vypocet statistiky konkrétni
komponenty (dle toho, kterou mé uzivatel vybranou). Po uplynuti ¢asového intervalu je
statistické vldkno opét dotazano, pricemz jeho stav mize byt dokonc¢eno nebo probihajici.

1. Pokud je vlakno ve stavu dokonceno, prevezmou se z vlakna vypocitané charakte-
ristiky, které se zobrazi uzivateli a vlaknu je zadan novy pozadavek.

2. Jestlize vldkno nestihlo dokoncit sviij vypocet a je stdle ve stavu probihajici, zalezi
zdali uzivatel nezménil sviij vybér komponenty. Pokud nezménil, vlakno pokracuje
ve vypoctu statistiky. V opacném pripadé je preruseno a je mu zadan novy pozada-
vek.

Interaktivni vypocet statistickych charakteristik umoznuje uzivateli ,zivé* sledovat,

jak se jednotlivé veli¢iny v pribéhu simula¢niho casu vyviji.
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4 SROVNANIANALYTICKEHO A SIMU-
LACNIHO RESENI

V néasledujici ¢asti prace bude provedeno srovnani analytického a simulac¢niho pristupu

pri feSeni béznych modeli THO. Pro srovnéani je vyuzito modeli, jejichz analytické feSeni

bylo predstaveno v kapitole 2.

Pro teseni analytickych modeli byly pripraveny v tabulkovém procesoru LibreOffice
Calc® patficné vzorce a algoritmy. Reseni se zjednodusuje na pouhé zadani vstupnich pa-
rametri modelu a prakticky ihned jsou vypocitany vsechny dtilezité charakteristiky SHO.
Pripravené vzorce v tabulkovém procesoru podporuji vSechny modely zminéné v kapi-
tole 2, tedy M|M|1, M|M|c, M|M|c|K, M|D|1 a M|G|1. Na obr. 18 je snimek obrazovky

programu Calc pfi analytickém feSeni modelu M|G|1.

Soubor Ugravy Zobrazit  Vleiit Format  Styly  List Data MNastroje  Okno  Mapovéda *

i . . s O, 5| VY “lo o o Abe | B3 . -

P B H-OD&Q XEBER-1£A [ B-BEB-IN o~

ELiberationSans 10 | B I Q &' Ff‘ hd EE E EE % ? % :i $ hd % »

D1 ¥l fx X = 'J o

A B C all

Analyticky vypoéet modelu M|G|1

- ')

3 |Vstupni data —

4 |Vstupni intenzita (A) 21 D

3 |Intenzita obsluhy (p) 43| )

& |Rozptyl funkce hustoty pravdépodobnosti doby obsluhy o | 0,00043 ':.C_’:'

=

f fx

9 |Casové charakteristiky

10 |Stfedni doba stravena ve fronté E[W,] 0,016203703703704

11 _|Stfedni doba stravena v obsluze EW] 0,020833333333333

12 |Stredni doba stravena v systému E[W] 0,037037037037037|

13

14 |Potty zakaznika

15 |Stedni délka fronty E[N,] 0,340277777777778

16 |Stiedni potet zakazniki v obsluze E[N,] 0.4375

17 |Stfedni poget zakazniki v systému E[N] 0, 7FTTTTTTTiTigTg v

< >

o4 r W [ M [ MMe [ MM [ M | Mg |

List5z5 | | Vjchozi | Cettina | | o1 | Pramer;Souget0 | = ——8— 4| 100%

Obrézek 18: Analytické feseni pomoci tabulkového procesoru. Zpracovani autora.

SProgram LibreOffice Calc predstavuje open-source alternativu ke komerénimu programu Microsoft

Excel.
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Pro simula¢ni feseni byl vyvinut vlastni software (viz kap. 3), ktery umoznuje ze za-
kladnich komponent sestavit rizné simula¢ni modely. Kromé modeli zminénych vyse,
simulator umoznuje sestaveni i dalsich modeli, v této praci nepopisovanych — napft.
DIM|1, D|M|c, D|M|c|K, M|D|c, sériové M|M|c v tandemu a mnohé dalsi. Na obr. 19 je

snimek obrazovky simulacniho softwaru pii simulaci M|M|3 modelu.

Soubor Model Simulace Zobrazit

Editar

Statistika

| el

probind simulace N

Statistika fronty Q1
Nazev charakteristiky

=»> Konfigurace fronty <.
Kapacita

Vijchaozi pocet zakaznikd
== Statistika fronty <<<
Podet cekajicich zakaznikd
Podet prachozich zakaznikd
Podet odmitnutych zdkazn...
Pravdépodobnost dekani
Pravdépedobnost prichadu
Pravdépodobnost odmitnuti
Minimalni pofet ve fronté
Maximalni pofet ve fronté
Stredni délka fronty

Stredni doba cekani

»»> Pravdépodobnosti je..
Pravdépodobnost 0 zakaz...
Pravdépodobnost 1 zdkaz...

. VYO TR TSR, W]

Hodnota

nekoneénd

a

1912258

1042282

0
0.6472269794859622
0.35277302050403786
0.0

0
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0.216444045442442

0.4822799981979408
0.10341882405311542

AANIEAONCIYTCATED

Cas: 251812,2 / 1000000,0

o

Obrézek 19: Simula¢ni feseni M|M|3 pomoci simula¢niho softwaru. Zpracovani autora.

Pro kazdy individualni model byl vybran ilustracni priklad, na kterém jsou demonstro-
vany oba pristupy, jak analyticky, tak simulac¢ni. Priklady jsou smyslené a nezaklddaji se
na zadnych faktickych skutec¢nostech. Protoze simulac¢ni feseni je zalozeno na generovani
ndhodnych ¢isel, kazdé provedeni simulace ma mirné odlisné vysledky. Z tohoto dtivodu je
zpravidla provadéno vzdy nékolik experimenti se simulacnim modelem. Pokud neni uve-
deno jinak, byl pfi simulacich nastaven celkovy simula¢ni ¢as simulace na 10° ¢asovych

jednotek.
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4.1 Model M|M|1

Priklad. Do ordinace praktického lékate prichdzi primérné 3 pacienti za hodinu. Bylo
zjisténo, ze prichod zakaznikii je ndhodna veli¢ina odpovidajici Poissonovu procesu. Oset-
feni pacienta u lékare trva primérné 15 minut, pricemz doba oSetfeni ma exponencialni

rozlozeni pravdépodobnosti.

Tabulka 3: Analytické a simula¢ni Feseni modelu M|M]|1

Veli¢ina | Analytické reseni | 1. simulace | 2. simulace | 3. simulace
E[Wg] 0,7500 0,7463 0,7483 0,7475
E[Wg] 0,2500 0,2501 0,2498 0,2501
E[W] 1,000 0,9964 0,9944 0,9976
E[Ng] 2,250 2,238 2,230 2,241
E[Ng] 0,7500 0,7500 0,7483 0,7500
E[N] 3,000 2,988 2,979 2,991

Fg 0,7500 0,7499 0,7483 0,7499
Pg 0,2500 0,2501 0,2517 0,2501
Do 0,2500 0,2500 0,2517 0,2500
D1 0,1875 0,1875 0,1884 0,1876
D2 0,1406 0,1406 0,1408 0,1406
D3 0,1055 0,1056 0,1052 0,1052
D4 0,07910 0,07934 0,07877 0,07898
D5 0,05933 0,05949 0,05908 0,05935

Ze zadani ilustracniho prikladu lze ziskat dva zakladni vstupni parametry pro model.
Prichod zakaznikl s parametrem A = 3, intenzita obsluhy p = 4, pficemz za casovou jed-
notku je povazovana 1 hodina. Tabulka 3 obsahuje hodnoty analytického Teseni spolecné
s hodnotami ziskanymi simula¢nimi experimenty. Hodnoty jsou uvadény po zaokrouhleni
na 4 platné ¢islice. Vyznam proménnych jednotlivych veli¢in je uveden v kapitole 1.3.2.

7 vysledkti uvedenych v tabulce 3 1ze vyvodit nékolik zavért. V prvni rfadé je nutno
konstatovat, ze vysledky simula¢niho modelu jsou velmi podobné jejich teoretickym hod-
notam. Primérna doba pacienta straveného u lékate je 60 minut, z toho primérné 45 mi-
nut ceka v ¢ekdrné a po dobu zbylych 15 minut je oSetfovan. Prichozi pacient bude

s pravdépodobnosti 0,25 prijat ihned k léka¥i bez ¢ekani. Vytizeni 1ékaie je 75 %.
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4.2 Model M|M|c

Priklad. Ve sledovaném intervalu prichézi k pokladnam na vlakovém nadrazi cestujici
v prumérném intervalu 11s mezi prichody. Zakaznik stravi u pokladny primérné 28s.
Na néadrazi jsou otevieny celkem 3 pokladny. Je uvazovano, ze intervaly mezi prichody

zakaznikl se 1idi exponencialnim rozlozenim pravdépodobnosti, stejné tak i doby obsluhy.

Tabulka 4: Analytické a simula¢ni feSeni modelu M|M|3

Veli¢ina | Analytické reseni | 1. simulace | 2. simulace | 3. simulace
E[Wg] 44,83 45,05 45,43 45,08
E[Wg] 28,00 27,99 28,02 28,00
E[W] 72,83 73,04 73,45 73,09
E[Ng] 4,076 4,096 4,132 4,099
E[Ng] 2,545 2,546 2,548 2,546
E[N] 6,621 6,642 6,680 6,645

Py 0,7278 0,7281 0,7293 0,7282
Pg 0,2722 0,2719 0,2707 0,2718
Do 0,04012 0,04012 0,03989 0,04009
D1 0,1021 0,1020 0,1015 0,1019
D2 0,1300 0,1298 0,1292 0,1298
D3 0,1103 0,1102 0,1099 0,1102
D4 0,09357 0,09347 0,09334 0,09344
D5 0,07939 0,07919 0,07912 0,07924

Ze zadani prikladu vyplyva, ze intenzita prichodu zakaznikt A = 111 a intenzita obsluhy
o= 218 Pocet linek obsluhy ¢ = 3. Pouzita zdkladni casova jednotka je 1 sekunda.
Tabulka 4 zobrazuje analytické feSeni i vysledky simulac¢nich experimenti. Cestujici stravi
c¢ekanim ve fronté pred pokladnou primérné 45s. Ve fronté cekaji primérné 4 cestujici.
Pravdépodobnost, ze zakaznik bude obslouzen ihned bez ¢ekani ve fronté je zhruba 0,27.

Primeérné vytizeni pokladen lze vypocitat jako:

E[Ns] 2,55
= =0,85 115
W25, (115
Veli¢iny F[Ng] a E[Wg| v tabulce 4 jsou ziskany jako prumér (veli¢ina E[Wg]) nebo
soucet (veli¢ina E[Ng]) ze vSech linek obsluhy v modelu, protoze simuldtor vyhodnocuje

kazdou linku obsluhy zvlast. Také je nutno poznamenat, ze THO predpoklada rovno-
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meérné stejné vytizeni vsech linek obsluhy, zatimco pti simulaci je vytiZzena nejvice prvni
a nejméné posledni linka obsluhy. Je to dano implementaci, kdy zakaznik z fronty prichazi
vzdy na prvni volnou linku, coz miize v realité odpovidat napt. situaci, kdy zakaznici voli
vzdalenostné nejblizsi volnou pokladnu, ktera poté mize dosahovat vyssiho vytizeni, nez

pokladny ostatni.

4.3 Model M|M|c|K

Priklad. V bezprostiedni blizkosti rusného méstského silnicniho okruhu je provozovana
rucni mycka vozidel. Soucasti mycky jsou myci boxy, ve kterych si fidi¢i mohou umyt
své osobni vozidlo. Priimérna doba stravend mytim vozidla je 8 minut. Bylo zjiSténo, ze
v prubéhu odpolednich hodin na mycku prijizdi v prameéru 13 vozidel za hodinu. Stavebni
usporadani v bezprostiedni blizkosti rusné silnice dovoluje, aby pred mycimi boxy cekala
maximalné 4 vozidla. Vice vozidel by jiz nebezpecné zasahovalo do prilehlé pozemni ko-
munikace. Je predpokladano, ze prijezd vozidel tvori Poissontiv proces a doba obsluhy mé

exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti.

Tabulka 5: Analytické a simula¢ni feSeni modelu M|M|2|6

Velic¢ina | Analytické reseni | 1. simulace | 2. simulace | 3. simulace
E[Wq] 0,09945 0,09951 0,09946 0,09949
E[Wg] 0,1333 0,1334 0,1333 0,1333
E[W] 0,2328 0,2329 0,2328 0,2328
E[Ng] 1,164 1,164 1,164 1,164
E[Ng] 1,560 1,561 1,561 1,560
E[N] 2,724 2,725 2,725 2,724

Py 0,5783 0,5782 0,5784 0,5783
Ps 0,3219 0,3219 0,3217 0,3218
Py 0,09981 0,09998 0,09986 0,09991
Do 0,1178 0,1176 0,1178 0,1178
D1 0,2041 0,2044 0,2039 0,2041
D2 0,1769 0,1770 0,1770 0,1768
D3 0,1533 0,1531 0,1534 0,1533
D4 0,1329 0,1327 0,1330 0,1328
D5 0,1152 0,1153 0,1152 0,1153
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Ze zadani vyplyva, ze pocet linek ¢ = 2, maximélni pocet zadkazniki v systému K = 6,
intenzita prichodu zdkazniki A = 13 a intenzita obsluhy zdkazniki pu = E:) = T7,5.
Zékladni casovou jednotkou je jedna hodina. Z vysledkt obsazenych v tabulce 5 je zfejmé,
ze prumérnd doba ¢ekani vozidla pred mycim boxem je 6 minut (0,1 hodiny), v hrubém
priuméru je mycka obsazena 3 vozidly (2 v boxech a 1 ¢ekajici). Pravdépodobnost, ze pro
prijizdéjici vozidlo jiz neni misto pfed mycimi boxy je 0,1. V 58 % pripadi vozidlo musi

na umyti ¢ekat, ve zbylych 32 % piipadech vozidlo vjizdi ptfimo do myciho boxu.

4.4 Model M|D|1

Priklad. Ve vodnim raji existuje pro navstévniky nékolik zabavnich atrakci, mezi kterymi
je i dlouhy tobogan. Aby byla zajisténa bezpecnost navstévniki, vstup do toboganu je
opatien semaforem, ktery tidi rozestupy jednotlivych navstévnikt. Semafor udrzuje ro-
zestup dlouhy 15s (tj. po dobu 15s je zakdzana jizda dalsiho névstévnika). K tobogénu

prichazi primérné 180 zakazniki za hodinu. Prichod zdkazniki tvori Poissontiv proces.

Tabulka 6: Analytické a simula¢ni feSeni modelu M|D|1

Veli¢ina | Analytické reseni | 1. simulace | 2. simulace | 3. simulace
E[Wq] 0,3750 0,3741 0,3744 0,3732
E[Wg] 0,2500 0,2500 0,2500 0,2500
E[W] 0,6250 0,6241 0,6244 0,6232
E[Ng] 1,125 1,122 1,123 1,119
E[Ng] 0,7500 0,7500 0,7501 0,7497
E[N] 1,875 1,872 1,873 1,869

Py 0,7500 0,7499 0,7499 0,7498
Ps 0,2500 0,2501 0,2501 0,2502
Do 0,2500 0,2500 0,2499 0,2503
D1 0,2793 0,2796 0,2793 0,2792
Do 0,1942 0,1943 0,1944 0,1942
D3 0,1167 0,1166 0,1170 0,1168
D4 0,06764 0,06765 0,06791 0,06792
D5 0,03902 0,03898 0,03885 0,03935
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V prikladu prichazi zdkaznici do systému s intezitou A = 3, zatimco intenzita obsluhy
je i = 4. Casovou jednotkou je jedna minuta. Parametry modelu byly tmyslné zvoleny
stejné jako pro model M|M|1, aby bylo mozné zérover i srovnat tyto modely mezi sebou.

Tabulka 6 obsahuje analytické i simula¢ni feSeni modelu. Primérné ve fronté ceka
jeden zakaznik, pricemz doba ¢ekani je prumérné 22s. Vyuziti toboganu je 75 %. Pravdeé-
podobnost ¢ekani pred toboganem je 0,75.

Pti porovnani modelu M|D|1 s modelem typu M|M|1 je zfejmé, Ze pii stejnych para-
metrech se v modelu M|D|1 tvori fronta s nizsi pramérnou délkou a zdkaznici v praméru
cekaji kratsi dobu.

V pripadé modelu M|D|1 se analyticky model lisi od simula¢niho. Analyticky model
pracuje s casovymi okny konstantni doby obsluhy a pokud neni na zac¢atku tohoto ¢asového
okna ve fronté zadny zakaznik, linka obsluhy ztistane po celou dobu neobsazena az do
nasledujiciho ¢asového okna. V simula¢nim modelu se ovSem necekd na zddné nasledujici
casové okno a obsluha zakaznika zacina ihned, pokud je linka obsluhy volna.

Pro dany priklad lze ilustrovat zminénou odlisnost naslednovné. V pripadé analytic-
kého modelu se semafor zanedbatelné kratce rozsviti zelené a poté 15s blokuje vstup do
toboganu, nehledé na to, zdali je v tobogdnu néjaky navstévnik. Simula¢ni model pred-
stavuje semafor, ktery detekuje navstévnika pti vstupu do toboganu a poté blokuje vstup
15s. Pokud ovSem do tobogénu nevstoupi zadny zakaznik (fronta je prazdnd) zustava na

semaforu zelené svétlo.

4.5 Model M|G|1

Priklad. Ve stredné velké firmé zaméstnanci sdili spolecnou tiskarnu, ktera je zapojena do
pocitacové sité. Od riznych zaméstnanct prichazi v pribéhu dne pozadavky na tisk riiz-
nych dokumenti. V prameéru prichazi 12 pozadavkil za hodinu. Prichody pozadavk tvori
Poissontiv proces. Neni znamo konkrétni pravdépodobnostni rozlozeni doby tisku jednoho
dokumentu. Statisticky bylo zjisténo, ze priumérna doba tisku dokumentu je 1 minuta,
rozptyl této veli¢iny je 1.

Zkoumany model M|G|1 mé intenzitu ptichodi A = 0, 2, doba obsluhy m4 stfedni hod-
notu E[S] = 1 a rozptyl 0® = 1. Pouzita ¢asovd jednotka je 1 minuta. Protoze simuldtor
podporuje pouze exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti, bylo v simulaci vyuzito prave

ono. Pro pouziti exponencidlniho rozdéleni pravdépodobnosti musi byt splnéna nésledujici
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Tabulka 7: Analytické a simula¢ni feSeni modelu M|G|1

podminka:

Velicina | Analytické reseni | 1. simulace | 2. simulace | 3. simulace
E[Wq] 0,2500 0,2511 0,2467 0,2494
E[Wgs] 1,000 1,003 0,9988 1,001
E[W] 1,250 1,254 1,246 1,250
E[Ng] 0,05000 0,05011 0,04911 0,04993
E[Ng] 0,2000 0,2000 0,1988 0,2004
E[N] 0,2500 0,2503 0,2479 0,2503

E[S)? = o*

(116)

7 vysledkt v tabulce 7 vyplyva, zZe stfedni doba ¢ekani dokumentu v tiskové fronté je

15s. Vytizenost tiskdrny je 25 %.
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ZAVER

V préci jsou predstaveny rizné modely systémi hromadné obsluhy, véetné metod jejich
analytického Teseni. Prace také obsahuje nezbytny tvod do teorie ndhodnych procestu
a odvozeni matematickych vzorci pro urceni pravdépodobnosti a jinych charakteristik
zkoumanych modelil systémt hromadné obsluhy.

Nemalé tsili bylo vénovano vyvoji simula¢niho softwaru, ktery by umoznoval simulaci
riznych modeli. Podarilo se vytvorit desktopovou aplikaci, kterd je napsana v progra-
movacim jazyce Java a vyuziva grafické knihovny JavaFX. Zminovana aplikace obsahuje
modul simula¢niho jadra, diky kterému je mozné provadét simulace programovou formou.
Uplatnéni tohoto modulu neni jen pro grafickou nadstavbu, ale mize najit uplatnéni
i u specifickych a netypickych simulaci, u kterych je nutné ziskavat specifické simulac¢ni
vystupy. Takové vystupy je mozno ziskat implementaci vlastnich statistickych t¥id.

Zminovana aplikace byla rozsitena o uzivatelské rozhrani, ¢imz se simula¢ni jadro zpii-
stupnuje vSem uzivatelim, ktefi neumi nebo nechtéji simula¢ni model popisovat jazykem
Java. Graficka nadstavba vyuziva obsazenych statistik pro jednotlivé komponenty, které
by mély uspokojit vétsinu béznych potteb uzivateli.

V ramci prace bylo provedeno nékolik simulaci, pricemz jejich vysledky se priblizo-
valy analytickému feseni ekvivalentnich modeli. U modeli, kde je znamo analytické te-
seni, bych doporucil uprednostnit pravé toto reseni. Analytické feseni poskytne presnéjsi
hodnoty charakteristik. Pokud se pro potfebny model pripravi potiebné vzorce (napr.
v tabulkovém procesoru), tak jsou vysledky ziskdny rychleji nez v pfipadé simulace.

Vyhoda simulace spoc¢iva v pouziti pro systémy, jejichz analytické reSeni neni znamo
nebo je prilis komplikované. Pokud analytické feSeni neni znamo, tak se vyslovené na-
bizi pouzit simulacniho Teseni. To ovSsem musi byt uzptusobeno tak, aby simula¢ni model
systému nezanedbaval podstatné vlastnosti realného systému. V pripadé, Ze je analytické
feseni prilis komplikované, mize byt zvolen simulacni pristup, ktery sice nemusi dodat
nejpresnéjsi vysledky, ale nevyzaduje komplikovana matematicka odvozeni.

Pri feseni systému hromadné obsluhy simulac¢nim pristupem, muze nastat problém
s obtiznosti tvorby simula¢niho modelu. Tuto ¢innost se snazi co nejvice zjednodusit

aplikace vznikla v této préci, popt. obdobné existujici aplikace.
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Vyvinutou aplikaci je mozné do budoucna rozsitit o jeji dalsi funkénost implemen-
taci dalsich pravdépodobnostnich rozdéleni, implementaci specifickych komponent apod.
Mozné vyuziti je predevsim jako jednoduse pouzitelny software pro zkoumani a pocitaco-

vou simulaci rizné komplikovanych systémt hromadné obsluhy.

78



POUZITA LITERATURA

1]

[10]

LINDA, Bohdan. Stochastické metody operacniho vyzkumu. Bratislava: Statis, 2004.
ISBN 80-85659-33-6.

ZIMOLA, Bedrich. Operacni vijzkum. Vyd. 4., nezm. Zlin: Univerzita Tomase Bati,
2004. ISBN 80-7318-208-4.

JABLONSKY, Josef. Operacni vjzkum. Vyd. 3. Praha: Vysok4 kola ekonomick4,
2001. ISBN 80-245-0162-7.

PESKO, Stefan. Tedria hromadnej obsluhy: Predndsky pre AM [online]. 2001. Zilina
[cit. 2019-01-30]. Dostupné z: http://frcatel.fri.uniza.sk/users/pesko/0A2/

oa2m.pdf

GROSS, Donald. Fundamentals of queueing theory. 4th ed. Hoboken: John Wiley,
c2008. Wiley series in probability and statistics. ISBN 978-0-471-79127-0.

BACCELLI, Francois a Pierre BREMAUD. Elements of queueing theory: Palm mar-
tingale calculus and stochastic recurrences. 2nd ed. Berlin: Springer-Verlag, ¢2003.
Applications of mathematics. Stochastic modelling and applied probability, 26. ISBN
3-540-66088-7.

VORACOVA, Sérka. Webskriptum - Teorie hromadné obsluhy [online]. Praha [cit.
2019-02-10]. Dostupné z: https://www.fd.cvut.cz/department/k611/PEDAGOG/
K611THO.html

SIGMAN, Karl. Lecture Notes on Stochastic Modeling I: Little’s law [online].
2009. New York [cit. 2019-04-21]. Dostupné z: http://www.columbia.edu/~ks20/

stochastic-I/stochastic-I-LL.pdf

KOUTKOVA, Helena a Ivo MOLL. Zdklady pravdépodobnosti. Brno: Akademické
nakladatelstvi CERM, 2008. Ucebni texty vysokych skol. ISBN 978-80-7204-574-7.

MENDENHALL, William, Robert J BEAVER a Barbara M BEAVER. Introduction
to probability and statistics. 12th ed. Belmont: Thomson Brooks/Cole, ¢2006. ISBN
0-534-41870-8.

79


http://frcatel.fri.uniza.sk/users/pesko/OA2/oa2m.pdf
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/pesko/OA2/oa2m.pdf
https://www.fd.cvut.cz/department/k611/PEDAGOG/K611THO.html
https://www.fd.cvut.cz/department/k611/PEDAGOG/K611THO.html
http://www.columbia.edu/~ks20/stochastic-I/stochastic-I-LL.pdf
http://www.columbia.edu/~ks20/stochastic-I/stochastic-I-LL.pdf

[11] RABOVA, Zdena. Modelovini a simulace. 3., preprac. vyd. Brno: VUT, 1992. ISBN
80-214-0480-9.

[12] ROSS, Sheldon M. Simulation. Fifth edition. Amsterdam: Academic Press, 2013.
ISBN 978-0-12-415825-2.

80



SEZNAM PRILOH

Priiloha A

81



PRILOHA A

Priloha popisuje adresarovou strukturu a soubory na prilozeném CD.

/

|  dp_danhel.pdf

| analyticke_reseni.ods

| -- simulacni_reseni
|-- resene_modely
| -- SimulatorSHO-linux64
| -- SimulatorSHO-win64

| -— zdrojovy_kod

Soubor dp_danhel.pdf obsahuje elektronickou verzi této prace ve formatu PDF (Por-
table Document Format).

Soubor analyticke reseni.ods obsahuje vzorce a algoritmy umoznujici analytické
reseni modelti. Soubor je ve formatu OpenDocument Spreadsheet a byl vytvoren v pro-
gramu LibreOffice Calc.

Adresar simulacni_reseni obsahuje vyvinuty software, ktery byl pouzit pro provadéni
simulaci. Podadresar resene_modely obsahuje ulozené modely, které lze nacist v simulac¢ni
aplikaci a dale jsou zde obsazeny ukkazkové exporty statitistik z nékterych béht simulace.
Podadresar SimulatorSHO-win64 obsahuje spustitelny kod aplikace, ktery je sestaven pro
platformu Windows 64 bit. Podadresar SimulatorSHO-1inux64 obsahuje spustitelny kod
aplikace, ktery je sestaven pro platformu Linux 64 bit. Podadresar zdrojovy_kod obsahuje

zdrojové kédy programu v jazyce Java.
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