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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

0 KONVERGENCI A UŽITÍ ITERAČNÍCH METOD 

JOSEF KOLOMÝ, Praha 

Došlo 17. listopadu 1959 

V práci je zobecněna metoda složené iterace s proměnným parametrem 
a metoda podobné iterace. Jsou nalezeny podmínky pro konvergenci obou 
metod a odvozeny vztahy pro odhad přesného a přibližného řešení funk
cionálních rovnic v Hilbertově prostora. Dále jsou odvozeny některé nové 
metody jejich přibližného řešení obdobné metodě Neumannově, Wiardově [1], 
Bucknerově [2], Samuelsonově [3]. Uvedených metod je užito k nalezení přibliž
ného řešení systému lineárních algebraických rovnic a k řešení integrálních 
rovnic Fredholmova typu. Výhody nových metod jsou ilustrovány na numeric
kých příkladech. 

I. A. BIRGER [4] podal nové metody přibližného řešení funkcionálních rovnic: 
metodu složené iterace s proměnným parametrem a metodu podobné iterace, avšak 
bez podmínek a důkazů konvergence a udání příslušných odhadů obou metod. 
O těchto otázkách, o zobecnění, užití I. A. Birgerem navržených a některých dalších 
nových metodách je pojednáno v této práci. 

L METODA SLOŽENÉ ITERACE S PROMĚNNÝM PARAMETREM 

1.1. Nechť H značí Hibertův prostar. Nechť Je dána rovnice 

(1.1) Ay=f, 

kde A je lineární ohraničbný symetrický operátor v H,fje daná, y je hledaná funkce 
z prostoru H 

Proces složené iterace s proměnným parametrem je dán vztahy: 

(1-2) yn+i = yn + jíA-> 
hn~f-Ayni n = 0,1,2,... 

kde koeficienty f}ny (n = % 1,2,...) určíme z podmínek, aby funkcionál 

F(y)~U-Ayf 



nabýval pro prvky yn+i (» = 0, 1, 2,...) nůnimální hodnoty. 

Vyjádříme koeficienty Pn (n = 0, 1, 2,...) 

F(yn+Í) = F(yn + PA) = (A(y„ + PX), A(yn + PA)) -
-2(f,A(yn + pnhn)) + (fJ) = 

= \\Ay„\\2 - 2fin(hn, Ahn) + pl\\Ahn\\2 - 2(f, Ayn) + \\f\\2 . 

Předpokládejme, že \\AK\\ > 0, n = 0, 1,2, ... 
Z podmínek 

(1.3) ^ H - ° . « = 0,1,2,... 

nalezneme 

( ř k ^ 
ll̂ -A, 

Jelikož 
d2F(yn+1) 

dp, 

podmínka (1.3) dává minimum funkcionálu F(y), 
Iterační proces (1.2) má tedy tvar 

(Ahn, h„) 

(I-4) V» , , , , , , 2 

a = 2 M h в | | 2 > 0 , 

(1-5) Л + i - Уn + ^ ^ Г T Г A» 

Věta 1. Nechť A je lineární samoadjungovaný operátor v Hilbertově prostoru H 
a nechť 

(1-6) m\\y\\2
1g(Ay,y)^M\\y\\2, 

kde 

m = inf (Ay9 y) , M = sup (Ay, y) , 0 < m <̂  M < -F oo . 
y e H yeJJ 

11*11-i IMI-i 
Potom posloupnost {y»} definovaná vztahem (1.5) konverguje v normě prostoru Hk ře
šení rovnice (l A) a platí odhady: 

(1-7) \\y ~ yn\\ ú ky*\\f - Ay0\\ , 

(1-8) Wy-ynWúkyWf-Ay^w, 

(1.9) ny - JJI Š * (nf- Ayn.A
2 - {Ah;::,K::)2X, 

{ M*.-ill J 
kde 

M 
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Důkaz. Především 

(1.10) F(yn) - F(yn-1) = - 2,ViO-A,-i, K-x) + J?n
2-iMh„-ill2 = 

• -, _ 2 (-**»-1» *•--/* + (^,-iA-i) 2 „ 

(h»-l,^Ãл-l)2 

MAи-ill2 Mlt„-ill2 

< 0 . 
Mltn-lll2 ~ 

Pokážeme, že limity,,) = 0. Podle našeho značení F(yn) = | | h j 2 . Protože A je 
n-*oo 

saaoadpngovaný, je ||vá|| = max(\m\, \M\). Avšak 0 < m _: Af, tedy ||A|| = M. 
Odtud, podle (1.6) a (1.10) 

J ^ - Í ) - -*(*> - -ty-o Af"1,;̂ "01,- = 
11^,-iH l|A»-ill 

>-YV ^ ̂ Ifc-if - / " V j f v ) • 
-^"-^Min^-if-W^-0-

Z této nerovnosti dostaneme, že 

(1.11) © 2 5 - ^ 0 ^ ( 1 - ^ ) - ^ . - ! ) . 

(1.12) 0^F(yn)s(^^jF(yo). 

Odtud plyne, že lim F(yn) = 0. Podle předpokladu věty existuje A"1 a je ohraničený. 
»->O0 

Existuje tedy konstanta k > 0 tak, že 

(1.13) ib - yj2 š A^M(y - yB)||2 = fc2||/- -4F.I* = k2 F(yn) -> 0 . 
Odtud, z (1.12) a (1.11) obdržíme první dva odhady. Ze vztahu (1.13) a (1.10) dosta
neme nerovnost (1,9). Tím je věta dokázána. 

Poznámka 1. Ve vztazích (1.7), (1.8), (1.9) lze volit k = M""1! nebo k = — . 
m 

Skutečně 

iiyn nyn 
Položme 

M(A)= inf \\Ay\\, yeH, ||yl = 1. 

Pak m(A) M"1)! = 1. Z definice čísel m(A), m plyne, že _ —. Nemusíme 
m(At) m 

tedy provádět výpočet M"""1!!, ale stačí volit &==;—, Číslo m(A) se v některých 
m 

m 



případech určí snadněji než \\A~xh Odhady pro k = — — jsou lepší nebo tak dobré 
m[A) 

jako pro k = 1 
m 

• 

Poznámka .2. Posloupnost ßn je ohraničená: 

Ąйßn 
M2 

á. 
н  

2 y 

m 

к< 
m2 = 

ßn <. 1 
m 

Důkaz tvrzení plyne okamžitě z nerovnosti (1.6) a z poznámky L 
Ukážeme, že tvrzení věty 1 zůstane v platnosti, lze-H operátor A symetrisovat 

Hneárním ohraničeným a kladným operátorem B. 

Definice 1. Řekneme, že operátor A je kladný, jestliže pro y =|= 0, y e H (Ay, y) > 0; 
(Ay,y)~0=>y = 0. 

Definice 2. Řekneme, že lineární ohraničený operátor A je symetrisovatelný lineárním 
ohraničeným kladným operátorem B, jestliže pro libovolné x,yeH" 

(1.14) (BAx,y) = (x,BAy). 

Nechť H je reálný Hilbertův prostor (úplný a separabilní). Definujme v H skalární 
součin 

(1.15) [x,y]=(Bx,y). 

Skalární součin (1.15) definuje na množině všech x,yeH nový Hilbertův prostor fy, 
který však obecně nemusí být úplný. Doplněním o jeho Hmitní prvky získáme již 
úplný prostor, který v dalším budeme značit symbolem fyQ. Norma v fy0 je dána rov* 
ností 

\\yha = (*y,yf-
Jako dosud normu prvku y v H budeme značit znakem \\y\\. Protože B je ohraničený 

(1:16) \\yh0ú\\B\\*\\y\\, yeH. 
Ze separabilnosti prostoru H plyne podle (1.16) separabilnost prostoru fy0. Podle 
(1.14) operátor A je symetrický v fy. 

Lemma 1. ([10], [11]). Nechť A je lineární ohraničený operátor v H. Pak A je -ohrani
čený v fy a\\A\\t ú MIL 

Operátor A je ohraničený a symetrický v fy, lze jej tedy rozšířit na samoadjungo-
vaný operátor v fy0. Označme rozšíření operátoru symbolem A. 

Nechť Hneární ohraničený operátor A je takový, že pro libovolné yeH 
(BAy,y)^m(By,ý), m>0. 

Pak rovnice (1.1), kdefe H má právě jedno řešení v H a pro Hbovolné y e fy0 je 
™L>>y] -Š í^y,y] ú M[y,y\ , 
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kde 
M = Uh = NU • 

Odtud plyne, že rovnice 

(1.17) Ay=f 

má právě jedno řešení v j£0. Tedy úloha, určit y* rovnice (Li) v H je ekvivalentní 
Hoze: nalézt jediné řešení rovnice (1.17) v prostoru Jp0. 

IJStfm tvrzní věty 1 dostaneme: 

VŠia 2* NeeMMneární ohraničený operátor A je symetrisovatelný lineárním ohraniče
ným a kladným operátorem B v reálném Hilbertově prostoru H. Nechť pro každé ye H 

m(By, y) S, (BAy, y) <> M(By, y) , 0 < m ^ M. 

Pak rovnice (Li) má právě jedno řešeníy* v H, posloupnost {yn} definovaná vztahy 

(1.18) j B + 1 = yn + o A , ^ = / f ^ ? ? ; \ > * . = / - ^ « 
(BAhn>Ahn) 

konverguje v normě J£>0 k j * rycMosti geometrické posloupnosti s kvocientem q = 
v2 

- ( 5 ) 
Poznámka 3. Ve větě 2 lze položit M = ||Á||. Jestliže operátor B je ohraničen 

zdola, pak posloupnost {yn) definovaná rovnostmi konverguje k y* v normě H. 

Lemma 2. (Viz [9].) Jestliže A je kladný ohraničený symetrický operátor v H, pak 

(1-19) MJ| | 2 = U\\(Ay,y). 

Důkaz tvrzení plyne z identity 

Mil l!4»ll2 = U\\2(Ay,y) - {(A(\\A\\ y - Ay), ||A|| y - Ay) + 
+ \\A\\Uy\\2 -(A2y,Ay)}. 

Věta 3. Nechť A je kladný symetrický ohraničený operátor v H. Nechť existuje ope
rátor A""1 a je ohraničený v H. Pak posloupnost {yn} definovaná rovnicí (1.5) konver
guje v normě H k řešení rovnice (1 A). 

Důkaz. Protože A"1 je ohraničený, existuje číslo / > 0 tak, že 

(1-20) • \\Ay\\ ž lIMI. 
Podle (1.10) 

MA„-ill 

Posloupnost {P„||} je monotónní a ohraničená. Je tedy konvergentní. Tudíž 

(1.21) Um ( - ^ ^ = 0 . 
-oo \\Ah„\\2 

m 



Podle (1.19) 
(Ah„, h„f (Ahn, h„f = (Ahn, hn) 

\\Ahnf ~ M||(Ah„,hB) |!A|| 

Odtud a podle (1.21) lim(Ah„, h„) = 0. Tedy lim ||AhJ = 0. Z nerovnosti (1.20) 
n->oo n-»oo 

plyne, že Um ||hn|| = 0. Odtud a podle (1.20) \\y - y„\\ -* 0. Tím je věta dokázána. 
n->oo n~>oo 

1.2. K tomu, abychom obdrželi lepší odhady než dává věta 1, můžeme definovat 
složitější iterace, ovšem na úkor obtížnějších početních výkonů. 

Podle (1.5) je 

v - v 4- R h R ~ (Ah°> k°) v - v 4- R h R (Ak^ kl) 
yl - y0 + PohO > PO - 2 9 y2 - yl + P l h l , Pl = ' . 

Il^oll Mhill2 

Druhý iterační krok je 
y2 = yo + (Po + Pi) h0 - PJ0Ah0 . 

Položme 
yi = yo + o*o + PAK, 

kde a, /? určíme z podmínek 

Híi) _ 0 5Fty1) = 0 

5a 5j8 

Odtud dostáném soustavu lineárních algebraických rovnic: 

a.KII2 + J?(u0, Áw0) =- (AT 1^, Uo) , a(u0, Au0) + j3||Ař/0||
2 = ||w0||

2 , 

kde u0 = Áh0. Je-h 
||u0]|2IMu0||2--(u0,^0)2*o, 

lze určit a, jS. Při tom yx dává funkcionálu F(j) hodnotu menší než dva kroky iterace 
(1.5). Jsou-li splněny předpoklady věty 1, je zřejmé, že obecně platí 

\\y - yn\\ = kdn{F(y0)f , \\y - j?J Š kO^(y»-i)}* , 
kde 

Když tento článek již byl připraven do tisku, seznámil jsem se s prací V. M. FRID-

MAN, Nové metody řešení lineární operátorové rovnice (DAN 1959, sv. 128, čís. 3). 
Autor hledá řešení rovnice 

(1.22) Lx~ Ax~y = 0, 

kde A je lineární ohraničený operátor v Hilbertově prostora H ve tvaru 

xn+l ^ xn + &nzn > zn = A ^Xn • 
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Koeficienty e,, určí z podmínky, aby 

-f \\Xn+1 - X\\2 = 0 . 
den 

Odtad 
IIL^II2 

eи = -
IÁ*£*J2 

Mecfcí ®ymb®í Ni^žičí podprostor nuiových prvků operátoru .4. O konvergenci této 
metody platí tato věta (V. M. Fridman): 

Věta. Posloupnost {xn} definovaná rovností 

Xn+1=Xn-
 ]]LxJ

2A*LXn IU*L*J2 

konverguje monotónně silně k řešení rovnice (L22). Jestliže m a M jsou hranice operá
toru A*A na prostoru HQ N, pak {xn} konverguje s rychlostí geometrické posloupnosti 
s kvocientem q = (M - m)\(M + m). 

13. Systémy lineárních algebraických rovnic. NechťKEn značí n rozměrný Eukleidův 
n 

prostor (prostor všech vektorů y = {yu y2>..., yn} s normou \\y\\ = ( £ lyil2)*. Budiž 
i = l 

dána soustava lineárních algebraických rovnic 
n 

(1-23) I> i*y*=/ i , i = l , 2 , . . . ,n , aik = aki. 
jfc=i 

V En zapíšeme systém (L23) ve tvaru Ay = / kde operátor A je dán kladně definitní 
symetrickou maticí | |a f t | | ,/« {/i,/2, ...,/„} je daný a v = {yuyl9 ...,>»} hledaný 
prvek 2 .̂ Označme 

n ii 

^ = min £ <*&&;.- "Mt = max £ a^x^k 
x,zeEn i,fc=l x,2fJE„ i,Jk=-l 

za podmínky, že 

EW2 = i, Í N 2 = I . 
j r=l i = l 

Potom iterační proces {j>(m)} definovaný vztahy 
j-e+D = •>,(«) + ^CO/^V #*» = {Af>,hf >,...,/#">} , 

n ^(m) 

W-fi- !,**#», !3(M)=^)' /« = 0 , 1 , 2 , . . . , 

konverguje v En a platí tyto odhady: 
ib - ym)ii = ( 1 1 * - ^ " W = — ym«f- ^ ( 0 ) n . 

*-=i mt 

\\y - yim)\\ S i - íllf - ^ - " l 2 - ^ l y f . 



kde 

c ( m ) = T aJkhf>hk

m >, *<"•> = E I I a д h f > | 2 , 
Lfc=l J = l fc=l 

/ 0 ) = {y{0\y2°\...,y^}єEn, y = (Ml~mì)\ 
Mt 

n n 

F(y) = I [{ I aJkyk}
2 - 2 1 aJkykfs + / * ] . 

J = l fc=l fc=l 

Případ nesymetrické matice llflifcll^íí se převede na výše uvedenou úlohu. 
Rovnice (1.23) je ekvivalentní s rovnicí 

n n n 

Z ( Z ajiajk) yk = Z akďk, i = i,25...,/2, 
fc=l .7 = 1 k=l 

je-li tato řešitelná. 
Iterační proces je dán těmito vztahy: 

( m + l ) '__ (m) _̂ _ g(m)^(m) 

kde 

i r } - ž '*ďj - i (i ajfiá yp=i *iM - i «^ m ) }= i *jihr. 
.7 = 1 & = 1 J = l / = 1 fc=l J = l 

n n n 

f** = í£f» ^ = t Ž ayi-^í"^ . l(B,)= I 11 ( I -JI-/0 jTl2 

lK ' i,k j = l i = l fc=l J = l 

Platí tyto odhady: 

lb-/m>ll=_Lľ7ll/-л/0>|], 
m2 

-/m)llái-{ll/-^-1>H2-^^}2, \\y 

kde m 2 > 0 a M2 jsou hranice operátoru A*^4 (A* značí matici ||a*č||, kde a% = a^), 
(0) ,, (Ml - m|)* 

л л n 

F(y) = 11/- ^ « 2 = ! { [ ! ( ! aj^ytf ~ 
i = l * = 1 j = l 

- 2 1 ( 1 %*,*) **/, + ( É ^JíO2} • 
k = l j = l * = 1 

1.4. Fredholmoyy integrální rovnice. Budiž dána integrální rovnice 

(1.24) y(x) - X$b
aK(x,s)y(s)ds=f(x), 
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kde 
f(x)eL2(a,b), K(x,s) = K(s,x), 

Jí J"a K
2(x, s) dx ds < + oo . 

„ X 
Předpokládejme, ze — < 1, k = 1, 2, ..., kde Xk jsou charakteristická čísla rovnice 

4 
(1.24). Položme A = I - XK, kde 

Ky~jb
aK(x,s)y(s)ds. 

OznaQme-li 

#! = iaf — , $ 2 = max —, 
k Ak k 4 

pak 

(l - h)\\yf ú(Ay,y) ú(l - h)\\yf • 
Iterační proces 

yn+1 = J» + M . , w = o, 1, 2,..., 
kde 

hB(x)=/(x)-j„(x) + l J ^ ( x , í ) A ( J ) d í , JS„ = 5 ^ , 

. •••-, '. • • -̂ (*!-> -= Jí A? <i* - -A jí /í -r(^«) ^.*) .^(ř) d* dř., 
UK) = Fx(hn) -XSajl K(X, t) hn(X) h„(t) dxdt + 

+ X2$a£jaK(x,t)K(t,s)hj(x)hXs)dxdsdt 

konverguje k přesnému řešení rovnice (1.24) a platí tyto odhady: 

I b - J ^ = - 6 > " { / ^ 0 ) } * , 

-л,Sìk-,)-ад, 
Cl l -̂ 2 (À,-l)J 

\\y 

kde 

O 2 ••— r ^ * 

c2 

(1.25) F(j) = 1 £ £ #(*, Í ) j{*) Ks) dx d* + 21 Jí Jí iř(x, J) ><s)f(x) dx ds + 

+ JÍX*)[J<*) - 2f(*)l <** + Jíf2W d*, 
//(x, Í-) = 1 Jí K(x, t) K(t, s)dt- 2K(x, s) . 

X ' • . . - . • 
Jestliže— > 1 a jádro K(x,sfmgm symetrické, pak nelze bezprostředně užít věty 1. 4 

Rovnice (1.24)ji ekti*afcnttá íovláci 

(13&} d*Ay-A*f, 

1SC 



kde 
A*y=y-X\aK(s,x)y(x)áx. 

Jádro fí(x, s) rovnice (1.26) má tvar 

H(x, s) = K(x, s) + K(s, x) - X $t K(x, i) K(t, š)át. 

Jádro H(x, s) je symetrické, značí-li lk jeho charakteristická čísla, pak X/Xk < 1. 

1.5. Numerický příklad. Řešme rovnici 

(1.27) y(x) - X | J K(x, s) y(s) ás = x2 , 

kde 

(1.28) K(x,s) = íf-Sl> ° š ^ í á 1 ' 
V ' \s(\ -x), 0 = s < x = \ . 

metodou složené iterace s proměnným parametrem. Charakteristická čísla rovnice 
(1.27) s jádrem (1.28) jsou Xk = k2%2, (k = 1, 2,....). 

1. Položme X = 1, y0 = x2, pak m = 1 - \\%2,M = 1 , 
Aho = T T ( T Í * + í * 3 " * 4 - ŠT*6)> (^lto, l*o) = 0,000 6935 7093 ,. 

|| Ah01|2 = 0,000 6284. 

Odtud p0 = 1,10372. Prvním iteračním krokem dostaneme 

y i = x2 + 0,09\9Sx(\ - x3). 

Odhadneme ||j - yi\\. Předně k g l/m = 1,11274, 

(Ah°' h°) = 0,000 7654, Uholl2 = 0,000 7716 . 
MAolI 

Podle (1.9) I I J - J J ^0,0028. 

2. Položme X = - 1, y0 = x2. Pak m = 1, M = 1 + 1/JI2, 

(Aho, lto) = 0,0010048401, ||Ah0[|2 = 0,00135 . 
Odtud P0 = 0,74433 a tedy;^ = x2 - 0,06203^(1 - x3),přičemž \\y - yt\\ ú 0,0048. 

3. Položme X = - 10, j 0 = *2- Pak /w = 1, M = 1 + 10/TI2, 

(Aho, lto) = 0,1525673398 , t|Ah0||
2 = 0,30372. 

Odtud fi0 = 0,50233. Prvním iteračním krokem dostaneme 

y i = x2 - 0,4\S6\x(\ - x3). 

Odhadneme podle (1.9) \\y - y j . Především ||h0 | |
2 = 0,077716, 

(Ah0,ho)2
 ? 6 6 3 4 j 

lUltoll2 

Odtud Wy-yA = 0,073. 
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H. METODA PODOBNÉ ITERACE 

2.1. Nechť H značí reálný Hilbertův prostor, který nesplňuje nutně axiom úplnosti. 
Budiž dána rovnice 

(2.1) Ay~f, 

kde A je ohraničený lineární operátor v H, /je daná a y hledaná funkce z H 

Rovnici (2.1) řešíme iteracemi 

(12) yn+í~Pf+fin(I~PA)yn, n = 0,1,2,..., 

kde P je lineární ohraničený operátor v H a koeficienty j3n (n = 0, 1, 2,...) určíme 
z podmínek, aby funkcionál F(jy) = ||f — Ay\\2 byl pro prvky finym (n = 0,1, 2,...) 
minimálním. Předpokládejme, že \\Ayn\\ > 0, n = 0,1,2,... Z podmmky 

(2.3) ^ ) = 0 , . . , - 0 . 1 , 2 , . . . 

dostaneme, že 

X ' M A « 2 

Nedrf spnbol Jř značí množinu všech reálných čísel. Protože 

• ^ ^ = 2 I ^ f > 0 , 

je . ."•' •••••. 

(2-5) , F(p„yn) = MmF(ryn). 

Iterační proces (2.2) má tvar 

(2.6) ytt+1=pf+(áM(I^pA)yn9 „ - 0 , 1 , 2 , . . . 
Uyn\r 

V dalším užijeme následujícího lemmatu. 

Lemma 3» Nechť A je lineární ohraničený operátor v úplném Hubertově prostoru H. 
Pak rovnice (2.1) má právě jedno řešení y e H pro každé fe H tehdy a jen tehdy, exis-
tuje-li lineární ohraničený operátor P v H takový, že má v H inversní a 

(2.7) [|J - PAI = q < 1. 

'fři tom řešení y rovnice (2.1) fee vyjádřit ve tvaru 

y = t{l-PAypf. 
j = 0 



FozBámka 4. Jsou-li splněny předpoklady u lemmatu, pak A"1 je lineární ohrani
čený operátor: 

oo co 

M" 1 ! . = II E (/ - PÁfP\\ S I ||(J - PAy\\ DPH s 
j r=0 J = 0 

úmi\\i-m*ú iiPii_L. 
;=o 1 — q 

Jsou-li splněny předpoklady lemmatu až na úplnost prostoru iř, pak AP1 epstuje a je 
ohraničený, předpokládáme-li, že operátor / — PA je totálně spojitý. 

Věta 4. Nechť A, P jsou lineární ohraničené komutativní operátory v reálném Hilber-
tové prostoru H a nechť P je takový, ze P"1 existuje v H a platí (2.7). Dále nechť je 
splněna jedna z těchto podmínek: 

1. H je úplný. 
2. / — PA je totálně spojitý v H 

Pak rovnice (2.1) má pro každéfe Hprávějedno řešení y eH9 posloupnost {yn} defino
vaná rovností (2.6) konverguje v normě H k řešení y rovnice (2.1) a platí tyto odhady: 

(2.8) \\y-yn\\úkqn\\f-Ay0\\, 

(2.9) lb-7J =W-^-ill, 

(2.10) \\y - yn\\ á kq \\\ff - ({'f *-£]*, 

(2.11) \\y - y„\\ = kq{\\f\\2 + \\Ay„^\\Z ~ 2(/, ^ . - i ) } * . 

kde y0 6 H a k = ||A"* (| = ||P||/(1 - q). 

Důkaz. Ze vztahu (2.5) plyne, že 
(2.12) . F(pnyn) = F(yn), JI-= 0, 1,2,... 

Dokážeme, že {F(y„)}"Žf tvoří monotónní zdola omezenou posloupnost: 

F(yn.l) - F(y„) = | | / - Ay^f - | | / - AyJ2 = 
= | | / - Ayn.xf - | | / - APf- Pn-íA(l-PA)yn-í\\2 = 
= 11/- 4>_-iH2 - \\(I-PA)[f- P^Ay^Jf = 

Odtud 

Existuje tudíž 

£ | | / - Ay.-tf ~ \\I - I^ll2 11/- j8B-iA^-ill2 

^(i-?2)llf-^-ill2 = o. 

F(yo) = F(y1)^...=F(yn)^...^0. 

]imF(y,,)=p a 0<,p^F(y0). 

Dokážeme, žep = 0: 

(2.13) F(yn) = | | / - AyJ2 = ||(7 - FA)[f - / V i ^ - i ] ! 2
 á q2 Ftf^y^) . 
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Z poslední nerovnosti a podle (2.5) platí 

(244) F(yn)Sq2F(yn_1). 

Odtud 
(2J5) • 0 < F(yn) š q2nF(y0) ^ 0 , ( ^ o o . 

f „ Téáyp^O^Zíem^ a poznámky 4 plyne, že operátor A"1 existuje a je ohraničený. 
í:-; f|tís£uja^ 0; tak, že* '• 

'-HÍ4'[- 'í/^Ů^^Í^y - yn)f = *2llf- Ayn\\2 = k2F(yn) -> 0. 
Odtud 1/-- yj -*0,n-+co.Z (2,16), (2A5) a (2.14) dostaneme ihned nerovnost 
(2.S^á (2.9)v Dosadíme do výrazu 

, • "'.";'; HPn-iyn-i) = ^ - i i i ^ - i i i 2 - 2 A l _ 1 ( y ; Á y ^ 1 ) + nfii2 

za £„_,. podle (2.4), pak 

Oátaá, z(2.13) a (246) ihned dostaneme odhad (2,10). 

•% nerovnosti 

plyne, že 

Гмл^ll-^^TèO 
L Mл-iBj 

2 ( / , ^ _ 0 < f l ^ ^ ^ 
. . • ti-4y„-iir 

^ ^ výrazem \Ayn^Ý -
? ,«2 odhad (2.11). Tím je věta dokázána. 

^'Híjoi^m^ . 
...-."'ví/-' ; '*; *•"•'•*:V'' :'r'/-7K-*«3'i*l:; ? * « £ K ' -'.'J 

Důkax'jí-^y^oďlě věty 2. Operátor A. je ohraničený, tedy spojitý. Tudíž platí 
Ayw^Áy žáf- Odtiid plyne, že \Ayn\\ -* \}f\\. Pak ' 

Tedy. " ] , .: V/-./ '. • 

• - « > I/ l l 2 

15Z nerovností (2.12) a (2.13) plyne, že • 

< F(půyo)^F(p1y1)^...^F(PnyR)^...>0. 

Protože plalí (2.12), tím spíše J^jftj^) -+ 0? n -* co. 
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2.2. Nechť H je reálný Hilbertův prostor. Pak K= Kx Bx ... x Kse skládá 

/2-kráte 
ze všech vektorůf = {fl9f29.. .,/«}, kde/, e Hi9 i = 1,2,..., w. 

Definujme základní operace v H takto: 

c{/i,/2» —»/»} = {<fx, cf2>—> <?/»}., 
{fl,f2, •••,/«} + {g"l>g"2> •••»£,} = {/l + £l,/2 + #2> •••>/, + &,}»' 

' n 

l{A,f2, •••>/»}> {<-?i>#2> •••>&,}! = E (fi>gt) • 
i = l 

Potom li je Hilbertovým prostorem s normou 

ifi2 = i iifn2. 
í - - i 

Nechť v ff je dána rovnice 
(2.17) Ay=f9 

kde 
M u , -*12> ••'? -<M: 

A( = 

V-Anl, An2, ..., A. 

^ 2 1 ? ^ 2 2 , •••> ^ 2 л 

operátory Aik, (i, k = 1, 2,..., n) jsou lineární ohraničené v ířfe J5T. Rovnici (2.17) 
řešíme iteracemi 

(2.18) j ( m + 1 ) = Pf.+ P(m)(l - PA) j ( m ) , m = 0, 15 2,..., 

kde 
/ P u , P 1 2 , .... P l B \ //, 0, 0, ..., ON 

p = / -°2i, ^22, - , -°a- 1 7 = j 0, /, 0, ...,-. 0 

\PnU Pn2, .... Pj \0, 0, 0, ..., jy 

Pjfc, (i, fc == 1, 2,..., n) jsou lineární ohraničené operátory v H. Koeficienty /?(m) 

(m = 0, 1, 2,...) určíme z podmínky, aby funkcionál 

^ = Žllj}-Ě^All2 

• j F = l fc=l 

nabývaípři daném m, (m = 0, 1, 2,...) minimální hodnoty na množině prvků tvaru 
Py(m)

9 kde /? probíhá množinu všech reálných čísel. Z podmínky 

dF(6(m)v(m)) 

U -°> ^ = 0,1,2,... 
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matesnem^ že • 

Í (fp A^') 
g(m) _ j\k-í ^ 

ÍIÍA^Y 

Věta 5. NechťA&, Pa, (i, k = 1, 2,..., njjsou lineární ohraničené operátory v úplném 
reálném Hilbertově prostoru H. Nechť A, P jsou komutativní operátory a P je takový, 
že má inversní P~l v H a tí — PAl = q < 1. Pak posloupnost {j'(m)} definovaná rov
ností(2.18) konverguje v norměHk řešení rovnice (2.17) a platí tyto odhady: 

(119) íy - /"°l <. kqm 1/ - A/0)l, 

(2J0) Ij - ym )I úkqlf- A/'"^, 

(2.21) Ij - /n\ < % £ | | / J 2 - ^ ^ 

r 1 ZflE^^r1^12 
v j = > i fc=i 

fcfc/#> e iř, i = LT *| š 1̂ 1/(1 - ?). 
Poznámka 6. Položme v odhadu (2.8) resp. v (2.19) y0 = /, kde v prvém případě 

fe iř, v druhém fe H. Pak 

(2.22) ly-yJiSkq-lflll^Al 

resp^ 

(2.23) \y - /">! ̂  kqm\f\ \I - Ji . 

Vztahu (2.22) resp. (2.23) lze užít k určení počtu kroků iteračního procesu nutných 
k dosažení žádané přesnosti. 

Poznámka 7. Věty 4, 5 zůstanou v platnosti, nahradíme-li v odhadech (2.8), (2.9), 
(2.10), (2.11) a v nerovnostech (2.19), (2.20), (2.21) číslo q číslen q' tak, že q g qř < 1. 

2.3. Užití metody podobné iterace. V dalším nám bude užitečné toto tvrzení: 
Jestliže operátor i? je symetrický, (By, y) > 0 pro všechna y e H, y ^ 0 a ||B|| < 1, 
pak HZ - B\\ < L Nechť platí jeden z předpokladů 1, 2 věty 4. Položme A = / - XK 
a rozeznávejme tyto případy: 

A. P = 7, pak ||7 — PA\ = ||AK||. I. A. Birgerem [4] navrženýiterační proces 

(2.24) y.+1=f+PJXy., fi. = ¥M 

je speciálním případem vzorce (2.2). K tomu, aby metoda podobné iterace konvergo
vala, stačí, aby \XK\\ < 1. 



B. P = 91, kde 

(2.25) O < 9 < -
V 1 + l|A_|| 
a operátor K je symetrický a takový, že — (XKy, y) ^ 0 pro každé y e H. Odtud 
(PAy, y) > 0 pro všechnay $0,yeH. Podle (2.25) je | |P„| | < 1. Tedy ||J - PA\\ = 
= q < 1. Podmínka věty 4 je splněna, tudíž proces podobné iterace definovaný rov
ností (2.2), kde P = 91, konverguje v H k řešení rovnice (2.1). 

V tomto případě iteračni proces je dán vztahem 

yn+i = Sf+ ^ ^ [(I - $)yn + 3XKyn] 

a podmínkou konvergence q = ||I — $(I — AK)|| < !. Odhadneme číslo q shora. 
Jsou-li splněny uvedené předpoklady, operátory — (AK), I — 9(1 — AK) jsou samo-
adjungované v II a platí 

. ||/ - 5 ( I - AK)|| = sup \(y - 9(y - AKý), y)| = 
lbll = i 

= sup |1 - 5 + 9(XKy,y)\. 
Ibll-i 

Protože 
1 - S 

(AKV, j) = sup - (XKy9y) = ||AK|| < 
lbii=i 9 

je 1 - 9 + 9(XKy, y) > 0. Tedy 

]|I - 9(1 - XK)\\ = sup {1 - 9 + 9(XKy, y)} á l - S < l . 
IMI-i 

Položme q' = 1 - S. Pak q = q' < 1. 
Jelikož 

fc=|M-i|| á J _ L , I1P||=9, l - g ' = S, 
1 - q 

je fc^la dostaneme tyto odhady: 

(2.26) H J - V J š ( l - 3 ) " | | / - ^ 0 | | , 

(2.27) \\y-yn\\S(l-9)\\f-Ayn^\\, 

(2.28) || v - j,J < (1 - 9) í H/ll2 - ( f ^ " - ^ T -

C. Položme P = 92(I — XK), 0 < 9 < 1. Dostaneme pak iteračni vzorec 

(2.29) JW = 9\l-XK)f+^^\I-9\l-XKf\yn 

\\AynV 
s podmínkou konvergence 
(2.30) q = ||7 - 32(7 - 2_)2i < 1 . 
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NecMplatí: 
a) Operátor K je symetrický. 
b) X není charakteristickým číslem operátoru K. 
c) Číslo $ splňuje nerovnost (2.25). 

Pak je splněna nerovnost (2.30). Skutečně 

((r-lK)2y,y) = ((I~XK)y,(r~XK)y)>0 

pro všechna y $ 0, y e H a uvažovaná X. Pak (PAy, y) = (Q2(I — ,IK)2 y, y) > 0 pro 
všechna;- -£ 0, ye Hz \\PA\\ < 1. Tedy ||I - PA\\ = q < 1. Předpoklady věty 4 jsou 
splněny a tedy posloupnost {yn} definovaná rovností (2.29) konverguje v normě H 
k řešení rovnice (2.1). 

Vzorce pro odhad můžeme zjednodušit za dodatečných předpokladů na K a i 
Budeme rozlišovat tři případy: 

1. Necfcf (AKy, y) S 0 pro všechna yeH.V nerovnosti (2.30) odhadneme číslo § 
shora. 

Protože K je symetrický a platí (2.25), je 

(2.31) 1 - &2(A2y,y) = 1 - S2i|Aj>||2 Ž 1 - S 2 ! ^ ) 2 £ 1 - &2((l + \\XK\\2)2 > 

,2 1 
> i - r , ~ 

.. a2 

pro všechna ye H, pro něž ||J>1 = 1. 
Tedy 

| / _ $*j*l = sup {1 - S(/_ AK) ^ (/ - 1K) j)} = 
l b l = i 

= sup {1 - &2 + 2$2(XKy, y) - a2fXKYJ2} < 1 - # 2 . 

V odhadech (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) můžeme tedy číslo q nahradit číslem g' = 
= 1 - S2. Protože 

1FH - s2ni - iKH g s2(i + i;uq) < a 
a 

dostaneme tyto odhady: 

(2.32) H y - j t . l á i ( i - * a r » / - . ^ o l l - , 

Í^-JÍ.IŠJ(I-S2)»/-4^-J, ; 

ij-^iiš^i-^W-^rff. 
9 l M J B - I I J 

l i t 



Jestliže operátor K je takový, že navíc platí nerovnost " 

(2.33) (X2K2y,y)^m\\y\\2, m>0, 

dostaneme, že 

(1 + m) 92 S S2(l + ||XK||2) < S2(l + PKII)2 < 1 . „ 
Tedy 

q = q" = 1 - $2(l + m) < 1 . 

Značí-li A* (k = 1, 2,...) charakteristická čísla operátoru K, pak množina charakte
ristických čísel operátoru K2 je totožná s množinou čtverců charakteristických čísel X. 
Podmínka (2.33) je tedy ekvivalentní s podmínkou, aby Xh 4= 0 (k = 1, 2,...). Protože 
q" < q' dostáváme v tomto případě lepší odhady než odhady dané nerovnostmi 
(2.32). 

X X 
2. Nechť (XKy,y) < \\y\\2. Pak — < 1, k = 1, 2, . . . Položme fx = max — . Potom 

Xk k Xk 

(Ay,y) =- (v - AZv, y) = ||v||2 - sup (XKy, y) \\y\\2 = ||v||2(l - M(XK)), 
l b l l = i 

kde M(XK) je horní hranice samoadjungovaného operátoru /1X. Protože M(ART) = fi, 

je ^ kladně deřinitní. Tedy 

(2.34) A2>(l-ii)2I. 

Odhadneme | | J - &2A2\\. Podle (2.34) 

1 7 - &A2\\ = sup |(v - ^ 2 v , v ) | = sup {1 - &2(A2y,y)}< 1 - S2(l - fi)2.' 

\\y\\=í lbll=i 

Protože 
0 < S2(l - ix)2 Š 52 | |A | |2 < 92(1 + \\XK\\)2 < 1, 

lze ve vzorcích pro odhad nahradit číslo q číslem 

q' -» 1 - Q2 (l - max - ^ < 1. 

|2 3. Nechť (XKy, y) = l||j||2, 7 > 0 a číslo & kromě (2.25) splňuje ostřejší nerovnost 

(2.35) — - - : : < 5 . 
V ; 3 + 72 

Pak 
||/ - 32,á2 | | á sup {1 - S 2 + 2S 2 | |2Jq - 32(jl2S:2v, y)} g 

11*11=1 

^ 1 - &2 + 2 3 2 i ^ - l2&2 = l+29-(3 + l2)92. 

Z nerovnosti (2.35) plyne, že 

29 - (3 + l2) í>2 < 0 . 
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Tedy 1 -f 2$ — (3 + l2) $ 2 < L Můžeme tedy v odhadech věty 4 čísla q a k nahradit 

^ = l + 2 5 - 5 2 ( 3 +/2), *' = - i . 
V ' . (3 + /2) 5 - 2 

Pro dosti velká /je číslo q' velmi malé. V tomto případě uvedená metoda konverguje 
velmi rychle. 

D. Položme P = 7 + J, kde / je lineární ohraničený operátor komutativní s K 
a takový, že 

(2.36) ' • ' i < ? - / | | S , 
V ' 1 + IIAKII 
kde G je resolventá operátoru 1K. Ukážeme, že za těchto předpokladů posloupnost 
{yn} definovaná rovností 

(2.37) ytt+1 = (7+ ./ )/ + &ý^[XK(l+ J)yn - Jy„] 

konverguje v normě H k řešení rovnice (2.1). Podle věty 4 stačí dokázat, že q = 
= \\I-(I+J)(I-1K)\\ < 1 . 

Podle definice resolventy je 

PA = [(/ + G) - (<? - J)](7 - XK) = / - (G - /)(/ - AK). 

Odtud a podle (2.36) 

q = | | 7 - (/ + 7 X / - A*)I = !(<? - V X / - Ař)i"g IG - /| | J I - AKII < 1 .' 
Zároveň dostáváme horní odhad pro číslo q. Můžeme tedy čísla q, k nahradit čMy 

14-U1 
: | G - J | | | | 7 - 1 K | | , fc' = 

І - q' 

2.3.1. Systémy lineárních algebraických rovnic. Nechť /2 značí prostor všech posloup
ností y = {yuy2, --•} s normou 

w = (f iy/)*<«>. 
BteKJSž dán systém lineárních algeforaickýci rovnic 

(---*> ft-Žcft--/., i-.1,2,..., 

Položme 
00 
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pak systém (2.38) můžeme psát ve tvaru (i — K)y =f přičemž operátor K je dán 
maticí ||-ifc||J:„_?. 

Odhadneme \\Ky\\. 

m = úwJi=(hh*y*ft*ž 
k=í i = l k=l 

á ( f Ěl^l2)*(Žb„l2)* = ^W> 
i = l * = 1 t = l 

kde 
G_ = ( f f |ctt|-)*. 

i = l * = 1 ' 

Jestliže G < 1, systém (2.38) má právě jedno řešení y e!_, které lze určit iteračním 
procesem (operátor P je dán jednotkovou maticí) 

(2.39) y(m+» = / + pm)K/m), j<m) = {yf\ yf\ ...} , 

(2.40) * » = g , 

(2.41) fl
w =Ž/,J J-Sc, l f c/ ř#

), 
i = l fc-*l 

(2.42) i<»> =£|jf )-Ec J- J_vr ) |2 , m = 0,1,2,... 
/-=1 *=1 

Nechť (/ > 1 a operátory P, Ksplňují podmínky jednoho z případů A, B, C, odst. 2.3. 
Pak systém (2.38) má právě jedno řešení y e I2, které lze určit iteračním procesem 

ym + l) _ p / + ^m)^ _ p ^ y « ) ^ 

kde j8<m> je definováno vztahy (2.40), (2.41)* (2.42) a platí tyto odhady: 

(2.43) \\y - -/•>! = ( £ lyi - yW ^ 7^— <T 8/ - ^ (0>1 > 
/ - i 1 - g 

(2.44) Í | y - J ^ ) a á T ^ ^ i / - i < J ^ " 1 ) l , 
1 - q 

(2.45) i , - y->» s - K L , 1 | IAř _ &Q!j\ 
kde j;<°> e l2 a číslo g' má dříve stanovený význam a 

-*W = l i/ . - Xyjfj-Žcj*y*fj) + (yj-Yw*)2}-
/ = 1 fe-=l ft=l 

Podobně lze vyšetřovat soustavu lineárních algebraických rovnic 
n 

(2.46) yi-Sci^*=/> f=-l,2,. . . ,n 
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r i^rozniěrnéoi Euklidově prostotu En s normou : :/•£* 

.7 = 1 

Nechť matice ||cyfc8^=?, je symetrická; Pak ||K|| =; Xu kde operátor Kje dán maticí 
ic/.j£*2i ^ 'h Je 1-eJvětší vlastni číslo matice Uc^l j ;^ . Je-H X1 < 1, lze užít |te-
rabíhoprocesu _ -:Pv 

\ ; y >Cm^I) = / + yjOn) i ^(m) > w = = 0 , l , 2 , . . . .̂ V" 
. "5-.. * *'; * *'/'•• * ' • . • • • • . ' ..•£.. 

J^-E l r > í a splňují-lí operátory P, K podmínky jednoho z uvedených přípaatt 
A, B, C, odst 2.3, pak proces ;/ m + 1 > = Pf + £(m>(/ - P^[) ym> konverguje k přesné
mu řešení soustavy (2.46) a platí analogické odhady k odhadům (2.43), (2.44), (2.45). 
* %3>X fciegrální rovnice. Nechť je dána rovnice *Í 

(2.47) ^.x)-y( .«) + .lj;jř(x,í)>(_-)idí, | A | > 0 , . ^ 
fale , . . . , ; . . . . - . - '-i.^., 

Ax)e 14a,b), jb
aj

b
a\K(x,s)\2 áxds < + <xy. i ť | , .?; |, 

%'^H:; • • •• ' Ky^ílK(^s)y{s)ásx: ,^y 
pak (2147) lze psát ve tvaru (J — XK) y = fí Nechť lze voht operátor P tak, a operátor 
JE nechť je takový, že operátory P, K splňují podmínky jednoho z uvedených případů 
A,B,C, D, odst. 2.3/ 
* PaJUterace, . ., . . , ; , „ . . , . . -

(Z48)r..:V*i r ^ l l ^ l i ^ **,= 0,1,2,... ' .*.; 

kde '• :" ' "' ' ; í;^Vfk fl - \r*\ - "• ""•' , " ''.V 

.,,'•*. •;..;.•- w-^iw^^^ ' ' • ' '.*'*&? 
^ , i- • ••*• ' "' •;•; ; r >» • " •; 
„;.,;.v•

:; ^4*^ W: 

(249) : \ F(jc,s) l i 

konverguji vV2Uf b)jk fešépí rpvnice (2.47) a platí tyto odhady: 

• : S7-yJ-^J—^OlZ-^yol, 
• • ; ! - - ^ ' ! " • ' • *.- "••? -r^V^*-: • • r, t ', ' . :--V: 

ž «& ••iî Ařa'íáLv|j]u«Pd»-&iJ. :: 

$fiŽsmž# ž ? ' < l a funkdonál F(y) je dán vzorcem (1.25), odst. I. 
. . . " ' • • v 

3$ '' 



Je-Ii jádro K(x, s) symetrické, pak \\K\\ = Xv kde je největší vlastní hodnota 
K(x, s). Jestliže et = |AA. | < 1, pak posloupnost {y„} definovaná rovností 

'•y.+i=f+JM. 
konverguje v L2(a, b) k řešení rovnice (2.47) a platí tyto odhady: 

|[y-yJá-J—e?||/-Ay0 | |, 
1 - % 

117 tf-iì* y J ^ - i - Є l ( f / 2 ( x ) d x - ^ i l 
- - -i U. -̂-iJ 

přičemž funkcionál F(y) je dári vztahem (1.25) odst. I. 
Označíme-li 

z„(x) =/(*) + XfaK(x, s) y„(s) ds, 

pak z„(x) -> yfx), stejnoměrně, když n -» oo. Skutečně: 

\zn(x) - y(x)\ = \X\ lftK{x, s)[y(s) - y ^ ) ] d~| <. 

< |A|(J^2M#(£í>(s) - ' ^ ] » * = 
= C«y-y„ | | - ^0 , 

kde 

• CHl^Vs) <**)*• 
Nechť je dána rovnice 

(2.50) y(x) - X%K(x, s) y(s) ás = f(x) , 

kde 
f(x) e L ^ , ž), $$\K(x,s)f dx ds < + oo . 

Jsou-H splněny předpoklady věty 4, pak posloupnost {y„} definovaná vztahem (2.48), 
kde 

KyJíx) = SlK(x,s)yj(s)ds, 

R
 s" 

Pn = — > 

s„ = fj(x) y£x) dx - Xfaf.K(x, s) yn(s)f(x) dx ds, 

~* = frf&x) dx - Xfa jlH(x, s) yn(x) y£s) dx ds 

a H(x, s) je dáno výrazem (2.49), konverguje k řešení rovnice (2.50). 

2.3.3. Numerické příklady, a) Nechť je dána rovnice 

(2.51) y(x) - X§ K(x, s)y(s) ds = x2 , \X\ * 0, 0 < x < 1, 

kde 

*0;,)-{f-'>- °^X^5^1' \s(l-x), 0<s<x<í. 
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fLešm© rovnici (2.51) metodou podobné iterace. 

1. Položme X = ' - ' 1. Pak \XK\ =- -L < 1. Volíme tedy P = I. Podle věty 4 
71 

metoda podobné iterace konverguje v normě 1^(0,1) k řešení rovnice (2.51). 
Položme y0 = x2. Výpočtem zjistíme, že 

Kx2 = —(l-x3), 
12v J 

kde 
Xj = J ^ ť x , * ) , ^ ) ^ . 

Tedy 

^ ' = x - + - Í . / 1 - je9). 

Určíme koeficient /?0: 

(x2, Ax2) = j*£x2,áx2 dx = 0,20898412, 

\Ax2\2 = l\(Ax2)2 dx = 0,21863 . 

Odtud /?„ = 0,95588. Prvním iteračním krokem dostáváme 

yx = x2 - 0,07966x(l - x3) . 

Stanovíme chybu prvního iteračního kroku: Předně |ix2||2 = 0,20000, 

ÍIW!2 ~ (X*,A?7V = 0,0153 ; k' = " — 
\\Ax2f j %2 - l 

q = \ , k'q = 0,11274. 
JE2 

Odtud dostaneme podle (2.10) 

Ib - yx\\ < 0,0017, 

zatím co metodou postupných aproximací obdržíme 

\\y-yx II ^ 0,004. 

2. Položme A = - 10. Pak ||A^|[ = 12 > i. Protože - (XKy, y) > 0 pro všechna 

y$0,ye L2(0, 1), volíme P = &I, kde 

9 = 0,49650 < — L — . 
I + ? 

Položme >% = x2. Pak 
Jx2 = x 2 + | x ( l - x 3 ) . 



Určíme j80. Výpočtem dostaneme, že . 

(f Ay0) = (x2, Ax2) = 0,28928571 , ||Ax2 | |2 = 0,45573 . 

Odtud B0 = 0,63477. První iterační krok v tomto případě dává 

yt = 0,81611x2 - 0,26263x + 0,26263x4 . 

Odhadneme podle (2.28) \\ y - ft ||: 
fy2 ^v-Vl* 

|JC-||- - \x ' AX > l = 0,127 , 1 - 5 _ 0,50350 , 
ll_c 2 | | 2 J 

\\y- yt || < 0,064. 

Jestliže yt je přibližné řešení získané prvním krokem Raílova-Wiardova iteračního 
procesu, dává Rallova metoda odhad 

U ^ - j J =0,14. 
Odhadneme ještě [|>> — j2U: 

Ayt = 0,06728x + 0,8161 lx2 + 0.43772x3 - 0,41746x4' - 0,08754x6, 

(x2, Ayt) = 0,18364 ; \\Aytf = 0,16880 ; j8, = 1,08791 ; 

[\\x
2f _ (_J___i_l - 0,01479. 1 - 3 - 0,50350 . 

Odtud 
\y-y»\ú 0,007, 

přičemž Rallova metoda až při třetím iteračnim kroku dává odhad 

\y-ýs\ =0,006. 

b) Řešme metodou podob—š iterace rovnici 

y(x)-X$K(x,s)y(s) = x, 
kde 

K(x,s) = \\f-Sl> * = *' K J \is(2-x), x^s. 

Operátor Z je kladný a symetrický, tedy líTfl = — < 1, neboť Xt > 1. 
l i 

1. Položme X = - 1. Jelikož ||XKH < 1, volíme P — I. Položme y o = x, pak 

Ky0 = \x{\-^), _ 7 o = | * - | * \ j 3 0 - 0,80980. 

Prvním itera_iím krokem obdržíme 

yt « l,26993x - 0,13497x3 . 

Stanovíme chybu ||j> - yt\. 

(____- = 0,3329164490, Í[l/B2 - ^ ^ " U ^ 0,01017 , kf - 1,32103 . 
Pjol2 1 l^of j 
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Odtud a podle 
U J - ^ I I =0,013, 

zatím co metoda postupných aproximací dá odhad 

' .- -Wy-yJú 0,043. 
2. Položme A = - 6. Pak fl/Lř|| > 1, avšak - Q.Ky,y) > 0 pro všechna y ^fQ,,.;; 

yeK Volíme tedy P = Si, kde 3 = 0,406821 < 1/(1 + \\XK\\). Položme y0 =•'*,.fe 
pak ,••».....'»•.••'>••.• ' '£*• 

^ 0 = * ( 3 - * 2 ) , ( / ^ 0 ) = | , ||Aj>0||
2 = ff • ' 

Odtud 0O = 0»411765 a tedy 
'•''•'• yi = 0,316041* + 0.167515*3 . 

Odhadneme ly — y j . Předně 

1 - d = 0,59318 ; j | | / | I 2 - CIliZo)!}* = o,06262. 
I IMbollJ ••'; ' 

Odtud a p o d l e ^ ^ , f H < ; . ,., .. V • ,,, . 
' . .!„,.',.. j " ' ; . ' ^ f ^ í Š 0,037". ••••-.; 

Rall-Wiardoya itěrační metoda dává (y0 = x) 
• '••• .*:•'••"̂ .-) «;-'í£r^ 0,18636* + 0,40682*3, 

lb -yi II š o,488. 

Určíme J2. Především Ayt = 1,098898* - 0,148527*3 - 0,050255*5, 

uXáyúfl .=• ,0,329412, \Ayxf = 0,326495 . í'! 
Odtud fa = 1,00893 a tudíž ,. -• • . • • . . 

' y2 = 0,27464* + 0,22996*3 + O,02063*5 . 

Odhadneine podle (2.28) l y , - ^ ! - . . ; :fí 

.W~* tty±fZ^0j37355t f | y i - ^ í é ^ l * = 0,03127, S 
UyA2 l • \\AyJ2) 

l - 5 = 0,59318. Odtud • -

l - V - J - l Š 0,018. 
Zatím co Rall-Wiardovou metodou dostaneme 

'n Í r. - - : .• j 2 = 0,21679* + 0.31713*3 + 0.04965*5 , "ř • | 
. '• ' ' '•• •" • • t b - ^ l l = 0,060. '' ,,;if 

# 
Z obou příkladů je tedy vidět, že užití metody podobné iterace je výhodnější než | 

užití starších metod. . .vl 

t ,> „ Y Í 

Poznámka. Obdobný výsledek jako ve větě 1 ve speciálním případě získali í 
Mi Á^KpacHocejiKCKHá -. C. T. KpeHH: HTepargaoHHHH irpoiíecc c MHHH- > 
!4a3ifcHHMH HeBSQKaMH. MaT. c5., 319 1952, 315-334. (Doplněno při korektuře.) J 
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Резюме 

О СХОДИМОСТИ И ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДОВ ИТЕРАЦИЙ 

ИОЗЕФ К О Ж М Ы до»©!* Ко1оту), Прага 

И. А. Биргер [4] предложил новые методы для решении фршщональшЕшс 
уравнений, но без доказательства сходимости и установления оценок. 

В статье обобщается метод сложной итерации с переменным параметром 
и метод подобной итерации, даются условия сходимости и установления оценок 
для этих методов. Дальше предлагаются некоторые новые методы, аналогичные 
методам Нейманна, Виарда, Бюкнера и Самуэлсона. Приведенные метода 
применяются к приближенному решению линейных алгебраических уравнений 
и к решению интегральных уравнений. 

I. Метод сложной итерации с переменным параметром. Пусть 
дано уравнение 

(1) Ау=Г, 

где А — линейный ограниченный симметрзичный оператор в гильбертовом про-
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странстве Н. Процесс сложной итерации с переменным параметром запишеш 
в виде 

(2) ' ' л + 1 = Л + 0 А , А = (АК кп)/\\АНп\\2 , кп=/-Ауп 

ТщфШк 1. Пусть А—линейный самосопряженный оператор в Н и 

тЫгй(Ау,у)йМЫг, 
å è' 

m = inf (Ay9 y), M = sup (A[j, j ) , 0 < m | ¥ < +00 
Wi = i lbll=i 

Тогда последовательность {уп} сходится по норме Н к решению уравнения (1) 
и имеют место следующие оценки: 

Ь-У„\\^ку'и-Ау0\\, 
\\У-Уп\\йку\\/-Ауп^, 

ь -yJžkSwK-J2-
Wn-Л2 

edey = (M2 - m2)*/M u k = | M _ 1 | | = l/m. 

Теорема 3. Пусть А—строго положительный симметричный ограничение 
оператор в Н и пусть существует ограниченный А"1. Тогда последователь* 
ностъ {уп} определена по отношению (2) сходится по норме Н к решению (1). 

П. Метод подобной итерации. Пусть дано уравнение (1), гдеЛ—линей
ный ограничежвялй оператор в вещественном гильбертовом пространстве Д 
которое не должно выполнять аксиомы полноты. Процесс подобной итеращШ 
запишем в виде 

(3) Уп+г = РГ+ $п(1-РА)уп, п = 0, 1, 2,... 

гдеР—линейный ограниченный оператор в Я,коэффициенты (}п (п = 0,1, 2, . . . | 
определяются из условия 

^ § ^ = 0, где Щ^-М-МУЛ2- ' 
8Рп . 

Получим 

МЛ.13 

Теорема 4. Пусть А, Р—линейные огратт&шые коммутирующие операторы 
в вещественном гильбертовом пространстве Ни Р—такой, что Р'1 существует 
в Н и выполнено условие \\1 — РА\\ = ^ < 1. Пусть, далее, выполнено одно из 
следующих условий: 

1. Пространство Н полно. 
2. Оператор I' — РА вполне непрерывен в Н 
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Тогда уравнение (1) имеет единственное решение у. Последовательность 
{уп}> построенная по отношению (4), сходится к у по норме Н, и имеют место 
оценки: 

\\у - уп\\ й кЧ» | | / - Ау0\\, \\у - уя\\ $ кд||/- Ауп^\\ , 

Ь - У.Í й kq 
(f,AУ„-ù2Г 
Mл-iť j ' 

гдеу0еН,к=и^ЧйЩЦ1-д). 
Пусть выполнено одно из условий 1., 2. теоремы 3. Положим А = / — ХК, 

где К—лтетт& ограниченный оператор, и будем различать случаи; 
А. Р = / (в этом случае получим итерацию И. А. Биргера). 
Б. Р = М, О < 3 < 1. 
В. Р = 3 2 ( / - Ж ) , 0 < # < 1. 
Г. Р = I + /, где /—лшейный ограниченный оператор в Н. 

Метод подобной итерации (4) в этих отдельных случаях сходится, когда 
в случае 

к.\\хк\\<\. 
Б. а) К—симметричный оператор, б) — (ХКу, у) ^ 0 для всех уеН.в) выпол

нено неравенство (2.25). 
В. а) К—симметричный оператор, б) X не является характеристическим чис

лом к. в) выполнено неравенство (2.25). 
Г. а) оператор 3 коммутирует с К. б) выполнено (2.36), где О—резольвентный 

оператор для оператора Ж. 

Summary 

ON THE CONVERGENCE AND APPLICATION OF CERTAIN 
ITERATIVE METHODS 

JOSEF KoLOMtf, Praha 

I. A. BIRGBR. [4] gives some new methods for solving some functional equations, 
but without any proofs of convergence or determination of error bounds. 

In this paper Birger's composed iterative method with variable parameter and 
similar iterative method are generalized. There are given convergence conditions, error 
bounds for these methods and some methods analogous to those of Neumann, 
Wiarda, Biickner and Samuelson. These are then applied to the determination of 
approximate solutions of systems of linear algebraic equations and integral equations. 

I. The composed iterative method with variable parameter. Let there be 
given the equation 

(1) Ay-f, 
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wjbefft 4 is a linear bounded symmetric operator in a Hilbert space II. The composed 
iterative method may then be written in the form 

(2) yw+i=yn + AA, pn~(Ahn9hn)l\\Ahn\\\ hn=f~Ayn. 

Theorem 1. Let A be a linear self-adjoint operator in H and 

miyf^(Ay9y)^MM\ 
where ' • ., 

m = inf (Ay, y) , M = sup (Ay, y), 0 < m ^ M < + co . 
lb ll = i tbtl=i " 

Then the sequence {yn} defined by (2) is convergent in the norm of H to the solution y 
of(l), and its error is bounded by 

ly - yj S * y l / - Ay0\\ , \\y - yj = ky\\f- Ayn^\\ , 

ib - y„»^ 4^-*«2 - {Ah::i9\P\ > 
„ t MV-lll J 

>Aer^ * •••i-. •. .- .'. ••:•:,•••• • • v-;'' 

7 = (M2 - m2f j M, k = M"1!! g 1/m . -

Theorem 3. Lef A be a linear symmetric bounded positive operator ((Ayfy) > 0 
fory =£. 0) in H having bounded A"*. Then the sequence {yn} defined by (2) is comer-, 
gent in the norm ofH to the solution y of (l). 

II. The similar iterative method. Let there be given the equation (1), where A 
is a linear bounded operator in a real Hilbert space II. The so-called similar iterative 
method may then be written in the form 

(3) yn+1=Pf+pn(I~PA)yn9 (n = 0,1,2, . . . ) , 

where P is a linear bounded operator in II, the parameters pn (n = 0, 1, 2,...) are 
determined from the conditions dF^y^/d^ = 0, where F(/?nyw) = ||/— PnAyn\\

2. 
Then 

(4) ^ i - - i y + . ^ ^ ( / - ^ ) y . . 
MyJr 

Ifceoram 4. Let A, P be linear bounded commutative operators in a real Hilbert space 
H (not necessarily complete) such that P""1 exists and ||I — PA\\ = q < 1. Let one of 
the following conditions be fulfilled: 

1. The H is a complete space, « 
2. Operator I — PA is completely continuous in H 

Then the equation (1) has a unique solution y. The iterative process defined by (4) is 
convergent in the norm ofH to the solution yof(l) and its error is bounded by 

\\y -y„\\^ kq%f~ Ayd ,. lb - yn\\ ^ kq\\f - AJ„_ J , 

y - AJ k kqh/f - ^fy"1lX > 
I M7--1B J 

where k = M^U ^ JP|/(1 - q). 



Let one of the conditions 1, 2 of theorem 3 be fulfilled. We set A = I — XK, where 
Kis a linear bounded operator. The operator P will now be specified to obtain several 
iterative methods. 

A. P = I (in this case we obtain Birger's iterative method). 
B. P = 5I, 0 < S < 1. 
c. P = a2(I~iT), o < s < I. 
B. P = I + /, where / is a linear bounded operator in II. 

The convergence conditions for these cases are the following: 
A. 11KII < 1. 

B* a) K is a symmetric operator, b) — (XKy, y) j= 0 for every yeH.c)S satisfies 
(2.25). 

C. a) Kis a symmetric operator, b) X is not a characteristic value of K. c) $ satisfies 
(2.25), 

B. a) The operator / commutes with K. b) The inequalities (2.36) are fulfilled, 
where 9 is the resolvent operator for XK. 
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