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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 86 (1961), Praha

O KONVERGENCI A UZITI ITERACNICH METOD

Joser KorLomY, Praha
Doslo 17. listopadu 1959

V préci je zobecnéna metoda sloZené iterace s proménnym parametrem
a metoda podobné iterace. Jsou nalezeny podminky pro konvergenci obou
metod a odvozeny vztahy pro odhad pfesného a . pfiblizného feSeni funk-
ciondlnich rovnic v Hilbertové prostoru. Déle jsou odvozeny nékteré nové
metody jejich pfiblizného feSeni obdobné metodé Neumannové, Wiardové [1],
Biicknerové [2], Samuelsonové [3]. Uvedenych metod je uZito k nalezeni pfibliZ-
ného TeSeni systému linearnich algebraickych rovnic a k TeSeni integrdlnich
rovnic Fredholmova typu. Vyhady novych metod jsou ilustrovany na numeric-
kych piikladech.

I. A. BIRGER [4] podal nové metody pfiblizného FeSeni funkcionalnich rovnic:
metodu sloZené iterace s proménnym parametrem a metodu podobné iterace, avak
bez podminek a dikazi konvergence a udéini piislusnych odhadii obou metod.
O t&chto otazkach, o Zobecnéni, uZiti I. A. Birgerem navrZenych a né&kterych dalsich
noyych metodach je pojednéno v této préci.

1. METODA SLOZENE ITERACE S PROMENNYM PARAMETREM
1.1. Nechf H znadi Hilbertiv prostor. Nechtf je dana rovnice

kde A je linearni ohraniteny symetricky operator v H, f je dana, y je hledana funkce
z prostoru H.
Proces sloZené iterace s proménnym parametrem je din vztahy:

(1’2) In+1 = Vn + ﬁnhn>
h,=f—Ay,, n=0,1,2,...

kde koeficienty B,, (n = 0, 1, 2, ...) ur&ime z podminek, aby funkcionél
F(y) = If — 4l
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nabyval pro prvky y,,s (# = 0, 1,2, ...) minimélni hodnoty.
Vyjadtime koeficienty s (n = 0,1,2,...) .

F(y,,+ 1) = F(yn + ﬁnhn) = (A(yn + ﬁnhn)a A(yn + ﬁn}in)) -
— 2(f, A(vs + Bhw) + (£.S) =
= ”14))"”2 - 2ﬂn(hn’ Ahn) + ﬁ:”Ahnllz - 2(f3 Ayn) + “f"2 .

Predpokladejme, e | 4]l > 0, n=0,1,2, ...

Z podminek
(1.3) 13—1-7-(—y"—+9=0, n=012...
] ‘
nalezneme
(h,,, Ah,)
1.4 P =
a4 Il 4h,| 12
JelikoZ
2
FE0ws1) _ gy p, 2 > 0,
By

podminka (1.3) ddva minimum funkcionilu F(y).
Ttera&ni proces (1.2) mé tedy tvar

(Ah,, h,) h

1.5 n+1 = Yo T+
(%) S PTAE

n -

Véta 1. Nechf A je linedrni samoadjungovany operdtor v Hilbertové prostoru H
a necht

(1.6) mlly|* < (4y,5) < My|?,
kde
m=inf(Ay,y), M=sup(Ay,y), O<mEM<+ 0.
yeH yeH
Iyl =1 lIyll=1
Potom posloupnost {y,} definovand vztahem (1.5) konverguje v normé prostoru H k Fe-
Seni rovnice (1.1) a plati odhady:

(1.7) Iy = vl £ ky"Ilf = Ayol »
(1.8) Iy = yall < kyllf — Ayn-1ll s
ko))

19 w—ymgk@f—APHZ—@%J—LL},
t9) o VTRNE
kde

k= l4my, 5= =m)t

1 Sl —
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Diikaz. Predevsim

(1'10) F(yn) - F(yn—l) = - 2ﬁn-—1(Ahn—1: hn—l) + ﬂ,?_l”Ah”_luz =
' _ (A b i)’ (s ey )

|4k, 1112 |4k,
= — (hn—la Ahn—l)z é 0
4k, 412
DokaZeme, 7e lim F(y,) = 0. Podle naeho znaleni F(y,) = Ilh,]|%. ProtoZe A je

n—*oo

samoadjungovany, je |4l = max (|m|, [M][). Aviak 0 < m < M, tedy |A| = M.
Odtud, podle (1.6) a (1.10)
(Ahn-ls hn—l)z

F(y,_ —~F n = F "_> -
On-s) = FO) = FOa) = 5=

2 4 2
> F(on. _”Lﬂ’b_—l_”_=<_”_’_) Fly,_).
=10 Ly, M) 0=

Z této nerovnosti dostaneme, Ze

m? -
- MZ _ m2 n
(1.12) 0= Fly) < (T) F(yo) -
Odtud plyne, e lim F(y,) = 0. Podle pfedpokladu véty existuje A~ * a je ohraniZeny.

n=o0’

Existuje tedy konstanta k > 0 tak, Ze

(1) =yl Iy =yl = K If - Ay,|? = k> F(y,) > 0.

Odtud, z (1.12) a (1.11) obdr¥ime prvni dva odhady. Ze vztahu (1.13) a (1.10) dosta-
neme nerovnost (1.9). Tim je véta dokézina..

Poznamka 1. Ve vztazich (1.7), (1.8), (1.9) 1ze volit k = | 47| nebo k = L,
. m
Skutetné
. .
lay 2 @2 s M _
Iyl Iyl
PoloZme

m(d) = inf |4yl, yeH, Iyl =1.

1 .
< —. Nemusime
m

Pak m(4) |47*| = 1. Z definice &sel m(4), m plyne, Ze mlA

tedy provad&t vypotet |47 '], ale stadi volit k = l Cislo m(A) se v ngkterych
m
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_ 1. . .
pripadech ur& snadngji nez |4~ *|l. Odhady prok = @ jsou lepsi nebo tak dobré
mi

jako pro k = 1—
m

Poznamka 2. Posloupnost f, je ohraniCena:

H M
—-ﬂn: ’ 2 ﬁn

1
Mz_ m? m m

IIA
IIA

Dikaz tvrzeni plyne okamZit¥ z nerovnosti (1.6) a z pozndmky 1.
UkaZeme, Ze tvrzeni véty 1 zlistane v platnosti, 1ze-li operdtor A symetrisovat
line4drnim ohraniCenym a kladnym operatorem B.

Definice 1. Rekneme, Ze operdtor A je kladny, ]estlzze proy £0,ye H (Ay, y) > 0;
(4r,y)=0=y=0.

Definice 2. Rekneme, %e linedrni ohraniéeny operdtor A je symetrisovatelny linedrnim
ohraniéenym kladnym operdtorem B, jestliZe pro libovolné x, ye H"
(1.14) : (BAx, y) = (x, BAy).

Necht H je realny Hilbertiv prostor (iplny a separabilni). Deﬁnu;me v H skalarni
soutin

(1.15) [x,y] = (Bx, »).

Skalarni soutin (1.15) definuje na mnoZing viech x, y € H novy Hilbertiv prostor ),
ktery vSak obecné nemusi byt uplny. Doplnénim o jeho limitni prvky ziskdme jiZ
Uplny prostor, ktery v dal§im budeme znaéit symbolem o. Norma v &), je dana rov-
nosti

¥l = (By, »)* .
Jako dosud normu prvku y v H budeme zna&it znakem ||y|. ProtoZe B je ohraméeny

(1:16) ¥l < IBI*I¥I, yeH.

Ze separabilnosti prostoru H plyne podle (1.16) separabilnost prostoru §,. Podle
(1.14) operator A je symetricky v §.

Lemma 1. ([10], [11]). Necht A je linedrni ohraniceny operdtor v H. Pak A je-ohrani-
denyvHa 4l = 14l

Operator A je ohranifeny a symetricky v 8, lze jej tedy rozsifi
vany operator v §),. Ozname rozsifeni operatoru symbolem 4.

vrv

i¥it na samoadjungo-

Nechf linedrni ohranieny operator 4 je takovy, Ze pro libovolné ye H
(BAy,y) 2 m(By,y), m>0.
Pak rovnice (1.1), kde fe H ma pravé jedno feSeni v H a pro libovolné y € §, je
mly,y] < [4y, y] < M[», 5],
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kde
M = ||Ally = 4] .

Odtud plyne, Ze rovnice
(1.17) Ay=f
m4 pravé jedno feSeni v §,. Tedy tloha, urdit y* rovnice (1.1) v H je ekvivalentni
tloze: nalézt jediné feSeni rovnice (1.17) v prostoru §,.

U#tim tvrzeni véty 1 dostaneme:

Véta 2. Necht linedrni ohraniéeny operdtor A je symetrisovatelny linedrnim ohranice-
nym a kladnym operdtorem B v rediném Hilbertové prostoru H. Necht pro kaZdé ye H

m(By,y) <.(BAy,y) < M(By,y), O<m< M.
Pak rovnice (1.1) md prdvé jedno Feseni y* v H, posloupnost {y,} definovand vztahy
_ (BAhy )
(BAh,, Ah,)°

konverguje v normé £, k y* rychlosti geometrické posloupnosti s kvocientem q =

el

Poznédmka 3. Ve vété 2 lze poloiit M = || A]|. Jestlize operator B je ohranicen
zdola, pak posloupnost {y,} definované rovnostmi konverguje k y* v normé H.

(1'18) Ynt1 = Y dnhn" oy hn =f_ Ayn

Lemma 2. (Viz [9].) JestliZe A je kladny ohraniceny symetricky operdtor v H, pak
(1.19) l4yl* < 14l(4y, ») .
Dikaz tvrzeni plyne z identity

141 14717 = 141%(4y, ») — {(A(140 y — 4p), 4] y — 4) +
o] + 41l I14y1* — (4%, A)} .

Vita 3Necht’ 4 je kladny symetricky ohranieny operdtor v H. Necht existuje ope-
rdtor A~* a je ohraniéeny v H. Pak posloupnost {y,} definovand rovnici (1.5) konver-
guje v normé H k Feeni rovnice (1.1).

Diikaz. ProtoZe 4~ * je ohranieny, existuje &islo / > 0 tak, e

(120) ° I4yl = Iyl -
Podle (1.10)

_ 2 _ h 2 — (Ahn—bhn—l)z.
sl = Pl = ettt

Posloupnost {||4,]|} je monotonni a ohranidena. Je tedy konvergentni. Tudi?

(1.21 i M =0.
(-21) PAD
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Podle (1.19)
(4hy, h,)* _ (Ahy, By)* (A, h,)

ldh, |~ 1 A4l(dh,s h) 4]
Odtud a podle (1.21) lim (4h,, h,) = 0. Tedy lim || 4A,| = 0. Z nerovnosti (1.20)
plyne, Ze lim [|,| = 0. Odtud a podle (1.20) |y ~ y,| = 0. Tim je vé&ta dokézina.
n—roo n- oo

1.2. K tomu, abychom obdrZeli lep§i odhady neZ dava véta 1, miZeme definovat
sloZit&jsi iterace, oviem na ukor obtiZn&j§ich pocetnich vykond.
Podle (1.5) je

(Ahy, ho) (Ahy, hy)
Y1 =Yo + Boho, Bo="——""=, Y2=y1 + Bihy, B, ="~
o AR S VT
Druhy iteraéni krok je
Y2 = Yo + (Bo + B1) ho — B1BoAhy .
PoloZme
Y1 = Yo + ohy + BAh,,

kde o, B uréime z podminek

OFGY) _ o OFGY _,
ox 0B
Odtud dostanem soustavu linearnich algebraickych rovnic:
afluol® + ﬂ(uo, Au,) = (A—luos up), ofug, Aug) + PllAugl® = llue)?,
kde uy = Ahy. Je-li
luoll®| duoll® — (uo, Aug)* %0,

Ize urdit o, B. P¥i tom y; dévé funkcionalu F(y) hodnotu mensi neZ dva kroky iterace
(1.5). Jsou-li splnény pfedpoklady véty 1, je zfejmé, Ze obecné plati

1y = Pall £ k{F@o)}¥ s 1y — Full S kS{F(Fu-1)}?,
kde ‘

M? — m?

a= e

s k=147

KdyZ tento ¢lanek jiZ byl pfipraven do tisku, sezndmil jsem se s praci V. M.FriD-
MAN, Nové metody FeSent linedrni operdtorové rovnice (DAN 1959, sv. 128, &is. 3).
Autor hleda feSeni rovnice

(1.22) Lx=Ax -y =0,
kde A je line4rni ohraniSeny operator v Hilbertové prostoru H ve tvaru

= — A%
Xn+1 —x,,+e,,z,,, Z,,—A an'

153



Koeficienty ¢, uréi z podminky, aby

A ey — %12 =0

8}!
Odtud .
|Lx, >
" )4rLx,)?

Necht symbol N znac¢i podprostor nulovych prvkid operatoru 4. O konvergenci této
metody plati tato véta (V. M. Fridman):
Véta. Posloupnost {x,} definovand rovnosti
_ExD
l4* L, | l4*Lx, |

konverguje. monotonné silné k Feseni rovnice (1.22). Jestlize m a M jsou hranice operd-
toru A* A na prostoru H © N, pak {x,} konverguje s rychlosti geometrzcke posloupnosti
s kvocientem q = (M — m)[(M + m).

1.3. Systémy linedrnich algebraickych rovnic. Necht E, zna&i n rozmerny Eukleldﬁv

Xp+1 = Xy — n

pmstor(prostor viech vektord y = {yy, ¥, .-, Yn} Snormou [|y| = ( Z ly;1%)%. BudiZ
déna soustava linedrnich algebraickych rovnic
(1.23) ' Yam=rfi, i=1L,2,..,n, ap=a,.

k=1

VE, zapié’,eim systém (1.23) ve tvaru Ay = f; kde operator A4 je dan kladng definitni
syme*trickou ma‘ﬁCi Haxku: f = {fl;.fz: "".f;l} je da‘ny a y = {yl, y23 LXRH] yn} hledan}"
prvek E,. Oznalme

ml =min Y @uXZ, M;=max Y axz
x,zeE,, j,k‘=1 x,z€En i, k=1
Z x> =1, Z lz:]* =
: Pommtteraém proces {y("‘)} definovany vztahy

q y(m+1) — y(m) + B(m)h(m) h(m) = {h(m) h(m) . h,(,M)} ,
h;(i"f) = f:r _kzlajﬂg') ﬂ("')

konverguje v E, a plati tyto odhady:

n

=¥ = (F = AP = — i~ 0,

my

-y s L {“f— Ay (ﬁ"_‘)i}*

- P

d"")’ m=0,12,...,
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kde.
n n n
™ = ) ajkhﬁ-”‘)hf""), d™ = Z | Z a_,-,,h,“"”l2 s
J=

Jk=1

+
—m
O = 5O, 0, 3P} eE,, y = M m)’ o ‘)
1

F0) = SIS aw® ~ 23 awnsy + 731

Ptipad nesymetrické matice ||ay|; x Lx=n se prevede na vyse uvedenou ilohu.
Rovnice (1.23) je ekvivalentni s rovnici

n n n

Y(Xagap =Y af, i=12..,n,

k=1 j=1 k=1
je-li tato fesitelna.

Iteradni proces je d4n témito vztahy:
oD - ym L gempom
B — {,](m) s, 71.(.'")} y(m) {y("‘) ¥, (m)}

kde

n n n n
™ = Z a;f; — % (Z a;) i = Z Jx{fJ Y api™} = ¥ ah§?,
k=1 j=1 k=1 Jj=1

ji=1

l(m) ’ Lk j=1

k™ ' n n n
B("') K™ = Z Z knng) (m) R ] — z [ Z ( Z k) y('n)l?-
i=1 k=1 j=1
Plati tyto odhady: o

Iy —y™) £ — 71”f Ay],

my
1 _ (k(lm—l))z 2
m) . m—1)12
by =71 s - {llf— e R } ,

kde m, > 0 a M, jsou hranice operatoru 4*A4 (A* znadi matici ([a?,:ll, kde ajy = ),
(M2 — m2)? |
M,

F(y)=If—4)* = él{[él(élaﬁaﬂ) »l® -

)’(0) e Ens N =

i(jg . @) Vefi + (kilakiﬁc)‘z} -
1.4. Fredholmovy integrdini rovnice. BudiZ dana integralni rovnice
(1.24) ¥(x) — A [2 K(x, 5) ¥(s) ds = f(x) ,
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kde
f(x)eLy(a,b), K(x,s) = K(s, %),
fbJaK*(x,5)dxds < + 0.
. LA ' . . . .
Predpokladejme, Ze 1— <L k=12 .., kde 4, jsou charakteristicka &isla rovnice

'k

(1.24). Polozme 4 = I — JK, kde
Ky =, K (x, s) ¥(s) ds .

Oznatime-li
ok, o, mmasd,
kA kg
pak " L
‘ ; (1 =9)Iy* = (4p,y) = (1 =9y Iyl>.
Iteralni proces

yu+1 =yu‘ + Ignhn’ n= Oa 1: 2: .

s e ,
(x) ) = 9 + 2 K ) ) ds B = ik :E:;
Fyh) = [2R2 dx — A 2 [2 K(x, £) hy(x) h(f) dx dt ,
Fy(h,) = Fy(h,) — 4[5 [2 K(x, 7) B(x) h,() dx d2 +
U+ 22 B [P K (x, 1) K(2, 5) B(%) hifs) dx ds dt
konverguje k p‘i‘esnéinu feSeni rovnice (1.24) a plati tyto odhady: ‘
y=yl = cl O"{F(yo)}*,

1

ey it H l ___Flz(hn—l) %
ﬁy " ylt" é ) {F(yn-l) Fz(hn_l)} ’

T - +
=1—92: C2=1—\91, O = (C2 cl)
C2

(1:25) F(y) = 4 2 [ H(x, 5) y(%) 9(s) dx ds + 24 [2 [LK(x, 5) ¥(s) f() dx ds +
+ [ay0)(x) — 2/(x)] ax + [2/*(x) dx,
H(x,s) = A [t K(x, 1) K(z, s) dt — 2K(x, 5) .

Jesdize% > 1 a jadro K(x, s) neni symetrické, pak nelze bezprostfedn® uit vty 1.
Rovnice (1.24) je ekvivalentni rovnici -
(126) A*dy = A%,
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‘kde :
A*y =y — A [2K(s, x) y(x) dx .

Jadro H(x, 5) rovnice (1.26) m4 tvar
H(x,s) = K(x,s) + K(s, x) — 2 [ K(x, t) K(z, 5) d¢ .
Jadro H(x, s) je symetrické, zna&i-li 7, jeho charakteristicka &isla, pak A/4, <1

15, Numericky p¥iklad. Re¥me rovnici

(1.27) ¥(x) = 2[5 K(x, 5) ¥(s) ds = x*,

kde '
x(1—s5), 0Zx=s=1,

(1.28) K(x, s) = {s((l - xg, Ocscxel.

metodou sloZené iterace s proménnym parametrem. Charakteristick4 &sla rovnice
(1.27) s jadrem (1.28) jsou 4, = K*n%, (k = 1,2,...).
1. Polofme A = 1, y, = x*,pakm = 1 — 1/n*, M =1,
Ahy = 5(Ex + 2 — x* — 5x°),  (4ho, ho) = 0,000 69357093 ,
[ ARy * = 0,000 6284 .
Odtud f, = 1,10372. Prvnim iteraénim krokem dostaneme
y1 = x* +0,09198x(1 — x?).
Odhadneme |y — y,|. Pfedné k < 1/m = 1,11274,
' (Aho, ho)? '
4R
Podle (1.9) [ly — »,] < 0,0028.
2. Polofme A = — 1,30 = x> Pakm =1, M =1 + 1/z%, ~
(Ahg, ho) = 0,001004840L , [l Aho|* = 0,00135.
Odtud B, = 0,74433 a tedy y, = x* — 0,06203x(1 — x°), ptitem |y — 34| < 0,0048.
3. Polo¥me A = — 10, y, = x%. Pak m = 1, M = 1 + 10/n%,
(4hg, ho) = 0,152_5673398 , [IAh(,IIj2 = 0,30372.
Odtud B, = 0,50233. Prvnim iteraénim krokem dostaneme
y1 = x* — 0,41861x(1 — x°).
Odhadneme podle (1.9) [y — y, . Pfedeviim [|Ao]* = 0,077716,

= 0,000 7654, |hy*> = 0,000 7716 .

2
@.”"_”Ez)_ = 0,076634 .
44|l

Odtud lly — y,| = 0,073.
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II. METODA PODOBNE ITERACE
2.1. Necht H znadi realny Hllbertﬁv prostor, ktery nespliiuje nutné axiom iplnosti.
BudiZ dana rovnice
(2.1) Ay =f, '
kde A je ohranieny linedrni operator v H, fje dani a y hledana funkce z H.
Rovnici (2.1) fedime iteracemi
(22) ) Vn+1 = Bf + B(I — PA)y,, n=0,1,2,...,

kde P je linedrni ohranideny operator v H a koeficienty B, (n = 0, 1, 2, ...) ur&ime
z podminek, aby funkcional F(y) = || f — Ay||* byl pro prvky By, (n =0,1,2,...)
minimalnim. Pfedpokladejme, Ze [IAy,,!] >0,n=0,1,2,... Z podminky

S o8

(f 4y,)
lApl®
Necht symbol & zna&i mnoZinu viech redlnych &isel. ProtoZe

4 h-

PEE) _ oy > 0,

opy
je
@3 . F(Bun) = Min Fry) -
imém proces (22) mé tvar
26 \y,+;—pf+(ﬂf;“‘1;;)(z Pd)y,, n=0,1,2,.

V dalsim uZijeme nasledujiciho lemmatu.

Lemma 3. Nechi A je linedrni ohraniceny operdtor v uplném Hilbertové prostoru H.
Pak rovnice (2.1) md prévé jedno FeSeni y € H pro ka%dé fe H tehdy a jen tehdy, exis-
tuje-li linedrni ohrani¢eny operdtor P v H takovy, fe md v H inversni a

(2.7) II— PAl =g<1.

P#i tom FeSeni y rovnice (2.1) Ize vyjddFit ve tvaru

= 20(1 — PAY Pf.
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Poznimka 4. Jsou-li splnény pfedpoklady u lemmatu, pak 4~ je linearni ohrani-
ceny operator:
0 Q0
47 = | Z,O(I — PA) P| é_zoll(l — PAY| |P| <
J " ' J 1
< |P|Y I — PA) < ||P) —.
j=o l1—-g¢
Jsou-li spinény pfedpoklady lemmatu aZ na tplnost prostoru H, pak 4~ existuje a je
ohraniCeny, pfedpokladame-li, Ze operator I — PA je totalng spojity.
‘ Véta 4. Necht A, P jsou linedrni ohranicené komutativni operdtory v redIném Hilber-
tové prostoru H a necht P je takovy, Ye P~* existuje v H a plati (2.7). Ddle necht je
splnéna jedna z téchto podminek:
1. H je uplny.
2. I — PA je totdlné spojity v H.
Pak rovnice (2.1) md pro kaZdé fe H prdvé jedno FeSeni y € H, posloupnost {y,} defino-
vand rovnosti (2.6) konverguje v normé H k felent y rovnice (2.1) a plati tyto odhady:

(2.8) Iy = yall = kq"f — Ayl ,
29) 1y — 3l < Kalf ~ Aypall,
2%
(2.10) Iy — 3l < kg { 112 - (—f—‘i}i—l} ,
147,

(2.11) Ny = wall S K{If1? + 1 Apa-al® = 2(f, Ay, )}E,
kde yoe Ha k = |47 < [IP]/(1 — q).
Diikaz. Ze vztahu (2.5) plyne, Ze
(2.12) . FBy) S F(y,), n=0,1,2,...
DokéZeme, % {F(y,)}a=5 tvofi monotonni zdola omezenou posloupnost:
F(pue1) = F(a) = If = Apusl® = If = Apal® =
= f = Ayu-al® = |f = APf = B, A(I — PA)y,_,|* =
If = Ayu-sl* = |(I = PAS = Bo14y-1]I* 2
Z N f = AYsl® = 1T = PA | f = Bues Ay, |2 2
2(1 =4 f~-A4p.—4I>20.

]

Odtud
F) 2 F(3) 2 - 2 F3) 2 - 2 0.
Existuje tudiz
lmF(y,)=p a 0=p =< F(y).

DokaZeme, Ze p = O: .
(213)  F(y,) = IIf — 4all* = |(I = PALS = Buc 1491 ]I* € ¢ F(Bye 17n-1) -
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Z posledni nerovnosti a podle (2.5) plati

(2.14) , F(3) £ 4" F(n-1) -
Odtud
(115) : 0<F(yn)<qz"F(y)—>0 n- .

Tedy p = 0 ZIemmatu a poznamky 4 plyne, Ze operator A~ existuje aje ohraniteny.

e uy —*y,,uz % K1A(y = 31 = K1 — Ayl = I Fy) 0.
Odtud fly — 3. = 0, n > 0. Z (2.16), (2. 15) (2 14) dostaneme ihned nerovnost
(2.8) (2.9) Dosadime do vyrazu :

F(Br-17n- D) = Boildy,l? — 25,. (s Ay~ 1) + Hf“2

za ﬂ,,_l podle (2.4) pak

' (f Ayn—l)
,‘H”,,;v HAnﬂ]z' o
Odtud, z (2.13) (2 16) ihned dostaneme odhad (2.10).

' 'Z perovnosti

| (j; Ayn—l)]z
N HAype el = =220 >
[” Il =

F(ﬁn—lyn—l) Hfl’&z =

plyne, Ze

f’An— <A,, 2 (fAynl)

S vzgyi)"yﬁ TP

‘ Nahmdfmefhvodhadu (110)v~fraz ((A Ay,.-l)z/ﬁAy,,_lnz vyrazem || Ay,—,|I> —
L Z(f “Ay,, ), obdrime ilined odhad (?..Il) Tim j Je véta dokézéna.

"ﬁ;ﬂ‘«ff {t,lr !

l‘;PIatthmﬂ,,—I

Dﬁkaz. y,, - y podle vety 2. Operétor A je ohraniCeny, tedy spojity. TudiZ plati
—niy =f Odtud plyne Ze ﬁAy,,ﬁ = I f]. Pak °

A (f Ay,)»ﬂfnz B
e Hfl
w0 Him n =
: u-»ooﬂ 1112

- ggzbggrgvnosti (212)a (2.13) plyne, Ze
o “F(Boyo) 2 F(ﬁzyl) 2. 2FBy)z...>0.
Protoie platl (2 12), tim spie. F(B,y,,) — 0,1 — 0.
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2.2. Necht H je realny Hilbertiv prostor. Pak H = H x H x ... x Hse sklada

n-krate
ze viech vektord f = {f}, f2, .- fo}, kde fie H,i=1,2,...,n
Definujme zékladni operace v H takto:

c{f1>f29 ""f;:} = {cfla cfZ’ L] Qf;n} )
{fl:fz, "°>f;l} + {gls 825+ gn} = {fl + gu‘fz + 82, '~'9f;x + gn}’

{{befz: "".f;u}’ {gla.gb LR gn}] = é:l(.fi’ gi) . .

-

Potom H je Hilbertovym prostorem s normou

VP = ilnfiuz

Necht v H je dana rovnice

(2.17) i Ay =f,
kde
Y1 Ay, A1y oeey Agy fi
y = Y2 A A213 A22’ ey AZn f= .fl

................

In Anl’ AnZ: eeey Ann .f;l

operatory Ay, (i, k = 1,2, ..., n) jsou linedrni ohranidené v H fe H. Rovnici (2.17) ’
feSime iteracemi

(2.18) YD = Pf 4 BT — PA) Y™, m=0,1,2,...,
kde
'Piy, Py ooy Py, I, 00, ..0
P= PZI"PZZ, s P2n I= OaI, O" ,0‘
anl’ Pn2’ s Pml Oa 0’ 0: “ee I

Py, (ik=1,2,...,n) jsou linedrni ohranifené operatory v H. Koeﬁc1enty ﬁ(’").
(m=0,1,2,...) uréime z podminky, aby funkcional

_F 0= ;lllf, ’kglﬁjdkllz

nabyval pfi daném m, (m = 0, 1, 2, ...) minimalni hodnoty na mnoZin& prvki tvaru
By™, kde B probih4 mnoZinu viech r&4lnych &isel. Z podminky
8 F( ﬁ("')y("'))

=0, m=01,2,..
Fi ﬁ)'n)
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nalezneme, Ze

1

n
m _ i kz= (5 450"
™ = =

n

YUY A0
j=1 k=1
Véta 5. Nechf Ay, Py, (i, k= 1,2, ..., n) jisou linedrni ohranicené operdtory v ipiném
rediném Hilbertové prostoru H. Nechf A, P jsou komutativni operdtory a P je takovy,
Ze mé inversni P~ v H all — PAY = q < 1. Pak posloupnost {y™} definovand rov-
nosti (2.18) konverguje v normé H k FeSeni rovnice (2.17) a plati tyto odhady:

(2.19) 1y — ™1 S kg"1f — 41,
(220) Iy — y™1 £ kqif — Ay™ 1,
n +
" [ Y (Hdpm )]
(221) v —yP1skg{ 317 - LEL ,
i _21 I kZIAjky;E"“ D)2
Jj= =

kde ¥ e H, k =14~ 1 < Pi(1 — g).

Poznémka 6. PoloZme v odhadu (2.8) resp. v (2.19) y, = £, kde v prvém ptipadé
fe H, v druhém fe H. Pak

(222) ‘ 1y = mll < kg™ £l 11 — 4]
(2.23) -y < kg"iild — A1

Vztahu (2.22) resp. (2.23) Ize wit k urdeni po&tu krokd iteradniho procesu nutnych
k dosaZeni Zidané pfesnosti.

Poznamka 7. Véty 4, 5 zistanou v platnosti, nahradime-li v odhadech (2.8), (2.9),
(2.10), (2.11) a v nerovnostech (2.19), (2.20), (2.21) &islo g &islen ¢’ tak, Ye ¢ < ¢’ < 1.

2.3. Uziti metody podobné iterace. V dalS§im nidm bude uZiteéné toto tvrzeni:
Jestlife operator B je symetricky, (By, y) > 0 pro viechna ye H,y £0a ||B| < 1,
pak |II — B]| < 1. Nechf plati jeden z pfedpokladi 1, 2 véty 4. PoloZme 4 = I — AK
a rozeznavejme tyto piipady:

A. P = I, pak |I — PA]| = |lAK||. 1. A. Birgerem [4] navrZeny iteradni proces

(f, 47,)

Iyl

je specidlnim p¥ipadem vzorce (2.2). K tomu, aby metoda podobné iterace konvergo-
vala, stadj, aby [AK| < 1. :

(2'24) ; yn+1 =f+ ﬂn)‘Kyna n =
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B. P = 81, kde

(2.25) 0<¥<——-
1+ |AK]|
a operdtor K je symetricky a takovy, ze — (1Ky, y) 2 0 pro kaZdé ye H. Odtud
(PAy, y) > 0 pro viechna y =% 0, y e H. Podle (2.25) je | PA|| < 1. Tedy |I — PA| =
= ¢ < 1. Podminka véty 4 je splnéna, tudiZ proces podobné iterace definovany rov-
nosti (2.2), kde P = 91, konverguje v H k feSeni rovnice (2.1).

V tomto piipadg iteraéni proces je dan vztahem

_gr 4 L)
e Ay

a podminkou konvergence g = ||[I — (1 — AK)]I < 1. Odhadneme ¢&islo ¢ shora.

Jsou-li spln&ny uvedené pfedpoklady, operdtory — (AK), I — $(I — AK)j Jsou samo-
adjungované v H a plati

17— (I — 2K)l| = Sup. Iy — (v — 2Ky), »)| =

= sup |1 — 9 + 9(AKy, y)| .
Iyli=1

9) y, + 91Ky,]

ProtoZe

1—-38
— (AKy, y) £ sup — (AKy,y) = |lAK| < ——,
Iyll=1 - 3
je 1 — 8 + 9(AKy, y) > 0. Tedy

=9I —2K)| = sup {1 =9+ 9(AKp,y)} =1 -9 < 1.
lIyll=1

Poloime ¢’ =1 - 3. Pak g < q’' < 1.

JelikoZ
- P .
k=t =L =, 19 =,
1-g
je k £ 1 a dostaneme tyto odhady:
(2.26) 1y = 2l £ (1= 9" If = 4ol »
. 2\ %
(2:28) Iy =l (1 -9 {llfll’ - (—’f—”—y—%—} :
”AJ’».~1”
C. PoloZme P = 92(1 — 1K), 0 < 9 < 1. Dostaneme pak iteratni vzorec
AV,

(2.29) Vur1 = 92(1 AK) f + (“ % {2)[1 — 91 - 2K)*] yu

s podminkou konvergence

(2.30) g=|I-81-iK)? <1.
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Nechf plati:
a) Operator K je symetricky.
b) A neni charakteristickym &islem operatoru K.
c) Cislo 9 spliuje nerovnost (2.25).

Pak je spingna nerovnost (2.30). Skutetng

(@ = 2K)y,) = (I - 2K) y, (I = 4K)y) > O

pro vechna y % 0, y € H a uvaZovana 1. Pak (PAy, y) = (8*(I — AK)*y,y) > 0 pro
viechnay £ 0,ye Ha [|[PA| < 1. Tedy | — PA| = g < 1. Pfedpoklady v&ty 4 jsou
splnény a tedy posloupnost {y,} definovand rovnosti (2.29) konverguje v norm& H
k FeSeni rovnice (2.1).

Vzorce pro odhad miZeme zjednodusit za dodateénych pfedpokladii na K a 9.
Budeme rozliSovat tfi p¥ipady:

1. Necht (AKy, y) < 0 pro vSechna y € H. V nerovnosti (2.30) odhadneme &islo ¢
shora.

ProtoZe K je symetncky a plati (2. 25) je v
(231) 1- 94,y =1- szuAynz 1 — 4> = 1 — 8((1 + |2K|?)® >

>1—321 =0
9?

pro vSechna ye H, pro néz ||yl| = 1.
Tedy _
I — 924%) ="sup {1 — (I — AK) y,(I — 2K)y)} =
lrli=1
= sup {1 — 9% + 29%(AKy, y) — 8*|1Ky|*} <1 — 9*.
=t
V odhadech (2.8), (2 9), (2 10), (2 11) mieme tedy &islo ¢ nahradit &islem g
=1 — §. Protoze
IP} = 941 — AKﬁ = 92(1 + {w{n) <39

1-421-¢=8, k=45l
dostaneme tyto odhady: ~-.
@ -l %(1 — 82 If — dyol,
by — 7l < %( — ) 1f = dyiil s
1 (f;Ayn—I)z *
ylsia-¢ {ﬁf! ——-—-—} .
by sg-9) 4y, |?
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JestliZe operator X je takbvy, Ze navic plati nerovnost
(2.33) (A*K?y,y) 2z m|yl*, m >0,
dostaneme, Ze o
(1 +m)9 < &1 + |IAK]1?) < 9*(1 + |AK|)* < 1.
Tedy

g<q¢" =1-91+m<1.

Zna&i-li 4, (k = 1,2, ...) charakteristick4 &isla operatoru K, pak mnoZina charakte-
ristickych &isel opertoru K2 je totoZn4 s mnoZinou &tvercd charakteristickych &isel K.
Podminka (2.33) je tedy ekvivalentni s podminkou, aby 4 + 0 (k = 1, 2, ...). ProtoZe
q" < q’' dostavame v tomto p¥ipadé lepsi odhady neZ odhady dané nerovnostmi
(2.32). o

2. Necht (/IKy, y) < |Iyl>. Pakf— <l,k=1,2,... PoloZme u = max-j—. Potom
k kA

(47,%) = (v — 2Ky, ») = Iyl — sup 1(ley’, Y Iv1% = Iy}l — M(AK)),

kde M (AK) je horni hranice samoadjungovaného operatoru AK. ProtoZe M(AK) = u,
je A kladng definitni. Tedy ’ '
(2.34) A= (1 -p?PI.
Odhadneme [I — 9°4%|. Podle (2.34)

I — 9242 = sup |(y — $%4%,))] = sup {1 — $* (4%, y)} £ 1 — (1 — p)?.

' ivli=1 Iyl =t

Protoze . -
0< 91 —p)?=94)*> < 91 + [AK])* < 1,

1ze ve vzorcich pro odhad nahradit &islo g &islem

2
q'=1—92<1—maxi) <1.

k }’k
" 3. Necht (AKy, y) 2 I|ly||?, I > 0 a &slo 9 kromé (2.25) splifuje ost¥eji nerovnost
2

2.35

(2.35) 34+ 12

Pak

I~ 9247 < sup {1 — 8 + 28%|AK| — $*(A’K?%y, y)} <
Iyll=1
1—-38

S1-9 429 PP =1420 - (3+ 1) 8.

Z nerovnosti (2.35) plyne, Ze
20— (34179 <0.
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Tedy 1 + 28 — (3 + 1*) 9* < 1. MiiZeme tedy v odhadech v&ty 4 &isla g a k nahradit
Cisly
1
B+P9s-2
Pro dosti velks je &slo g’ velmi malé. V tomto pfipad® uvedend metoda konverguje
D. PoloZme P = I + J, kde J je linearni ohranieny operator komutativni s K
a takovy, % -
| | 1
(2.36) 16 —J) £ ——,
! : 1+ JAK]

kde G je resolventa operatoru AK. UkaZeme, Ze za téchto predpokladd posloupnost
{7y} definované rovnosti

g =1+28 -3 +01P), k=

R J)f+ ("f Aylz) [AK(Z + 7) yu = J.]

konvm:gu}e v norm¢ H k feSeni rovnice (2 1) Podle véty 4 staéi dokazat, Ze qg=

= -{T+II=-IK) <1

Podle definice resolventy je
PA=[I+6G) - (G-NJI-21K)=1I—-(G—J)I - IK).

Odtud a podle (2.36) . .
g= -+ INI-iK)| = H(G—J)(I-—-iK)[ SlG-J|I-AK| < 1.
Zarovent dostavame horni odhad pro &slo g. MiZeme tedy &isla g, k nahradit &isly
' L+ 1

1-4

2.3&. Systémy MMdl algebraickych revnic. Nechf /, znadi prostor v§ech posloup-
nosti y = {yl, Y25 ---} § MOTHOU .

= (X il < .
BudiZ dén systém lineArnich algebraickych rovnic

o]

(2.38) n-Yewn=ri, i=12...,

MG Jll HI K|, k=

pficemZ

f= {fbfz, "'} Elz .
PoloZme

o
Ky =Y cavr,
k=1
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pak systém (2 38) miZeme psat ve tvaru (I — K) j, — f, pfifemZ operétor K je din
matici ey}
Odhadneme ]IKyl].

161 = 1 % cond = (515 canl* 5
i=1 k=1

=(

u'[\/] 8

. 2Ll P (X ) = Gl
kde
Gi=(Y X leal®)? .

i=1 k=1

Jestlize G < 1, systém (2.38) mé pravé jedno YeSeni y € /,, které lze urdit iteratnim
procesem (operator P je dan jednotkovou matici)

(2.39) y(m+1) =f+ ﬂ(m) Ky(m) , y(m) = {y("') (m), } ,
(2,40) ﬂ(”" = ém_)
pm’
(2.41) a™ = Zf,yj Z ™,
(242) ™ =Y MW =Y e, m=0,1,2,.
Jj=1 k=1

Necht G > 1 a operatory P, K spliiuji podminky jednoho z pfipadi A, B, C, odst. 2.3.
Pak systém (2.38) mé prave jedno ¥eSeni y € I, které Ize urcit iteradnim procesem

y("‘+1) = Pf + ﬁ(’")([ - PA) y(m) ,
kde B je definovano vztahy (2.40), (2.41), (2.42) a plati tyto odhady:

) Iy =y = (3 by~ S {0 a7~ 4,

(2.44) Cy -l s 1"qu If — A
(m—1\2y %
(2.45) ly —»™I = lllfll {Zlf;l2 E‘Z(—m:#}

kde »(® e[, a &fslo ¢’ m4 dfive stanoveny vyznam a
F(y) ='Z1 {7 = 20,f; "kzl ) + O —k21 0’} -
J= = =

Podobp# lze vysetfovat soustavu linedrnich algebraickych rovnic

(2'46) yi—zcikyk=.fi’ i=1:2>---,n

k=1
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v h-rozmémmém Euklidoveé ‘prostoru E, s normou ' o ot
Iyl = (Z AR v ={nye e} o

Necht matice [lc;[};¢=1 je symetrickd. Pak IK] = A,, kde operator K je d4n matici -
leuliich a Ag je nejvitd viastni ¥slo matice [l -,,Hji 1. Je-li Ay < 1, Ize uZit ;te-
ratniho procesu o
. . y(m+1é) __f'+ ﬂ(‘m)Ky(m) m = 0 l 2
J&H }'1 > 1 a Splnu_]l-h operétory P, K podminky Jednoho z uvedenych prlpadi’r
A, B, C, odst. 2.3, pak proces y™* 1) = Pf + B™(I — P4) y*™ konverguje k pFesné-
mu re§em soustavy (2. 46) a plati analogické odhady k odhadiim (2.43), (2.44), (2.45).

.2 Iniegrélm rovnice. Necht j je dina rovnice . f:
(2.47) C ) =S + ARG ) (s ds, 141> 0, L
) ely(a,b), [felK(x s dxds < + 0. .

S N Ky = j"’K(x, s)y(s)ds o iy

'i'.»v

(2.47) Ize psitvetvara (I — AK) y = = f. Nechf lze voht operator P tak, a operator
K necht je takovy, Ze opferatory P, K spliiuji podmmky jednoho z uvedenych pnpadﬁ
A, B, C D odst. 2.3.

-(2.48) xu:'yna—l’fm-l-ﬁn(b-?(l m)yw n=0,1,2,. L
kde " PIRL = VT e e L
ibationtgs i *ﬂu ¢,., e : ,;
,¢ = 1 i) AR ERGS) 7is) f(x) dx ds,
o Mx)dx + A [2H(x, 5) 7(3) 7(5) dx ds, o
(2.49) T H(x, 5L ARG ) K(,8) dt = 2K(x, )
_konve i Mh(a,b)k re§cmrovmce (2 47) aplau tyto odhady:
Lol %g ' P
1 N "‘ilf Aol

v ] 1 —'q/"?" : ’

; ‘ ' ’ ‘ky ynﬁ“s _"—qjq Ef Ayu—ll > vt -

: T {flf( A dx — 2= ‘} ,
: pﬁiﬁemiq <qd <1 afunkcwnal F(y)]e dén vzorcem (1 25) odst. I.
."1”68 o




Je-li jadro K(x,s) symetrické, pak |K| = Ay, kde je nejvétsi vlastni hodnota

K(x, s). Jestlize &; = |Ad;| < 1, pak posloupnost {y,} definovani rovnosti
. yn+1( =f+ ﬂnmyn
konverguje v L,(a, b) k feeni rovnice (2.47) a plati tyto odhady:

Iy = 3l - L etr— 4yl

- g

| -
1y =yl £ — sl{ffz(x)dx-ﬁi},

1 - 31 wn—l

ptifemZ funkcional F() je dn vztahem (1.25) odst. L.
Oznacime-li
z,(x) = f(x) + A[2K(x, 5) y,(s) ds,
pak z,(x) - y(x), stejnomérng, kdy? n — co. Skutetng:

|2,(x) — ()| = A 1[2K(x, $)[M(s) — pu(s)] ds| <
S (R ) 408 (R — 29 ) =
=Cly - y,.ll -0,

kde
C= ]ll(f,',’Kz(x, 8) ds)* ..
Necht je dana rovnice
(2:50) 9) — AR (x,5) (e) ds = /()
kde ‘
f(x)eLya,b), [ofiIK(x,s)®dxds < + .

Jsou-li splnény predpoklady véty 4, pak posloupnost {y,} definovana vztahem (2.48),

kde
Ky, (x) = [K(x, ) yas) ds,
g, ="n

5, = [21(%) 7a(x) dx — AJ® [5 K (x, ) ya(s) () dx ds,
z, = [oy2(x) dx — Af% [SH(x, 5) () yu(s) dx ds
a H(x, s) je dano vyrazem (2.49), konverguje k feSeni rovnice (2.50).
2.3.3. Numerické priklady. a) Necht je d4na rovnice
(2.51) Wx) — A5 K(x, ) Hs)ds = x*, Al +0, 0Zx=Z1,
kde
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Re¥me rovnici (2.51) metodou podobné iterace.

1. Polofme 4 = — 1. Pak |2K| = = < 1. Volime tedy P = L Podle vty 4
TC .

metoda podobné iterace konverguje v normé L,(0, 1) k feSeni rovnice (2.51).
Polofme y, = x%. Vypottem zjistime, Ze

Kx? = 2 (1 - 2%,
5 )

kde
Ky = [§ K(x, s) (s) ds .
Tedy
AP =X (1 -5,
: 12
Urime koeficient B(, ‘

(xz sz) f x*Ax* dx = 0,20898412,
J4x?)* = f3(4x2)? dx = 0,21863 .
Odtud B, = 0,95588. Prvaim iteratnim krokem dostivAme
1 = x> — 0,07966x(1 — x°) .
Stanovime chybu prvniho iteradniho kroku: P¥edng [|x2}|> = 0,20000,

{u x| (ﬁ%iz—)f}*=o,oxss; R

H 2{12 nz -1
1 ,
qg= - kg =0,11274

| 'Ocitad dostaneme pod]e(ll())
LA Iy = il = 00017,

zatim co metodou postupns?ch aproximaci obdrZime
Iy — 3.1 =0,004.

2. Poloimeic = — 10.Pak JAK|} = iz(—) > 1. ProtoZe — (AKy, y) > 0 pro vSechna

¥ £ 0, ye Ly(0, 1), volime P = 97, kde

3 = 0,49650 < 1

10
14—
152

Polozme y, = x”. Pak
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Urdime fo. Vypoétem dostaneme, Ze .
(f; 4po) = (x*, Ax*) = 0,28928571, [A4x*|* = 0,45573.
Odtud B, = 0,63477. Prvni iteraéni krok v tomto ptipad® dava
y: = 0,81611x* — 0,26263x + 0,26263x* .
Odhadneme podle (2.28) ||y — y;|I: _
{l]lelz - M}i = 0,127, 1 -3 =0,50350,
lax?|? ‘
ly — y4l = 0,064.

Jestlize y, je ptiblizné feeni ziskané prvnim krokem Rallova-Wiardova itera&niho
procesu, dava Rallova metoda odhad

‘ Iy — »:ll £0,14.
Odhadneme jesté [y — y,|:
Ay, = 0,06728x + 0,81611x> + 0,43772x> — 0,41746x* — 0,08754x°,
(x*, 4y,) = 0,18364 ; |l Ay,||* = 0,16880; B, = 1,08791 ;

{l]lel2 - %%12—)—2}& = 0,01479. 1 — 8 = 0,50350.
341 .

Odtud
"y - J’z” é 03007’

ptidem? Rallova metoda aZ pii tfetim iteradnim kroku dava odhad
Iy — ¥3ll < 0,006 .
b) Re¥me metodou podobné iterace rovnici

#x) — Afo K(x, 5) ¥(s) = x,

kde .
1x(2 — <
P G

352-x), x=s.

. 1
Operitor X je kladny a symetricky, tedy K| = T < 1,nebot 4; > 1.
1
1. Polofme A = — 1. JelikoZ |AK|| < 1, volime P = I. PoloZme y, = x, pak

Kyo = 3x(1 — 5%%), Ay, = %x — 3x*, Bo = 0,80980.

Prvnim iteraénim krokem obdrzime |
y1 = 1,26993x — 0,13497x° .

Stanovime chybu ||y — y,|.

(___.fAAy;f _ 0,3329164490, {l\fﬂ’ - %‘;Za—);}* = 001017, K =1,32103.
Yo 0
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Odtud a podle

. ly = »iff £ 0,013,

zatim. co metoda postupnych aproximaci d4 odhad

) Ny — 31l =0,043. .

2. Polo¥me 1 = — 6. Pak IAK]| > 1, aviak — (AKy,y) > 0 pro vsechna Y0,

y e H. Volime tedy P = 91 kde 9 = 0,406821 < 1/(1 + [AK]). PoloZme y, =x ‘

pak s

Ay = x(3 - x’) (f, Ayo) =%, ldyol®* =53,

Odtud ﬂo = 0,411765 a tedy

. o © y;, = 0,316041x + 0,167515x° .
Odhadneme lly — y,[l. Pfedné

2\ %
1 — 3 = 0,59318 {Hfl[z - %ﬁfﬁl—} = 0,06262 .
Odtud a podlg (2;28) by

S
‘ Hy y1[l < 0037
Rall—WLardova Ttoratnt metoda dé.va (yo =x)’
' STy aige-d 0,18636x + 040682x3
ly — 7l < 0,488 .
Ur&ime J,. Predeviim Ay, = 1,098898x — 0,148527x> — 0,050255x° ,
o (Ayn f) = 0329412, uAylﬂf = 0,326495 .
Odtud B, = 1,00893 a tudiz ‘ ‘, | ‘
¥, = 0,27464x + 0,22996x + 0,02063x .
Odhadneme podle (2.28) ¥ — y.l..

B TN) S {ﬂfll’ WullL - oo,

¥4y, 1* _ 4y l*
1—9=0,59318.Odtud "~ *
ly — ».ll < 0,018.

Zattm co RalI-erdovou metodou dostaneme
AT 5 0 0.91679% + 0,31713%% + 0, 04965x° ,
< 1y =721l <.0,060. :
z obou pnldadﬁ je tedy vidé&t, Ze u¥iti metody podobné iterace je vyhodn&ji ne¥
uZitf starsich metod.

k.

45
4

Poznamka. Obdobny vysledek jako ve v&t& 1 ve specidlnim piipadé ziska:li K
M. Apracnocem;cxnn - C. I'. Kpei#in: WTepandoBHEIA IPOIECC C MHAHE- -
MATBHEIME HeBs3kaMd. Mar. cb., 31, 1952, 315-334 (Dopinéno pFi korekture.)
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Pesrome
O CXOauMOCTHU U IMTPUMEHEHMM METOJOB I/ITEPAI.II/II7I
HIO3E® KOJIOMBI (Josef Kolomy), Ilpara

H. A. Buprep [4] npemioxun HOBBIE METOIB I pemeHnmd (yRKIHOBATHLHBIX
ypaBHEHHH, HO 6e3 TOKa3aTensCTBa CXOMUMOCTH M YCTAHOBIEHWS ONEHOK.

B crathe 0600mIaeTcs MeTOX CIIOXHOM HTEpald C NEpeMEHHBIM IapaMeTpoM
M MeToJ| TOX0OHOH ATepaNyy, JAXOTCS YCIOBHS CXOAUMOCTH B YCTAHOBIICHHA OIEHOK
J1S 3THX MeTONOB. Jlasie DpeiiaratoTcs HEKOTOPBIe HOBBIE METOIB, aHAJIOTHIHbIE
metonaM Heiimamma, Bmapna, Broxmepa m Camysicosa. IIpEBeleHHEIE METOMBI
TIPEMEHSIOTCS K IPHOIKEHHEOMY PENICHHIO JHHEHHBIX aireOpamdeckuX ypaBHEHHH
U K PEIICHHWIO HHTETPATLHBIX YpaBHEHMUI.

I. MeTox CIOXHOW HTepamHH C HEepeMeHHHEIM  mapaMeTrpom. Ilycrs
IaHO ypaBHEHWE

@ Ay =f,

Ine A — IuHeHHbIA OrpaHUYCHHBI CAMMETPHYHEINA ONepaTop B IEILGEPTOBOM HpO-
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crpasctse H. Ilpomecc CIOXHONW HTEpalHH C INePEMEHHBIM IapaMeTPOM 3allHiieM
B BHIE ‘

(2) y;l+1 =Y, + ﬁnhn B ﬁn = (Ahm hn)/“Ahnllz 5 hn =f_ Ayn
Teopema 1. ITycmbv A—auneiinvlii camoconpaxicenHlli onepamop ¢ H u
m|yl* £ (4, ») £ M|y}?,
20e

m= inf (4y,y), M= sup (4y,y), 0<m=M< + .
Iyli=1 Iyl =1

Toz20a nocaedosamesvhocms {y,} cxodumcs no nopme H x pewenuro ypasnenun (1)
U UMEIOm MeCmo CAedylowue OYeHKU:

Iy = yall = &YILf — Ayl
Iy = yall = kvl f — Ayusll,

=2l 2 Eq M- Z—M}*,
el (e

200y = (M? — M u k = |4~} < Um.

Teopema 3. ITycmbs A—cmpo20 NOAOHCUMENLHBIL CUMMEMPULHBIT 02DAHUYEHHbIL
onepamop ¢ H u nycmb cywecmeyem ozpanuuennviii A~. Tozda nociedosamerto-
rocmy {y,} onpedesena no omruowenuio (2) cxodumcea no Hopme H k pewenuio (1).

IL Metoxn nmono6uoii mrepammum. IlycTs namo ypasaenue (1), roe A—wHeHR-

HBI OrpaHWYEHHBIH OIEPaTOP B BEIIECTBEHHOM ImibbepTOBOM mpocTpaHcTBe H, -

KOTOpoe He JOJDKHO BBIIONHSTH aKCHOMEI IIOJHOTEL IIponecc mono6HOM HTEpalEd
3aOHEIIIeM B an[e ’
s Yair=Bf + B0 — PA)y,, n=0,1,2,...

e P—smaHednEIi OrpaHmIeHERIH onepaTop B H, koadpdumaents f, (n = 0, 1, 2, ...)
S HEIIS 1 A3 YCHOBHSL

%ﬂ:o,'fne FBy) = IS — Budal® -
Homyamm . .
@ yn+1=Pf+—(‘M-J-;-';2(I—PA)y,.-

4y,

Teopema 4. ITycmo A, P—quneiinvie O2PaHUYEHHbIE KOMMYMUPYIOuUe Onepamopst

& ‘@etijecmeenrom 2usbbepmosom npocmparicmee H u P—maxoii, umo P~ cywecmeyem
6 H u evmosneno yciosue |I — PA| = q < 1. IIycms, dasee, 6binosHero odHo us
CACOVIOWUX: YCAOBUTE: 3
1. "IIpocmparcmso H noano.
2. ‘Onepamop I — PA-enoane Henpepwiser ¢ H.
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Toz0a ypasnenue (1) umeem edurncmeennoe peuwierue y. ITocaedoeameavHocms
{y,}, nocmpoennan no omnowenuro (4), cxooumes x y no Hopme H, u umerom mecmo
OYeHKU:

[y = yall S kg™ f = Apolls 1y = yull S kgl f — Ap,-sll,

2y
1y = 7.l < kg {Ilfllz - (—f—‘@—‘)—} :

14Yn-11?

20e yoe H, k = |47 < [P[/(L = g).

Ilycre BEmosHeHO OxHO H3 ycioBuid 1., 2. Teopems! 3. ITonoxmm A = I — AK,
roe K—nuAedHEIH OrpaHrIeHHElH onepaTop, ¥ 6yneM pasiriaTh CIydau:

A. P = I (8 aToM ciyyae monyam urepanuio U. A. Buprepa).

B. P=3,0<3 < 1.

B. P=9%(I—-1K),0<9<1.

I. P =1+ J, roe J—mBeiiEbIl OrpaBWYeHHEIH onepaTop B H.

Meron mono6HOM HTepammd (4) B 3THX OTHENBLHHIX CIIyYasX CXONWTCH, KOrja
B CIIydae

A JAK| < 1.

B. a) K—cuMMmeTpraHbi onepartop. 6) — (AKy,y) < 0 g Bcex y € H. B) BHIIOJI-
HEHO HepaBeHCTBO (2.25).

B. a) K—cAMMeTpUYHBIHA onepaTop. 0) A He ABIAETCA XapaKTEPACTHICCKAM JHC-
JoM k. B) BHIIOJHEHO  HEPaBeHCTBO (2.25).

T'. a) omepatop J xommyTEpyeT ¢ K. 6) BBInoMHEHO (2.36), Tie G—Pe30JIbBEHTHEIH
omepaTop misa omepatopa AK.

Summary

ON THE CONVERGENCE AND APPLICATION OF CERTAIN
ITERATIVE METHODS

Joser KoLoMmy, Praha

1. A. BIRGER [4] gives some new methods for solviflg some functional equations,
but without any proofs of convergence or determination of error bounds.

In this paper Birger’s composed iterative method with variable parameter and
similar iterative method are generalized. There are given convergence conditions, error
bounds for these methods and some methods analogous to those of Neumann,
Wiarda, Biickner and Samuelson. These are then applied to the determination of
approximate solutions of systems of linear algebraic equations and integral equations.

I Thecomposediterative method with variable parameter. Let there be
given the equation

) Ay =f,
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where A is a linear bounded symmetric operator in a Hilbert space H. The composed
iterative method may then be written in the form

(2) Ynt1 = Vn T+ ﬂn n > n = (Ah,,, h,.)/”AhnHZ s hn =f_ Ayn .
Theorem 1. Let A be a linear self-adjoint operator in H and
- miyl* = (dy,y) = Myl*,

where .
m=1nf(Ay,y) M= sup(Ay,y) O<mEM< + .
rii=1 Iyl =1 v
Then the sequence {y,} defined by (2) is convergent in the norm of H to the solution y

of (1), and its error is bounded by
1y = yal S EY°1f — 4Apoll s 1y — yall S kYIS — Ayl
P o
b=l s {u 2 et |
y=(M2—m2)*_/M, k=47 2 1m.

Theorem 3. Let A4 be a linear symmetric bounded positive operator ((4y.y) > 0
for y &= 0) in H having bounded A™*. Then the sequence {y,,} defined by (2) is conver-
gent in the norm of H to the solution y of (1)

b

where

Il. Thesimilariterative method. Let there be given the equation (1), where-4
is a linear bounded operator in a real Hilbert space H. The so-called similar iterative
method may then be written in the form :

Q) Yur1=Pf + Bl — PA)y,, (n=0,1,2,..),
where P is a linear bounded operator in H, the parameters 8, (» =0, 1,2,...) are
determined from the conditions dF(B,y,)/8B, = 0, where F(B,y,) = | f — Budyall®.

ol | (£49)
Sy Ay,

4) nt1 = P,

@ y f + e nuz(

Theorem 4. Let A, P be linear bounded commutatzve operators in a real Hilbert space
H (not necessarily complete) such that P~ " exists and I — PA| = q < 1. Let one of
the following conditions be fulfilled: ‘

1. The H is a complete space.
2. Operator I — PA is completely contmuous in H.

Then the equation (1) has a unique solution y. The iterative process defined by (4) is
convergent in the norm of H to the solution y of (1) and its error is bounded by

Iy — yall < k@"Vf — Ayoll s Ny — yul < kqllf — AVu-4ll
L F . 2\ %
Iy =yl <k 2 _ giﬁlﬂ:_l_)_} ,
¥ — Yall Q{Hfﬂ e
where k = |4™*] < IPI/(1 —q).
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Let one of the conditions 1, 2 of theorem 3 be fulfilled. We set A = I — AK, where
K is a linear bounded operator. The operator P will now be specified to obtain several
iterative methods.

A. P = (in this case we obtain Birger’s iterative method).

B. P =91,‘0<9<_1.

C.P=%(I-1K),0<9<1l

D. P =TI+ J, where J is a linear bounded operator in H.

The convergence conditions for these cases are the following:

A. 2K| < 1.

B. a) K is a symmetric operator. b) — (1Ky, y) = 0 for every y € H. c) 9 satisfies
(2.25).

C. a) Kis a symmetric operator. b) 4 is not a characteristic value of K. c) 9 satisfies
(2.25).

D. a) The operator J commutes with K. b) The inequalities (2.36) are fulfilled,
where G is the resolvent operator for AK.
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