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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 89 (1964), Praha

POZNAMKA O ZOBRAZEN{ HRANICE OTEVRENE MNOZINY
HOLOMORFNI FUNKCI

ILsa CERNY, Praha
(Doslo dne 27. tinora 1963)

'V &anku se vySetfuje vztah mezi F(H(Q) NG) 1) a H(F(Q)) NF(G), kde
Q a G jsou oteviené mnoZiny, 2 < G, a F je holomorfni funkce, kter4 neni
konstantni v Zddné komponenté mnoZiny G.

Budeme pracovat v uzaviené Gaussove rovin€ S; otevienou Gaussovu rovinu ozna-
¢ime E. Funkce F necht je holomorfni v (pevn& dané) oteviené mno%in& G c S,
pfitemZ necht F neni konstantni v 24dné komponent& této mnoZiny. Nechf je dale
déna oteviena mnoZina Q < G.

Podle znamych vét z teorie funkci komplexni proménné je za téchto pfedpokladi
obrazem (pfi zobrazeni F) kaZdé oteviené mnoZiny M = G op&t oteviena mnoZina.
Z4dnych hlubsich v&t nebudeme v dalsim potfebovat. Nasim cilem je dokazat n&kolik
tvrzeni, uZiteénych v teorii konformniho zobrazeni.

Véta 1. Je-li F prostd v Q, je
) F(H(Q) n G) = H(F(Q)) n F(G).

Ditkaz. Bud w, € F(H(Q) n G); pak je wo € F(Q n G), co? je sti F(2) n F(G)
podle zndmé véty o spojitych zobrazenich. Vzhledem k tomu, Ze F(Q) je oteviena
mno¥ina, je H(F(Q)) = F(Q) — F(Q), tak¥e sta¥i je§t& dokazat, Ze w, ¢ F(Q).

DokéZeme, e z pfedpokladu w, € F(Q) plyne, Ze F neni prosta v Q; tim bude nase
tvrzeni dokazéno. Bud tedy w, € F(Q); protoZe je také w, € F(H(Q) n G), existuji
body z,e H(Q) N G a z; € Q tak, Ze w, = F(z,) = F(z,). ProtoZe w, je bodem
oteviené mnoZiny F(Q), existuje okoli U(w,), obsaZené v F(Q). Body z, e H(Q) a
z, € Q jsou rizné; odtud a ze spojitosti funkce F v t&chto bodech plyne existence dis-
junktnich okoli U(z,) = G a U(zy) < ©, pro n&* je

@) F(U(z0)) U F(U(z) < Ulwo) -

1y H(Q) je hranice mnoZiny Q.
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PoloZme

() M = F(U(z,)) n F(U(zy)) ;
pak je M oteviena Cast U(wo), obsahujici bod w,, a oteviené mnoZiny
@ F_y(M)nU(zp), F_y(M)nU(z)

jsou disjunktni a jejich obrazem je M. Prvni z mnoZin (4) obsahuje bod z,, druhé bod
z,. ProtoZe bod z, leZi na hranici Q, je mnoZina

(5) N=F_(M)nUz)nQ

neprazdné a oteviené (a disjunktni s F_;(M) n U(z,)); dale je @ = F(N) = M.

Ke ka?dému bodu {, € N existuje tedy bod {; € F_,(M) n U(z,) — tedy bod rizny
od {, — pro ng&z je F({,) = F({,). ProtoZe vSak oba body {o, {; leZi v Q, neni F
prostd v Q.

Naésledujici pfiklad ukazuje, Ze pfedpoklad o tom, Ze F je prostd v Q, je pod-
statny.

Piiklad 1. Bud G = E, F = exp, Q = (0, 1) x (0, 4xn); pak je H(Q) n G = H(Q)
sjednocenim uselek 0,1,1,1 + 4ni, 0, 4ni, 4ni, 1 + 4ni, jejichZ obrazy jsou po fadé:

usecka T,__e, kruZnice K, o stfedu 0 a poloméru e, jednotkova kruZnice K, a useka
1,e. F(9Q) je mezikruZi o stfedu O s vnitfnim polomérem 1, s vn&j§im polomérem e.
Je tedy H(F(Q)) n F(G) = H(F(Q)) = K, U K,.

Odtud je patrné, Ze obecné (tj. kdyZ F neni prosta v Q) neplati inkluse (1).

Véta 2. Je-li Q < G, je
(6) H(F(Q)) = F(H(®)) -

Dikaz. ProtoZe F je spojitd v G, je F(Q) = F(Q). Vzhledem k tomu viak, Ze 0 je
kompaktni, je F(Q) také kompaktni, tedy uzaviens, a F(Q) = F(Q) = F(Q). Z toho
plyne, Ze plati rovnost F(Q) = F(Q). Vzhledem k tomu, Ze Q i F(Q) jsou oteviené
mnoZiny, je tedy

H(F(@) - F@) - F(@) = F(@) — F(@) = F@ - 0) = FH(@),

&imZ je tvrzeni dokézano.
Véta 3. Je-li F prostd v Q a je-li Q = G, je

() F(H(Q)) = H(F(Q)) .

Dikaz. ProtoZe Q = G, je H(Q) = H(Q) n G; jak jsme jiZ fekli v dikazu véty 2, je
F(Q) = F(Q), tak¥e H(F(Q)) = F(Q) = F(Q) = F(G) a H(F(Q)) n F(G) = H(F(2))-
Sta&i nyni uZit inklusi (1) a (6).

Dalsi pfiklad ukazuje, Ze obecné inkluse

(8) H(F(Q)) n F(G) = F(H(?) n G) |
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(kterou je tfeba v obecném ptipads, tj. kdyZ nevime, zda Q = G, zfejm& nahradit
inklusi (7)), neplati. :

Pfiklad 2. Necht pro ka?dé reilné &islo o znamené R(«) otevienou polop¥imku,
vychazejici z pocatku, na niZ leZi body s argumentem «. Pro kaZdou dvojici «; <a,
oznaéme

©) Plag, 0;) = E(z;0y <Imz <),
(10) V(ey, ay) = :u< R().

Pfi zobrazeni exponencidlni funkci pfechizi jak znédmo P(oy, a,) ve V(ay, @)

Necht G = E, @ = (J P((2n + 1/2"+*) , (2n + 1/2") n), takZe H(R) N G je sjedno-
n=0

ceni viech pfimek y = (2n + 1/2"*) m, y = 2n + 1/2") 7. Je-li F = exp, je F(Q) =
= U V(n/2"+1, n/2"), H(F(Q)) = U R(x/2") U R(0).

n=0 : n=0

Inkluse (8) neplati, nebot R(0) = H(F(®Q)) n F(G) — F(H(Q) n G).

Véta 4. Nechf existuje pFirozené &islo p tak, Ye mno¥ina F _ 1(w) obsahuje pro kaZdé

w (€ F(G)) nejvyse p bodi. Je-li wo € H(F(Q)) N F(G) a obsahuje-li F_,(w,) prdvé p
bodii, je wo € F(H(Q) ~ G).

Dikaz. Necht se mnoZina F_;(w,) skldd4 z bodd z,, ..., z,. ProtoZe F(G) je
otevien4 mnoZina, obsahujici bod wy, existuje okoli U(w,, 8) = F(G), a k n¥mu exis-
tuji disjunktni okoli U(z;, 4), pro n& je F(U(z;, 4)) = U(wy, ). (Bez ijmy obecnosti
Ize pfedpokladat, Ze polomér 4 t&chto okoli je mensi neZ jakékoliv pfedem dané.
kladné &islo; této poznidmky pozdgji vyuZijeme.) 4

MnoZina
(11) M= f)lF(U(zj, 4)) < Ulwe, 9)
; j=
je oteviena a obsahuje bod w,. Tvrdime, Ze
(12) F_y(M) cjli}lU(zj, 4).
Je-li totiZ z € F_4(M), je w = F(z) € M, takZe pro ka%dé j = 1, ..., p existuje bod

{;€ U(z;, 4) tak, Ze F({;) = w. ProtoZe mnoZiny U(z,, 4) jsou disjunktni, jsou body {;
navzijem rdzné; protoZe podle predpokladu existuje nejvySe p riiznych bodd v G,

p
v nich F nabyva hodnoty w, je nutn& z = {; pro n&které j, takZe z € |J U(zj, 4). Tim
ji=1
je (12) dokazano.
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ProtoZe wo € H(F(Q)) n M, je i F(Q) n M + 0, tak¥e existuje bod we M tvaru
p
w = F(w), kde o € Q. Je pak w e F_,(M), tedy o € U U(z, 4).
=1

Provedme nyni analogickou ivahu pro okoli U(w,, 6/n) (misto pro U(ws, 8)). Tim
dostaneme okoli U(z,, 4,), kde bez jmy obecnosti lze predpokladat, Ze 4, < 1/n,
mnoZiny »
M, =jﬂl(F(U(zj, 4,)) = U(wo, 6/n)

14
a body w, € U(w,, 6/n) N M, tvaru w, = F(w,), kde 0, € U U(z,, 4,).
. : j=1.

ProtoZe bodi z; je jen kone¢ny podet, existuje jist& vybrana posloupnost {w,, },2,
a index j tak, Ze w,, € U(z;, 4,,) pro ka?dé k, tak¥e ,, — z;. Body o, le#i v Q, takZe
z; € . Pritom je z; ¢ Q, nebot jinak by bod w, = F(z;) leZel v oteviené mnoZin&
F(Q) a ne na jeji hranici. Odtud plyne, Ze z; € H(Q) n G a F(z;) = wo € F(H(Q) n G).
Tim je véta dokazéana.

Véta 5. Je-li F prostd v Q a existuje-li pFirozené &islo p tak, %e ka¥dd z mnoZin
F_,(w), kde w € F(G), je sloZena prdvé z p bodi, je

(13) "F(H(Q) n G). = H(F(Q)) n F(G).

Ditkaz. Podle véty 1 je leva strana (13) obsaiena v pravé. Ve vété 4 lze nyni za w,
zvolit libovolny bod z H(F(Q)) n F (G) tak¥e plati také obracena inkluse. Tim je
véta 5 dokazana.

UkaZme konedng, Ze vynechame-li ve v&t& 4 pfedpoklad, Z¢ F_,(w,) obsahuje
pravé p body, je tvrzeni této véty obecné nespravné.

Ptiklad 3. Bud P, = P(—%n,3n), P, = P((2n + 2/5""") n, (2n + 8/5"*!) m),
P} = P((2n + 4/5"* ) =, 2n + 6/5"*Y) n), Vo = V(—2m,%n) = E — R(—2n), V, =
= V(2n/5"*, 8x/5"**) pro n 2 1. Je-li F = exp; je pak F(P,) = V, pro viechna
n 0.

KlademeliG = P,, 2 = U P:‘ ,je F(G) = U V,. Krom&toho je F(H(2) n G) =
n=0 n=1 n=0

= U (R(4n/5"**) U R(67/5"*1)), zatim co H(F(Q)) N F(G) obsahuje krom& této
n=1

mnoZiny je3té poloptimku R(0), kter4 nenf &asti obrazu H(Q) N G.
Porovnejme situaci z pfikladu 3 s vétou 4: ProtoZe 1’1h1y V,, kde n = 1, jsou dis-

junktni a protoZe F je prosta v kaZ?dém P,, je F prosta v U P,. Odtud déle plyne, Ze F
a) nabyvé kazdé hodnoty z U ¥V, pravé ve dvou riiznych bodech z G, b) kazdé hodnoty
0 n=1

- ({0} Uy R(=2n) L U V,) pravé v jednom bod¥ z G, c¢) nenabyva Z4dné z hodnot

z R(——n) v G. Spec1a1ne F nabyvé ka?dé hodnoty z R(0) jen v jednom bodé z G a
zaroveti existuji hodnoty w € F(G), kterych F nabyva ve vice neZ jednom bod€ z G.
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-Pe3oMe

K OTOBPAXEHHIO TPAHHUIIBI OTKPBITOI'O MHOXECTBA
IIPY IIOMOIIA I'OJIOMOP®HON ®VHKIINU

WJIbSA YEPHBI (Ilja Cerny), Tipara

Joxa3sIBaeTCS HECKONBKO 3JIEMEHTAPHEIX TEOPEM, IIONE3HEIX B TEOPHH KOHDOPM-
HBIX 0TObpaXeHHH.

Ilana dymnxmast F, ronoMopdHas B OTKPEHTOM MHOXeCTBe G, KOTOpAs He SBJSET-
Csl IOCTOSHHOM HH B KAKO# KOMIIOHEHTE 3TOT0- MHOXKECTBA; BO-BTOPbIX, JaHO OTKpHI-
Toe MHOXecTBo 2 = G. Torma crpaBeJBEL CIEYIOIME YTBEPXKAEHHUS:

1. Bom F seusercs mpoctoif B 2, To (I): F(H(2) n G) = H(F(Q)) n F(G).
Ecmu, xpoMe atoro, Q < G, To mMeeT Mecto pasercrso (II): F(H(Q)) = H(F(Q)).

2. Ecmn Q < G, 1o (II): H(F(Q)) = F(H(Q)).

3. Bcm kaxzoe u3 MHOXecTB F_ (W), rie w € F(G), COCTOUT He. Goblie YeM ¥3
p Todek (Ime p — HEKOTOpOEe HATYpalbHOe 4HCIO) H ecl wo € H(F(2)) n F(G),
npudeM F_,(wo) CONEPXHT Kak pa3 p TOUek, To wo€ F(H(Q) n G).

4. Ecm F sBiseTcs mpocToit B Q m eclm kaxmoe MEOXecTso F_(w), rme we
€ F(G), comepxuT Xak pas p Todek (Ide p — HEKOTOPOE HATYpajbHOE YHCIO), TO
(IV): F(H(Q) n G) = H(F(Q)) n F(G).

Ha npumepax IOKa3aHO, YTO YCJIOBHS OTJEJbHBIX yTBEPXKICHHI cymecrxemm,

Summary

A NOTE ON HOLOMORPHIC MAPPING OF BOUNDARIES
OF OPEN SETS

Irsa CerNY, Praha

Let there be given a function F, holomorphic in an open set G, nonconstant in
each component of G, and an open set Q = G. Then:

LLIf Fis 1 -1 in Q then F(fr(Q) n G) = fr(F(Q)) n F(G); if, furthermore,
0O < G, then F(fr(Q)) = fr(F(Q)).

2. If Q = G then fr(F(Q)) = F(fr(Q)).

3. If, for every w e F(G), each set F_y(w) contains at most p points (p a given
integer), and if w, € fr(F(®)) n F(G) and the set F_,(w,) consists of p points precisely,
then w, € F(fr(2) n G).

4. If Fis1 — 1in Q, and if F_,(w) consists of p points (p given) for each w e F(G),
then F(fr(Q) n G) = f(F(Q)) n F(G).

That these assumptions are essential is shown on examples.
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