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8. S P O Č E T N Ě P L N Ě N O R M Á L N Í P R O S T O R Y 

8.1. P-prostor je plně normální, je-li každé jeho otevřené pokrytí 
normální (definice 5.1); P-prostor je normální, je-li každé jeho konečné 
otevřené pokrytí normální (věta 4.10). Bylo by proto přirozené stu-
dovat třídy, které leží „mezi" třídou plně normálních a třídou normál-
ních prostorů, totiž zkoumat P-prostory, jejichž každé otevřené po-
krytí mohutnosti m je normální. Omezíme se však jen na případ 
m = N0. 

Def inice. Pravíme, že í7-prostor P je spočetně plně normální, je-li 
každé jeho nejvýš spočetné otevřené pokrytí normální. 

Poznámka. Dosud není známo, zda existuje normální prostor, 
který není spočetně plně normální.*) 

8.2. Nechť P je normální prostor. Aby P by l spočetně plně 
normální, k tomu je nutná a stačí každá z těchto pod-
mínek: 

00 

(1) jsou-l i Gk otevřené, U Gk = P, pak ex is tu j í otevřené Vk 
¡i. i 

tak, že Vk c Gk, {Vk} je lokálně konečné otevřené pokry t í ; 

(2) ke každému ne j výš spočetnému otevřenému pokry t í 
ex i s tu je jemnějš í a-lokálně konečné zakry t í uzavřenými 
množinami; 

co 
(3) jsou-l i Gk otevřené, U Gk = P, pak ex istuj í P^-množiny 

k-1 

Xk c Gk tak, že\jxk = P. 
i 

* ) T a k o v ý př ík lad b y l udán (M . RUD EN, Countable paracompactness and Souslin's 
p r ob l em , Canadian Journa l of Mathemat ics , 1955, 7, 543—547 )pouzeza předpokladu, 
že nep la t í t z v . Sousl inova domněnka, která prav í , že uspořádaná množ ina , v níž je 
k a ž d á d is junktní soustava in terva lů spočetná, obsahuje spočetnou hustou část. 
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(4) je - l i {X f c } n e j v ý š spočetný lokálně konečný soubor 
částí P, pak ex is tu j í o tevřené množeny Gk D Xk takové, že 
{Gk} je lokálně konečný; 

(5) je - l i {X jJ ne j v ý š spočetný lokálně konečný soubor 
částí P, pak ex is tu je spo j i té zobrazení <p prostoru P do 
j istého metr ického prostoru R takové, že { ^ (X * ) } je lo-
kálně konečný v R; 

co 
(6) jsou-l i Fk c P uzavřené, Fk o Fk+1 pro k = 1, 2, ..., f)Fk = 

Jc-l 
w 

= 0, pak ex is tu j í o tevřené Gk D Fk tak, že f)Gk = 0; 
fc-i 

(7) ke každému ne j v ýš spočetnému otevřenému pok ry t í 
ex is tu je hvě zdov i t ě jemnějš í ne j v ýš spočetné o tevřené 
pokryt í . * ) 

Důkaz. Označme pro stručnost znakem (0) tvrzení, že P je spočetně 
plně normální. 

I. Z 4.3, (1) vyplývá ihned, že (0) (1). Implikace (1) => (2) je 
® 

triviální. — Platí-h (2), nechť (J Gk = P, Gk jsou otevřené. Existuje 
i = l 

<T-lokálně konečný soubor {P^} takový, žeP^ jsou uzavřené, \J F^ = P, 

{Fp} je jemnější než {Gk}\ pro každé [x zvolme k = k(/i) tak, aby 

Fp c Gk; položme Xn = (J k ( / l ) . n F r Potom Xn c Gn, Ů Xn = P , každé 
n-l 

Xn je Pg.-množina (to plyne z 1.15). Tedy platí (3). — Implikace 
(3) => (0) vyplývá z 2.8. Dokázali jsme tedy, že podmínky (0), (1), (2), 
(3) jsou ekvivalentní. 

I I . Nechť platí (0). Nechť {X f c } je nejvýš spočetný lokálně konečný 
soubor částí P. Pro každé x e P zvolme jeho otevřené okolí Ux tak, aby 
množina fi(x) těch k, pro něž Ux n Xk 4= 0, byla konečná. Pro každou 
konečnou neprázdnou množinu fi indexů (přirozených čísel) k položme 
V? = U¡i<.x)-pPx- Potom Yn je nejvýš spočetné otevřené pokrytí pro-
storu P a platí: n =|= 0, když a jen když k e [i. Ježto (0) platí, 

*) K této větě viz napr. M. J. MANSFEELD, On oountably paraoompact normál 
spoces, Canadian Journal of Mathematics, 1967, 9, 443—449. 
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(0) => (1), existuje otevřené c V^ tak, že {W^} je lokálně konečný. 
Označme M množinu všech ¡i\ pro každé k buď M(k) množina těch fi, 
pro něž k e ¡1. Soubor {M(k)} je zřejmě bodově konečný; položíme-li 

= Ukelj je tedy podle 1.5 soubor {(?,.} lokálně konečný. Zřejmě 
Gk jsou otevřené, Xk c Gk. Tedy platí (4). 

Nechť platí (4). K danému lokálně konečnému souboru {Xj.} najdeme 
(ježto též {5^ } je lokálně konečný) otevřené Gk o Xk tak, aby {Gk} byl 
lokálně konečný. Ježto P je normální, existují spojité funkce fk v P 

takové, že te Xk => fk(x) = 1 , x e P — Gk=> fk(x) = 0. Položíme-h 
m 

e(x, y) = 2 \f«(x) — tk(y) | pro X e P, ye P, pak podle 3.4 q je spojitá 

pseudometrika. Buď R příslušný k ní (viz 3.2) metrický prostor (jeho 
metriku značíme též q), <p příslušné (zřejmě spojité) zobrazení. Zřejmě 
pak platí: x e P — Gk => o(<p(x), cp(Xk)) ^ 1. Z toho okamžitě plyne, že 
{^(Xj.)} je lokálně konečný. Tedy platí (5). 

Zjistili jsme, že (4) => (5). Implikace (5) => (4) pijme ihned z toho, že 
metrický prostor je plně normální, z 5.17 a 1.9. 

Platí-li (4) a Fk mají vlastnosti uvedené v (6), pak zřejmě {Fk} 

je lokálně konečný, tedy existují otevřené Gk d Fk tak, že {Gk} je lo-

kálně konečný, a tím spíše f\Gk= 0. Tedy (4) => (6). 
k- 1 

Nechť konečně platí (6). Buď {Gk} nejvýš spočetné otevřené pokrytí 
co 

prostoru P. Množiny P „ = P — U Gk jsou uzavřené, P „ D P„+1, 
n -1 

00 00 

O Pn = 0, takže existují otevřené UnoFn takové, že f)Un = 0. Ježto 
ti=1 n-1 
P je normální, existují (zjistí se to snadno indukcí) otevřené Vn takové, 
že Un o Vn o Vn d Fn, Vn d Fn+1. Zřejmě je soubor {Vn} lokálně ko-
nečný. Položme nyní Wx = Glt Wn = Gn n F„_j pro n = 2,3, ... 

Zřejmě je {JF„} lokálně konečný. Když a; e P , buď <p nejmenší takové, 
že xe G • potom x non t\jGk, x e c V t e d y x e TF„. Tedy 

4 . 1 
CD 

U Wn = P . Z toho plyne, že {Gk} je normální. — Dokázali jsme, že 
7 1 - 1 

(6) => (0); z toho a z předcházejících výsledků vyplývá, že podmínky 
• (0), (4), (5), (6) jsou ekvivalentní. 
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I I I . Jestliže platí (7), pak se ke každému nejvýš spočetnému ote-
vřenému pokrytí {G k } indukcí sestrojí posloupnost pokrytí s vlast-
nostmi, uvedenými v 4.1, (1); z toho pak plyne, že {črt} je normální. — 
Platí-li (0), buď {Gk} nejvýš spočetné otevřené pokrytí prostoru P. Pak 
{čřjJ je normální, tedy podle 4.3, (1) existují otevřené G* c Gk takové, 
že U G% = P a soubor {Gk} je lokálně konečný. Podle 2.6 (s Ca = 0) 
existuje lokálně konečné otevřené pokrytí { Up} prostoru P, které hvěz-
dovitě zjemňuje {Gk }. Pro každé /S označme /i(i9) množinu těch k, pro 
něž Up c G*; množiny ¿u(/3) jsou zřejmě konečné, neboť {Gk} je lokálně 
konečný. Buď nyní M množina všech neprázdných konečných množin 
indexů k; pro každé /ie M buď V^ sjednocení všech Up takových, že 
fi(fi) = ¡jl. Je zřejmé, že {F^} je spočetné otevřené pokrytí P. Snadno se 
zjistí, že {Vp} hvězdovitě zjemňuje {£?£}. Je-li totiž x e P, existuje k 

takové, že pro x eUp je Up c Gk; je-li nyní x e F ,̂ pak pro jisté /9 platí 
x eUp, = fi, avšak potom máme Up c Gk) tedy též Up, c Gk pro 
každé /?' takové, že //(/?') = [¿(¡3), a proto c Gk. Dokázah jsme tedy, 
že (0) a (7) jsou ekvivalentní. 

8.3. Je- l i prostor P spočetně plně normální, ScP j e 
uzavřená, pak S je spočetně plně normální . 

To vyplývá ihned z 8.2, (6). 

8.4. Nech ť P je normální prostor, { X a } je jeho cr-lokálně 
konečné zakryt í , Xa jsou uzavřené a spočetně plně normální . 
P o t o m P je spočetně plně normální . 

Důkaz. Nechť {Gn } je nejvýš spočetně otevřené pokrytí prostoru P . 
Podle 8.2, (1) existují uzavřené (v Xa, a tedy v P ) množiny Fa n c Gn 

00 

takové, že U F*« = Položme Tn = U* Fa,n- Potom Tn jsou 
n-l 

P^-množiny, Tn c Gn, \JT„ = P. Podle 8.2, (3) je tedy P spočetně 
n-l 

plně normální. 

8.5. Nech ť P je normální prostor, {X*.; k = 1, ..., n) je ko-
nečné z a k r y t í P, každá Xk je (?4-množina. Jsou-l i Xk spočetně 
plně normální, pak P je též spočetně plně normální . 
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Důkaz. Nechť FpcP jsou uzavřené, Fv D Fv+1 pro p = 1, 2, ..., 
OD 
Pí Fv = 0. Ježto Xk jsou spočetně plně normální, existují otevřené v P 
j>= i 

oo 
množiny takové, že GkiV D Xk n FP, f | ^ , n l t = 0; lze před-

/ m 

pokládat, že vždy platí GKv3 GktV+1. Nechť Xk = f[Hk„, HkiV jsou 
• i 

otevřené, a pro p= 1,2,. . . máme Hkv D HkjP+1; položíme UT = 
n 

= U v n Hk „). Potom zřejmě ř7„ jsou otevřené, Uv o Fv. Nechť 
i - i 

x e P\ není-li x e Xk, pak pro velká p je x non e Hk v) je-li x e Xk, pak 
pro velká p je x non Gk v. Pro každé k existuje tedy p tak, že x non 

CO CO 

e Gk „ n H k z toho plyne ihned, že x non ("I Uv. Máme tedy f| = 0. 
p-i /i-1 

Z toho ihned vyplývá podle 8.2, (6), že P je spočetně plně normální. 

8.6. Nech ť P je spočetně plně normální, S c P je í j -mno-
žina. P o t o m S je spočetně plně normální. 

Důkaz. Podle T 5.4.4 S je normální. Nyní použijeme 8.3 a 8.4. 

8.7. Nech ť P je P-prostor. Nechť S c P.a nechť pro každou 
o tevřenou G c P takovou, že S c G, ex i s tu j e spočetně plně 
normální T, S c T c G. P o t o m S je spočetně plně normální. 

00 
Důkaz. Nechť Hn c 8 jsou otevřené v S, \J Hn = S. Zvolme ote-

n-l 
vřené v P množiny Gn tak, aby Gnr\ S = Hn, a položme G = U Gn; 

zvolme T tak, aby S c T c G, T bylo spočetně plně normální. Potom 
a} 

existují otevřené v T množiny Un tak, že Un c Gn n T, U Un = T, 
n -1 

{Un} je lokálně konečná v T. Soubor {Unn S} je lokálně konečným 
otevřeným pokrytím S, U„ n S c Gn n S = Hn. 

8.8. Je- l i prostor P normální a každá ř ídká uzavřená 
ScP je spočetně plně normální, po tom P je též spočetně 
plně normální . 

Důkaz. Nechť FkcP jsou uzavřené, Fk o Fk+1 pro k = 1, 2, ...; 

nechť f\Fk = 0. Pro k= 1,2,. . . položme 0k = Fk n P — Fk, buď 
É-l 
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00 
S = U 0k. Potom {0k} jelokálně konečný, tedy množina $ je uzavřená 

k-1 

podle 1 . 1 3 a řídká podle 1 . 1 8 . Z 8.2, (4) plyne, že existují otevřeně v S 

množiny Hk o 0k takové, že {Hk} je lokálně konečný. Zvolme nyní 
otevřené (v P ) množiny Uk d 0k tak, aby Uk n (S — Hk) = 0. Pro 

ID 
p = 1, 2, ... položme Tv = f| Uk. Potom S n T„ = 0; kdyby totiž 

k-p 

x e S n pak by x e Hk pro h ^ p, což není možné. Položme nyní 
Gn = (Un - Tn) u (P - P - Fn); pak Gn jsou otevřené, Gn o Fn. 

00 oo 
Předpokládejme, že f| Gfn + 0; nechť xef\Gn. Ježto P — P — Fn c Fn, 

n — 1 n -1 

zřejmě existuje p takové, že x non e P — P — Fn pro n ^ p, 
00 

tudíž x e Un — Tn pro n^p, tedy x e f) Un, což dává spor. Máme tedy 
n - p 

oo 
f") Gn = 0. Z toho plyne podle 8.2, (6), že P je spočetně plně normální. 

7 1 - 1 

8.9. Je- l i prostor P buďto plně normální nebo dokonale 
normální nebo normální a spočetně kompaktní , pak je 
spočetně plně normální . 

Pro plně normální prostory je to evidentní; druhé dva případy 
plynou z 8.2, (3) resp. (6). 

Poznámka. Lze dokázat, že každý prostor, který se dá vnořit do 
uspořádaného prostoru (viz T def. 6.1.2), je spočetně plně normální. 

CVIČENI k § 8 

8.1. Nazveme prostor P dědičně spočetně plně normálním, je-li každý jeho 
podprostor spočetně plně normální. Dokažte: k tomu, aby P byl dědičně spočetně 
plně normální, stačí (a je nutná) každá z těchto podmínek: (1) každá otevřená 
část P je spočetně plně normální, (2)P je dědičně normální a každá jeho řídká 
část je spočetně plně normální. 

8.2. K tomu, aby byl prostor P dědičně spočetně plně normální, je nutná 
a stačí tato podmínka: jestliže Ok c P, k = 1, 2, ..., jsou otevřené, pak existují 
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otevřené Uk takové, že f| U k a (J Ok jsou disjunktní a pro každé k platí U Gk c 
c Gk u Uk. 

8.3. Nechť P je normální prostor, {.X^} je jeho a-lokálně konečné zakrytí, 
Xa jsou uzavřené a dědičně spočetně plně normální. Potom P je dědičně spo-
četně plně normální. 

8.4. Nechť P je plně normální prostor. Je-li P lokálně dědičně spočetně nor-
mální, pak je .dědičně spočetně normální. 
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