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IL CAST
IRACIONALN{ CiSLA

9. NEKONECNE
RETEZOVE ZLOMKY

V této kapitole zavedeme nekonecné fetézové zlomky,
které zapisujeme (qi, g2, ...). Striktni postup, vyloZeny
v Perronové knize [4], je tento: RozSifime definici pravi-
delného fetézového zlomku (qi, g3, ..., ¢.) na nekoneény
pocet prvki qi, g2, ... a prokiZeme, Ze nekonecny fetézo-
vy zlomek (g1, 42, ...) konverguje, a to k néjakému iracio-
ndlnimu &slu, které nazyvame hodnotou nekonecného
fetézového zlomku.

Ponechidme si viak tyto ivahy aZ do nasledujici kapitoly.
V této kapitole budeme postupovat obracené : vyjdeme od
iraciondlniho éisla a a dokaZeme, Ze je lze vyjadfit fetézo-
vym zlomkem, ktery v§ak musi mit nekonecny pocet prvkii.
Odtud také vyplyne zpiisob, jak takovy fetézovy zlomek
vypocitat, coz pfedvedeme na numerickych pfikladech.
Tak asi postupuje student, ktery se na vysoké $kole sezna-
muje s nekoneénymi fadami: z dfivéjska, totiz ze stfedni
Skoly, uZ pfedem i, Ze nekone¢né fady maji nékdy soucet,
a zna piiklady nekoneénych geometrickych fad s kvocien-
tem g, pro néjz je |q|<1.

(K analogii s nekonetnymi fadami se je§té vritime
v ptisti kapitole.)
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Budiz tedy a>0, ael. Zopakujeme postup vyloZeny
v 1. kapitole :

1
a=[a] +E;,
zde je
q1=[a), a;>1, a; €l
(kdyby totiz bylo a,eQ, bylo by i aeQ),

__1
a—-q’

a
q2=[al]1
1
a=q+—, &;>1, a;€l,
az

1
a—q.’

a =

q3=[az],

1
a=¢g+—, a:>1, as€l,
as

Viechna &isla a, a;, az, as, ... jsou iraciondlni, a proto
postup nemiiZe skonéit, jako v 1. kapitole, nalezenim néja-
kého celého a,._,. Dostivime tedy skutetné nekonecny
fetézovy zlomek (qi, q2,...), ve kterém je qi€No,
gz, 3, -..€ N. Pro @ <0, a el bude ziejmé q, zaporné celé
éislo, ostatri ¢, eN, i=2,3,....
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Nyni si ukdZeme na pfikladech, jak skuteéné probiha

vypocet Cisel ai, az, ... a qi, q2, ... Vypolet se bude po-
dobat vypoctu piikladu 2 v 1. kapitole. Hledani celé &isti je
oviem komplikovano tim, Ze jde o iracionalni &sla.

Prikiad 1. Najdéme fetézovy zlomek &isla V2.

Reseni.
1
\/§=1+_, q1=1,
a
1 V2+1
a=—— = \Gr1, g=2,
"TVZ-1 2-1 h
Va+1=24- L _Va+1 2
= -, as= = , =2,
az ’ \/i—l ?
Jea,=az,atedyov§ema.=az=ag=...=\/§+1,aqz=

q3=q4=...=2.
Dostavime V2=(1,2,2,2,...).

Dostali jsme nekoneény fetézovy zlomek, a to periodic-
ky, jak jsme predpovédéli ve 2. piikladu 6. kapitoly.
Perioda je jednoprvkovd (nefikdme jednomistnd nebo
jednociferna, nebot vime, Ze prvky fetézového zlomku
mohou byt nékolikaciferna Cisla) a za¢ind prvkem g,.

69



PFiklad 2. Zkusme totéZ pro néjaké ,sloZitéjsi* a, tteba
_24-VI15
17 -
Reseni. Pfi vypoitech se ndm budou hodit nerovnosti
3<V15<a4.

24-V15 1
17 —1+;l’ ql_17
7+V15
1= ) ’ =35,
7+\/’1§=5+l’

2 as
_V15+3 )
2= y 3 y

3
\/E+3_2+L,
3 as
V15+3
3= 2 , q4_—3,
\/E+3_3+l,

2 as
V1543
4 = 3 ’ qsl_ ’
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3 as
_V15+3
5= 2 3 q6_3,
Jeay=a,, as=as,tedy o= =as=...= 1§+3aq3=
=qs=q,=...=2; dile je a;=a5=...=¥, tedy
q+=qs= qs=...=3. Dostavame opét nekoneény periodic-

ky fetézovy zlomek, tentokrite viak s dvouprvkovou peri-
odou (2, 3), zacinajici prvkem g5, a s dvruprvkovou
predperiodou (1, 5):

24-V15
17

=(1,5,2,3,2,3,...).
Dalsi pfiklady si ¢tendf vypocitd sam:
(a) V3=(1,1,2,1,2,1,2,...);

(b) V5=(2,4,4,4,4,..);

(c) V6=(2,2,4,2,4,2,4,..);

(d) 2-V2=(0,1,1,2,2,2,..).
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Pro periodické fetézové zlomky

(g1, G2y s Gy Gusrs ooy Gy Grsry . 2) (1)

budeme pouzivat podobného zipisu, jakym se oznacuji
periodické desetinné rozvoje raciondlnich ¢isel. Misto (1)
budeme psat

(ql’ qzy o Qus Quais s q")' (2)

Periodické nekoneéné fetézové zlomky z této kapitoly tedy
piSeme

V2=(1,2),
24-V15 _
—5—=(1,52,3),

V3=(1,1,2),

V5=(2,4),

V6=(2,2,4),

2-V2=(0,1,1,2).

Nyni by se snad mohlo &tenafi zdat, Ze bud vSecky
nekoneéné feté€zové zlomky jsou periodické, nebo Ze jiné
nas zdsadné nezajimaji. Pravda je ta, Ze periodické fetézo-
vé zlomky hraji v teorii fetézovych zlomki zvlastni lohu,
jak ukdZeme za chvili a podrobné dokdZeme v 13. kapitole ;
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ale tvofi jen nepatrnou mensinu mezi viemi nekonecnymi
fetézovymi zlomky. Tak napi. plati

n=(3,7,151,292, 1,1, ....)

(pro n zaokrouhlené na deset desetinnych mist jsme to
spocitali v 1. pfikladu 6. kapitoly).

Pro &islo V2 uvadi Davenport v [1] nekoneény fetézovy
zlomek (1,3,1,5,1,1,4,..).

Z4dny z téchto dvou fetézovych zlomki neni periodicky ;
pfitom nejsou zndmy Zadné zakonitosti pro jejich prvky (tj.
neni zndm Zadny vytvarny zdkon pro tyto fetézové
zlomky).

Jind je situace u é&isel e, €?, pro néZ takové vytvarné
zdkony jsou znidmy. Plati

e=(2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,...)

(po prvnich dvou prvcich 2, 1 nasleduji po sobé jdouci suda
Cisla 2, 4, 6, 8, ..., oddélend od sebe vidy dvéma
jednic¢kami),

e’=(7,2,1,1,3,18,5,1,1,6,30,8,1,1,...);
vytvarny zdkon pro prvky fetézového zlomku uZ neni tak
jasny. Perron v [4] dokazuje oba vytvarné zdkony a zapisu-
je je uZitim snadno pochopitelné symboliky takto:

e=(2,1,2m, )7,

e’=(7,2+3m,1,1,34+3m, 18+ 12m);-o.
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Pokuste se podle téchto vzorci znovu rozepsat oba fetézo-
vé zlomky!

Ceho jsme zatim dosdhli? Dokazali jsme sice, Ze iracio-
nélni &islo ma nekonecny fetézovy zlomek, pficemz jsme
odvodili jakysi algoritmus pro vypocet jeho prvki, ale
tohoto algoritmu dovedeme ke skutecnému numerickému
vypoctu pouZit jen pro iraciondlni ¢isla s druhou odmocni-
nou, takova jako v nasich pfikladech 1 a 2. Divod je v tom,

Ze pfi vypoétech provadime tzv. usmérnovéni zlomku. Uz

s ws

pro velmi jednoduché iracionalni ¢islo V2 tento algoritmus
selhdvd: dovedeme sice uréit g,=1, pomoci vzorce
(a — b)(a*+ ab + b*) vypolitime jeité g.=3, ale pak do-
1
stivime a,=-———— a se znalostmi stfedoSkolské
Y Na+32-2

matematiky uZ nevystatime. Nekonecny fetézovy zlomek

gisla V2, ktery jsme prve uvedli, byl ziskdn metodou
uvedenou v 6. kapitole (viz cvieni 5), stejné jako nekonec-
ny fetézovy zlomek ¢isla m. Vypocet fetézovych zlomkl
&isel e, €? je pak mnohem sloZitéjsi neZ na$ algoritmus.

Vime tedy alesponl to, Ze kaZdé iraciondlni ¢islo ma
nekoneény fetézovy zlomek. Zbyva jesté dokazat obracené
tvrzeni, Ze hodnotou kazdého (pravidelného) nekoneéného
fetézového zlomku je néjaké iraciondlni &islo. To dokaze-
me postupem naznacenym v prvnim odstavci této kapitoly,
ale aZ v pfisti kapitole, ktera se zabyvd konvergenci neko-
neénych fetézovych zlomkd.

Necht nyni
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(91, 2, .-) 3)

je nekonecny fetézovy zlomek. Sblizené zlomky jsou defi-

novany stejné jako v 1.cCasti. MiZeme tedy pocitat

P P sy » _ Sl

00 stejné jako dfive, nyni oviem neexistuje Zadny
1

»posledni‘ sblizeny zlomek. To se projevuje ve vzorci pro

horni mez absolutni hodnoty chyby ( a —%), pro kterou
k

jsme ve 4. kapitole odvodili vzorec (7) (piSeme nyni a
misto B):
q

1

P, _
. <00 )

oy

pro konecné fetézové zlomky o n prvcich plati tento vzorec
jen pro k<n, ale pro nekoneéné fetézové zlomky ovsem
toto omezeni odpadé a vzorec plati pro vSechna ke N. Pfi
vySetfovdni konvergence ho vydatné vyuZijeme.

Nekoneény fetézovy zlomek (3) mizZzeme vZdy nahradit
konetnym fetézovym zlomkem

(ql, qz2, ..., 4n, aﬂ), (5)

kde ovéem a, je iraciondlni &islo. Vypada to, jako by byla
porusena podminka pravidelnosti, ale zrovna tak byla tato
podminka ,,porufena“ na pravé strané rovnosti (4) ve
3. kapitole, kde jsme jako posledni prvek fetézového zlom-
ku psali jeho zbytek, coZ bylo raciondlni (a nikoli pfiroze-
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né) &islo. Také nyni neni @, nic jiného nez zbytek fetézové-
ho zlomku (3):

an=(qn+l; qn+2, --.).

Znamend tedy (5) totéz co (3) a o Zadné poruseni nejde.
Je tedy
a=(qu g2y -5 4n, an)1

tedy podle vzorci (1) 3. kapitoly

- anPn +Pn—l
a= anOn + On—l ’ (6)

Zname-li P,._,, P,, Q.-, Q., a., miZzeme odtud pocitat a.

Priklad 3. Vypocitejme podle (6) hodnotu fetézového
Zomku a=(1,2,V2+1). Zde je qi=1, ¢:=2, a,=
=V2+1. Vime oviem, Ze podle pfikladu 1 musi vyjit
a=V2. Z hodnot qi, ¢, uréime P,=1, P,=3, Q,=1,
Q=2 a dosadime do (6):

a=3(\/§+1)+1=3\/i+4=
20V2+1)+1 2V2+3

_(3V2+4)(2v2-3)

T v

Na zavér si je§té fekneme néco o vyrazech s druhou
odmocninou, jejichZz nekonecné fetézové zlomky dovede-
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me potitat podle algoritmu uvedeného na zaéatku kapitoly.
Obecny tvar toho, cemu jsme zatim fikali ,,vyraz s druhou
odmocninou*, je

P+VN
O Y

(M

kde P, Q jsou celd &isla a N )e pfirozené Cislo, které neni
druhou mocninou celého &isla: N# a?, kde aeZ. Jinak

fe€eno N je takové pfirozené ¢&islo, Ze VNel. Velké N
bude od nynéjika znaéit jen takovito pfirozend &isla, na
rozdil od malého n, které bude nadale oznacovat jakékoli
pfirozené &islo. (Zavedeni pismene N je uZiteiné také
protot Ze se nam v né€kolika pfipadech pfihodi, Ze budeme
mit oba ,,druhy** pfirozenych &isel v tésné souvislosti, napf.
budeme mluvit o n-tém prvku fetézového zlomku ¢isla

\/ﬁ.) Pokud jde o to, Ze celd ¢isla P, Q zapisujeme velkymi
pismeny, k tomu nds vede jednak to, Ze mame-li jedno
velké pismeno N, vypadd snad lépe, jsou-li i ostatni
pismena velkd, jednak také skute¢nost, Ze malym pisme-
nem p budeme vZdycky oznacovat prvocislo. Uvédomme si
viak, Ze P, Q v (7) nemaji nic spoleéného s Pi, Q, kterymi
oznaCujeme citatele a jmenovatele sbliZenych ziomki.
Kazdy takovy vyraz (7) je kofenem néjaké kvadratické
rovnice ; budeme pro néj pouZivat ndzvu kvadratickd ira-
cionalita (nékdy se fik4 iraciondla, napf. v dodatcich, které
k Chinéinové kniZce [3] napsal jeji pfekladatel K. Rychlik).
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N. . y - —p
iraciondlnim kofenem néjaké kvadratické

Jedia=EF

Q

Q

nem, a rovnice ma tvar

Lo N. . PP y
rovnice, je a’' = jejim druhym iraciondlnim kofe-

(x—a)(x—a')=0.

Pro vyrazy a=VN, kterych jsme n&kolik vypoditali, je

a=-VN a piisluSnd kvadratickd rovnice je obzvlast
jednoduchi: x>~ N=0. Pro a =¥, jehozZ retézovy

zlomek jsme pocitali v piikladu 2, zni kvadraticka rovnice :
17x* —48x + 33 =0 (pfesvédite se o tom).

Druhymi odmocninami ¢&isel N (kde N ma uvedeny
vyznam, tj. N¥a°, kde aeZ, N je phirozené &islo) se
budeme soustavné zabyvat az ve 12. kapitole. ProtoZe je
vSak budeme potiebovat k nékterym vypoCtim uZ dfive
a protoZe jejich fetézové zlomky dovedeme pocitat uz nyni,
uvddime tabulku fetdzovych zlomkd viech VN, N=50.
Tabulka je pfevzata z Davenportovy knizky [1]*) a po-
tiebuje né€kolik vysvétlivek. Pfedevdim pro zjednodu-
Seni sazby jsou vynechdny vodorovné pruhy, vyznacujici
periodu. Jak bude dokazano ve 12. kapitole, pro kazdé N

*) Podobni tabulka je pro N=99 také v Perronovi [4]
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N Retézovy zlomek &isla VN x y Xt~ Ny?
2 1,2) 1 1 -1
3 (1,1,2) 2 1 +1
5 2, 4) 2 1 -1
6 (2,2,4) 5 2 +1
7 (2. 1,1,1,4) 8 3 +1
8 2 1,4) 3 1 +1
10 3,6) 3 1 .
11 3,3,6) 10 3 +1
12 (3.2, 6) 7 2 +1
13 (3,1,1,1,1,6) 18 5 -1
14 (3,1,2,1,6) 15 4 +1
15 (3.1,6) a 1 +1
17 (4, 8) 4 1 -1
18 (4,4, 8) 17 4 +1
19 (4.2,1,3,1.2,8) 170 39 +1
20 (4.2, 8) 9 2 +1
21 4,1,1,2,1,1,8) 55 12 +1
22 (4,1,2,4,2,1,8) 197 42 +1
23 (4.1,3,1,8) 24 5 +1
24 (4.1,8) 5 1 +1
26 (5, 10) 5 1 -1
27 (5, 5. 10) 26 5 +1
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N Retézovy zlomek &isla VN x y x* = Ny?
28 (5.3,2.3,10) 127 24 +1
29 (5.2.1,1,2,10) 70 13 -1
30 (5.2.10) 11 2 +1
31 (5,1,1,3,5,3,1,1,10) 1520 273 +1
32 (5.1, 1,1, 10) 17 3 +1
33 (5.1,2, 1. 10) 23 4 +1
34 (5.1,4,1,10) 35 6 +1
35 (5.1,10) 1 +1
37 (6, 12) 6 1 -1
38 (6.6,12) 37 6 +1
39 (6.4, 12) 25 4 +1
40 (6.3,12) 19 3 +1
41 (6.2.2.12) EY) 5 -1
42 (6.2.12) 13 2 +1
43| (6,1,1,3,1,5,1.3.1,1,12) | 3482 | 531 +1
44 6.1,1.1.2.1,1,1,12) 199 30 +1
45 (6,1.2,2,2,1,12) 161 24 +1
46((6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12)] 24335 3588 +1
47 (6,1,5.1,12) 48 7 +1
48 (6.1.12) 7 1 +1
50 (7, 14) 7 1 -1
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je totiZ \/I—V=(q., gz, ---, q-): jestlize je tedy pro N=3

uvedeno (1, 1, 2), znamend to \/§=(l,ﬁ); nebo pro
N=13znamen4 (3, 1, 1, 1, 1, 6), jak je uvedeno v tabulce,

ze V13=(3,1, 1, 1, 1, 6). Za druhé v tabulce nejsou uve-
deny jen hodnoty N a VN, nybrz v dalich sloupcich také
jakdsi x, y a x>~ Ny>. Téchto sloupcil si prozatim nevsi-
mejte ; pouZijeme jich teprve ve tieti ¢asti v kapitole 18 pfi
feSeni tzv. Pellovy rovnice.

Cviceni

1. Vypoditejte Sesty sblizeny zlomek fetézovych zlomki ¢isel (a) V2; (b)
V3; (c) V5 a urete horni mez absolutni hodnoty chyby podle vzorce
@. |

2. Vypotiteijte fetézové zlomky &sel (a) V41; (b) V59; (c) V61.

3. Vypolitejte fetézovy zlomek kladného kofene kvadratické rovnice (a)
x*=2x-7=0; (b) 3x’-7x-3=0.

4. Kvadratick4 rovnice x* —4x +2 =0 mi4 oba kofeny kladné. Vypoditej-
te jejich fetézové zlomky.

§. Vypoitejte prvnich sedm prvki fetézového zlomku &isla V2 ze

zaokrouhlené hodnoty V2 =1,25992.
6. Sledujte vypolet prvnich nékolika prvkii fetézového zlomku &isla
log 5:
O<log5<1, ¢,=0,
1
log5=;l, 59=10, q¢.=1,
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514]/111:5.5!/112:10, 29=5, g¢,=2,

2eve=s, (§)=2

Sy _125_,  (5)_625
() ="a<2 ()%
tedy

I<a:<4, q.=3,

1
a3=3+—,
aa

("=

(5)”"‘ 128

i ~ns

1,024%=1,25.
Plati
1,024°<1,25<1,024"°;

tyto nerovnosti viak zjistime nejspiSe logaritmicky, takZe pro vypoet
pétého prvku fetézového zlomku é&isla log 5 nemaji velkou hodnotu.
VySlo by ndm takto gs=9 a méli bychom tento nekonelny fetézovy

zlomek
log5=(0,1,2,3,9,...).

7. Podle pfedchoziho cviteni vypotitejte prvnich n€kolik prvki fetézo-

vych zlomki é&isel (a) log 2; (b) log 3; (c) log 25.

10. KONVERGENCE

V piedesi€ kapitole jsme sice zavedli nekoneény fetézo-
vy zlomek (q., ¢, ...) jako vyjadieni iraciondlniho &isla,

ale pfesto tento zipis ma dvé vady.
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1. Zatimco zdpis konecného fetézového zilomku ma
souvislost s Euklidovym algoritmem a tim i s racionalnim

Cislem 5, které je hodnotou tohoto fetézového zlomku,

u nekoneénych fetézovych zlomki nam takova souvislost
chybi. Zapis (qi, gz, ...) je formalni. Potfebujeme zavést
jeho konvergenci pomoci zndmého zipisu (¢, q2, - .., ).

2. Cely nas postup se stle ubird jednim smérem. AZ
budeme mit definovanu konvergenci nekoneéného fetézo-
vého zlomku (q, g2, ...), budeme oprivnéni tvrdit, Ze
néjaké iraciondlni ¢islo a je hodnotou fetézového zlomku
(q1, g2, ...), ale stéle je§té& ndm bude schizet diikaz, Ze také
obricené kazdy nekonelny fetézovy zlomek (qi, g2, ...)
md za svou hodnotu néjaké iraciondlni islo a.

Tyto dvé véci tedy probereme v této kapitole ; ikol je to
dosti snadny.

Nejprve ke konvergenci nekoneéného fetézového zlom-
ku. Pfipomeiime si, jak se definuje konvergence nekoneéné
fady ai+ a2+ a+ ...

Sestavime posloupnost éasteénych soudtd
S1=a,
s2=a,+ az,
s3=a1+az+ag,
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a definujeme : JestliZe existuje lim s, = s této posloupnosti,

pak ¢islo s prohldsime za soucet nekoneéné fady a, +a. +
+a+...

Podtrhli jsme prve slovo posloupnost. To proto, Ze pfi
definici konvergence nekonecného retézového zlomku po-
uZivame také posloupnosti, tentokrate posioupnosti sblize-
nych zlomki. Sblizené zlomky jsou definovany stejné jako
v piipadé koneénych fetézovych zlomki a pocitaji se tymz
P B P
Q' Q0O
nych zlomkt nekoneéného fetézového zlomku (g1, ¢, ...).
Definujeme :

zpusobem. Budiz tedy .. posloupnost sblize-

.y Y . _— .
Jestlize plati lim — = a, fikdme, Ze ¢islo a je hodnotou

O’I
fetézového zlomku (g, q2, ...). Pro dikaz konvergence
fetézového zlomku (g:, ¢z, ...) stai dokazat, Ze vyraz
Q.

pouZivime vzorce

'a— konverguje k nule pro n—«. Privé k tomu

P, 1
Q.| Q0.
ktery jsme pfipomnéli v piede§lé kapitole.

Plati totiz, Ze posloupnost Q,, Q., Q, ... je rostouci (az
snad na prvni dva ¢&leny; pro g.=1 je totiz Q,=Q,=1);
pro k=3 to plyne ze vzorce

Q= qQx—1 + Q2.

<

’a_
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Tedy Q. a také Q... konverguje k+® pro n— + ®, ke
kazdému £>0 existuje tedy n takové, Ze

1
Q.Q. 1

<Eg, 1)

tedy |

1 )
< >0.
Q o € pro kazdé £>0

Vsnmneme si, Ze provedené uvahy plati pro kazdy pravi-
delny nekoneény fetézovy zlomek, nebot posloupnost Q,,
Q:, Qs, ... je ve viech piipadech rostouci (aZ snad na prvni
dva cleny). Dospivime tak k tomuto vysledku: Kazdy
pravidelny nekonelny fetézovy zlomek konverguje. Zde
konéi analogie s nekone¢nymi fadami, nebot ne viechny
fady jsou konvergentni.

Piiklad 1. Dokaime, Ze (2,4)=V5. Posloupnost
Q., Q., O, ... je v naSem pfipadé (vypoditejme to) Q, =
—1 Qz 4 03—17 04—72 05—305 Os=1292 07—
=5437, Q:=23184, Q,=98209, Q,0=416020 ... (Jak
vidime, &sla Qi rostou pro k=3 velmi rychle.)

Zvolme £=107?; pak postadi vzit n =3, nebot ——; 17 72 je
3
<1073,
mensi nez —— 1000, o 10
Budiz tedy €£=10"%, pak musime vzit n=6;
1

1 P
<} ] -—=|<10".
12925437 ~10° 1© tedy ’\/3 osl 10
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Do tretice zvolme &= 107'°; pak musime vzit n=9, a je

1 1 PIO

58209 416020 <107 * | V>~ 0,

Vidime nazorné, Ze ke kazdému &> 0 lze najit n takové,
Ze je

<107'.

1
OnOn-H

V pfikladu jsme se zminili o tom, Ze ¢isla Q. rostou velmi
rychle. O tom hovofi nasledujici véta.

Véta 1. Pro k=3 plati
Qk ;2“—1)/2. (2)

Cisla 27" tvofi pro k, k+1, k+2,... geometrickou
posloupnost :

<E.

k—1)/2 ki2 -1/2
U2z ghz -z

2k12=2k/2 20

. ’
k+1)2 _ ~Ak/2 1/2
U2 = k2 U2

jejiz prvni &len je 2~V a kvocient 2">= V2. Rostou tedy
&isla Qs, Q., ... alespori stejné rychle jako cleny geomet-
rické posloupnosti s kvocientem V2.
Diikaz. Pro k=3 je
e = qiQu1+ Qi 2= Quoi + Qu2=2Qi2;
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odtud postupné dostavime
Qx zzk . Ozgzk_z, Ozk+1§2k .Q =2k>-

Tim je (2) dokdzdno pro sudy index 2k i pro lichy index
2k + 1. Tedy (2) plati pro vSechna k=3.

Iracionality = nekoneéného  fetézového  zlomku
(g1, g2, ...) se tyka tato véta:

Véta 2. Hodnota nekonecného pravidelného fetézové-
ho zlomku je iracionalni dslo.

Dijkaz. Oznacme
a=(ql’ q2, "')=(q11 qz2, ... qn, an);
je
a= a.P.+P,_,
anOn + Qn—l )
Odtud dostaneme po snadném vypoctu

=OnPn—l_On—an= (—l)n_l
anon+ On—l an0n+ On—l )

aOn_Pn

Z toho plyne, Ze vyraz |aQ, — P,| s rostoucim n stile klesa,
ale nikdy neni roven nule, coZ je mozné jen pro iracionalni

a. Skuteéné pro raciondlni a=§ je

Qn_ Pn
4

’

’E Qn_Pn
q
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. oy 4o o 1 . .
coZ nemize byt mensi nez m , a tedy nemuze s rostoucim n

stéle klesat. Je tedy hodnota a nekonecného pravidelného
fetézového zlomku iraciondlni &islo.

Pozndmka. Chybi nam je$té protéjsek véty 1 z kapitoly
2 o jednoznacnosti fetézového zlomku (qi, ¢, ...). Tato
véc vyplyvd ze srovnidni dvou nekonecnych fetézovych
zlomki podle velikosti; zminime se proto o ni aZ v kapito-
le 14, ktera je zobecnénim kapitoly 5 z prvni &asti.

Cvideni

Dokaite, 2e nekonedny fetézovy zlomek (qi, g2, ...) konverguje pravé
tehdy, kdyZ nekonetnd fada q.+ s + g« +... diverguje k +o.

Mohlo by se zdit, Ze je toto cvileni zbyteéné, kdyZ pfece viechny
pravidelné fetézové zZlomky konverguji. Ve cvifeni 7 v nasledujici kapitole
viak budeme mit co délat s nekoneénym fetézovym zlomkem, ktery bude
obsahovat nuly i na mistech jinych prvki neZ prvniho. Takové fetézové
zlomky jsme v definici pravidelného fetézového zlomku nepfipoustéli.
UkdZe se viak, Ze tento fetézovy zlomek konverguje podle pravé uvede-
ného kritéria.

11. RYZE PERIODICKE
RETEZOVE ZLOMKY
Tak nazyvime fetézové zlomky tvaru

(quqz,-n,qk,ql,qz,---, qk,ql,...). (1)
Jejich perioda je k-prvkova a misto (1) piSeme pro k> 1
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(ql’ 92 ... qk)' (2)
Pro k=1 je pfisluSny zapis tento:

(qv).

Piedeviim je tfeba fici, Ze ryze periodické fetézové
zlomky existuji, tj. existuji iraciondlni ¢isla majici rozvoj
v periodické fetézové zlomky. Priklad 3 v kapitole 6,
vnémzZ ndm vydlo ¢, = q.= ... = q1s = 1, vedl k podezfeni, Ze
patrné plati

V541
- =);

v kapitole 6 jsme to oviem nemohli dokazat, dokdZeme to
ted.

Vs+1 —
Pfiklad 1. Dokazme ——=(1)

Reseni. Protoze je

2<V5<3,
je
[\/§+1]
2 =¢11=1,
V5+1 1 2 V5+1
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V5+1
2

q|=q2=q3=...=1.

Priklad 2. Perioda ovSiem nemusi byt jen jednoprvkova.
Napr. s tfiprvkovou periodou ryze periodického fetézové-
ho zlomku uzZ se ctenar setkal, jestlize vyfeSil cvi¢eni 3(b)
kapitoly 9, v némZ mél najit kladny kofen rovnice 3x*—

jetedy a=ai=a;=...= a odtud

—7x—3=0. Tam vychazi a=(2, 1, 2) (coz je totéZ jako
2, 1,2, a)).
PiSme a =(2, 1, 2, a) a pouzijme vzorce (6) kapitoly 9:
a= anPn + Pn—l
anOn + On—l )

Z danych prvki ¢,=2, ¢.=1, ¢;=2 miiZeme vypoditat
¢isla P;, P;, Q:, Q; a psit

a= GP3+P2
aQs+ Q;’
tj.
a=8a+3
3a+1’

coz dava kvadratickou rovnici pro a:
3a’-~7a-3=0,
tedy rovnici, z niZ jsme vysli (aZ na to, Ze misto x je zde a).
Diive neZ vyloZime vlastnosti ryze periodickych fetézo-
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vych zlomki, vypofitime podobnym zpilsobem jesté dva
priklady.

Priklad 3. Budiz a=(2,1,3). PiSeme opét a=

=(2, 1, 3, a). Pfedeviim si zapamatujme, Ze je a>1.
Sestrojme kvadratickou rovnici pro a za pouZiti vzorce

a= aP3+P2 _11a+3
TaQs+ Q. 4da+1’

tj.
4a*~10a—-3=0, (3)

a nahradime-li pismeno a pismenem x, abychom rozlisili
neznamou a kofeny, mame

4x*—10x—3=0. (4)

Jednim kofenem rovnice (4) je €islo a, o kterém vime, Ze je

L +Q\/N, kde P, QeZ,

NeN a VNel. (Znameni +, protoie a je kladné.)

to kvadratickd iracionalita typu

O druhém kofeni a’ vime, Ze je a' = _O\/Ns tymiz P, Q,
N.

Takova dvé &isla a, a’ €l se nazyvaji sdruZend a kazda
dvé iraciondlni Cisla, jeZ jsou kofeny néjaké kvadratické
rovnice, jsou sdruzend. Tak napf. sdruZzené kofeny rovnice

x>~ N=0 (N+a? kde a€2) jsou &sla a=VN, a'=
-V
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Priklad 4. Provedme totéZz pro f=(3, 1, 2). Perioda
¢isla B vznikla — v tom je podstata véci — z periody ¢isla a
tim, Ze jsme prvky psali v obriceném potfddku. Je opét
B>1 a plati

,3=£M
3BT
t.
362 -106-4=0, )
3x’—10x—4=0. 6)

Rovnice (4) a (6) budeme nazyvat konjugovanymi. Po-
vSimnéme si jejich tvaru. Je-li

ax’+bx+c=0

néjakd kvadratickd rovnice, pak kvadratickd rovnice s ni
konjugovand ma tvar

cx*—bx+a=0.
Podivejme se jesté na rovnice (3) a (5). Jestlize do (3)

dosadime a = —l, dostaneme (5), jak se snadno pfesvéd-

B
¢ime. Je tedy d&islo —% jednim z kofend rovnice (3).
1
B

Je tedy _1 druhy kofen rovnice (3), sdruZeny s a, tedy
B

NemiiZe viak byt a = — =, protoze ¢&isla a, f jsou kladn4.
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'

a'=-

i

ProtoZe f>1, je ~1<a’'<0.

Uvahy, které jsme provadéli nad piiklady 3 a 4, plati
obecné. Dokdzeme vétu:

Véta 1. Budte a=(q., ..., q), B=(4s, ..., q) dva ryze
periodické Fetézové zlomky, pficemZ perioda fetézového
zlomku B vznikne obracenim periody fetézového zlomku
a. Pak kvadratické rovnice pro a a B (presnéji rovnice,
které z nich vzniknou, piSeme-li misto a, B nezndmou x)
Jsou vzdjemné konjugované. Ma-li prvni kvadraticka rov-
nice kladny kofen a>1, druhd kladny kofen B> 1, plati
pro sdruZeny kofen a' prvni rovnice rovnost

1
B

!

a'=-—
aje —1<a’'<0.
Ditkaz je v podstaté opakovinim vypoéti z piikladu
3 a 4. Retézové zlomky pro a, f pi¥me ve tvaru

a=(q1, ceer iy Q)

ﬁ=(q"’ -eoy G, ﬂ)
Odtud
= aP..+Pk_,
aQ+ Qi-r’
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_ BPi+ Pi,
T O+ Qi

kde hodnoty P;_,, Pi, Qi-(, Q% odpovidaji samoziejmé
periodé &isla B, skladajici se z prvki gx, Gi—1, ..., gi1.
Chceme-li ve vztahu pro 8 dostat tytéZ hodnoty P;_,, P.,
Q:i-1, Q. jako ve vztahu pro a, musime pouZit vzorcl
z kapitoly 7 (resp. jejich zobecnéni pro nekonedné fetézové
zlomky).
Retézové zlomky

(9, Ge-1s - @),

(915 925 > q4)
jsou inverzni. Podle véty 1 z kapitoly 7 plati

_Pi P,

Pr (qu qz - q“)=a

Podobné jako ve zminéné vété se dokazZe, Ze pro inverzni
fetézové zlomky

(qk—l, -2, -y 41)1

(qh q, ..., q"—l)
plati (diikaz nalezne &tendf v [3))

% _ _ P
Oy 4y 820 Q)= 7

Odtud dostivame
Pi=P., P._1=Q«, Qi=Pi_1, Qi-1=CQ1;
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rovnice pro B je tedy

= BP. + Q.
BPi-i+ Q-1

Kvadratické rovnice pro a, 8 pak jsou
0@®+(Qw1—-PY)a—Pi,=0,
P f’+(Qui—PYB— Qi=0,
které jsou ziejmé konjugované: M4d-li tedy prvni z nich
kladny kofen a>1, je jeji sdruzeny kofen a’' = —%, kde

B>1 je kladny koten druhé rovnice; z 8> 1 oviem plyne
-1<a’'<0.

Plati také obracené tvrzeni: Jsou-li a, a’ dva sdruiené
kofeny kvadratické rovnice takové, Ze a>1, —~1<a’<0,
je nekoneény fetézovy zlomek &isla a ryze periodicky. Toto
tvrzeni nebudeme dokazovat.

Cviteni

1. Urete hodnoty ryze periodickich fetézovych zlomki: (a) (2); (b) (4);
(c) (8); (d) (10). Vyuiijte tabulky Fetézovych zlomkd druhych odmoc-
nin v kapitole 9.

2, Totéz pro fetézové zlomky (a) (m); (b) (g,_i); (c) (Ej) ; (d) (10, 5);
(e) (12, 6).

3. Totéz pro fetézové zlomky (a) (1, 2, 3); (b) (3, 4, 1); () (1, 2, 3, 4).
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4.

»

96

. Napifte periodické fetézové zlomky kvadratickych iracionalit

Oznatte fetézové zlomky ze cviteni 1(a) — (d), 2(a) — (e), 3(a) — (c)
po fad& pismeny a,, aa, ..., @:2. Sestavte kvadratické rovnice, jejichZ
kladnymi kofeny jsou &isla a,, a,, ..., ai2. NapiSte k témto rovnicim
konjugované rovnice a vypocitejte jejich kladné kofeny ., ., ..., Biz.
é é,..., a;2=—i. Podle
vyloZené teorie napiste bez jakéhokoli pociténi ryze periodické fetézo-
vé zlomky &isel By, B, ..., Pia.

Napiste konjugovanou rovnici ke kvadratické rovnici 4x> - 18x—5=
=0. Uréete kladny kofen a dané rovnice a kladny kofen B konjugova-

Pfesvédtte se, Ze plati a1 = —

[
, Q2= —

né rovnice a ovéfte vztah a’' = —l.

B
P+VN
Q

pro (a) P=Q=2, N=8, (b) P=1, Q=3, N=7. Pfesvédtte se, Ze
vychdzeji ryze periodické fetézové zlomky.

. V nekoneéném fetézovém zlomku lze ptipustit i nékteré nulové prvky,

rizné od prvniho. Pak oviem n&které sblizené zlomky nejsou definova-
ny, ale, jak si ukdZeme, konvergence miiZe zistat zachovdna. Ukazeme

to na ryze periodickém fetézovém zlomku (1,0,2). Sestavime
tabulku:

q 1 0 2
P, i 1 3
O 1 0 1

PiSeme-li a=(1, 0, 2, a), mame

Ja+1
a=—-,
a

a-3a-1=0,



a kladny kofen je

3+V13
>

To by tedy méla byt hodnota naseho nekoneZného fetézového ztomku
za pfedpokladu, Ze konverguje. Jak to vypadd se vztahem (1)
z kapitoly 10? Je jasné, Ze posloupnost Qi, @z, @, ... neni rostouci;
ve vztahu (1) oviem hraje dlohu posloupnost 0, ., @:Qs, QQ., ....
Abychom si to ujasnili, rozZiifime tabulku:

a=

qu 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2

Pl 1 1 3 4 3 (10]13]10(33]43( 33109

Q| ! 0 1 1 1 3( 4| 3|j10]13]10] 33

Vidime, Ze s nedefinovanosti sbliZenych zlomki to neni tak z1é: jediny,

ktery neni definovdn, je % Sestavine nyni posloupnost
QQ, G, 0,...:0,0,1,1,3, 12, 12, 30, 130, 130, 330, ...

Neni to sice rostouci posloupnost, ale je neklesajici. To viak stadi, aby

vyraz O,.(l),... konvergoval pro n— k nule. Tedy lim g=a, kde
a=(1,0, 2); smime tedy psdt
3+V13
2 =(1,0,2).

Ctensf, ktery vykesil ilohu z kapitoly 10, m&l oviem leh&i préci, nebot
zfejmé plati:
04+2+1+0+2+1+...
diverguje spolu s fadou
2414241+,
k 4+,
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12. RETEZOVE ZLOMKY
DRUHYCH ODMOCNIN

Vyrazem ,,druhd odmocnina* budeme rozumét vyhrad-

né &slo VNel (tedy N+ a?, kde ae€Z). Pro N=50 jsme

tabulku fetézovych zlomkil takovych odmocnin zafadili uz

do kapitoly 9. Snad si étenaf povsiml nékterych zakonitosti

v této tabulce ; 0 jedné z nich jsme se ostatn€ zminili tésné

pred uvedenim tabulky, Ze totiZ jde o periodické fetézové

zlomky, pficemZ perioda za¢ind druhym prvkem g.
Pfedev§im plati téméf samozfejma véta:

Retézové zlomky iraciondinich Cisel VN nejsou ryze
periodické. Nebot je-li a= \/Nkladn)"m kofenem kvadra-

tické rovnice x> — N=0, je pro N+ 1, coZ pfedpokladame,
a> 1. Pro sdruzeny kofen a' je v§ak a' < —1, coZ odporuje

podmince —1<a’'<0. Tedy é€islo VN nevyhovuje vété
1 z pfedesié kapitoly, a tedy nema ryze periodicky fetézovy
zlomek.

Jak vypada perioda fetézového zlomku &isla VN, o tom
miuvi ndsledujici véta.

Véta 1. Pro fetézovy zlomek Cisla \/I_V, NeN, VNel
plati

VR= (a1, T Gy s G0 40200,

Slovy: Perioda fetézového zlomku disla VN se sklada ze
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dvou <&asti: ze symetrické &asti (g2, g3, ..., q3,q2) a
z posledniho prvku 2q,, ktery je dvojnidsobkem prvniho
prvku, jenZz oviem neni soucisti periody. Prohlédnéte si
tabulku fetézovych zlomkid druhych odmocnin v kapitole
9 a uvédomte si, Ze znéni nadi véty nikterak nevylucuje

ptipady jako (gi,2q:) (polet prvkii v symetrické Easti

periody je roven nule) nebo (qi, ¢z, 2q:) (poéet prvki
v symetrické asti je roven jedné). Symetricka &ast mizZe
mit prostfedni prvek (pak obsahuje lichy pocet prvki) jako

V54=(7,2,1,6,1,2,14)

nebo nemd prostiedni prvek (a obsahuje sudy pocet prvkii)
jako

V53=(7,3,1, 1, 3, 14).

(Doporucujeme c¢tendfi, aby si tyto dva pfiklady, které
nejsou uvedeny v tabulce v kapitole 9, pfepocital.)

Diikaz. Budeme vySetfovat Cislo ¢, +VN, jehot fetézo-
vy zlomek je ryze periodicky. Piiklady takovych isel:

1+V2=(2,2)=(2),
1+V3=(2,1),

2+V5=(4,4)=(3),
99



2+V6=(4,2),

2+V7=(4,1,1,1),

7+V50=(14, 14)=(14).

Dokazme toto tvrzeni obecné. Oznaéme a = ¢, + VN.Je
q1=[\/ﬁ] a vime, Ze ¢, €Z a plati

G =VN<g +1.

Je oviem
a=q1+\/-ﬁ>1.

Pro &islo a’ sdruZzené s a, tj. pro €islo a’ = q, — VN, je pak
(stdle pFfedpokliddme VN> 1)
-1<a’'<0.
Nerovnosti pro &isla a, a’ jsou viak podminkou, aby
a=q + VN mélo ryze periodicky fetézovy zlomek, jehoZ
perioda zfejmé zacind prvkem 2¢4;,:
a=q:+VN=Q2q:, ¢, .-, 4.

Z véty 1 pfedesié kapitoly vime, Ze ryze periodicky fetézo-
vy zlomek
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(G, Grs - 42, 2q1)

je vyjaddienim é&isla —%, kde a’ je sdruzené s a, tedy

a'=q|—\/ﬁ.
Je
1
_?=(qk, Gu-1y .- G2, 2q1, G, o)

zaroven viak také

=(09 qZ’ seey qk, 2qu--').

Vyraz na pravé strané posledni rovnosti rozepiSeme :

1 1
1 —q2+q3+.

0+ — :
e g
2q1+ qz + 2q1 +q2+

Miéme tedy —$=(qz, Gy -ees Gis 21,5 G2, -..). Srovna-
. . 1 .y
me-li oba vyrazy pro — dostdvame qi=¢q2, Gi-1=
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= qs, ..., @2 = qx. Tim jsme dostali symetrickou st periody.
Zbytek periody je tvofen prvkem 2q;. Retézovy zlomek

&sla VN dostaneme z &isla a = ¢ +VN ihned odeétenim
q

VN=(q1, 42, 45, .- 93, G2, 21).-
Tim jsme vétu dokazali.
Posledni véta této kapitoly se tyka Cisel Vp, kde p je
prvocislo tvaru 4n+1, neN, tedy jedno z Cisel
5,13,17,29,37,41, ...

Diive nez vyslovime vé€tu, povSimnéme si téchto pfikla-
dd, na jejichz ovéfeni staci tabulka v kapitole 9:

V5 =(2, 4): potet prvkii v symetrické &sti periody =0,
V13=(3,1, 1, 1, 1, 6): podet prvki tamtéz =4,
V17=(4, 8): poket prvkii tamtéz =0,
V29= s, m) : pocet prvki tamtéz =4,
V37=(6, 12): pocet prvki tamtéz =0,
Va1= (6, M) : pocet prvkil tamtéz=2.
Zd3 se tedy, Ze plati tvrzeni: BudiZ p prvocislo tvaru 4n + 1
a oznacéme n pocet prvkii v symetrické Casti periody fetézo-
vého zlomku disla \/;_7; potom je n sudé &islo a plati
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VP=(q1, 2, ey Gy G s G24 241)-

Diikaz tohoto tvrzeni nebudeme uvadét.
Cviceni
1. Vypotitejte fetézové zlomky Gsel (a) V58 (b) V85; (c) V101.

2. Co miizete vypozorovat z tabulky druhych odmocnin a také ze cvieni

1(c) pro fetézové zlomky &sel Vn®+1, kde ne N? Pokuste se svilj
zavér dokazat.

13. LAGRANGEOVA VETA

Tato kapitola je vénovana dikazu Lagrangeovy véty,
ktera tvrdi, Ze fetézové zlomky kvadratickych iracionalit
jsou periodické, a obracené, Zze hodnoty periodickych reté-
zovych zlomkd jsou kvadratické iracionality. Vlastné jsme
ji mohli dokdzat uZ dfive, kdybychom napfiklad pouzili
diikazu uvedeného v Chinéinovi [3]. Zde viak divame
pfednost ditkazu podle Davenporta [1] pro jeho struénost;
protoZe tento diitkaz se opird o pojem ryze periodického
fetézového zlomku, je Lagrangeova véta zafazena aZ nyni.

Souvislost mezi periodickymi a ryze periodickymi fetézo-
vymi zlomky je v tom, Ze kaZdy periodicky fetézovy zlomek

(qn,Qz,---, Gis Gr+1y ooy q,.,qk+|,...), (1)
kde n> k, lze psit ve tvaru

(ql’ q21 sy qka rk+l),
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kde zbytek r..: je ryze periodicky fetézovy zlomek

i+t =(qk+| y euny q,.).
Véta (Lagrangeova). KaZdou kvadratickou iracionalitu,

P+VN

0 (P,Q€eZ, NeN a VNel), Ize
vyjadrit periodickym retézovym zlomkem. KaZdy periodic-
ky fetézovy zlomek je hodnotou néjaké kvadratické iracio-
nality.

tj. vyraz tvaru

P+VN , P-VN
o """ a
ny néjaké kvadratické rovnice. Mezi a a kterymkoli a,

plati vztah

sdruzené kore-

Dijkaz. Budte a =

a= aP: + Pi -,
Qi+ Qi
TyZ vztah plati mezi a’, ai:
,_ P+ Py

a ===~
@ Qi+ Qi

(rozumi se ovSem, Ze &isla Pi_;, P, Qi—1, Qi v obou
vztazich jsou riznd ; nehodi se ndm viak ve druhém vztahu
psit Pi_,, Pi, Qi-1, QJ).

Pro dostate¢né velkd k se hodnoty sbliZenych zlomki

Poi P
0’ @
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pfili§ nelisi a lze dokdzat, Ze

konverguje k 1, pficemzZ posledni zlomek je stiidavé mensi
a vétdi neZ 1. Déle je Q. >0, Q«-,>0, ai<O0. Jestlize tedy
volime k tak, aby zlomek

byl mensi neZ jedna, pak vzhledem k tomu, Ze Q- < Qx,
bude —1<ai<0. Pro toto k je oviem a,. kvadratickd
iracionalita a plati a, >0. Od prvku g.., bude tedy fetézo-
vy zlomek ryze periodicky a dostivame skute€né vyjadieni

(1).
Druha &ast véty se dokazuje podobné. Budiz (1) peri-
odicky fetézovy zlomek a piSme jej ve tvaru

a=(qi, g2, .- qx, Q).

Cislo sdruZené k &islu a oznadime a' a pi§eme
a'=(qi, gz, ..., qu, QL.

Jako prve piSeme
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_ akPk + Pk_l

a= aQi + Qut’
o =GPt Py
aiQx+ Qi
a dokaZzeme platnost nerovnosti
-1<ai<0,
a>1.

Od prvku g..+1 je tedy fetézovy zlomek pro a ryze periodic-
ky, tj. plati
a=(q, Gz, -.., i, Q).
To v$ak dava vyjadfeni pro a:
aP.+ P._,

a=—=—-—-—,
aQ.+ Q-
jez vede ke kvadratické rovnici pro a:
aa’+ba+c=0.

Je tedy a kvadraticka iracionalita, tj. plati

P+VN
O ’

kde P, QeZ, NeN, VNel. Véta je dokdzina.

Dovedeme vyjadfit kvadratickou iracionalitu periodic-
kym fetézovym zlomkem; takové piiklady jsme pocitali
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v kapitole 9. Nyni se budeme zabyvat ur¢ovanim kvadratic-
ké iracionality, ktera je podle Lagrangeovy véty hodnotou
periodického fetézového zlomku.

Pro ryze periodické fetézové zlomky jsme tuto dlohu
fesili v kapitole 11. Zbyva nam tedy hledat hodnotu neryze
periodického fetézového zlomku (1). Poznamenejme, Ze
skupina k prvki

(915 G2, -5 q)
se jmenuje pfedperioda a skupina n — k prvki
(Gus1s -evs Gn)
se jmenuje perioda neryze periodického fetézového zlom-

ku (1).
Jsou dvé metody: neryze periodicky fetézovy zlomek
pfevést na ryze periodicky (to bude ukdzino v pfikladu 1),

pfi¢emZ pouZivime vzorce pro a=(qi, gz, ..., qx, @):
a= aP/(+Pk_1
aQi+ Qi

Nékdy (pfi malych n, k) se obejdeme bez tohoto vzorce
(pfiklad 2). Druha metoda je obecnéjsi a hodi se v kazdém
pfipadé. Pii ni pouzivime vzorce @ =(q., qa, ..., gx, Ox),
kde zbytek ax je ryze periodicky a dovedeme jej vypocitat
metodou z kapitoly 11; pak uZijeme vzorce

a= akPk +Pk—1
aka + Ok—l '

Tento postup ukdZeme na piikladech 3 a 4.
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Pfipomenme si, Ze je (2)=1+V2; v nékterjch pfikla-
dech toho pouzijeme. (Ctenar to vi ze cviéeni 1(a) kapito-
ly 11; pokud toto cviceni nefeSil, ovéfi si tento vztah

pohledem na fetézovy zlomek Cisla V2 v tabulce v kapitole
9.)

Priklad 1. Uréeme hodnotu neryze periodického feté-

zového zlomku a=(1, 2).

Reseni. L
a+1=(2,2)=(2),
a+1=1+V2,

a=Va2.

Piiklad 2. TotéZ bez uZiti teorie fetézovych zlomkil (tj.
bez znalosti hodnoty (2) =1+ V2).

Regeni. a+1=2+ 11 ’
Proe
1
a+1—2+m,

at+2a+1=2a+3,
a’=2,
a=V2.
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Poznimka. Modifikace tohoto postupu:
a-1=(0,2,2,..),

o1 1
@ T .l 2+a-T
2+

1
=5
a’l-1=1,
at=2,
a=V2.

Priklad 3. Uréeme hodnotu neryze periodického feté-
zového zlomku a=(0, 1, 1, 5).

Resen a=(2,2,..)=1+V2,
a=(0v 1) 1’ a3)1

@ 0 1 1

P, 0 1 I
Q 1 1 2

a= a;P3+Pz
G+ QY

_ 1+V2+1 B V2+2 s
T Va1 V243
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Priklad 4. Uréeme hodnotu neryze periodického feté-
zového zlomku a=(1,5, _2,_3)
Reseni. a=(1,5, @),

a= azP2+P|
a:Q:+ Q’

qi 1 S

P 1 6
O 1 5

=6az+l
5(12+1,

a;=(2,3, ay):

qi 2 3

P, 2 7
Qs 1 3

=7a2+2
3a;+1°

az
3ai+a=Ta.+2,
3a3—6a,—2=0,

6+V60 3+V15
B=""¢ ~ T3
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3+\/E+

3 _21+6V15
3+V15 18+5V15’
3 t!

6

5
a=24—\/1'§
17

Ctenifi jisté neuslo, Ze jsme poditali ,,obricené" piikla-
dy z kapitoly 9; tim je také zarucena kontrola spravnosti
vysledkd.

Cviceni

1. Metodou pfikladu 1 a 2 potitejte hodnotu fetézového zlomku (1, 1,_3).
2. Metodou piikladu 3 a 4 poéitejte hodnotu fetézového zlomku
(2,3,10,1,1,1).

14. NEROVNOSTI

Pohled na tabulku druhych odmocnin nds presvédéi, Ze
se musime zabyvat také vztahem nerovnosti mezi nekonec-
nymi fetézovymi zlomky. Je napf.

V26<V27,
COZ znamena

(5,10)<(5, 5, 10)
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neboli
5, 10, 10, 10, ...)<(5, 5, 10, 5, ...).

Déle napf. z nerovnosti
V38<V39<Va0< V42
plyne
(6, 6, 12)< (6, 4, 12)< (6, 3, 12)< (6, 2, 12).

Také musime umét porovnat koneény fetézovy zlomek
s nekone¢nym, nebot je napf.
(1,2,3,4)>(1,2,3,4)=(1,2,3,4,1,2,..)).

Nastésti véty, které jsme odvodili v kapitole 5, plati i pro
tyto pfipady. Pozndmku, Ze ve vété 1 nezileZi na ,,poctu
pfidanych prvkd*, nyni chdpeme jako ,,pocet prvkii miiZze
byt nekoneény“.

Jako v kapitole 5 rozli§ime dva pfipady. Nejprve budeme
spolu porovnavat fetézovy zlomek

(91, 425 -0 q),
ktery je oviem koneény, a fetézovy zlomek
(ql’ q2y ..y Qi s Qi1 Grs2, ...),

ktery vznikne z prvniho pfidinim nekone¢né mnoha prvki
Ggu+1s qusz,-.. Jako piiklad miZe poslouZit uz uvedena
nerovnost

(1,2,3,4)>(1,2,3,4,1,2,...)
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nebo také ,
3,2,5)<(3,2,5,3,2,...).

Déme-li pozndmce z kapitoly 5, Ze nejsme schopni uréit
dostate¢ny polet prvki ve srovnidvaném fetézovém zlom-
ku, ten smysl, Ze toho nejsme schopni prosté proto, Ze
prvki je nekoneiné mnoho, vidime, Ze véta 1 z kapitoly
5 tedi tento pfipad: pro sudé k je

@1y ooy @)>(qy ooy Gucs Grars Grazy --2),
pro liché k je naopak
(q|, ey qk)<(ql, vory Qs Gicr15 Gir2, )

Druhy pfipad se tykd nerovnosti typu (5, 10)<
<(5, 5, 10), ale také nerovnosti mezi dvéma fetézovymi
zlomky, z nichZ jeden je koneény, napf. (3, 1, 2) < (3, 2)=
=(3,2,2,..).

V tomto piipadé poskytuje feSeni véta 2 z kapitoly 5.

BudiZ k=1 pofet identickych prvnich prvki fetézovych
zlomkii

a=(q1’ qzs ..y Jus i+, -..),
ﬂ=(qlv qzs -y Gis q;(-o-], ...);

pfitom nevyluCujeme moznost, Ze néktery z obou fetézo-
vych zlomki je koneény a md pravé k + 1 prvka.

Druh4 véta kapitoly 5 pak fikd : Nerovnost mezi &isly a,
pB zdvisi na &isle k a na nerovnosti mezi prvky gus1, Gis.
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Je-li k sudé, je pro gu+1> qis1 také a>f; je-li k liché, je
PrO gi+1> qisr obricené a<pB. Pro gi.1<gis1 je smysl
nerovnosti mezi a, 8 opacny.

To dokazuje uvedené pfiklady: (5, 10)<(5, 5, 10),
(6,6,12)<(6, 4, 12)<(6, 3, 12)<(6, 2,12), (3, 1, 2)<
<(@3,2).

Pornamka 1. V prvni ¢asti v kapitole 6 jsme méli
nerovnost mezi fet€zovymi zlomky

(an, Gi+1s -ony (I2)>(q“2, gr+3, )

Tam jsme jeSt€é nemohli mluvit o tom, Ze fetézovy zlomek
na pravé strané je nekonecny; snaZili jsme se celou véc
odbyt poukazem na poznamku v kapitole 5, podie které
nezileZzelo na dalSich prvcich tetézového zlomku disla
n=(3,7,15,1,292, 1,1, ...), abychom mohli tvrdit, Ze

(292,1,15,7)>(292, 1,1, ...).
Nyni je véc teprve v pofadku.
Pozndmka 2. V kapitole 10 jsme postradali tvrzeni
o jednoznaénosti nekoneéného fetézového zlomku. Uvé-

domme si, Ze jediny piipad, kdy nastidva rovnost dvou
fetézovych zlomku s neidentickymi prvky, je

(qh---, q-, 1)=(q1"'j’ q"+1)’

cozZ jsou dva konecné fetézové zlomky. Mame-li tedy dva’
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fetézové zlomky s neidentickymi prvky, z nichZ aspoi
jeden je nekonelny, plati mezi nimi vZdy znak nerovnosti.
Je tedy nekonecny tetézovy zlomek

(41, q2, )

jednoznacné uréen svymi prvky.

15. GEOMETRICKE ZNAZORNEN{
SBLIZENYCH ZLOMKU

V této kapitole se budeme zabyvat geometrickym zna-
zoménim, zachycujicim kladné redlné Cislo a a sblizené
Zlomky jeho fetézového zlomku. Nejprve zavedeme pojem
miiZovy bod.

MifiZovym bodem soufadnicové roviny Oxy budeme
nazyvat takovy bod, jehoZ obé soufadnice jsou cela &isla.

BudiZ nyni a néjaké redlné (racionalni nebo iraciondlni)
¢islo, které chceme geometricky znadzornit. PouZijeme
k tomu piimky

y=oax,

ktera pro a >0 probiha 1. a 3. kvadrantem. Omezime se na
1. kvadrant, nebot jen v ném budou zndzornény sbliZzené
zlomky fetézového zlomku ¢&isla a. Obrazy téchto sblize-

nych zlomki viak nebudou obrazy &isel Lall e atd., nybrz

Q’Q
QO Q . « o
obrazy (isel PP atd. (jinak bychom ¢&islo a musili
1 2

znazorfiovat pfimkou x = ay).
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Pfimka
y=oax 1

prochdzi pro raciondlni a nekoneéné mnoha mfiZovymi
body. Budiz a=§, tedy

qy =px;
mfiZové body, kterymi prochdzi pfimka y=§x, jsou

(qv P)7 (2q, 2p), N
Zajimavéjsi je pfipad a €l; pak pfimka

y=ax
prochézi jedinym mfiZovym bodem (0, 0).

Sestrojime obrazy bodd A,=(Q,, P\), A:=(Q:, P)
atd. a doplnime je obrazy bodi A,=(1,0), A,=(0,1).
Ziejmé je A,=(Qo, P,). Abychom také A, mohli psit
jako ,,sblizeny zlomek*, definujme jest€ P_,=0, Q-,=1;
pak je A,=(Q-,, P-y).

Poznidmka. Pfi Po=1, Oo=0, P-|=O, Q..=1
plati vztahy

Pi=qiPi.1+Pia, Qu=qiQi-1+ Qi (2)
pro kazdé keN.

Zavedeme rovinny vektor PO jako uspofadanou dvojici
bodl (P, Q). Bod A miZeme vidy vyjadfit jako vektor
OA, kde 0=(0, 0) je potdtek soufadnic.
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Rovnice (2) miZeme napsat jako jedinou vektorovou
rovnici

OAk= qx . OAk—: + OAk—;,

platnou pro viechna k e N. ProtoZe je

Ak-ZA: = OAk - OAk-z 1y
je

A A= OA;— OAk—; =dqx. OA;_y,
—_—  —
tj. vektory Ai—2Ax a OA,_, jsou rovnob€Zné. Tedy plati
A A OA;,

A2A4" OA3 ’
atd.

Sestrojme alespoii pro jedno a grafické znizornéni.
p 1 P 3 P 7 P 17

Budiz a=V2. Je o O P A A N Vs

»a
tedy

A=(1,1),A2=(2,3), A3=(5,7), As=(12,17)....
Body A: s lichym indexem leZi pod pfimkou y = ax, bo-
dy se sudym indexem leZi nad ni. To plati i o bodech
A,=A_,, A,=A,. Plimka y=ax déli prvni kvadrant na

dvé &asti. V kaZzdé z nich vznik4 lomena €ara. Rohy obou
téchto ¢ar jsou body zobrazujici sbliZené zlomky. Kon-
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A,

0
strukce obou &ar je patrnd z obrazku. Mezi obéma ¢arami
nelezi Zddné mfiZové body. Je-li a iraciondlni, jsou obé
lomené €ary nekoneéné.

Cvi¢eni

Sestrojte podobny obrazek pro a=V3.
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