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ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XL CisLO 9.

Nékolik pozndmek o Hausdorffové mife.

Napsal
Vojtéch Jarnik.

Ptedlozeno dne 7. aunora 1930.

Tato prace obsahuje nékolik drobnosti, tykajicich se Hausdorffova
pojmu miry.!) Pii tom omezuji se na mnoZstvi redlnych cisel, ¢ili na
mnozstvi bodovd v jednorozmérném Cartézském prostoru; pod ,,mnoz-
stvim bodovym’ budu tedy vidy rozuméti mnoistvi bodu na redlné ose
Ciselné. Za zdklad bude mi slouziti definice 2. v citované prdaci Haus-
dorffové (str. 166):

Budiz A mnozstvi bodové; budiz A (x) funkce, jez je pro ¥ >0
definovdna, rostouci a spojita; budiz

lim A (x) = 0%)
=0
(kazdou funkci téchto vlastnosti budu nazyvati ,,ptipustnou funkci”).
Budiz p > 0. Pokryjme mnoistvi 4 nejvyse spo¢etnym mnozstvim inter-
vala, jejichz délky oznaéim I, I,, ..., L, ...; pti tom budiz J, < p. Se-
strojme soucet T A (/,) (s¢itd se podle #). Dolni hranici téchto souctu,
sestrojenych pro vsSechna takovd pokryti, pro néz /., < p, oznaCme
L[4 (%),
Potom existuje limita
limL, [A; X (x)] =L d;% (x)].
e=V
Tato limita jest vnéjSi mérou ve smyslu Carathéodoryové;3) vsechna
Borelova mnozstvi jsou podle této definice vnéjsi miry meéfitelna.

1) F. Hausdorff, Dimension und &uBeres MaB, Math. Annalen 79 (1919),
str. 157—179.

?) Zde a v analogickych ptipadech rozumim pod limitou limitu zprava. Specia-
lisuji ihned pro jednorozmérny Cartézsky prostor.

3) C. Carathéodory, Uber das lineare MaB von Punktmengen, Gottinger
Nachrichten 1914, s.r. 404—426.

Rozpravy: Ro¢. XL. Te Il C. 9. 1
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Ve dvou pojedndnich:)3) zabyval jsem se vyznamem Hausdorffovy
miry pro otizky z teorie diofantickych aproximaci. Mimo jiné odvodil
jsem tuto vé&tu:®) _

Budiz « > 2; budiZ M, mnoZstvi onéch ¢isel 0 intervalu <0, 1 >,
pro né&z nerovnost

1 ‘el

md nekone¢né mnoho feleni v celistvych ¢islech p, ¢ (¢ > 0). Potom jest

L (M%) =0pros> >,
2

« .

LMg;x)= 4o pro0d <s <
Misto mnozstvi M, uvaZujme mnozstvi N,, jeZ je definovdno takto:
Budiz « > 2; N, je mnozstvi vSech Cisel 0, jez maji tyto vlastnosti:
1.0<6< 1,
2. existuje posloupnost pdru celistvych disel
pl; ql; ﬁ2; qz; .. '; pll) q.l; LR #1

takovd, Ze

"= qn

limqg, = + o, 0 — P =O(ia).
g
Ztejmé jest M, No M, pro 2 <o’ <a; tedy podle citované véty
9
, L (Ng;x) =0 pro s >—;—~,

5 (1)
L (N,;x) = 4 pro O<s<7.

Vznikad tedy piirozené otdzka, existuje-li piipustna funkce 2 (x) takova,
Ze
0 <L[N GN(@x)] < +o.
Tuto otdzku zodpovime negativné vétou:
Véta 1. Je-li o > 2, N\ (x) pripustnd funkce, jest bud
L[N ;x(x)] =0 nebo L [Ng;x (x)] = + 0.

Mnozstvi N, jest mnoZstvi Borelovo (totiz G,e) a tedy méfitelné,
vezmu-li za vnéj$i miru L [4; ’ (x)].

Vznikd otdzka, existuji-li jeSté jednodus$i mnozstvi, majici vlast-
nost, vyslovenou ve vété 1. Tuto otizku zodpovime kladné:

4) Diophantische Approximationen und Hausdorffsches MaB, Recueil mathém.
de la Société math. de Moscou (v tisku).

5) Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen, Prace
matematyczno-fizyczne (v tisku).

¢ Loc. cit. %), § 2.
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Véta 2. Exisluje ohranicené dokomalé mmnoistvi M takové, Ze pro
kaZdow pripustmou fumkci A (x) jest bud

L[M;\(x)] =0 nebo L [M;x(x)] = + oo.

Je-li Lebesgueova mira mnozstvi M [to jest Cislo L (M ; x)] kladna,
jest ovéem L [M;\ (¥)] = + o pro kazdou pfipustnou funkci A (x), pro
kterou

im 28
x=0 x

Naopak plati:
Véta 3. Je-ls L (M; x) = 0, existuje pripustnd funkce A (x) takovd, e

limlix—) =+, L[M; x ()] < +oo.
Je-li M mnozstvi nejvyse spocetné, jest samoziejmé L [M : 2 (x)] = 0
pro kazdou ptipustnou funkci A (x).
Naopak plati:
Véta 4. Jeli M mespocetné mmoZstvi Borelovo, existuje pripusind
funkce N (x) takovd, Ze )
L [M;x(x)]>0.

Dikaz véty 1. Budiz « > 2; budiz A (x) pfipustnd funkce. Patfi-li
bod 0 k mnoZstvi N,, patfi k mnoZstvi N, téZ bod a 4+ 0, je-li a racio-
ndlni, 0 < a + 0 < 1. Jestlize tedy &, %', I jsou celd Cisla,

[1>0,0<k <k <]
potom prufez

EoOR+1_
<’T, 7 >‘\a
vznikd z prufezu
kk
<7 1N

translaci. Tedy jest

kl ‘k‘l + 1

L(<—l—, p >Na;)\(x))=L(< f = >Na;x(x))

a jeito
plati

Jezto kazdy otevfeny interval (a, b), kde 0<a <b< 1, lze vyji-

dfiti jako soucet spocetného mnoiZstvi takovych intervalu < ;i , k -—l*-—l>
l.
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jez nemaji vnitinich bodu spolenych, jest podle (2) a podle znimych
vlastnosti miry patrné

L(<ab>Ng\(x)]=L[(ad) Ny 2 (@x)]=(0b—a)L[Na;2(x)]. (3)

Mnoistvi N, md podle (1) Lebesgueovu miru L (N,; x) rovnou nule
(coz lze ostatn& snadno nahlédnouti pfimo). Lze tedy nalézti spoetné
mnozstvi uzavienych intervalu iy, 4,, ..., lezicich v intervalu <0, 1>,

jez pokryvaji N, a jejichz délky maji soufet mensi nez ; . Budiz /, délka
intervalu ¢,. Predpoklddejme, Ze

L[Ngn(x)),=m< +o.
Potom jest podle (3)

~

L

. N
LL[Ng;n(®)] < , M

o;m=L[Na;x(x)]§EL[z‘,,N.,;x(x)] =
n=1
tedy m = 0, jak bylo dokdzati.
Dakaz véty 2. Budiz P zndmé dokonal¢ mnozstvi Cantorovo, t. j.
mnozstvi, jeZz vznikne takto: z intervalu < 0f 1> odstrafime uprostted

[}

)
otevieny interval délky ;’ tedy interval ( l; s ;) Z kazdého ze zbyva-

.
&~

o 1 . < . N
jicich intervalu < 0, _->, < =, 1> odstrafime opét uprostfed otevieny

3 3
interval délky 1:32%; - kaidého ze zbyvajicich intervalu <0, ; >,
2 3 6 7 8 ; v v
< >, < ->, < -, 1> odstrainme opét uprostred otevieny

9°9 9’9 9

interval délky 1: 3% atd. do nekonec¢na. To, co zbude, jest prdvé mnoistvi
P. Oznacme znakem P, onu ¢dst mnoZstvi P, jez lezi v intervalu <0, 1: 3*>.
Mnozstvi P sklddd se patrné ze 2 &dsti, shodnych s P;, nebo ze 4 ¢asti,
shodnych s P,, obecné z 2" ¢4sti, shodnych s P,. Je-li tedy A (x) pfipustnd

funkce, je patrné

1 .
Je-li > 1 (n celd), jest mezi styénymi jntervaly mnozstvi P prdvé 2¢ !
intervala, jez maji délku 1:3"; oznatme je (@u1, bu1), (@2 bu2), .. ...
Budiz P,; (¢ =1, 2, 3, ..., 2"-') mnoistvi, jez vznikne z P, translaci
velikosti a,; na pravo. PoloZme

M=P +P, +§P2,f +§lP3.,» +. (5)
M je ztejm¢ mnoistvi ohranicené a dokonalé; je-li L [P; » (x); = «, je
patrné podle (4) a ()

I,[M;l(x)]:a—i—---; + ?4“ wie

8
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je-li tedy @« = 0, je L [M; % (x). = 0; je-li
0<a< +a,jel [M;x(x) = +oce,

¢imz je dikaz proveden.

Dikaz véty 3. Budiz dino mmnoistvi M; budiz L (M; x)=0.
Definujme posloupnost kladnych cisel ¢, c,, takto:

Zvolme urlitym zpusobem spofetné mnozstvi intervali, pokry-
vajici mnozstvi M tak, Ze soulet jejich délek je menSi nez 1: 13; délky
téch intervalti oznalme I, Iy I3, ..., takie

]
1
Ly < =5
hgl 1

Zavedme toto oznaleni: je-li € >0, budiz £ [, rovno souctu vsech

(E]

onéch &isel 4, (k= 1,2,...), jeZ jsou men$i nez =; obdobny vyznam
maji v dal$im symboly

Z lk.'l; E l/(.31

(¢)

()
Zvolme (cislo ¢, tak, Ze

|
0 < Cl < l,zlk_l < —_)T . (6)
() -
BudiZ nyni # > 1 a budtez kladnd ¢isla
biis €5 (k=12 3, =1, z, , n— 1)

jiz zvolena tak, Ze

- 1 1 .
Z: . _ . E: . . <1< .
lk.l < 1-3 ’ lk.] < ('l + 1)3 (]' = I o 1) ’
k=1 (c,-)

Ci ¢

. . B |7 .
Ly < Tlg (>D5a <5t >1)

Zvolme nyni spoCetné mnoZstvi intervalu — jejich délky oznacme
U bow, ... — jeZ pokryva mnozstvi .M a pro néz

-]
~

Cpn-1 x 1 .
[k,n < _10_ N gllk,u < %ﬁ N (

zvolme é&islo ¢, tak, Ze

Cp 1 1

0<a <G Mhi< (e

10 7 2im). (8)
(€y)

I

Sestrojme nyni funkci 2 (x), definovanou pro x > 0, takto:

A (x) =x pro x > ¢,
26 ®
A (¥) = nx pro c,._<_«\'§—'1'6“ (n>2)

1X.



( 100
e R ' 1""'1' o=
10
n +1 (10)
10 Cn .
=nc, — (Ch — ) pro <x<c, (n>1).
L1 0="= =
10
Jezto podle (8) jest lim ¢, = 0, jest funkce A (x) definovdna pro
¥ >0; A (x) je spojitd pro x > 0; podle (9) je
C +1 .
7\( 10/ 1(’)‘ Cn <nC”—-7\(C“),
. , . Cy 1 . A (x)
tedy je A (x) rostouci funkci. Pro ¢, <x < —o Je = n podle (9);
pro ;(—)— < x<c, je podle (10) nS—A—ix) <n+1; jest tedy lim _)\_(xx-) = 4o
- z=0
Didle jest
n(x) , _
—  SHPro <X < Cpi. (11)

Jezto podle (6), (8) jest ¢, < 1: 10", jest podle (11)
A(x) < 10-"+2m pro ¢, < x < €y,

tedy lim A (x) = 0. Jest tedy X (x) piipustnd funkce. Zbyvd dokdzati,

=0
Ze
LM ;> (x)] = 0. (12)
Budiz # > 1; mnozstvi M jest pokryto spoetnym mnozstvim intervald,
jichz délky jsou I, L2, .... Jest podle (11), (7). (8)
AEIX Ik u) Z lk n n "r 1) (CE) lk.u
Zlknf )Zlk,t;+---
gt €y +2)
1 1 1 1
Sl S S E . SR E.
R T | T LR A R
Tedy jest

jezto podle (6), (7), (8) je kL, < 10—"+1, je tim rovnice (12) dokdzina.
Dakaz véty 4. Jezto kazdé nespofetné mnozstvi Borelovo obsahuje
mnoZstvi ohranitené a dokonalé, stali ptredpoklddati, Ze mnoistvi M

1X.
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jest dokonal¢ a ohranicené. Obsahuje-li mnozs.vi M vSechny body néja-
kého intervalu, jest L (M ; x) > 0 a tedy tvrzeni nasi véty trividlni. Ome-
zi me se tedy na piipad, Zze M jest dokonalé, ohranicené, nehusté mnozstvi;
budiZ a dolni, b horni hranice mnoZstvi M. Sestrojme dokonalé, nehusté
mnoZstvi M’, jehoZz dolni hranice jest 0, horni hranice 1 a jehoZ Lebes-
gueova mira jest -2;.7)

Jak zndmo, lze nalézti funkci f (x) spojitou a rostouci v intervalu
< a, b >, jez zobrazuje interval < a, b > na interval <0, 1 > tak, Ze f (x)
lezi v M’ tehdy a jen tehdy, lezi-li x v M.8) Definujeme funkci A (x) pro
x > 0 takto:

A(x) = pro x >b —a,

b_; a
A = max [f(s +%) —[(x)] pro0<x<b—a  (13)

a < 1y h—ay

Funkce A (x) je pro x > 0 patrné kladna, rostouci, spojitd ; dale jest
link(x) = 0. Jest tedy X (x) pfipustnd funkce. Budiz nyni <oy, f; >,
x =0

<&y, Py >, ... konetné nebo spocetn¢ mnozstvi intervalu, jez pokryvaji
mnozstvi M, a < a, < . < b. Intervaly

<f(a), f(B) > <flx), f(5) > ...

pokryvaji tedy mnozstvi M’, a tedy jest

5

le —

Y @) — >

n=1
Podle (13) jest vsak
) —F (o) X (@ — )

%) Takové mnoistvi 3’ da se sestrojiti na pf. timto zpusobem: Z intervalu
< 0, 1 > odstranme uprostied otevieny interval délky -i—; z kaZdého ze zbyvajicich
5
8
z kaZdého ze zbyvajicich ¢tyf intervalu < 0
27
32"’
valu < 0,1>, jez nejsou obsazeny v Zadném z odstranénych intervalu, tvoti
dokonalé mnoZstvi nehusté, jehoZ dolni hranice jest 0, horni 1 a jehoz Lebesgueova

1 2 2 y o1
mlra]estl—(z+-4,_,-+-4. -r-.~)— 9 -

intervala < 0, 3 >, < _,1> odstrafime uprostied otevieny interval délky 1: 42;

8

5> <-‘—.-- 3> <-‘-j --25>
'32 77 32’87 "8’3 7"

< 1 > odstranme uprostted otevieny interval délky 1:4% atd. Body inter-

8) Konecné sty¢né intervaly mnoistvi A/ budte J,,.J,, ... ; konetné stycné
intervaly mnoZstvi A’ bud'te K,, K, ... . Pii tom budiz oznaceni tak voleno, ze
K, lezi na levo od K,,, lezi-li .J, na levo od J,, (to lze ucliniti). Je-li J, = (a,, b.),

d,—¢
K, = (cn, dy), poloZme f () =c, + (x — a,) b" 2 pro a,<x<b, a dopliime
w— Ay T
tuto funkci v ostatnich bodech intervalu <a, b> tak, aby byla spojitd v < a, b >
(coz lze uciniti). Funkce f (¥) ma pak Zadané vlastnosti, jak ¢tenat snadno nahlédne.

IX.



a tedy
- 1
ABy— ) =5

tedy L [M; X ()] > -1

» - Jak bylo dokdzati.

Pozndmka. Dikaz této véty spocivd zddnlivé podstatné na pied-
pokladu, Ze .M jest mnozstvi bodové na primce. Snadno da se vSak tato
véta rozsifiti i na mnozstvi v prostorech vicerozmérnych. Budiz na ptiklad
v roviné, opatifené dvéma pravouhlymi osami #, v, dino dokonalé ohra-
ni¢ené mnozstvi M ; kolmé pruméty mnozstvi M na osy #, v ozname
M,, M,; tyto pruméty jsou uzavienda (tedy Borelova) mnoZstvi, z nichZ
aspoil jedno, tfeba .M,, jest nespoCetné. Je-li A () piipustnd funkce,
pokryjme mnoZstvi M nejvySe spoletnym mnozZstvim kruhi, jejichZ
pruméry oznacime /;, /,, ... a sestrojme souet I A (/). Hausdorffova
mira mnozstvi A/, kterou ozna¢ime téz L [M; X (x)], jest pomoci souctl
XA (l,) definovdna obdobné jako pro mnozstvi bodova na pfimce. Pro-
jekce kruhu o pruméru /, na osu # jest interval délky /,; pokryvaji-li
né&jaké kruhy mnozstvi 1M, pokryvaji jejich projekce mnoistvi M,; tedy
jest L [M; A (x)] > L [M,; 2 (x)]. Podle 4. véty lze tedy nalézti ptipustnou
funkci A (x) tak, ze L "M ; 7 (x)] > 0, jak bylo dokdzati.
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