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P R O F . D r E D U A R D C E C H : 

ELEMENTÁRNÍ FUNKCE 

SE 7 OBRAZCI 
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Předmluva. 

Funkce logaritmická a funkce goniometrické, které jsou hlavním 
předmětem této knížky, probírají se na střední škole dosti podrobně, 
ale tak , že v popředí zá jmu je „prakt ický" význam těch funkcí, kdežto 
zde jde především o jejich přesnou aritmetickou definici a o přesné 
odvození jejich základních vlastností ze zvolené definice. Doufám, že 
pečlivý čtenář může z četby té to knížky získati mnohem více nežli 
pouhou hlubší znalost několika speciálních funkcí . Př i spisování knížky 
mi tanul na mysli cíl vyšší; bude ho dosaženo, přesvědčím-li čtenáře, že 
logický rozbor základních pojmů není ani méně zaj ímavý ani obtíž-
nější než počítání „příkladů". Zvykne-li si čtenář četbou knížky na to, 
že se v matematice nemá zaj ímat i jen o vzorce a o početní zručnost, 
nýbrž že si má všírnati také logické s tavby matematických dedukcí, 
pak má za sebou hlavní potíže, které se začátečníkovi staví v cestu při 
studiu kterékoli part ie tak zvané vyšší matemat iky. 

Př i rozboru studovaných funkcí vycházím od jejich e l e m e n t á r n í 
definice. Vyšší matemat ika umožňuje mnohem rychlejší odvození 
základních vlastností našich funkcí, vyjde-li se místo toho na př. od 
definice nekonečnými řadami nebo pomocí diferenciálních rovnic. Ale 
nehledě na to, že takové definice se začátečníkovi zdají umělé, je 
postup na jejich základě opravdu rychlejší pouze tehdy, nepočítají-li se 
obtíže, které existence iracionálních čísel staví v cestu jakémukoli 
přesnému výkladu o vyšší matematice. Postup, pro k te rý jsem se 
rozhodl v té to knížce, se t ěmto potížím n e v y h ý b á , nýbrž p ř e k o -
n á v á je, a to takovým způsobem, který spojuje logickou přesnost 
s geometrickou názorností. 
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I. Úvod. 

1. číselná 08a. Úvahy, které budeme prováděti v této knížce, jsou 
sice většinou aritmetické, ale často se dají dobře objasniti geometricky. 
Proto začneme známým geometrickým znázorňováním čísel na přímce. 
Přímka, na které si znázorňujeme čísla, jmenuje se č í s e l n á osa . 
Volíme ji obyčejně ve vodorovné poloze. Abychom si na ní mohli zná-
zorňovat čísla, musíme si zvolit určitou j e d n o t k u d é l k y a určitý bod 
přímky, kterému se často říká p o č á t e k . Počátek nám znázorňuje 
číslo 0. Čísla větší než nula neboli č í s l a k l a d n á jsou znázorněna body 
ležícími napravo od počátku, čísla menší než nula neboli č í s l a zá-
p o r n á jsou znázorněna body ležícími nalevo od počátku. Kladné 
číslo -f e je znázorněno bodem, který leží napravo od počátku ve 

--.?—-v 5 i—zrr 
Obr. 1. « 

vzdálenosti c jednotek délky od počátku; záporné číslo —c je znázor-
něno bodem, který leží nalevo od počátku ve vzdálenosti c jednotek 
délky od počátku. V obr. 1 jsou znázorněna čísla 0, 1, V3, —1/2, 2, — 2. 
Protože vlastním předmětem našich úvah nejsou body, nýbrž čísla, 
a protože body na číselné ose jsou pro nás pouze obrazy čísel, není třeba 
příliš ostře rozlišovati mezi číslem a bodem, který je obrazem čísla. 
Proto mluvíme krátce na př. o bodu V3 nebo o bodu •—V 2 místo o bodu, 
který je obrazem čísla V3 nebo čísla —]/2. Tedy místo „počátek" 
můžeme také říkat „bod 0". 

Pro čísla, která zde máme na mysli, tedy pro nulu, čísla kladná 
a čísla záporná, užíváme souhrnného názvu č í s l a r e á l n á . Nulu ne-
počítáme ani mezi čísla kladná ani mezi čísla záporná. 
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Zvolme si dvě reálná čísla r a s ; budiž třeba r menší než s, což 
píšeme r < s nebo s > r. Na číselné ose leží bod r nalevo od bodu s. 
Body r a « omezí na číselné ose jakousi úsečku U. V aritmetických 
úvahách, při kterých body zastupují čísla, užívá se obyčejně místo 
slova úsečka slova i n t e r v a l . Interval U označujeme obyčejně 
symbolem 

t . j. napíšeme obě čísla r a a za sebou (menší napřed), oddělíme je 
čárkou a celek dáme do úhlové závorky. Do intervalu <r, «> počítáme 
také oba body r a s samy; o ostatních bodech intervalu <r, «> pravíme, 
že leží u v n i t ř intervalu <r, «>. Tedy x leží v i n t e r v a l u <r, s>, když 

r x s 

a x leží u v n i t ř i n t e r v a l u <r, a), když 

r < x < s. 

Délka intervalu <r, «> neboli vzdálenost bodu r od bodu a se rovná 
(a — r) jednotkám délky; ale poněvadž jednotku délky si myslíme 
jednou pro vždy pevně zvolenu, můžeme krátce říkat, že délka inter-
valu <r, «> je číslo a — r. 

Cvičení 1. Jakou vzájemnou polohu mají intervaly <rx, s1> a <ra, a2>, 
když 

1) «! = rg; 2) < rt; S) í2 = rx\ 4) a2 < rx; 5) r, < r t, ix = at; 
6) fi<ri<81< a2; 7) rl<r2<s1< 

2. Nerovnosti. Početní pravidla pro čtyři základní početní vý-
kony, na př. 

a + 6 = 6 + a, ab = ba, a{b + c) =•- ab + ac, 

a . 0 = 0, a . 1 = 1, £ • - T = - Í T . o — (6 — c) = o — 6 + b a ba 

jsou vám asi dobře známa ze střední školy. Méně dobře jsou vám asi 
známa početní pravidla, jimiž se řídí p o č í t á n í í n e r o v n o s t m i . 
Základní pravidla o nerovnostech jsou přesně vyslovena a dokázána 
v odst. 14 mé knížky Co je a nač je vyšší matematika? (Cesta k vědění, 
svazek 20). Odkazy na tu to knížku budu zde činiti několikrát; proto ji 
budu citovati zkratkou VM. 
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Protože pravidla o nerovnostech jsou zde pro nás důležitá, budtež zde 
raději znovu uvedena. Běží v podstatě o čtyři pravidla; nebudeme je zde 
aritmeticky dokazovat — to bylo provedeno ve VM — ale znázorníme si je 
na ose číselné. Že číslo r je menší než číslo s, to se jeví na číselné ose tím, 
že bod r je nalevo od bodu a. 

Zvolme si něj&ké číslo c, třeba kladné. Přiřadíme-li každému číslu x 
číslo /(x) = x + c, pošine se každý bod z polohy x do polohy /(x), která 
leží o délku c napravo od polohy x. Je-li bod a nalevo od bodu 6, je zřejmé, 
že také pošinutý bod /(o) je nalevo od pošinutého bodu f{b). Aritmeticky 
řečeno, je-li a < 6, je také o + c < 6 + c. Je-li číslo c záporné, pak leží bod 
f(x) = x + c o délku | c | nalevo od bodu x. Je-li zase a nalevo od b, leží 
opět pošinutý bod /(¡z) nalevo od pošinutého bodu f(b), t . j. i při záporném 
c můžeme z nerovnosti a < b soudit na nerovnost a + c < b + c. Že tak 
můžeme činiti i pro c = 0, je úplně samozřejmé. Nevíme-li, že a < b, nýbrž 
jen poněkud méně, totiž že a ^ b, pak můžeme souditi, ž e a + c<^6 + e, 
při čemž zase je c úplně libovolné číslo. 

Poznali jsme názorný obsah prvního pravidla o nerovnostech: v ne-
r o v n o s t i smíme na obou s t r a n á c h p ř i č í s t i s t e j n é číslo. 

Zvolme si nyní k l a d n é číslo c a předpokládejme napřed, že c je větší 
než 1. Přiřaďme každému číslu x číslo /(x) = x . c. Je-li x napravo od počát-
ku, je také f{x) napravo od počátku, je-li x nalevo od počátku, je také /(x) 
nalevo od počátku. Ale v obou případech je vzdálenost bodu f(x) od počátku 
větší, a to c-krát větší, nežli vzdálenost bodu r o d počátku. Nahradíme-li 
každý bod x bodem f(x), změní se vzhled číselné osy tak, jako bychom ji 
pozorovali zvětšovacím sklem, které zvětšuje v poměru c : 1. Je-li nyní bod a 
nalevo od bodu b, pak i pod zvětšovacím sklem se jeví a nalevo od 6, t . j. 
z nerovnosti a < b můžeme souditi na nerovnost ac < 6c. Je-li k l a d n é 
číslo e menší než 1 a je-li zase f(x) = x . c, tu se nyní vzdálenosti od počátku 
zmenšují v poměru c : 1 a zase můžeme z nerovnosti a < b souditi na ne-
rovnost ac < 6c. Že tak můžeme činiti i pro c = 1, je úplně samozřejmé. 
Poznali jsme názorný obsah druhého pravidla o nerovnostech: v nerovnos-
t i a < 6 smíme na obou s t r a n á c h n á s o b i t i s t e j n ý m kladnýih číslem. 
Je-li dána méně ostrá nerovnost a <[ 6, můžeme při k l a d n é m c souditi na 
méně ostrou nerovnost a c ^ b c a t e n t o k r á t e je t o soud s p r á v n ý 
i p ro c = 0. , 

Přiřaďme každému číslu x číslo f(x) = — x. Je-li x napravo od počátku, 
je /(x) nalevo od počátku; je-li x nalevo od počátku, je /(x) napravo od 
počátku. V obou případech je /(x) stejně daleko od počátku jako x. Tedy 
/(x) vznikne z x překlopením kolem počátku. Je-li nyní bod a nalevo od 
bodu 6, je překlopený bod f(a) napravo od překlopeného bodu /(6), t. j. 
z nerovnosti a < 6 můžeme souditi na nerovnost — a > — 6. Ze slabší ne-
rovnosti a b soudíme zase na slabší nerovnost — a > — 6. Tím jsme po-
znali třetí pravidlo o nerovnostech. 
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Když každému k l a d n é m u číslu x přiřadíme kladné číslo f(x) = —, 

pak součin x. f(x) je stále roven jedné. Zvětšíme-li'činitele x, musí se druhý 
činitel zmenšit, aby součin zůstal nezměněn. Proto z nerovnosti 0 < a < b 

můžeme souditi na nerovnost 0 < -j- < —. To je čtvrté pravidlo o nerov-
b a 

nostech. 
Podle našich pravidel o nerovnostech můžeme řešiti nerovnosti podob-

ně, jako se na střední škole řeší rovnice. Mějme na př. nerovnost 

x + 7 < 3 x — 5. (21) 
Na obou stranách smíme přičísti 5; dostaneme 

x + 12 < 3x; (2-2) 
na obou stranách smíme přičísti —x; dostaneme 

12 < 2x; (2-3) 
na obou stranách smíme násobiti k l a d n ý m číslem i-: dostaneme 

6 < x (2-4) 
neboli 

x > 6. (2-5) 
Obráceně ze (2-5) můžeme souditi na (2-4); ve (2-4) můžeme na obou stra-
nách násobiti k l a d n ý m číslem 2 a dostaneme (2-3); ve (2-3) můžeme na 
obou stranách přičísti x a dostaneme (2-2); ve (2-2) můžeme na obou stra-
nách přičísti —5 a dostaneme (2-1). Tedy (2-5) je řešení nerovnosti (21). 

Cvičení 2. Řešte nerovnost 
a) 2(3x — 4 ) + 4 (x + 5) < 3 (2x + 8); • 
b) 5(x — 7 ) + 1 0 > 2 ( x + 7 ) ; . 

2x — 1 x + 3 3x — 5. 
c ) 1— < , 

5 2 5 
2 ( x - 4 ) 2x — 3 4 x + 1 , , 

d ) — ^ 

3. Posloupností. P o s l o u p n o s t čísel dostaneme, když každému 
celému kladnému n přiřadíme podle nějakého zákona určité číslo a„; 
jednotlivá čísla • 

«í.o». o«,--- (3-1) 
nazýváme č l e n y posloupnosti (ax je první člen, a t druhý atd.). Na 
střední škole se místo slova posloupnost někdy užívá slova řada; ale 



ve vědecké li teratuře převládá výraz posloupnost. Členy řady bývají 
n2 

dány obecným zákonem; je-li n a p ř . an = 1 , pak prvních o členů 
8 

posloupnosti (31) je 
I > ? > I > V • 

Často bývá posloupnost dána r e k u r e n t n ě , to znamená, že je dán 
přímo první člen (nebo několik počátečnícli členů) a potom je dán 
předpis, jak počítati následující člen na základě předcházejících. Na 
př. rekurentním předpisem a^ = 1, an+1 = (n 1) an je určena známá 
posloupnost faktoriálů (a„ = n\). 

Jsou-li dána dvě čísla a, d, pak posloupnost určená rekurentním před-
pisem Oj = a, an +1 = o„ + d je t . zv. a r i t m e t i c k á posloupnost s konstant-
ní d i f e r e n c í d. Jsou-li dána dvě čísla a, q, pak posloupnost určená reku-
rentním předpisem ax = a, an + 1 = aHq je t. zv. g e o m e t r i c k á posloupnost 
s konstantním k v o c i e n t e m q. Aritmetické a geometrické posloupnosti se 
podrobně probírají na střední škole. Znáte asi vzorce 

o„ =F= «i + (n — 1) d, an = a t f " - 1 

pro obecný člen aritmetické a geometrické posloupnosti. Znáte také vzorce 
pro součet prvých n členů aritmetické a geometrické posloupnosti. Prvý 
z nich nebudeme potřebovat; druhý zní v případě a t = 1: 

l + í + ? 2 + = (3-2) 

Vzorec (3-2) platí ovšem pouze pro q =t= 1. Dá se dokázati všelijak, na př. 
tak zvanou i n d u k c í . Při důkaze indukcí se napřed přesvědčíme, že je 
vzorec správný pro n = 1 a potom z předpokladu, že vzorec platí pro určité 
n, odvodíme, že zůstane v platnosti, i když místo n máme n + 1. U vzorce 
(3-2) pro n = 1 smysl levé strany je číslo 1 a také pravá strana má hodnotu 1. 
Platí-li vzorec (3-2) pro určité n, jest 

1 + Q+ q2+ ••• + qn= (1 + q+ q2'+ • • • + qn~l) + f = 
__ qn —1 q" (q i) _ q" — i + qn+1 — qn _ q n + i 
~ q - l + q - 1 ~ = q — 1 ' 

takže vzorec platí i pro w -(- 1. 

Cvičení 3. T. zv. Fibonacciova (čti Fibonačiova) posloupnost je dána 
rekurentním předpisem 0, a2= l, an+2 = an -(- °» + i- Napište prvých 
dvacet členů posloupnosti! Dále dokažte vzorec 

anfln + om + 1aB + 1 = a „ - H (3-3) 



a z něho odvoďte, že součet čtverců dvou sousedních členů Fiboiiacciovy 
posloupnosti "je zase člen téže posloupnosti. Přesvědčte se o tom v prvých 
deseti případech! 

4. Aritmetické a geometrické středy. A r i t m e t i c k ý m s t ř e d e m 
prvých n členů posloupnosti (31) rozumíme číslo 

a1 + ai+...+an 

n 
Cvičení 4. Dokažte, že b„ je nejvýš rovno největšímu a alespoň nej-

menšímu z čísel ava2, ..., an. 
V ě t a 1. Když a^ < a2 < a 3 < . . . , pak je také < b2 < 6S < 

D ů k a z . Jes t ^ < a2 < aB + i, . ., an < tedy 

(ax + Oj + .... + a„) < 

Přičteme-li na obou stranách n (ax + a2 -f- ... + an), dostaneme 

(n + lXoj + a2 + ... + an) < n (ax + a2 + ... + aH+l). 

Násobíme-li na obou stranách kladným číslem 1 : n (n + 1), vyjde 

<h + a2 + • • • + a» ^^ <h + aa + ••• + + i 
n n + 1 

Cvičení 5. Když > a2 > a3 > ..., pak je také > 6Ž > 6, > .. . 
Cvičení 6. Budiž q > 1. Ve větě 1 volte an = q"—1 a dokažte, že 

q — 1 o2 — 1 q3 — 1 
< - < < ... 

1 2 3 
Cvičení 7. Budiž q > 1. Ve cvičení 5 volte a„ = g—<"—a dokažte, že 

q — 1 q*'— 1 q3 — 1 
> - > > ... q 

Budiž a n > 0 provšeeká n. G e o m e t r i c k ý m s t ř e d e m prvých 
n členů posloupnosti (3*1) rozumíme kladné číslo 

n 
Cn = ]/<ha2 • • • an- (4 2) 

Ve zbytku tohoto odstavce je an > 0. 
Cvičení 8. Dokažte, že c„ je nejvýš rovno největšímu a alespoň rovuo 

uejmenšímu z čísel av a2, an. 
Cvičení 9. Když al<ai< at< ..., pak také ct < c, < c, < .. . 
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Cvičení 10. Když a^ > o2 > a3 > . . p a k také ct > c2 > c, > . . . 
Vě ta 2 (t. ¿v. věta Cauchyova).*) Jest 

y— — ^ «i + ®2 + • • • + o«. ,A 
_ y a ^ ... an — - (4-3) 

n 
Důkaz . I. Nejprve dokážeme, že (4-3) platí pro n = 2. Jest (^Oj — 

— y«s) ^ 0 , t. j. ax — 2]/a1a2 + a2 ^ 0, tedy ť^ + aa ^ 2j/a1a2 neboli 
®i+ ®a ]/---
— 2 — = Vaiai-

II. Při určitém n předpokládejme, že platí (4-3), tedy také 

1G 1 ~— an + l + ®n + 2 + ••• + ®2* ,Á 
K®n + l®f» + 2 ••• ®2n S (4-4) 

' » 

a dokažme, že je potom c2M ̂  ¿2«, neboli, že platnost vzorce (4-3) se zachová, 
píšeme-li v něm 2n místo n. Je však 

2n 1 / n n 
csn = V®i®2 • • • ®n • ®n +1°« +2 • • • ®2n = K Val®2 • • • ®n • V®» + l®n +8 • • • ®2*. 

tedy podle (4-3) a (4-4) 

C2„ < 1/®1 + ®2 + ••• + «11 ®» + i + ®ii + 2 + ••• + ®2». 
\ n n 

Napravo máme geometrický střed dvou čísel, který podle odst. I je nejvýS 
roven aritmetickému středu týchž čísel. Tedy 

^ 1 /®1 + ®2 + • • • + ®» , ®» + 1 + ®n +2 + • • • + ®2»\ . C2nS-5" I = bin. — 2 I n n f 
I I I . Z I a I I následuje indukcí, že (4-3) platí, je-li číslo n mocninou 

dvojky. Je-li nyní n libovolné, zvolme k tak, že n < 2* a všimněme si 2*" 
kladných čísel 

®i> ®2> • • •, ®n, cn cM 

(2*^TOHtřáT 
Víme, že geometrický střed těchto 2* čísel je nejvýš roven jejich aritmetic-
kému středu, t. j. že 

Avšak axa2 . . . a„ — cH", tedy a-p^ ... an . = c,,2*, takže ve (4-5) na-
levo je číslo c„. Tedy 

») Čti Kofiiova. N 
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2*cn ax + aa + ... + an + (2* — n) c„, 
takže 

ncn ^ ax + a2 + . . . + « „ = n6„ , 

tedy c„ 6„. 
Cvičení 11. Proberte znovu důkaz věty 2 a dokažte, že ve (4-3) platí 

znamení rovnosti pouze tehdy, když všecka čísla Oj, av ..., a„ si jsou rovna. 

5. Limita posloupnosti. Nejdůležitější posloupnosti jsou konver-
gentní posloupnosti. Pravíme, že posloupnost (3-1) je k o n v e r g e n t n í 
a že má l i m i t u x, což píšeme 

lim an = x, (51) 
n—* co 

když pro všecka v e l k á n je an p ř i b l i ž n ě rovné číslu x. Přesně řečeno, 
znamená vztah (51) toto: Je-li dáno libovolně malé kladné číslo e, 
existuje index" p takový, že pro všecka n > p je 

\an — x\<e. 

Totéž můžeme vyjádři t i stejně přesně různými jinými způsoby. Mů-
žeme na př. také říci, že vztah (51) znamená toto: Je-li dán jakýkoli 
interval J , uvnitř kterého je bod x, pak jsou skoro všecka an uvnitř 
intervalu J . Rčení „skoro všecka" znamená, že sice mohou existovati 
výjimečné indexy n, pro které tomu tak není, že však počet těch 
výjimečných n je jistě k o n e č n ý . 

Posloupnost (31) se nazývá n u l o v á , je-li l imo n = 0. 
n-*w 

Cvičení 12. Je-li posloupnost (3-1) konvergentní a má-li limitu x, pak 
posloupnost 

ax — x, at — x, a3 — x, . . . (5-2) 
je nulová. Obráceně, je-li (5-2) nulová posloupnost, pak platí (5-1). 

Cvičení 13. Jsou-li (3-1) a 
bvbt,b3,... (5-3> 

nulové posloupnosti, pak také lim (an -j- b„) = 0, Um (a„ — b„) = 0. 
n—+0D Í - . B 

Ze cvičení 12 a 13 plyne: 
V ě t a 3. Platí-li (51) a 

lim ba = p, (5-4) 
»—»00 

pak lim (an + bn) =-- A -f p, lim (an — 6n) = x — p. 
»—»•od n —* ® 
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Cvičení 14. Platí-li (51) a je-li c libovolné číslo, je lim caK = &%• 
n—<•« 

Posloupnost (31) se jmenuje o m e z e n á , existuje-li číslo c takové, 
že | an | < c pro všecka n. 

Cvičení 15. Každá konvergentní posloupnost je omezená.. 
Cvičení 16. Je-li (3-1) nulová posloupnost a je-li (5-3) -omezená po-

sloupnost, pak lim anbn = 0. 
«—»•00 

V ě t a 4. Platí-li (51) a (5-4), pak lim o„6„ = xp. 
D ů k a z . Posloupnost 

. — P),x(bt — P),x(b3 — P),... 

je nulová podle cvič. 12 a 14; posloupnost 

6j (ox — x), b2 (a2 — x), b3 (a3 — *), ... 

je nulová podle cvič. 12, 15 a 16. Protože 

' anbn — xp = « (bn — P) + bn (an — *), 

je lim anbn = xp podle cvič. 12 a 13. 
N — ' 

Cvičení 17. Budiž an =# 0 pro všecka n; budiž « 4 = 0 . Platí-li (51), pak 
1 1 1 

J 9 » * • ' 
«1 «2 «3 

je omezená posloupnost. 
V ě t a 5. Budiž a„4= 0 pro všecka n; budiž x =|= 0. Platí-li (51), pak 

lim — = —. 
n—•a> ®n ^ 

D ů k a z . Podle cvič. 12 a 14 je lim — — (an — x ) — 0. Te'dy podle 
n—no X 

cvič. 16 a 17 je také lim — (an — <x) = 0. Avšak 
f\n. 

1 1 1 
= (an — *), 

an x o.an 

takže lim — == — podle cvič. 12. 
N —• OD 'X 
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Když posloupnost (3-1) není konvergentní, jmenuje se d i v e r g e n t n í . 
Mezi divergentními posloupnostmi jsou pozoruhodné takové, pro něž 

. lim an= oo. (5-5) 
n— 

Vztah (5-5) znamená, že pro ve lká n jsou čísla an k l a d n á a ve lká . Přesně 
řečeno, znamená (5-5) toto: Je-li dáno libovolně velké kladné číslo c, pak 
existuje index p takový, že pro všecka n > p je an > c. Jinak řečeno, skoro 
všecka a„ jsou větší než libovolně předepsané kladné číslo. 

Vztah . ' 
lim a„= — oo (5-6) 
n—*=o 

znamená, že lim (— an) = oo. 
n a> 

Limity k o n v e r g e n t n í c h posloupností se jmenují v l a s t n í l im i ty ; 
limity v (5-5) a (5-6) jsou n e v l a s t n í l imi ty . 

Cvičení 18. Udejte příklad divergentní posloupnosti, pro kterou ne-
platí ani (5-5) ani (5-6). 

Cvičení 19. Budižan > Opro všecka n. Je-li l i m o n = 0, je lim — = oó. 
n —»• co n-ř® aa 

Cvičení 20. Budiž a„ =|= 0 pro všecka n. Platí-li (5-5) nebo (5-6), pak 

lim — = 0. 
n—cod O» 

Věta 6. Budiž q > 1. Pak limg* = oo. 
n -*> co 

Důkaz . Je-li q celé, je to zřejmé. Ale je-li q jen o málo větší než 1, na 
př. q = 1,0091, není to tak zřejmé. Avšak ze (3-2) plyne 

qn— 1 
r >n, q— 1 

takže qn > 1 + n (q — 1), tedy lim qn = oo. 
u —• ® 

V ě t a 7. Budiž 0 < q < 1. Pak limg* = 0. 
II —* w 

To plyne z věty 6 a cvič. 20. 

Říkáme, že (3-1) je: 
[1] n e k l e s a j í c í p o s l o u p n o s t , když 

ai ^ ^ °s ^ • • •; 
[2] n e s t o u p a j í c í p o s l o u p n o s t , když 

o, ¡> at ¡> a 8 ^ . . . 
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"Společný název pro oba případy je m o n o t o n n í p o s l o u p n o s t . Mezi 
neklesající posloupnosti patř í všecky s t o u p a j í c í p o s l o u p n o s t i , 
pro které ^ 

a, < a2 < a s < . . . 

Mezi nestoupající posloupnosti patř í všecky, k l e s a j í c í p o s l o u p -
n o s t i , pro které 

ax > aa > c3 > ... 

V ě t a 8. Budiž (31) neklesající posloupnost. Existuje-li číslo c 
takové, že an c pro všecka n, pak posloupnost (3-1) je konvergentní. 

Přesný d ů k a z této věty je udán ve VM, odst. 36, I . Z názoru je 
správnost věty celkem zřejmá. Každý bod an+x buďto splyne s bodem an 

nebo je od něho napravo. Protože však žádné a n není napravo od 
bodu c, nezbývá pa t rně bodům an nic jiného, než aby se hromadily 
k určitému místu načež platí (51). 

V ě t a 9. Budiž (31) nestoupající posloupnost. Existuje-l i číslo c 
takové, že an I> c pro všecka n, pak posloupnost (3-1) je konvergentní. 

D ů k a z . Zřejmě 
- O j , — a i t — O j , . . . (5-7) 

je neklesající posloupnost. Pro všecka n je — a n < j — c, takže (5-7) je 
konvergentní podle věty 8. Tedy také (3-1) je konvergentní podle 
cvič. 14. 

' D o d a t e k k v ě t ě 8 . Za předpokladů věty 8 budiž lim a n = a . Pak 
R —* 00 

je an oí pro všecka n. Je-li (3-1) stoupající posloupnost, je dokonce 
an < /x pro všecka n. 

D o d a t e k k v ě t ě 9. Za předpokladů věty 9 budiž l i m a n = <x. 
•v.- n—»oo 
Pak je an ^ <x pro všecka n. Je-li (31) klesající posloupnost, je dokonce 
<>n > a pro všecka n. 

Oba dodatky jsou zřejmé. 
Věty 8 a 9 jsou velmi důležité pro vyšetřování limit. Prokážeme si to 

na dvou příkladech. . 
P ř í k l a d 1. Budiž c > 0, Oj > 0, o„ + 1 = |/c + a„. Pak je 
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D ů k a z . Víme-li, že naše posloupnost je konvergentní, je vše lehké.' 
Neboť platí-li (51), pak je podle věty 3 lim (c + an) = c + x a podle věty 4 

n - • oo 
limon

2 = a2 . Protože je o„ + i2 = c -)- a„, musí býti <x2 = c -+- a. Mimoto 
n— 
zřejmě an > 0 pro všecka n, takže x nemůže býti záporné. Z toho následuje, 
že x je kladný kořen rovnice x2 — x — c = 0, tedy 

* = 1 + V r + ^ (5-9) 
2 

Celá potíž je jen v tom, že musíme napřed dokázat ' , že posloupnost (3-1) je 
konvergentní. Avšak 

an +12 = c + ®»> ®n +22 = c + a„ +1, 
takže 

®n+22 — ®n + l2 = (®n r2 — ®n+l) (®» + 2 + ®« + l) = ®«+l —*«• 
Jelikož an > 0 pro všecka n, pijme z toho, že diference 

Oj » p í , ®2, ®4 ®3. ••• (510) 
jsou buďto všecky rovny nule, nebo všecky kladné, nebo všecky záporné. 
Je tedy (3-1) m o n o t o n n í posloupnost a podle vět 8 a 9 potřebujeme ještě 
jen vědět, že je to o m e z e n á posloupnost. Zvolme k > c, k > alt k > 2. 
Dokážeme, že an < k pro všecka n. Protože an > 0, budeme hotovi. Ne-
rovnost an < k je zřejmá pro n = 1: je-li však správná pro určité n, pak je 

Obr. 2. 

®» + ia = c + an<k+k = 2k<k*, 
takže také a»+i < k. 

Posloupnost, kterou jsme právě 
aritmeticky vyšetřili, dá se pěkně 
znázornit geometricky a výsledek 
(5-8) se pak zdá zřejmý. Viz obr. 2, 
ve kterém je silněji vytažena para-
bola p s rovnicí y = ¡r2 a přímka q 
s rovnicí y = c + x. Parabola p a 
přímka q se protnou ve dvou bo-
dech, z nichž jeden leží napravo od 
osy y\ je to bod A = («; c + <*)> 
kde x má hodnotu (5-9). Zvolme si 
na ose x bod (ax\ 0), kde o t je kladné 

— a různé od x. Rovnoběžka aosou j/ 
vedená bodem (dy \ 0) určí na přímce 
q bod (Oj; c -f- o1); rovnoběžka s osou 
x vedená bodem (o,; c -)- a t) určí na 
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parabole p bod (oa; c + ar); rovnoběžka s osou y vedená bodem (a2; c +a x ) 
určí na přímce g bod (oa; c + a2); rovnoběžka s oaou x vedená bodem 
(a2; c + a2) určí na parabole p bod (a3; c + o2); a tak můžeme pokračovati 
dále. Obdržíme posloupnost bodů . 

(ttj; c + aj, (a2; c + at), (oa; c + aa), (a3; c + o2), (a3; c + o3), ...; 
z názoru je patrné, že se tyto body blíží poloze A = (<%; c + /*), což j e geo-
metrické znázornění vztahu (5-8). Mimoto jez obrazce patrné, že posloup-
nost (31) stoupá, je-li a klesá, je-li ax > a. 

Cvičen í 21. Dokažte a r i t m e t i c k y , že právě studovaná posloupnost 
stoupá, je-li aí<t%, a klesá, je-li a^ > <x. 

P ř í k l a d 2. Budiž c > 0, ax > 0, aB + i = -—^—. Pak je 
• 1 + «H 

l i m a H = M i £ Z - i . ( M l ) 
«—V 00 2 

Důkaz . Víme-li, že (31) je konvergentní, je to zase snadné. Pro vSecka 
n je an > 0; platí-li (6-1), je tedy tx ^ O.-Podle vět 3, 5 a cvič. 14 je 

Tedy 

a z toho plyne 

.. c c lim 
1 + aH 1 + A 

« = í—i—' 
1 + OÍ — 

(5-12) 
2 

Zase však musíme napřed dokázat, že posloupnost (3-1) je konvergentní. 
Je-li flj = at, je an = ix pro všecka n\ tento případ můžeme vyloučit, takže 
a2 — ax =|= 0. Jest 

c c — c , 
«» f2 — an | l = . , i i - /i , _ \7T~T~~~1 (a» + l— an) 1 + «»-tl 1 "T ®a I1 T n) ( l + 9») 
neboli 

an+l , 
a«+2 — + i —; i — on). l + o« + i 

Z toho následuje předně, že diference (5-10) jsou střídavě kladné a záporné, 
a za druhé, že absolutní hodnoty těch diferencí jsou stále menfií a menší. 
Z toho pak plyne, že z posloupností 

®1> ®3> a6> a T ••• ^ jgj 
<i2, a4, a8, ag, . . . 

Cech, Elementtrni funkce. 2 17 



jedna stoupá a druhá klesá. Mimo to je jasné, že všecky členy leží mezi 
oběma čísly a,, a2, takže podle vět 8 a 9 jsou obě posloupnosti (5-13) kon-
vergentní. Je tedy lim a.in—i = «i, lim a2n = «2 a zbývá patrně'pouzt; doká-

ži—* TO n—• oo 
zati, že í\j = «2. Podle dodatků k větám 8 a 9 je jistě <Xj > 0, -x2 > 0. Protože 

°»+i = - , - 7 7 . Í e 8 t 
1 + ®n 

lim a2n = 
1 -f lim a2„ 

lim a2n 11 = 
1 + lim a2n 

neboli 
(5-14) 

+ - 1 +-«;• 
Z (514) se najde velmi snadným počtem o^ = <xt. Ostatně můžeme z (5-14) 
usoudit = <x2 bez j a k é h o k o l i počtu takto. Sestavíme-li znovu posloup-
nost vytvořenou naším rekurentním předpisem, volíce však místo čísla a1 
za prvý člen číslo «j, tu podle (5-14) dostaneme posloupnost 

(*1( «J , <xv A2> <*I> <*2> • • •> (5-15) 

o které tedy musí platiti vše, co bylo výše řečeno o posloupnosti (3-1). 
Z toho následuje « j = «g, neboť jinak by absolutní hodnoty diferencí 
v posloupnosti (5-15) musily klesati, což je ovšem nemožné. 

Také tento příklad se dá znázorniti geometricky. Viz obr. 3, ve kterém 
£ 

je silněji vytažena hyperbola h a rovnicí y = ——-— a přímka q s rovnicí 
l i * 

y = x. Hyperbola h a 
přímka q se protnou ve 
dvou bodech, z nichž 
jeden leží v prvém kvad-
rantu; je to bod (a: 
kde OÍ má hodnotu (5-12). 
Zvolme si na ose x bod 
(ax. 0), kde Oj>0, a ^ « . 
Bodem .(a^ 0) veďme 
rovnoběžku s osou y až 
k jejímu průsečíku s hy-
perbolou h\ tímto prů-
sečíkem vedeme rovno-
běžku s osou x až k prů-
sečíku s přímkou q\ no-
vým průsečíkem vedeme 

zase rovnoběžku s osou y až k průsečíku s hyperbolou q atd. Tak dostaneme 
posloupnost bodů 
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K ; «2). (°2: AI)< (<H> aa)> («3! «3). • • (5-16) 

které leží střídavě na hyperbole h a na přímce q. Z názoru je patrné, že sc 
body (516) blíží poloze («; «), což je geometrické znázornění vztahu (511). 
Dále je z názoru patrné, že každý člen posloupnosti (31), členem a3 počí-
najíc, leží mezi oběma předcházejícími členy, takže z posloupností (5-13) 
jedna stoupá a druhá klesá. 

6. Řetězy intervalů. Členy posloupnosti nemusí býti vždycky 
čísla. Často je na př. užitečné vyšetřovat i posloupnost i n t e r v a l ů . 
Důležité jsou takové posloupnosti intervalů 

<»i> ai>> <ri> »*>. <ra> *3>. • • • (6*1) 
u kterých je každý následující interval částí intervalu předcházejícího. 
Takovou posloupnost nazveme ř e t ě z e m i n t e r v a l ů . 

Cvičen í 22. Je-li (61) řetěz intervalů, pak 
rv r2, r3, . . . (6-2) 

je neklesající posloupnost a 
«1, «2, «8. ' •• (6-3) 

je nestoupající posloupnost. Obráceně, když (6-2) je neklesající posloupnost, 
když (6-3) je nestoupající posloupnost a když 

rn < sn (6-4) 
pro všecka n, pak (6 1)'je řetěz intervalů. 

Je-li (61) řetěz intervalů, pak posloupnost (6-2) je konvergentní 
podle věty 8 a cvičení 22; neboť zřejmě rn < pro všecka n. Také 
posloupnost (6-3) je konvergentní podle vě ty 9 a cvičení 22, neboť 
zřejmě sn > rx pro všecka n. Položme 

lim rn = a, (6-5) 
n —*oo 
lim «„ = 0. (6-6) 
n—>-oo 

Cvičen í 23. Budiž (6-1) řetěz intervalů. Je-li « x<^fi, pak bod x 
leží ve všech intervalech (6-1). Obráceně, když bod x leží ve všech inter-
valech (0-1), jest 

Cvičen í 24. Když bod x neleží ve v šech intervalech řetězu (61), pak 
leží x nejvýš v k o n e č n ě m n o h á intervalech (6-1). 

Zvláště důležité jsou takové řetězy intervalů, u kterých je 
<%=/?. Takové řetězy nazveme v y t v o ř u j í c í ř e t ě z y . Podle cvič. 
23 maj í vytvořuj íc í řetězy tu charakterist ickou vlastnost , že exis-
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tu je j e d i n ý bod x obsažený ve všech intervalech řetězu; je to ovšem 
bod x— OÍ = /?. Určitěj i mluvíme o v y t v o ř u j í c í m ř e t ě z u b o d u x. 

Cvičen í 25. Je-li řetěz intervalů (6-1) vytvořující, pak je 
lim («„ — r„) = 0, <6-7) 

n—*a> 
t . j. délky fntervalů (6-1) tvoří nulovou posloupnost. Obráceně každý řetěz 
intervalů splňující podmínku (6-7) je vytvořující řetěz. 

Cvičen í 26. Budiž (6J.) řetěz intervalů a budiž r t > 0. Je-li 

lim — = 1, (6-8) 
n —* ® Tfi 

pak (61) je vytvořující řetěz & obráceně, je-li (6-1) vytvořující řetěz (a stále 
r, > 0), pak platí (6*). 

Zvolme si libovolné číslo c > 0. Sestrojíme si určitý vytvořující řetěz 
bodu ]/c. Vyjděme od libovolného kladného čísla ry menšího než ]/c, takže 
r t

2 < c, a položme 
c 

= — • • r l 

Pak je ÍJ2 > c, takže bod leží uvnitř intervalu <rv axy. Tím jsme si 
opatřili první interval hledaného řetězu. Tento interval splňuje podmínku 

rna„ = c. (6-9) 
Je-li při určitém n dán interval <V„, «„> (0 < r„ < «„), splňující podmínku 
(6-9), pak položme 

c fn -f- aH 
rn+1 = , = —-<,—• (6'10) 

Podle (6-9) je číslo |/E geometrickým středem čísel rHa,an. Číslo Í b + I je 
aritmetickým středem týchž čísel, takže «2

n+i > c podle věty 2 a cvič. 11. 
Z toho následuje r\+1 < c, takže číslo r„ +1 < |/c~< »,l + i. Tedy <r„ +1, «„ + 1) 
je interval, uvnitř kterého je bod ]/c. Ježto 

^ _rn+ an rn an> aH + L — £ ' 

je «„ (-i < «„. Ježto 
c c 
'< «» + i 

je rn < rn + i. Tedy celý interval <rB + 1, a , l + 1 ) leží uvnitř intervalu (rH, 
takže (6-1) je řetěz intervalů. Mají-li« a ^ význam (6-5) a (6-6), tu ze vztahu 

2Í b + I = r„ + «„ 
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následuje 2/9 = OL + /? neboli tx = ft. Tedy (6-1) je vytvořující řetěz a to 
ovšem vytvořující řetěz bodu j/c, který leží uvnitř všech intervalů (6-1). 

Vytvořující řetězy, o kterých jsme právě mluvili, poskytují velmi po-
hodlný prostředek k výpočtu drijhých odmocnin na velký počet desetinných 
míst. Počítejme na př. | / l0. Volme rx = 3. Pak je s x = , a2 = >6

9, ra = J !J, 
«a = IH> ' i = W i " . «4 = VWVW. = m í í l T - Dělením najdeme 

«4 = 3,162 277 660 169 842 080 930 481 543 664..., ,„ . . . 
rt = 3,162 277 660 166 916 583 067 306 221 812... { ' 

Porovnáním vyjde prvých 11 desetinných míst čísla ^ 1 0 = 3,16227766016... 
Můžeme však bez dalšího dělení určit spolehlivě mnohem více míst. Položme 

«» = + e„, 
takže elt > 0 a 

(6-12) 

fc 

1 + 

Pak je 

»» Í I = 
rn + «« 

= \T* 1 + F 
1 

1 4- — 

( 1 + f - + 1 2 4 4  £ nl 
f c 

1 4 - — 
+ VČ 

- f c 

Todv 

1 4 -
2c 

< 

£» ř L < 
2jJe 

(613) 

Ze (6-10) dostaneme sečtením a dělením dvěma 
ss = 3,162 277 660 168 379 331 998 893 882 738..., 

při čemž poslední místo není úplně spolehlivé. Ze (6-13) plyne, že s5 je mno-
hem lepší přiblížení k číslu | / l0 nežli s4, takže jistě 

e, = *4 — ]/č < 2 . 10—12. 
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Tedy podle (613) 

a z toho následuje, že čísla «5 a ^c jistě souhlasí v prvých 24 desetinných 
místech, takže 

]/T0 = 3,162 277 660 168 379 331 998 893... 

Cvičen í 27. Počítejte podobně ^2, ]/3, ]/f, | / l3. 
Nyní si hodláme definovati pomocí vytvořujícího řetězu velmi důležité 

číslo. Napřed si dokažme, že 
když x > — 1, w = 2, 3, 4, ..., pak (1 + x)fl > 1 + nx. (6-14) 

' . Pro n = 2 je (1 + x)2 = 1 + 2x + x2 > 1 + 2x, neboť x2 > 0. Budiž 
pro určitém 2 už dokázáno, že (1 + x)n > 1 + nx. Tuto nerovnost 
můžeme na obou stranách násobit k l a d n ý m číslem (1 + .%) a dostaneme 
(1 + x)n+1 > (1 + nx)( 1 + x). Avšak 

(1 + nx)( 1 -f x) = 1 + (n + 1) x + nx2 > I + (ra + 1) x, 
neboť rax2 > 0. Tedy (1 + x)B + 1 > 1 + (n + 1) x a důkaz je hotov. 

V ě t a 10. Posloupnost 
(1 + í)1 , ( 1 + i ) 2 , ( l + i ) 3 , ( l + | )4 , . . . 

stoupá. 

Důkaz . V (6-14) volme x = * , což je pro n > 1 dovoleno, neboť 
n2 

je. x > — 1. Dostaneme 
/ 1 1 (n2 — 1)» n — 1 
1 > 1 , t . j . i „—- > • 

\ n2} n nln n 

Protože n2 — 1 = (» + 1 )(n— 1), dostaneme, násobíce na obou stranách 
nn 

kladným číslem - — — , 

Vě ta 11. Posloupnost 
(1 + })*, (1 + *)»,t(l + i)4 , (1 + | ) 5 , 

klesá. 
Důkaz . Podle (614) je pro x > — 1, w ^ l : (1 + x)»i-1 > 1 + 

-(- (n + 1) x. Pro n > 1 můžeme dosaditi x = —5 r a dostaneme 
71* 1 



K - T ) " " 
1 n 2 n + 2 

> l + z — T . t - j - 7 Z i — Í ^ X Y > : n — 1' J' (n8 — 1)" +1 n — 1 

nebo vztahem 

( n 1) (M -)- 1)" +1 

Násobíme-li na obou stranách kladným číslem , vyjde 

Z vět 10 a 11 a ze cvič. 26 následuje1, že (6-1) je vytvořující řetěz určitéhn 
čísla, klademe-li 

T o t o č í s lo o z n a č u j e m e v m a t e m a t i c e p í s m e n e m e. Je tedy e defi-
nováno nerovnostmi 

(1 + v ) n < e < ( 1 + i f + 1 > ( 6 1 5 ) 

které platí pro » = 1, 2, 3, . . . ; také můžeme říci, že e je definováno vztahem 

l i m | l + — T = e, (616) 
n - - n I 

l i m / l + — \ " + 1 = e. (617) 
n->.m\ n I 

^ Délky intervalů našeho vytvořujícího řetězu se blíží nule velmi pomalu, 
takže z naší definice se dá číslo e jen velmi nepohodlně počítat. To nevadí, 
protože v odgt. 16 poznáme jinou velmi pohodlnou cestu k výpočtu čísla e 
(viz cvič. 80). 

Abychom se přesvědčili, jak pomalu se délky našich intervalů blíží 
nule, volme v (615) n = 500, tedy počítejme 

'6,0 = (1 + do)™ = ( H n ) M 0 > -600 = (1 + ^ ) 6 0 1 = TOŽ)60'-
Výpočet provedeme pomocí Valouchových logaritmických tabulek. Musíme 
najít napřed log 1002. Chceme-li najiti pětimístné logaritmy čísel rsoo, a5c0, 
potřebujeme najít log 1002 na osm míst. Za tím účelem rozložíme 1002 na 
prvočinitele: 1002 = 2 . 3 . 167 a užijeme logaritmů prvočísel v dílu X 
Valouchových tabulek. Takto dostaneme na osm míst log 1002 = 

3,0008 6772 a z toho už najdeme snadno na pět míst log t's00 = 0,43386; 
log «5 )0 = 0,43473, takže je s pěticifernou přesností 

r510 = 2,7156; Í s o o = 2,7210. 
Tedy ač jsme volili veliké n — 500, dostali jsme hodnotu e pouze na dvě 
desetinná místa. 
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(1 \n / 1 1 

1H 1 a 11 -| -I pro n = 10, 

50, 100, 300, 1000. 

7. Aritmetické svazky. Zvolme si určité kladné číslo a a mysleme 
si na číselné ose všecky násobky čísla a, kladné i záporné i nulu, tedy 
číslft > 

..., —4a, — 3a, —2a, —a , 0 ,á , 2a, 3a, 4a, . . . 
Celá číselná osa se nám rozdělí na nekonečně mnoho intervalů, které 
mají všeckou touž délku a a které číselnou osu celou p o k r y j í , ale 
nikde se n e p ř e k r ý v a j í (viz obr. 4). 

:3S - 3i - ff 5 5 Ti 35 H 

Obr. 4. 

Takové rozdělení číselné osy nazveme a r i t m e t i c k o u s t u p n i c í 
a číslo a nazveme z á k l a d e m stupnice. Tedy aritmetická stupnice se 
základem a se skládá z nekonečně mnoha intervalů se společnou 
délkou a. Kra jn í body těch intervalů nazveme d ě l i c í b o d y naší 
stupnice. Dělicí body můžeme rozložit na dvě a r i t m e t i c k é p o s l o u p -
n o s t i , totiž 

0, a, 2a, 3a, ... 
a — o, — 2a, — 3a, . . . 

Proto jsme dali naší stupnici název „ari tmetická". 
Je-li dána určitá aritmetická stupnice a zvolíme-li si jakýkoli 

bod x, tu mohou nastat i dva případy. B u ď t o x je dělicí bod naší 
stupnice; v tomto případě náleží x do d v o u intervalů stupnice a je pro 
jeden z nich l e v ý m k r a j n í m b o d e m , pro druhý p r a v ý m k r a j n í m 
b o d e m . N e b o x není dělicí bod naší stupnice; v tomto případě ná-
leží x do j e d i n é h o intervalu stupnice a je v n i t ř n í m b o d e m tohoto 
intervalu. 

Ačkoli dělicí body nevyplní celou číselnou osu, můžeme, volíce za 
základ malé číslo a, nahraditi každý jiný bod x p ř i b l i ž n ě některým děli-
cím bodem, totiž jedním z obou krajních bodů toho intervalu stupnice, 
uvnitř kterého je bod x. Je-li na př. a = 0,0001, pak dělicí body jsou čísla, 
která mají za desetinnou čárkou 4 cifry a každé jiné číslo můžeme nahraditi 
takovým číslem „přesně na čtyři desetinná místa". 
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Tedy dělicí body aritmetické stupnice postačí k určení kteréhokoli 
bodu, připustíme-li chyby menší než určité malé kladné číslo o, které be-
reme za základ stupnice. V praxi jsou chyby menší než určitá mez vždycky 
bezvýznamné. Ale v teoretických úvahách musíme určovati čísla přesně bez 
jakékoli chyby. Toho docílíme, zavedeme-li současně n e k o n e č n ě m n o h o 
aritmetických stupnic. 

Budeme postupovati takto: Zvolíme si určité kladné číslo a 
a zavedeme p o s l o u p n o s t aritmetických stupnic. Základem prvé 
stupnice bude číslo ax — a. Označíme-li obecně základ n-té stupnice 
znakem an, bude a n H 1 polovina čísla aH, takže obecně bude 

«• = ! ; • ^ (71) 

čísla an tvoří tedy geometrickou posloupnost s prvním členem a 
a s kvocientem i . Podle cvič. 14 a věty 7 je 

lim aH = 0, (7-2) 
n—+ oo 

což je ostatně ari tmeticky i geometricky zřejmé. Právě popsanou 
posloupnost aritmetických stupnic se základy 

a a a 
~2' a 8 = T ' % = a, a2 = —, aB = —, ax = 

nazveme a r i t m e t i c k ý m s v a z k e m a číslo a nazveme z á k l a d e m 
s v a z k u . Tedy základem aritmetického svazku je základ p r v é stup-
nice svazku. V obr. 5 jsou naznačeny prvé čtyři stupnice aritmetic-

—_ti 

Obr. 5. 

kého svazku. Pro jasnost obrazce je každá stupnice na jiné přímce; ale 
musíme si ovšem představovat všecky stupnice na jediné přímce. 
Bodu x a silně vytažených intervalů si zatím nevšímejte; bude o nich 
brzy řeč. 



D ě l i c í m b o d e m a r i t m e t i c k é h o s v a z k u rozumíme každý 
bod x, k terý je dělicím bodem některé stupnice svazku. Zřejmě každý 
dělicí bod ari tmetického svazku je dělicím bodem s k o r o v š e c h 
stupnic svazku. 

Je-li M nějaká soustava bodů na číselné ose, pak řekneme, že M 
leží h u s t ě na číselné ose, když ke každému bodu x a ke každému 
číslu e > 0 lze uda t i bod z p a t ř í c í d o s o u s t a v y M a vzdálený od 
bodu x o méně než p. 

Cvičen í 29. Dělicí body aritmetického svazku leží husté na číselné ose. 
Cvičen í 30. Budiž M soustava bodů. Leží-li M hustě na číselné ose, 

pak uvnitř každého intervalu je nekonečně mnoho bodů soustavy M. Obrá-
ceně, když víme, že v každém intervalu leží aspoň jeden bod soustavy M, 
pak M leží hustě na číselně ose. 

Cvičen í 31. Leží-li soustava bodů M hustě na číselné ose, pak: [1] na-
levo od každého bodu je nějaký bod soustavy M; [2] napravo od každého 
bodu je nějaký bod soustavy M\ [3] je-li dáno číslo e > 0 a jsou-li dány dva 
různé body soustavy M, lze mezi ně vsunouti konečný počet dalších bodů 
soustavy M tak, aby vzdálenost dvou sousedních bodů byla vždy menší 
než e. Obráceně, jsou-li splněny podmínky [1], [2] a [3], leží M hustě na 
číselné ose. 

Cvičení 32. Leží-li soustava bodů M hustě na číselné ose pak ke 
každému bodu « lze určiti posloupnost (3-1), jejíž členy jsou vzaty vesměs 
/.o soustavy M, a pro kterou platí lim an = y. Obráceně, je-li splněna tato^ 

n—»-oo 
podmínka, leží M hustě na číselné ose. 

Ačkoli dělicí body aritmetického svazku leží na číselné ose hustě, přece 
jen nevyplní číselnou osu, nýbrž existují také body x, které n e j s o u dělicími 
body svazku. Volíme-li na př. a = 1, pak dělicími body svazku jsou ta čísla, 
která lze psáti ve tvaru zlomku se jmenovatelem rovným některému z čísel 

1 , 2 , 4 , 8 , 1 6 , 3 2 , . . . 
Ani číslo | ani číslo ]/2 nelze tak psáti; proto to nejsou dělicí body svazku. 

Zvolme x tak, že x n e n í dělicím bodem daného aritmetického 
svazku. Pro každé n máme v n-té stupnici svazku určitý interval 
(rn, sn), uvnitř kterého leží bod x. Zřejmě interval <rn + 1 , an + 1> je 
budto levou nebo pravou polovinou intervalu ( r , «„), takže 

Ol, «!>, Os, «2>, Os, S3>: • • • (7"3) 
je řetěz intervalů. Ze (7-2) následuje podle cvič. 25, že (7-3) je vytvo-
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řující řetěz; protože bod x je uvnitř všech intervalů (7-3), je (7-3) 
vytvořující řetěz bodu x. Řekneme, že (7-3) je a r i t m e t i c k ý ř e t ě z 
bodu x. V obr. 5 jsou silně vytaženy prvé čtyři intervaly takového 
aritmetického řetězu. 

Cvičení 33. Budiž dán aritmetický svazek. Zvolme v každé stupnici 
svazku interval <V„, any, takže dostaneme posloupnost intervalů (7-3). Když 
(7-3) je aritmetický řetěz nějakého bodu, který není dělicím bodem svazku, 
pak: [1] pro každé n je < V n + s „ + 1 ) buďto levou nebo pravou polovinou 
intervalu (r„, «„>; [2] je nekonečně mnoho takových n, pro něž (rn+1, sn f i ) 
je levou polovinou intervalu (r„, s„) i nekonečně mnoho takových n, pro 
něž (rn+i> aň+i} je p r a v o u polovinou intervalu <V„, Obráceně, jsou-li 
splněny podmínky [1] a [2], je (7-3) aritmetický řetěz určitého bodu x, který 
není dělicím bodem daného aritmetického svazku. 

Cvičení 34. Budiž x dělicí bod aritmetického svazku. Pak lze d v o j í m 
z p ů s o b e m vybrati pro » = 1 , 2 , 3 , . . . z n-té stupnice svazku interval 
(r„, s„y tak, aby (7-3) byl vytvořující řetěz bodu x. Je-li p nejmenší z těch 
hodnot indexu n, pro které je x dělicím bodem n-té stupnice svazku, pak 
je x u jednoho z obou řetězů stále levým, u druhého stále pravým krajním 
bodem n-tého intervalu, a to pro všecka n p; pro n < p je interval 
(fn, an) u obou řetězů stejný a obsahuje bod x u v n i t ř . 

Cvičení 36. Budiž a = 1 základ aritmetického svazku. Aritmetický 
řetěz bodu ^ začíná intervaly 

< O , J > , <0 , o . <0 , ±> , a { > , a a > . a » v > . * v > . < A . w v > -

Aritmetický řetěz bodu ^2 začíná intervaly 
<1,2>, <1, f > , < j , | > , < v , f > , < v . f ř > . < i h H > , < i i l i > . < i l i , i i > - = 

8. Racionální a iracionální čísla. R a c i o n á l n í č í s lo je takové 
reálné číslo x, které je kořenem lineární rovnice ax + b = 0, ve které 
a 4= 0 a b jsou čísla celá. Tedy na př. 

0, 2, — 5, — V 
jsou racionální čísla. I r a c i o n á l n í č í s lo je reálné číslo, které není 
racionální. Na př. je iracionální číslo. Neboť kdyby existovala dvě 
celá čísla a, b taková, že o 4= 0 a a^2 + 6 = 0, mohli bychom krácením 
docíliti toho, že by z čísel a, b bylo aspoň jedno l i c h é . Bylo by 

2a2 — ¿>2 = (oj/2 + 6)(oV2 — 6) = 0, 

tedy ó2 = 2a2. Proto by číslo b bylo sudé, takže by a bylo liché. Mohli 
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bychom položití b = 2c, kde také c by bylo celé číslo. Pak by bylo 
a2 — 2c2. Protože a je liché, je to nemožné. 

• .Zvolíme-lí a — 1 za základ ari tmetického svazku, pak všecky 
dělicí body svazku jsou racionální čísla. Tedy ze cvič. 29 plyne, že 
r a c i o n á l n í č í s l a l e ž í h u s t ě n a č í s e l n é ose . Z toho následuje 
snadno, že také čísla tvaru x + 1^2, kde x probíhá všecka racionální 
čísla, leží hustě na číselné ose. Ale zřejmě je x + V¥ iracionální, je-li x 
racionální. Proto t aké i r a c i o n á l n í č í s l a l e ž í h u s t ě n a č í s e l n é ose . 

Budiž dána rovnice ^ 

a0xn + aix»-i + ... + a„_ix+ aH = 0, (8-1) 

kde koeficienty a0, aí a„ jsou čísla celá (a0 4= 0, a„ 0). R a c i o n á l n í 
k o ř e n y této rovnice (jsou-li jaké), dají se snadno najiti. Racionální kořen 

r T 
lze psáti ve tvaru —, kde r =)= 0 a a 4= 0 jsou čísla celá. Můžeme předpoklá-s 
dati, že je Í > 0 a že čísla r, s jsou n e s o u d ě l n á (jinak bychom mohli 

T r 
zlomek — krátit). Protože— je kořen rovnice (8-1), jest 

s s 

a0rn ajr"-1« +...-(- an^xran-1 + aHan = 0. 
Z toho následuje 

a0r" = a . [— a ^ " - 1 — ... — a ^ ^ r a " - — a,,«"-1], (8/2) 
a„sn = r . [— a0r"—1 — ť^r»-2« — .. . — a,,-!«»-1]. (8-3) 

Cř Q> 
Z (8-2) plyne, že číslo je celé. Je tedy možné zlomek 0 krátit číslem n s a 

á protože čísla r a s jsou nesoudělná, lze také zlomek — krátit číslem a, t. j. 

č ís lo « j e d ě l i t e l č í s la a0. Stejně se odvodí z (8-3), že číslo r je d ě l i t e l 
č ís la an. Protože každé celé číslo různé od nuly má jen k o n e č n ý p o č e t 

r 
dělitelů, máme pro zlomek— jen konečný počet možností, takže zbývá 

3 
pouze, abychom se o konečném počtu určitých racionálních čísel přesvědčili 
dosazením, vyhovují-li rovnici (8-1). 

P ř í k l a d . IOÍT3 -{- IX2 — 18z — 9 = 0. Číslo 10 má dělitele ± 1 , ±2, 
± 5 , ± 10; číslo 9 má dělitele ± 1 , ± 3 , ± 9 . Tedy v úvahu přichází 
24 čísel 
± 1 ± 3 ± 9 ± 1 ± 3 i 9 1 1 _ 3 - 1 ±3 

' T ' ~2~' 2 ' 2 " ' 5 ' 5 ' " 5~ ' "10 ' 10 ' 10 
(8-4) 
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Dosazením se můžeme přesvědčit, že jediné z nich, totiž číslo — jj, je ko-
řenem dané rovnice. 

I ve zvoleném jednoduchém příkladě bylo hledání racionálních kořenů 
dosti pracné, protože čísel přicházejících v úvahu je dosti mnoho. Ale mů-
žeme si výpočet zkrátit takto. Zvolme si libovolné celé číslo c. Levou stranu 
rovnice (8-1) si označme f(x). Položme x = c t. Pak je 

/(c + t) = a0(c + í)B + <h(c + O*"1 + . . . + «„ _!(c +t) + o„; 
jednotlivé mocniny dvojčlenu c + t můžeme rozvésti podle binomické věty 
a dostaneme 

/(c + t) = V + V " - 1 + • • • + + K, (8-5) 

kde 60, 6j, ..., 6„_|, bn jsou patrně čísla celá. Má-li rovnice j(x) — 0 kořen 
T 

x = —, má patrně rovnice /(c + ť) = 0 kořen 

r r — ca 
t = — c + — = . 

a s 
Jsou-li r, a čísla nesoudělná, jsou patrně také r — ca, a čísla nesoudělná 
(neboť každý společný dělitel čísel r — ca, a je také dělitelem čísla r — cs + 
+ ca = r). Proto musí býti r — ca dělitelem čísla bH a a musí býti dělitelem 
čísla 60. Druhý z těchto poznatků není ničím novým, neboť snadno se najde, 
že 6 0 = a0; a že a je dělitelem čísla a0, to už víme. Hodnotu bH můžeme určití 
pohodlně bez binomické věty, dosadíme-li t = 0 do identity (8-5). Vyjde 
bn = /(c), takže náš výsledek zní: ať si j a k k o l i z v o l í m e celé číslo c, 
m u s í b ý t i r — cs d ě l i t e l e m č ís la /(c). Nyní se vraťme k našemu příkladu 
a volme za c jednak číslo 1, jednak číslo— 1. Ježto/( l) = — 10,/(— 1) = 6, 
dostaneme: 

r — 8 je dělitelem čísla 10; (8-6) 
r + s je dělitelem čísla (i. (8-7) 

Ze 24 čísel (8-4) vyhovují podmínce (8-6) pouze čísla 

— 1 + 3 — 9 + 1 +_3_ — 3 - f j ^ j ) 
1 ' 1 ' 1 ' " T " ' ~ 2 ~ ' ~ 2 ~ 5 ' 10 

a podmínce (8-7) pouze čísla 

+ 1 — 3 + i — 2 hjL ±_L z i 3 41_ 
1 ' 1T' 2 '"2 ' ~2~' ~1T' ~1T' l o ' 

Oběma podmínkám zároveň vyhovují pouze tři čísla, totiž, ^ — | a ^ a do-
sazením se přesvědčíme, že pouze — | je kořenem dané rovnice. 
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. Cvičení 36. Určete racionální kořeny rovnice 
a) 2z* — áx3 + 3x2 — 5x — 2 = 0, 
b) 4x* + 13*5 + 16x4 + 23a? — 5x2 — 45a; + 18 = 0, 
c) Žx9 + xs — 9x* — 6a? — 5a;2 — Ix + 6 = 0. 

Cvičení 37. Jsou-li koeficienty rovnice 
xn + o1xn~l+ ... + an-1x + aH = 0 

čísla celá a je-li x r a c i o n á l n í kořen rovnice, pak x je číslo celé. Proto na 
a 4 

př. čísla VS, ]/5, j/2, ]/3 atd. jsou jistě iracionální. 
Budiž x iracionální číslo. Je-li dáno celé kladné číslo a, pak v arit-

1 v r 
metické stupnici se základem — budiž — ten dělicí bod, který je bodu a 

• a a 
nejblíž. Protože x je iracionální, nemůže ležet uprostřed mezi dvěma 

r 1 
dělicími body; proto vzdálenost « o d — je menší než —. Tedy: K e 

8 ¿a 
T 

k a ž d é m u c e l é m u a > 0 e x i s t u j e c e l é r t a k , že z l o m e k — a p r o -
x i m u j e i r a c i o n á l n í č í s lo « s c h y b o u m e n š í n e ž —, n e b o l i že 

Za 

- T <Ya- <8-8> 
i 

Uvidíme, že je vždy nekpnečně mnoho takových a, která dávají lepší 
aproximaci'než (8-8). 

V ě t a 12. Budiž tx iracionální číslo. Budiž w celé kladné číslo. Pak 
existují celá čísla r, a taková, že 0 < a n a ' 

I « — - ! < —. (8-9) 
j . a J sn 

D ů k a z . Všimněme si aritmetické stupnice se základem 1. Každé 
ž čísel 

1 . ix, 2 . 3 .ix, .:., (n + 1) tx 

leží u v n i t ř určitého intervalu naší stupnice. To znamená, že existují 
c e l á čísla r,, r}, , . . , r n + 1 taková, že-diference 

1 . x — rv 2 . x — rg, 3 . « — r9, ..., (n + 1) x — r B + 1 (8-10) 

leží uvnitř intervalu <0, 1). Interval <0, 1) můžeme rozděliti na n 
menších intervalů 
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<0, — >, n n n " i> 
n 

(8-11) 

a každé z čísel (810) leží u v n i t ř jednoho z in tervalů (811) . Počet 
čísel (810) je n -f- 1, kdež to in tervalů (811) je pouze n. P ro to musí 
býti mézi intervaly (8-11) aspoň jeden, uvn i t ř k te rého jsou a s p o ň 
d v a z bodů (8-10). Budiž J t a k o v ý interval . Ex i s tu j í t edy celá čísla 
h, k t aková , že 0 < h < k ^ n -f 1 a že oba body 

ha. — rh, k/x — rt 

leží uvn i t ř in tervalu J . Vzdálenost bodů (812) musí bý t i menší nežli 

neboť — je délka in tervalu J. Tedy 

(8-12) 
1 
n 

| (k — h) « — (rt — rh) \ < —. 

Položme k—h = 8, rk — rh = r. P a k jsou čísla r a s celá. jest 0 < 
1 

< « ^ w a | 8<x — r I < —, z čehož plyne (8-9). 
n 

C v i č e n í 38. Je-li číslo <x racionální, pak zůstane věta 12 v plat-
nosti, nnpíšeme-li nerovnost (8-9) ve slabším t v a r u . 

< — . 
— sn 

C v i č e n í 39. Z věty 12 odvoďte, že ke každému iracionálnímu číslu 
r 

a existuje nekonečhě mnoho racionálních čísel — (r, a celá; a > 0) tako-
s 

vých, že 

< - r (8-13) 

Dá se dokázat i , že nerovnost (8-13) se dá nahrad i t i ostřejší ne-
rovnost í 

C8* 
(814) 

ve k te ré c je číslo větší než 1. P ř i tom lze voliti c = Vó. Je-li však 

c > V?, t u lze j ak uvidíme, voliti iracionální číslo a t ak , že jen ko-
r 

nečný počet zlomků — může vyhovět i nerovnost i (814) . 
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Iracionální čísla dělíme na a l g e b r a i c k á a t r a n s c e n d e n t n í . Reálné 
číslo x se nazývá algebraické, je-li kořenem rovnice (8-1), jejíž koeficienty 
jsou čísla celá (a0 4= 0). Volíme-li rovnici (8-1) tak, aby její stupeň n byl 
co nejmenší, pak číslo n se jmenuje s t u p e ň algebraického čísla x. Reálné 
číslo je transcendentní, není-li algebraické. 

Cvičen í 40. Racionální číslo je algebraické číslo stupně 1. Obráceně 
každé algebraické číslo stupně 1 je racionální. 

V ě t a 13. Budiž « reálné algebraické číslo stupně £ ¡ > 2 . Pak existuje 
f 

e > 0 takové, že počet zlomků —, pro něž s 
r I 1 

" - T I ^ - ( 8 ' 1 5 ) 

I 8 C8 
je konečný. Je-li tx kořenem rovnice f(x) = 0, kde f(x) je mnohočlen k-ho 
stupně s celými koeficienty, pak můžeme za c voliti kterékoli číslo větší než 
| /'(«) |. (Čárka znamená d e r i v a c i . 0 derivacích viz VM.) ' 

D ů k a z . Budiž c > | /'(<*) | a předpokládejme, že je nekonečně mnoho 
zlomků vyhovujících nerovnosti (8-15). Musíme ukázat, že náš předpoklad 
je nemožný. P ř i d a n é m j m e n o v a t e l i s je jistě počet zlomků B vlastností 
(8-15) konečný. Proto z našeho. předpokladu plyne, že existuje posloupnost 

IL II. r3 , > 1 • • •) 92 a3 
ve které rn a «„ > 0 jsou čísla celá, s„ < s„ + 1 a 

rn tx • 
8„ 

< 4T • (8-lfl) 

pro všecka n. Z (8-15) plyne 

Podle definice derivace je tedy [jest /(«) = 0] 

lim — = «. (8-17) 
•-mb 

Jim A - í = lim — i — = /'(«). (8-18) 
n — ' " n n — ^ n ' 

IX tx sn sn 
To je však nemožné. Neboť rovnice f(x) = 0 má, jak známo, jen konečný 
počet kořenů, takže lze udati interval J , uvnitř kterého má ta rovnice jen 
j e d i n ý kořen x = tx. Podle (8-17) existuje index p takový, že pro w > p 

Ť T * 1"n 
leží — uvnitř J. Protože « j e iracionální a — je racionální, je — =t= tx. Proto 

«b «n 
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pro n > p je jistě | =)= 0. Ježto však f(x) je mnohočlen £ h o stupně 

lými koeficienty, dá se číslo / — psáti ve tvaru 
V»/ 

kde m„ je číslo celé. Tedy pro n > p je | m„ | ^ 1, takže 

s ce-

Z této nerovnosti a z (816) následuje však, že pro n > p je 

fc). 
rn « 
8 n 

> C. 

Protože c > | /'(<%) |, je tedy vztah (8-18) nemožný. 
Nyní se snadno přesvědčíme, že v (8-14) nelze voliti c > \ 5 . Neboť 

v o l m e « = i 1 ) . Číslo« je iracionální a je kořenem rovnice druhého 
stupně f(x) = 0, kde f(x) = x% — x — 1. Tedy txje algebraické číslo druhého 
stupně. Jest /'(«) = "2« — 1 = |/5, takže c > / ' ( « ) . Z toho plyne podle 
věty 13 (ve které k = 2), že jen konečný počet zlomků může vyhovovati 
nerovnosti (8-14). 

Cvičen í 41. Různými způsoby můžeme rekurentně vytvořit posloup-
nost intervalů 

. 0 l > S l ) . <.r2> Si>> <r3> «3>. • • • ' ( 8 ' 1 9 ) 

s těmito vlastnostmi. [1] Pro všecka n jsou r„ racionální čísla. [2] Každý 
interval <rn + i> *» +i) u v n i t ř předcházejícího. [3] Existují celá čísla 

O < C J < C 2 < C 3 < • • • 
taková, že pro všecka n je 

sn = rn + - 4 " . 
c„ « 

Pak (8-19) je vytvořující řetěz t r a n s c e n d e n t n í h o čísla a. 
Číslo e [viz (615)] je transcendentní. Číslo it je transcendentní. Deka-

dický logaritmus kladného čísla celého, které není mocninou deseti, je trans-
cendentní. Je-li c > 1 celé a je-li <x iracionální, pak c" je transcendentní. 
Tyto zajímavé výsledky můžeme zde pouze uvésti bez jakéhokoli důkazu. 
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II. Logaritmus a obecná mocnina. 

9. Pojem logaritmické funkce. Je-li každému k l a d n é m u číslu y 
přiřazeno určité číslo f(y), máme f u n k c i f(yi, jejíž o b o r je soustava 
všech kladných čísel. Řekneme, že f{y) je l o g a r i t m i c k á f u n k c e , 
když má ty to dvě vlastríosti: 

I- f(y) J e r o s t o u c í f u n k c e . To znamená, že když 0 < yv < y2, 
je také f(yt) < f(y2). 

I I . J e - l i yx > 0 , y2> 0, p a k 

/(ž/iž/*) - n»x) + /(«/*)• (»•!) 
Cvičení 42. Je-li f(y) logaritmická funkce a je-li c kladné číslo, pak 

také F{y) = c f(y) je logaritmická funkce. 
Cvičení 43. Je-li f(y) logaritmická funkce, pak /(l) = 0. [Dosaďte 

yx = y2 = 1 do (91).] 
Cvičení 44. Je-li f(y) logaritmická funkce, pak pro y > 1 je f(y) > 0 

a pro 0 < y < 1 je j(y) < 0. 

Cvičení 45. Je-li/(y) logaritmická funkce, pak pro y > 0 je / 

= — f(y)- [Dosaďte yx = y, y2 = — do (9-1).] 
y 

V ě t a 14. Budiž f(y) logaritmická funkce. Pro y > 0 a pro každé 
celé k je 

Kyl) = k f ( y ) . (9-2) 
D ů k a z . I . Pro k — 0 platí (9-2) podle cvič. 43. 

I I . Pro k =' 1 je (9-2) zřejmé. Platí-li (9-2) pro určité celé kladné k, 
pak je podle (91) 

Hyk+l) = f(yk • y) = f(tř) + f(y) = k f(y) + f(y) = + /(»)• 

Tím je (9-2) dokázáno indukcí pro celé k l a d n é k. 
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I I I . Je-li k celé kladné, pak je podle I I a cvič. 45 

« R ^ - F L J J F ] - * / ^ ) - - * « » > . 

Tím je (9-2) dokázáno také pro celé z á p o r n é k. 
Nyní stojíme před dvěma důležitými otázkami: Existuje vůbec 

nějaká logaritmická funkce? J a k á je souvislost mezi dvěma logarit-
mickými funkcemi? Na ty to otázky odpovíme \v odst. 11; odstavec 10 
p ř i p r a v í odpověď. 

10. Geometrické svazky. Obrazy k l a d n ý c h čísel vyplní tu část 
číselné osy, která je napravo od počátku; nazveme ji č í s e l n o u polo-
o s o u . Protože nulu nepočítáme mezi čísla kladná, počátek sám už 
nepatří do číselné poloosy. 

Zvolme si určité číslo g v ě t š í n e ž č í s lo 1* a tvořme postupně 

mocniny g* = 1, ť = g, g>, g>, . . ( 1 0 - 1 ) 

z nichž.každá následující je ^-krát větší než předcházející. Čísla (10-1) 
tvoří stoupající geometrickou posloupnost s prvým členem l a s kvo-
cientem g. Intervaly 

< 1 , g>, <g, g*>, <g*, g3>, ( g \ g*}, . . . ( 1 0 - 2 ) 

se řadí na číselné poloose jeden vedle druhého od levé strany k pravé. 
Podle věty 6 vyplní intervaly (10-2) celou část číselné poloosy od 
bodu 1 napravo (i s bodem 1 samotným). Věta 6 byla odvozena poč-
tem; můžeme však t aké . usužovati geometricky takto. Délky inter-
valů (10-2) jsou 

g - 1, g(g - 1), g\g - 1), g\g - 1), ...; 

jsou tedy ty to délky čím dále tím větší a z toho je patrné, že intervaly 
(10-2) vyplní celou část číselné poloosy napravo od bodu 1, čímž je 
geometricky potvrzena věta 6. Z věty 6 následuje podle cvič. 14, že 
lim<7"(<7—1) = oo, t. j . že d é l k y i n t e r v a l ů (10-2) r o s t o u do 
n— 
n e k o n e č n a . 

Nyní si k mocninám (10-2) připojme ještě mocniny se zápornými 
mocniteli i - i 
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t aké čísla (10-3) jsou k ladná a každé následující je y-krát menší než 
předcházející . Čísla (10-3) tvoří klesající geometrickou posloupnost 
s p r v ý m členem g"1 a s kvocientem g~1. In te rva ly 

<g-\ i> , < J r \ g - 1 ) , <g-\ < r 2 > , < r S g~3>,... ( i o -4 ) 

se řadí na číselné poloose jeden vedle druhého od pravé s t r any k levé. 
Podle vě ty 7 vyplní in tervaly (10-4) celou část číselné poloosy od 
bodu 1 nalevo (i s bodem í samotným) . 

Vyznačme si nyní n a číselné poloose všecky body 

•••><r3,0-2, g-\ Í.g.g*, </s, 

Celá číselná poloosa se nám rozdělí na nekonečně mnoho intervalů, 
k teré číselnou poloosu celou p o k r y j í , ale nikde se n e p ř e k r ý v a j í 
(viz obr. 6). Bod 0 p o k r y t není, ale t a k é nepat ř í do číselné poloosy. 

0 g' g' 3' ' _ 9 9* 

Obr. 6. 

Takové rozdělení číselné poloosy nazveme g e o m e t r i c k o u s t u p -
n i c í a číslo g nazveme základem stupnice. Tedy geometr ická s tupnice 
se skládá z nekonečně mnoha n e s t e j n ě d l o u h ý c h intervalů. Ze 
dvou intervalů geometrické s tupnice je vždy t en delší, k t e rý leží více 
napravo. Mezi t ěmi in tervaly jsou vždy takové, jejichž délka je větší 
než libovolně předepsané k ladné číslo (jakkoli veliké), i takové, jej ichž 
délka je menší než libovolně předepsané k ladné číslo (jakkoli malé). 
K r a j n í body našich intervalů, tedy body (101) a (10-3), nazveme 
d ě l i c í b o d y geometrické s tupnice. 

Nyn í si vysvět l íme po jem g e o m e t r i c k é h o s v a z k u . To je po-
sloupnost geometr ických stupnic, k níž do jdeme tak to . Zvolíme si 
určité číslo g > 1, k te ré nazveme z á k l a d e m s v a z k u . Základem prvé 
stupnice svazku bude číslo gx = g. Označíme-li obecně základ n-té 
s tupnice svazku znakem gn, bude 

9n+1 =": l^«. (J'n+1 = 0n, ' (10-5) 
takže obecně bude 

2>i—1 

<Jn = IV 
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(Je-li gn > 1, je také gn+l > 1.) Dělicí body w-té stupnice svazku jsou 

• • •> ^ r 3 . &r2> 9ňl> l> 9n> & • • i1«"6) 
dělicí body (n + I)-ní stupnice jsou 

• • 9n + l> 9n +1' 9n+1' 9n +1' 9n+l> 9n +1' • • • (10"7) 
Podle (10-5) můžeme psáti (10-6) také ve tvaru 

• • 9n+i> 9^+1' 9n+1' 9n +1' 9n + l> 9n+l> • • • 
Tedy soustava (10-7) vznikne ze soustavy (10-6) tím, že mezi každé 
dva sousední body vsuneme jeden bod nový. Tedy i n t e r v a l y 
(n -¡- J ) -n í s t u p n i c e v z n i k n o u t í m , že k a ž d ý i n t e r v a l n - t é s t u p -
n i c e r o z d ě l í m e n a d v ě „ p o l o v i n y " . Slovo polovina dávám do 
uvozovek, protože to nejsou poloviny v obvyklém smyslu tohoto slova, 
nýbrž dvě části, z nichž l e v á j e m e n š í n e ž p r a v á . 

Protože interval <1, Í7n + i ) j e menší „polovinou" intervalu O , í/n), 

je ' 9,, + i— 1 < ^ (9n— 

takže n _ i \ 
0 < gn— 1 < J Í Z Í ' ^ — 1 ) : 

z toho následuje 
lim gn = 1. (10-8) 

» —• CO 
V každé stupnici geometrického svazku jsou intervaly, jejichž 

délka přesáhne libovolně dané kladné číslo. Ale přes to platí : 

V ě t a 15. Budiž -dán geometrický svazek. Budiž c > 0, e > 0. 
Pak existuje index p takový, že pro všecka n > p maj í všecky ty 
intervaly n-té stupnice svazku, které leží nalevo od bodu c, délku 
menší než e. 

D ů k a z . Zvolme k tak, že gl > c. Pro každé n je gl levým kra jn ím 
bodem určitého intervalu Jn z w-té stupnice svazku. Budiž dn délka 
intervalu Jn. Pro každé n je dn+1 < |d n , a z toho následuje lim dn = 0. 

n-» oo 
Proto existujé index p takový, že pro všecka n > p je dn < e. Je-li 
» > p a leží-li nějaký interval K z n- té stupnice nalevo od bodu c, 
pak K leží-nalevo od J, takže délka intervalu K je menší než délka 

37 



intervalu J, k terá je menší než e, takže délka intervalu K je menší 
než e. 

D ě l i c í m b o d e m g e o m e t r i c k é h o s v a z k u rozumíme každý 
bod y, k te rý je dělicím bodem některé stupnice svazku. Zřejmě dělicí 
bod geometrického svazku je dělicím bodem s k o r o v š e c h stupnic 
svazku. 

Je-li M ně jaká soustava bodů na číselné poloose, pak řekneme, 
že M leží h u s t ě na číselné poloose, když ke každému bodu y číselné 
poloosy a ke každému číslu e > 0 lze uda t i bod z p a t ř í c í d o sou -
s t a v y M a vzdálený od bodu y o méně než e. 

Cvičen í 46. Dělicí body geometrického svazku leží hustě na číselné 
poloose. 

Cvičen í 47. Budiž M soustava bodů na číselné poloose. Leží-li M hustě 
na číselné poloose, pak uvnitř každého intervalu obsaženého v číselné polo-
ose je nekonečně mnoho bodů soustavy M. Obráceně, když víme, že v kaž-
dém intervalu obsaženém v číselné poloose leží aspoň jeden bod soustavy M, 
pak M leží hustě na číselné poloose. 

Cvičen í 48. Leží-li soustava bodů M hustě na číselné poloose, pak: 
[1] nalevo od každého bodu číselné poloosy je nějaký bod soustavy M, 
[2] napravo od každého bodu číselné poloosy je nějaký bod soustavy M, 
[3] je-li dáno číslo e > 0 a jsou-li dány dva různé body soustavy M, lze mezi 
ně vsunouti konečný počet dalších bodů soustavy M tak, aby vzdálenost 
dvou sousedních bodů byla vždy menší než e. Obráceně, jsou-li splněny 
podmínky [1], [2] a [3], leží M hustě na číselné poloose. 

Cvičen í 49. Leží-li soustava bodů M hustě na číselné poloose, pak ke 
každému kladnému číslu «lze určiti posloupnost (31), jejíž členy jsou vzaty 
vesměs ze soustavy M, a pro kterou platí lim aH = a. Obráceně, je-li splněna 

n —• oo 
tato podmínka, leží M hustě na číselné poloose. 

Ačkoli dělicí body geometrického svazku leží na číselné poloose hustě, 
přece existují vždy na číselné poloose také body y, které n e j s o u dělicími 
body svazku. Volíme-li na př. g = 2, pak bod 3 není dělicím bodem svazku. 
Neboť kdyby bod 3 byl dělicím bodem ra-té stupnice svazku, existovalp by 
celé číslo k, pro které by platilo gn

k= 3. Protože gn
2n—1 = 2, bylo by 2* = 

= 32n— což je nemožné. 

Cvičen í 50. Když základ geometrického svazku je prvočíslo p, pak 
celé číslo není dělicím bodem svazku, není-li mocninou prvočísla p. 

Cvičen í 51. Budiž dán jakýkoli geometrický svazek. Z čísel 2 a 3 je 
nejvýš jedno dělicím bodem svazku. 
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Zvolme bod y na číselné poloose tak, že y n e n í dělicím bodem 
daného geometrického svazku. Pro každé n máme v ra-té stupnici 
svazku určitý interval <,un, vn>, uvnitř kterého leží bod y. Zřejmě 
interval (u n + x, V B t 1 ) je buďto levou nebo pravou „polovinou" intervalu 
<•un, vn>, takže 

<«1> Vi>. <«2. «»>, ^ X • •'• ( 1 0 - 9 ) 
je řetěz intervalů. Ze cvič. 25 a z věty 15 následuje, že (10-9) je vytvo-
řující řetěz; protože bod y je uvnitř všech intervalů (10-9), je (10-9) 
vytvořující řetěz bodu y. Řekneme, že (10-9) je g e o m e t r i c k ý ř e t ě z 
bodu y. 

- Cvičení 52. Budiž dán geometrický svazek. Zvolme v každé stupnici 
svazku interval <un, vny, takže dostaneme posloupnost intervalů (10-9). 
Když (10-9) je geometrický řetěz nějakého bodu y na číselné poloose, který 
není dělicím bodem svazku, pak: [1] pro každé n je (un+i, vn + 1) buďto levou 
nebo pravou „polovinou" intervalu ( a m vn); [2] je nekonečně mnoho ta-
kových n, pro něž + f n ¡ i ) je levou „polovinou" intervalu (un, v n y 
i nekonečně mnoho takových n, pro něž (ua +1, vn+ j ) je p r a v o u „polovi-
nou" intervalu (un, v^). Obráceně, jsou-li splněny podmínky [1] a [2], je 
(10-9) geometrický řetěz určitého bodu y na číselné poloose, který není 
dělicím bodem dtfného geometrického svazku. 

Cvičení 63. Budiž y dělicí bod geometrického svazku. Pak lze d v o j ím 
z p ů s o b e m vybrati pro w = 1,2, 3, . . . z n-%é stupnice svazku interval 
(uH, vuy tak, aby (10-9) byl vytvořující řetěz bodu y. Je-li p nejmenší z těch 
hodnot indexu n, pro které je y dělicím bodem w-té stupnice svazku, pak je 
y u jednoho z obou řetězů stále levým, u druhého stále pravým krajním 
bodem w-ho intervalu a to pro všecka n ¡> p; pro n < p je interval (un, vn) 
u obou řetězů stejný a obsahuje bod y uvnitř. 

Cvičení 64. Budiž g = 2 základ geometrického svazku. Geometrický 
řetěz bodu 3 začíná intervaly 

Op 9i>, <9l, 9\>, <9Í, 9l>, <9b 9i3>, <9Íb, ?ls>, 911), 
<.9\01y9V>'<9\ul,9l0iy-

11. Konstrukce všech logaritmických (uukcí. Budiž nyní dána 
nějaká logaritmická funkce f(y). Zvolme si určité číslo g > 1 a hodnotu 
f(g) označme a : 

a = f(g). ( 1 M ) 

Podle cvič. 44 je a > 0. Protože a > 0, g > 1, můžeme zavěsti arit-
metický svazek se základem a a geometrický svazek se základem g. 
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Jako v odst. 7 a 10 budiž 
®i = «» 9i = 9, (112) 

a« = 2an + V 9n = 9l + l- (11-3) 

Podle (111) a (11-2) je ax = /(gr). Obecněji je při každém n 

a . = /(&.)• (11-4) 
Neboť když při určitém n platí (11-4), pak podle (11-3) je 2o n + 1 = 
= f(gl+l). Avšak f(gl 

+i) — %f(9n+1) podle vlastnosti I I logaritmických 
funkcí (viz odst. 9), takže an+1 = f(gn+L)-

Z (11-4) následuje podle věty 14, že pro každé celé k (kladné, 
záporné i nulu) je " • 

•f(gk
n) = ka,r (11-5) 

Tedy funkce / přiřazuje dělicím bodům n-té stupnice geometrického 
svazku dělicí body n-té stupnice aritmetického svazku, a to p o -
p o ř á d k u bodům 

9n> 9n> f»3. • • • 

body 

a bodům 

body 

0, aH, 2an, 3an, ... 

9n ' 9n > 9n > • • • 

— o., — 2an, —3o„, . . . 

Budiž nyní y bod na číselné poloose, který není dělicím bodem 
geometrického svazku a budiž 

<«!, f i ) , <«2, vty, <m3, v3y,... (n -6 ) 

geometrický řetěz bodu y. Položme 
rn =--• f(wn)' an = /(»«). ' , (H"7) 

takže 0 „ , « „ ) je interval n-té stupnice a r i t m e t i c k é h o svazku. Inter-
valy (11-6) maj í vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvič. 52. Z toho násle-
duje snadno, že intervaly 

O l , •»!>, O g , «í>, O s , «3>, • • • ( 1 1 - 8 ) 

mají vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvič. 33. Proto (11-8) je aritmetic-
ký řetěz určitého bodu x, který není dělicím bodem aritmetického 
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svazku. Snadno se dokáže, že 
f(y)=x. (119) 

Neboť bod y leží uvnitř všech intervalů (11-6), t . j . un < y < vn pro 
všecka n. Z vlastnosti I logaritmických funkcí (viz odst. 9) následuje 
tedy podle (11-7), že rn < f(y) < sn, t . j. bod f(y) leží uvijitř všech 
intervalů (11-8). Avšak x je j e d i n ý bod společný všem intervalům 
(11-8); z toho plyne (11-9). 

Touto úvahou jsme získali předpis, k terý z každého bodu y 
číselné poloosy, ať už y jé či není dělicím bodem geometrického svazku, 
vytvoří bod f(y). O funkci f(y) samé při tom předpisu potřebujeme 
znát pouze (11-1). Z toho následuje, že když dvě logaritmické funkce 
nabývaj í obě v jednom čísle g > 1 s t e j n é hodnoty a, jsou ty dvě 
funkce i d e n t i c k é . 

V ě t a 16. Buďtež f(y), F(y) dvě logaritmické funkce. Pak existuje 
kladné číslo c takové, že je i d e n t i c k y (pro všecka y > 0) 

F(y) = c . j{y). 

D ů k a z . Zvolme si libovolně číslo g > 1. čísla f(g), F(g) jsou klad-
ná podle cvič. 44, takže lze určití k l a d n é číslo c rovnicí 

F(g) = c . f(g). 

Funkce F{y) a c f(y) jsou dvě logaritmické funkce (viz cvič. 42), které 
nabývaj í pro y = g obě stejné hodnoty, takže jsou identické. 

Věta 16 dává odpověď na d r u h o u z otázek uvedených na konci 
odst. 9. Zbývá odpověděti na p r v o u z těch otázek, zda totiž vůbec 
nějaká logaritmická funkce existuje. Cesta ke kladné odpovědi na tu to 
otázku je dosavadními vývody tohoto odstavce jasně naznačena. 
Zvolíme si číslo a > 0 a číslo g > 1. Zavedeme si ari tmetický svazek 
se základem a a geometrický svazek se základem g. Pomocí těchto dvou 
svazků přiřadíme každému kladnému číslu y určité číslo f(y). Je-li 
y dělicí bod geometrického svazku, definujeme číslo f(y) podle (11-5). 
Není-Ii y dělicí bod geometrického svazku, budiž (11-6) geometrický 
řetěz bodu y\ pomocí (11-7) dostaneme ari tmetický řetěz (11 -8) urči-
tého bodu x a definujeme f(ý) = x. 

Nyní budeme zkoumati vlastnosti právě definované funkce f(y); 
hlavním cílem je ovšem věta 21. 
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Cvičen í 55. Jsou-li u, v dělicí body geometrického svazku a je-li 
u < v, je /(«) < ¡(v). 

V ě t a 17. Je-li u <. y <. v a jsou-li u, v dělicí body geometrického 
svazku, jest f(u) < f(y) < f(v). 

D ů k a z . Je-li t aké y dělicí bod geometrického svazku, plyne to 
ze cvič. 55. Není-li y dělicí bod geometrického svazku, budiž (11-6) 
geometrický řetěz bodu y; pomocí (11-7) vznikne ari tmetický řetěz 
(11-8) bodu f(y). Protože (11-6) je vytvořující řetěz bodu y, je 

lim un = y, lim vn = ý ) 
n —• oo n—*eo 

protože u < y < v, existuje index n takový, že u < un, vn < v. Podle 
(11 -7) a podle cvič. 55 je f(u) < rn, an < f(v). Protože (11-8) je ari tme-
tický řetěz bodu f(y), je r„ ^ f ( y ) ^ «„". Tedy /(«) < f(y) < f(v). 

V ě t a 18. f(y) je rostoucí funkce. 
D ů k a z . Budiž 0 < yx < y2. Máme dokázati, že < f(y2). 

Podle cvičení 46 a 47 existují dělicí body u, v, w geometrické-
ho svazku takové, že u < yx < v < y2 < w. Podle věty 17 je 
/(«) < HVi) < M < /(»«) <tW, t edy f(Vl) < /(y t). 

Cvičen í 56. Ke každému reálnému číslu x existuje kladné číslo y, pro 
které je f(y) = x. 

Věta 19. Budiž 
Ví, ž/2. 2/s, • • • 

posloupnost kladných čísel; budiž lim yn = y, kde také y je kladné 
číslo. Pak je 

lim f(yn) = f(y). ' 
řl—>00 

D ů k a z . Zvolme kladné číslo e. Máme dokázati, že pro skoro 
všecka n je | f(yn) — f(y) \ < e. Podle cvič. 56 existují k ladná čísla 
«, v taková, že f(u) = J(y) — e, f(v) = f(y) + e. Z věty 18 následuje 
snadno, že u < y < v. Protože lim yn = y, existuje index p takový, 

71—>00 
že pro všecka n > p je u < yn < v. Pro n > p je podle věty 18: 
/(«) < f(yn) < /(»), t. j. f(y) — £ < f(yn) < f(y) + e. 

Cvičen í 57. Jsou-li u, v dělicí body geometrického svazku, je 
f(uv) = f(u) + /(«). 

V ě t a 20. Je-li y, > 0, y2> 0, je f(yxyt) = f(yx) + f(y2). 
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D ů k a z . Podle cvič. 46 a 49 exis tuj í posloupnosti 

«1, Ma, —j vlt i>2, va, ..., 
jejichž členy jsou všecky dělicími body geometr ického svazku, a pro 
k te ré pla t í lim un = ylt lim vn = y2. Podle cvič. 57 je pro všecka n 

TI —• 00 

/ ( v » ) = / K ) + / W -
Podle vět 3, 4 a 19 je však 

lim /(«„»„) = /(yiy.), lim l / K ) + /(»,)] = / tyl) + /(y.), 
n —>oo —• OD 

takže f(yiP2) = /(yx) + /(ž/2). 
V ě t a 21. f(y) je logari tmická funkce . ' 
TQ plyne z vě t 18 a 20. Mimoto je z našich úvah pa t rné , že k a ž d á 

logai-itmická funkce je t v a r u f(y), volíme-li g > 1 libovolně a volíme-li 
za a hodno tu dané logari tmické funkce v bodě g. P r o t o výsledek 
cvič. 56 pla t í pro každou logari tmickou funkci . Ze jména ke každé loga-
r i tmické funkc i <p(y) ex is tu je číslo g > 0, takové, že <p(g) = 1; protože 
<p(y) je rostoucí funkce , je jen j e d i n é t akové číslo g; podle cvič. 44 je 
g > 0. Toto číslo ^ n a z v e m e z á k l a d e m logari tmické funkce . Za základ 
můžeme voliti l i b o v o l n é číslo g > 1; neboť volíme-li dané g > 1 za 
základ geometr ického svazku a číslo 1 za základ ar i tmet ického svazku, 
p a k naše funkce f(y) je p a t r n ě logari tmická funkce se základem g. 
Konečně podle vě ty 16 je logari tmická funkce svým základem g j edno-
značně určena. Logari tmickou funkc i se základem g > 1 označíme 

l°gt V-
V početní p rax i se užívá logari tmické funkce se základem g = 10, 
což m á tu výhodu, že násobíme-li číslo mocninou desíti, změní se 
pouze c e l á část logar i tmu (t. zv. charakter is t ika) . P ř i p rak t ických 
výpočtech se užívá pro logar i tmy se základem 10 (t. zv. d e k a d i c k é 
neboli b r i g g s o v y logar i tmy) značky log; i v t é to knížce jsme t a k 
n a j ednom místě učinili (na konci odst . 6). V teoret ických úvahách 
však jsou nejvýhodnějš í logar i tmy se základem e [viz (6-16)] a bude-
me i v t é to knížce užívat i znaku log pouze pro t y t o logar i tmy (viz 
odst . 15).*) 

*) Obvykle se u nás pro logaritmy o základu e užívá značky lg, aby se 
rozlišily od logaritmů dekadických označovaných log. 
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Věta 22. Budiž g > 1, h > 1. Pak je identicky 

log (11-9) 

l<»gA ?/ = log/, g • log„ y. (1110) 
Důkaz . Podle věty 16 existuje číslo c > 0, pro které je identicky 

logA V = c . log, y. Dosadíme-li y = h, vyjde 1 = c. log„A, z čehož plyne 
(11-9); dosadíme-li vlak y = g, vyjde*log/, g = c, z čehož plyne (11-10). 

12. Obecná mocnina. Dosud jsme v této knížce užívali pouze 
takových m o c n i n v', u kterých m o c n i t e l e m s je číslo celé. Budeme 
nyní přesně definovati numerický význam znaku us, u kterého je 
mocnitelem 8 libovolné reálné číslo. Ale o m o c n ě n c i « budeme při tom 
předpokládati, že je to k l a d n é číslo. Na jednu věc musíme při tom 
dávati pozor! Je-li s celé číslo, je nám význam znaku u ' už znám; proto 
se musíme přesvědčit, že obecná definice znaku u* ve zvláštním pří-
padě c e l é h o s dává tomuto znaku jeho obvyklý význam. 

Budiž tedy u číslo kladné a s libovolné číslo reálné. Při definici 
znaku u* budeme rozeznávati tři případy. 

I. Budiž « - - I . Pak klademe 1" = 1 pro všecka s. Pro celá a to 
souhlasí. 

I I . Budiž u > 1. Víme (viz evič. 56), že existuje kladné číslo v, 
pro které je 

l°gu v = 8. ~ (121) 
Protože logaritmická funkce stále roste, může býti jen j e d i n é takové 
číslo v. Numerickou hodnotou znaku u" rozumíme toto číslo v. Že to 
souhlasí pro celá s, plyne z věty 14. 

1 
I I I . Budiž konečně. 0 < u < 1. Pak je — < 1 , takže podle I I 

u 
¡ i y 

víme, co znamená znak I—) ; hodnotou znaku u* rozumíme pře-
\uf 

vrácenou hodnotu 
1 

u' = 

čísla I — | . Pro celá s zase to souhlasí. 
\ u j 
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Ve všech případech je us k l a d n é číslo (pro všecka kladná u a pro 
libovolné s). 

Na střední škole se postupuje obráceně nežli jsme postupovali zde. My 
jsme napřed zavedli logaritmus a užili jsme vztahu (12-1) k tomu, abychom 
pojem obecné mocniny převedli na pojem logaritmu. Na střední škole se 
obráceně pomocí vztahu (12-1) převádí pojem logaritmu na pojem mocniny. 
Postup známý ze střední školy není nesprávný; ale aby byl přesný, musila by 
se napřed mocnina s iracionálním exponentem definovati pečlivěji než se to 
děje na střední škole. 

V ě t a 23. Je-li g > 1, t ( > O a s jakékoli reálné číslo, je 
l o g , « ' = s\oggu./ (12-2) 

D ů k a z . I . Je-li u — 1, platí (12-2) podle cvič. 43. 
I I . Budiž u > 1. Pro g = u platí (12-2) podle (121), neboť 

log„ u — 1. Změníme-li (12-2), pak se o b ě s t r a n y vztahu (12-2) zná-
sobí týmž číslem, t akže 'vz tah (12-2) zůstane správný. 

ITI. Př ípad 0 < u < 1 se převede na případ u > 1 podle cvič. 45. 
V ě t a , 2 4 . Pro « > 0 a libovolná a, t jest. 

u* . u' = u" + t. 
D ů k a z . Zvolme g >*1. Protože pro yy > 0, y2> 0 ze vztahu 
V\ ~ VÍ následuje yY = y2, stačí dokázati , že 

log, ( « • . « ' ) - log„«'H 

což plyne z věty 23. 

Cvičení 58. Pro u > 0, v > 0 a libovolné s jest 
u*. v' = (uv)'. 

Cvičen í 59. Pro u > 0 a libovolná t jest 
j[u')1 = uH. 

Cvičen í 60. Pro u > 1, a < t je u' < ul. 
Cvičen í 61. Pra 0 < u < 1, a < t je u' > ul. 
Cvičen í 62. Pro 0 < u < v, a > 0 je u' < v'. 
Cvičen í 63. Pro 0 < u < v, a < 0 je u' > v'. 

13, Spojitost. Budiž f(x) funkce, která nemusí býti definována pro 
všecky hodnoty proměnné x. Je-li c číslo, pro které hodnota /(c) je definová-
na (neboli je-li c číslo z o b o r u funkce f(x)), pak říkáme, že funkce f(x) je 
v čísle c s p o j i t á , když 

1 im/(z) = /(c). (13-1) 
T—*C 
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Vztah (13-1) znamená, že pro všecky body x z oboru funkce f(x), které 
leží dosti blízko u bodu c, je hodnota f(x) blízká hodnotě /(e). Přesný význam 
vztahu (13-1) je: Každému číslu E > 0 lze přiřaditi číslo Ó > 0 tak, že ne-
rovnost | f(x) — /(c) | < e je splněna pro všecka ta x z oboru funkce f(x), 
pro která je ] x — c | < ó. 

V ě t a 25. Budiž f(x) funkce spojitá v čísle c. Budiž 
"j, c2, c3, . . . (13*2) 

posloupnost, jejíž všecky členy jsou v oboru funkce f(x). Je-li lim cn = e, 
pak také lim /(e„) = /(c). 

n—>oo 
D ů k a z . Budiž dáno E > 0. Máme dokázati, že pro skoro všecka n je 

| /(c„) — /(c) | < e. Protože platí (13*1), existuje číslo <5 > 0 takové, že pro 
všecka x z oboru funkce f(x), pro která | x — c [ < d, je | f(x) —f(c) \-Ce. 
Prdtože lim cn = c, existuje index p takový, že pro všecka w > p je 

n—>co 
| c„ — c | < d. Pro n > p je | f(cn) — f(c) | < e. 

V ě t a 26. Biidiž c číslo z oboru funkce /(x). Budiž lim f(cn) = /(c) pro 

každou posloupnost (13-2), jejíž všecky členy jsou v oboru funkce f(x), pro 
kterou platí lim cn = c. Pak funkce f(x) je spojitá v čísle c. 

n - > ® 
D ů k a z . Je-li £ kladné číslo, řekneme, že číslo <5 > 0 má vlastnost 

F(e), když | f(x) — /(c) | < e pro všecka ta ar z oboru funkce f(x), pro která 
je | x — c | < <5. Máme dpkázati, že při každé volbě čísla e > 0 existuje 
nějaké číslo ó > 0 s vlastností F(e). Budeme předpokládati naopak, že 
máme dáno určité číslo e > 0 takové, že ž á d n é č ís lo ó > 0 nemá vlast-
nost F(e). Důkaz bude dokončen, jakmile se přesvědčíme, že tento před-
poklad vede k nemožnému důsledku. Podle našeho předpokladu pro každé 

1 
n = 1, 2, 3, . . . číslo — n e m á vlastnost F(e). To znamená, že v oboru funkce 

n 
f(x) musí existovat aspoň jedno číslo cu takové, že 

I cn — c | < -L, (13-3) 

| / ( c „ ) - / ( c ) | ^ É . (13-4) 
• Ze (13-3) však následuje lim cn = c, takže musí býti lim /(c„) = /(c). To je 

n—>oo n—>oo 
však nemožné, platí-li (13-4) pro všecka n. 

V ě t a 27. Buďtež f(x) a g(x) dvě funkce, které jsou obě spojité v čísle c. 
Pak také funkce 

m + g(x), f(x)-g(x), f(x).g(x) 
jsou spojité v čísle c. 

To plyne z vět .3, 4 a 26. Jiný důkaz věty 27 se najde ve VM, odst. 15. 
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Cvičen í 64. Budiž f(x) funkce spojitá v čísle c. Je-li /(c) =4= 0, pak také 

funkce — j e spojitá v čísle c. 
/(*) 

Řekneme-li o funkci /(ar) prostě, že je s p o j i t á , míníme, že je spojitá 
v k a ž d é m čísle c z oboru funkce f(x). 

V ě t a 28. Logaritmická funkce je spojitá. 
To plyne z\vět 19 a 26. 
V ě t a 29. Jsou-li f(x) a <p(y) spojité funkce, pak také 

9>[f(x)] == F ( x ) j e spojitá funkce. 
D ů k a z . Budiž c číslo z oboru funkce F(c). To znamená, že jednak 

číslo c je v oboru funkce f(x), jednak číslo /(c) je v oboru funkce <p(y). 
Budiž (13-2) posloupnost, jejíž každý člen je v oboru funkce F(x) a pro 
kterou platí lim cH = c. Podle věty 26 stačí dokázati, že lim F(cn) = 

71 —• CO n—voo 
= F(c). Jež to každé cn je v oboru funkce F(x), je každé cn v oboru 
funkce f(x) a každé /(cn) je v oboru funkce <p(y). Protože lim cn - - c 

n —• oo 
a protože čísla cn jsou v oboru spojité funkce f(x), podle věty 25 
je lim /(c„) = /(c). Protože lim f(cn) — f(c) a protože čísla /(cB) jsou 

n —v co n—>co 

v oboru funkce <p(y), podle věty 25 je lim <ř[/(cn)] = <p[f(c)], t . j. 

lim F(cn) = F(c). Tím je důkaz dokončen. 
n-> oo 

J iný důkaz se na jde ve VM, odst. 17. 
V ě t a 30. Všecky členy posloupnosti (13-2) budtež čísla kladná; 

také c budiž kladné. Budiž g > 1. 
Je-li 

lim log, cn = log„ c, (13-5) 
n—• co # 

je lim cn = c. 

D ů k a z . Budiž 0 < e < c. Máme dokázati, že pro skoro všeckan 
je [ cn — c | < e. Protože logaritmická funkce roste, je 

!<% (c — e) < log,, c < log, (c + e). (13-6) 
Podle (13-5) existuje index p takový, že pro všecka n > p je 

log» (c — £) < logg cn < log„ (c + «)• 
Protože logaritmická funkce roste, je c — e < cn < c + s pro všecka 
n> p. 
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V ě t a 31. Budiž u > 0. Pro všecka reálná x budiž f(x) = u*. Pak 
l(x) je spojitá funkce. 

D ů k a z . Budiž lim cn = c. Podle věty 26 máme dokázati, 
«-•00 

že lim /(cB) = /(c). Zvolme g > 1. Podle cvičení 14 je 

lim c„ log, w = c log,, u. Tedy lim log, /(eB) = log„ /(c) podle věty 23, 
«—•oo n—>00 
takže lim /(cn) = /(c) podle věty 30. 

»-•00 
Cvičení 66. Budiž s reálné číslo. Pro všecka kladná y budiž f(y) = y*. 

Pak f(y) je spojitá funkce. 
14. Exponenciální funkce. Je-li každému reálnému číslu x při-

řazeno určité číslo f(x), máme funkci, jejíž obor je soustava všech 
reálných čísel. Řekneme, že f(x) je e x p o n e n c i á l n í f u n k c e , když 
má ty to dvě vlastností: 

I. f(x) je rostoucí funkce. 
I I . Jsou-li xr, x2 libovolná reálná čísla, pak 

/ ( * , + * „ ) = / ( * , ) . / ( . r 2 ) . 
Věta 32. Je-li f(x) exponenciální funkce, pak /(O) = 1. 
Důkaz . Podle vlastnosti I exponenciální funkce existuje číslo c takové, 

že /(c) =|= 0. Podle vlastnosti I I je f(c) = ./(0) . /(c), tedy /(0) = 1. 
Cvičení 66. Je-li f(x) exponenciální funkce, je f(x) . /(— x) = 1 pro 

každé reálné x. 
Cvičení 67. Je-li f(x) exponenciální funkce, je f(x) > 1 pro x > 0, 

0 < f(xj < 1 pro x < 0. 
Cvičení 68. Budiž f(x) exponenciální funkce. Pro každé reálné x a pro 

každé celé k je f(kx) = [j(x)f. 
Cvičení 69. Budiž u > 1. Pro všecka reálná x budiž f(x) = ux. Pak 

f(x) je exponenciální funkce. 
Vě ta 33 Buďtež fi(x),f2(x) dvě exponenciální funkce. Budiž a > 0, 

/i(°) = /a(°)- P a k je identicky f^x) = f2(x). 
Důkaz. . Položme g = /t(a) = /2(o), takže g > 1 podle cvič. &7. Za-

veďme aritmetický svazek se základem a a geometrický svazek se základem 
g. Jako obvykle položme 

«i = «> 91 = 9, 
an+ I = 911 + 1 = 

Pro n = 1 jest h(an) = gn\ platí-li fx(aH) = gH při určitém n, jest 
/i(«»+i) • /i(«n + i) = A(2o„ , i) = fi(aH) = gn = sr„ + i . g„+1, tedy 
fi(a„ i) = =b 9n 11, takže /,(«„ + , ) = gn + i podle cvič. 67. Tedy je /^a») = gn 
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pro všecka n; podle cvič. 68 je fi(kan) — Qn pro všecka celá k. Docela stejně 
se dostane ft(kan) = gn

k, takže fx(x) = ft(x) pro všecky dělirí body x arit-
metického svazku. Není-Ii x dělicí bod aritmetického svazku, budiž 

<TV 81>> <r2. «2>, <r3. «3>. • • • (14" í ) 
aritmetický řetěz bodu x. Položme 

«» = /i(r„), vn = /x(aB), (14-2) 
takže (un, v„) je interval »-té stupnice g e o m e t r i c k é h o svazku. Intervaly 
(14-1) mají vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvič. á3. Z toho následuje snadno, 
že intervaly 

<«i> vi>. va>» <ua> va)> • • • (14-3) 
mají vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvič. 52. Proto (14-3) je geometrický 
řetěz určitého bodu y, který není dělicím bodem geometrického svazku. 
Pro všecka » je r„ < x < a.„; protože exponenciální funkce stále roste, ná-
sleduje ze (14-2), že un < fx(x) < v„ pro všecka n. Tedy bod fx(x) je uvnitř 
všech intervalů (14-3). Avšak y je j e d i n ý bod společný všem intervalům 
(14-3). Proto je /x(x) = y. Docela stejně se dokáže také f2(x) = y, takže 
/i(*) = /aW-

Cvičen í 70. Je-li f(x) exponenciální funkce, pak existuje číslo u > 1 
takové, že je identicky f(x) = ux. 

16. Derivace. Pojem derivace je jeden z nejdůležitějších pojmů 
nauky o funkcích. Názorný výklad tohoto po jmu se na jde ve VM, 
odst. 10. Zde si pouze uveďme ari tmetickou definici derivace. O funkci 
f(x) pravíme, že má pro x = a derivaci rovnou číslu <%, je-li funkce f(x) 
definována ve všech bodech doati blízkých bodu a a je-li 

U m / ( a + A ) - / ( q ) = ^ ( 1 5 > 1 ) 

A - * 0 

Přesný význam vztahu (15-1) jest: Každému číslu e > 0 lze přiřaditi 
číslo d > 0 tak , že nerovnost 

f(a + h ) - f ( a ) ^ 
< B 

je splněna i pro kladná h taková, že 0 < h < d i pro záporná h taková, 
že 0 < — h < «5. Hodnotu derivace funkce f(x) pro x = a značíme 
obvykle f'(a). Po jmu derivace jsme v této knížce již jednou příleži-
tostně užili (při větě 13). 

- Z vlastností derivace si uveďme jen tuto: -

» 

Cech, Elementární funkce. 4 4 9 



V ě t a 34. Budiž f(x) spojitá funkce v intervalu (r,s). Má-li f(x) 
pro všecka x uvnitř <r, a> stále kladnou derivaci, pak f(x) roste v in-
tervalu <r, a) . Má-li f(x) pro všecka x uvnitř <r, a) státe zápornou deri-
vaci, pak f(x) klesá v intervalu a) . 

D ů k a z se na jde ve VM, odst. 21 a 35. 
Užitečnost věty je prokázána četnými příklady ve VM, odst. 21 a 22. 
Má-li logaritmická funkce log,, y pro y = 1 derivaci rovnou číslu <x, pak 

existuje limita 

l i m ! ^ ± A ) = (*. (15-1) 

Existuje-li takové číslo «,.pak je zřejmě při každém kladném y 

/ lim L _ J L ' = „ 

y 
neboli 

^ l o g g t e + *) — *t 

h-*o A y 
takže 

(log , 9 ) ' = * $ 
9 

pro každé kladné y. Potíž je pouze v důkaze existence limity (15-1). Za tím 
účelem potřebujeme zkoumati, jakých hodnot nabývá funkce 

i * ? (15-2) 
y — 1 

v blízkosti bodu y = 1. Místo funkce (15-2) můžeme studovati její převrá-
cenou hodnotu, tedy funkci 

<p(y) = 

Pro y = 1 není <p(y) definována, neboť zlomek se jmenovatelem 0 je bez-
významný. Pro všecka ostatní y > 0 je však funkce q>(y) definována. Tedy 
obor funkce <p(y) je číselná poloosa, ze které se odstraní bod 1. 

V ě t a 35. Funkce <p(y) je spojitá. 
To plyne z vět 27, 28 a cvič. 64. 
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Zaveďme si aritmetický svazek se základem o, = 1 » geometrický 
svazek se základem gY = g. Jako obvykle budiž 

®n + l = y , 1 = 

F J T i » - . i 1 5 ' 5 ) 

a» 
" n + l = 

Víme, že 
l o g , ^ = K -

takže pro k 0 je 

^ = T Š T < 1 5 3 ) 

V ě t a 36. Jsou-li u, v dělicí body geometrického svazku a je-li 
u =j= 1 =i= v, u < v, jest q>(u) < q>(v). 

D ů k a z . Zvolme n tak , že oba body v jsou dělicí body ra-té 
geometrické stupnice. Mimo bod 1, ve kterém funkce <p(y) není defi-
nována, má ta to stupnice za dělicí body jednak body 

napravo od bodu 1, jednak body 

I , _ L , 1 
9n 9«*' 9n 

nalevo od bodu 1. V bodech (15-4) nabude funkce <p(y) hodnot 

o n 2an 3an
 y ' 

v bodech (15-5) nabude funkce <p(y) hodnot 

9n ' 1 9n2 ~ 1 9n9— 1 
?n«n ' 2gn 'an ' 3gn

aaH 

Protože gH > 1, an > 0, následuje ze cvič. 6, že (15-6) je s t o u p a j í c í 
posloupnost, a ze cvič. 7, že (15-7) je k l e s a j í c í posloupnost. V (15;6) 

je tedy nejmenší člen — - ; v (15-7) je největší člen — zřejmě 
Ci 9i «i 

však 
9i— 1 < 9i~ 1 

9i<h ®i 
takže kterýkoli Člen posloupnosti (15-7) je menší než kterýkoli člen 
posloupnosti (15-6). Tím je patrně důkaz věty dokončen. 

(15 
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V ě t a 37. Funkce q>(y) je rostoucí funkce. 
D ů k a z . Budiž yx > 0, y2 > 0, yx 4= 1 #= y2, yx < y2. Máme doká-

zati, že <p(yx) < <p(y2)- Podle cvic.46 a 47 existují dělicí body geometric-
kého svazku u, v takové, že u 4= 1 4= v, yx< u < v < y2. Podle 
věty 36 je <p(v) > <p(u). Proto můžeme zvoliti ěíslo c > 0 tak, že 

<p(u) + e < <p{v) — e. (15-8) 

Podle věty 35 existuje na číselné poloose interval J , který neobsahuje 
bod 1, takový, že bod yx leží uvnitř J a takový, že | <p(y) — <p(yi) | < e 
pro každý bod y uvnitř J. Podle cvič. 46 a 47 můžeme zvolit uvnitř J 
dělicí bod geometrického svazku, pro který je ^ < u; jest tedy 
<P(ti) < <p(u) podle věty ' 36 a mimoto je | ipfa) — <p(yi) \ < e. bocela 
stejně se dokáže, že existuje dělicí bofl t2 #= 1 geometrického svazku, 
pro který je <p(v) < q>(t2) a | <p(ta) — <p(y2) | < e. Jest 

<P(Vi) < <P(h) + £< <p(u) + e, 
<P(Vi) > <P(t2) — e > <p(v) — e, 

takže podle (15-8) je <p(yx) < <p(yi). 
Body gn, gn+1, g~x, g~lx jsou dělicí body našeho geometrického 

svazku, jsou různé od bodu 1 a jest g~l < < gn+l < gn. Podle 
věty 36 je 

vigň1) < 9(9ňl 1) < <p(9n+1) < <p(9„)-
Tedy 

<9(9?), <PÍ9i)>, ivfo1), <P(9t)>, <?(9VX)' 9»(íh)>> • • • (16 9) 
je řetěz intervalů. Podle (15-3) je 

^ - » » • i P r ' " 
takže podle (10-8) a podle cvič. 26 je (15-9) vytvořující řetěz určitého 
bodu x. Bod x leží v intervalu (^(í^f1), , takže je x > 0. 

V ě t a 38. Pro y > 1 je q>(y) > x; pro 0 < y < 1 je <p(y) < x\ 
mimo to je 

lim <p(y) = x. (1510) 
v— 

D ů k a z . Je-li y > 1, pak podle (10-8) existuje index n, pro který 
9n < V> takže <p(g„) < <p{y) podle věty 37; protože x je v n-tém inter-
valu posloupnosti (15-9), je x < <p(y)- Je-li 0 < y < 1, pak existuje 
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takové n, že gn < y~l neboli > y, tedy <p{g~l) > y, takže x > y 
Zbývá dokázati vztah (15-10). Budiž dáno číslo e > 0; máme dokázati , 
že existuje interval J, uvnitř kterého je bod 1, takový, že | <p(y) — 
— « | < e pro vSecka y =(= 1 uvnitř intervalu J. Ježto (15-9) je vytvo-
řující řetěz bodu tx, jest 

lim yig-1) - ix, lim tp(gn) = tx. 

Tedy můžeme zvolit n tak, že | <p(g^1) — <* | < e, | <p{gn) — x | < s. 
Protože < 1 < gn, leží bod 1 uvnitř intervalu J = <<7~\ gn)>. 
Leží-li y 4= 1 uvnitř J , pak podle věty 37 je 

<p{y) < <p(gn) < « + e> <p(y) > vteň1) > <* — e. 
Hodnota čísla tx > 0 závisí na volbě základu g logaritmické funkce, 

s pomocí které jsme tvořili funkci <p(y). Nahradíme-li funkci log, y 
jinou logaritmickou funkcí, pak podle věty 16 existuje číslo c > 0 

. takové, že nová logaritmická funkce je identická s funkcí c logř y; 
obráceně c log, y je podle cvič. 42 logaritmická funkce při každé volbě 
čísla c > 0. Zavedeme-li místo funkce log, y funkci c log, y, máme 
místo funkce 

log 9y 
funkci 

y — 1
 = <p(y) 

c log, y c ' 

takže místo čísla x dostaneme číslo —. Protože je x > 0, vidíme, že 
c 

vhodnou volbou základu logaritmické funkce můžeme docíliti toho, že 
číslo odpovídající číslu x bude míti libovolně předepsanou kladnou 
hodnotu; a různým hodnotám čísla x odpovídají různé logaritmické 
funkce. Zejména existuje zcela určitá logaritmická funkce, u které číslo 
odpovídající číslu x má hodnotu 1. Základ této logaritmické funkce 
označíme e; my jsme sice v odst. 6 už označili písmenem e zcela určité 
číslo, ale to nevadí, neboť ze vztahu (15-13), který v brzku dokážeme, 
plyne volbou x = 1 a porovnáním s (6-16), že číslo e zde závedené je 
totožné s číslem é ?avedeným v odst. 6. Logaritmy o základu e se jme-
nují p ř i r o z e n é neboli N a p i e r o v y (čti neperovy) logaritmy; budeme 
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je značití symbolem log, poněvadž záměna s logaritmy dekadiokými 
není zde možné.*) 

Cvičení 71. Jest 
l i m ^ — í - = l , (1611) 

log y 

l i m J o g y = 1 (1512) 
M Í " 1 

Cvičeni 72. Pro yt > 0, ya > 0, yx 4 1 4= yt, yx < y, jest 

VÍ — v% —1 
log Ví logy, 

Vě ta 39. Pro y > 0/ y 4 1 je 1 + log y < y. 
Důkaz. Podle věty 38 (ve které y = e, tedy « = 1) je pro y > 1 

y — l 
T ' > 1 

logy 
a mimo to log y > 0 podle cvičení 44, takže y — 1 > log y neboli 
y > 1 + log y. Podle věty 38 je pro 0 < y < 1 

y. 1 < 1 neboli > — i 
log y — log y 

a mimo to —log y > 0 podle cvič. 44, takže zase y — 1 > log y neboli 
y > 1 + log y. 

Věta 40. Pro každé reálné x je 

e" = 

Důkaz. Pro x = 0 je vztah (1543) zřejmý. Budiž tedy x 4= 0. 

Položme y = 1 -\ . Pro n > | x | je y > 0, takže symbol log y má 
n 

význam, a jest 

Když celé n roste do nekonečna, pak y se blíží jedné (a pro n > | x | 
je y > 0, y 4= 1); tedy podle (1512) je 

*) Viz poznámku na str. 43, 
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lim — log / l + — Y = 1 „_>„ x B \ n j 
takže 

- l i - l o g ( l + 

Podle vět 25 a 31 je tedy 
log 

lim e 
»-»oO 

Tím je (15-13) dokázáno, neboť 

Kr. 

( i + 

podle definice levé s t rany. 
Cv ičen í 73. Je-li 0 < u < v, jest 

1 log v — log u 1 
v v — u u 

Je-li 0 > u > v, jest 
l o g | t ; | — l o g M 

v v — u u 
v u 

[Ve větě 39 volte jednak y = —, jednak y = —. ] 

V ě t a 41. Pro každé y 4= 0 je 

(log.l y I)' = y 

To plyne snadno ze cvič. 73. 

Cvičen í 74. Je-li r < s, je 
e í er 

e r < < e'. 
8 — r 

[Ve ovič. 73 volte v, = er, v = e*.] 
V ě t a 41a. Pro každé reálné x je 

(e*r = e1 . 
Cvičení 76. Budiž u > 0. Pro každé reálné x je 

(UXY = ux log u. 
[Jest ux = ex log "•] 



V ě t a 42. Budiž s libovolné reálné číslo. Pro každé reálné x je 

(xřY = sz*- 1 . (15-14) 

D ů k a z . Jes t x = eloB* podle definice pravé, s t rany, tedy 
oč = e*log x podle cvič. 59. Vzorec (15-14) plyne tedy z vět 41 a 41a 
podle pravidla o derivování složené funkce (viz VM, qdst. 17). 

Můžeme si odvoditi vzorec (15-14) také bez pravidla o derivování 
složené funkce. Budiž nejprve a > 1. Je-li 0 < x < y, pak je podle cvič. 60 

< x 
a podle cvič. 01 

Tedy podle cvič. 72 je 

o < / i i y < 

\ y ) y 

\ y j y 

L O G ( F ) ' I O G ^ y 

Podle (12-2) můžeme tyto nerovnosti psáti ve tvaru 

(I)'"' 
< J—i: , (15-15) 

y y 
log— a log—-

X • X 

(ir-
X 

1 1 
y 

- < — . (15-16) 
i x i x 

a log — log — B y 8 y 
y 

V nerovnosti (15-15) násobme na obou stranách kladným číslem log —, 
y • x 

a týmž kladným číslem log — = — log — násobme také obě strany ne-
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rovnosti (15-16). Vyjde 

. Ť['-(f)1< l-r 
Násobíme-li ještě v (15-17) obě strany kladným číslem ax' a v (15-18) obě 
strany kladným číslem ay', dostaneme, že pro « > l , 0 < a ; < y j e 

y> — x' . 
ax8 < - < ay«-1 

y — x 

a z toho plyn© snadno (15-14) pro a > 1, protože funkce ax«—1 je pro x > 0 
spojitá podle cvič. 65. Máme-li takto (15-14) dokázáno pro a > 1, můžeme 
dále usuzovati na př. takto. Platí-li (15-14) pro určité a, pak je podle pra-
vidla o derivování podílu [viz VM, vzorec (18-3)] 

( * . - > ) ' = = ^ - ^ r * ' - 1 = <. - 1 ) 

t. j. vzorec (15-14) zůstane v platnosti, zmenáíme-li a o jedničku. Proto 
vzorec (15-14) platný pro a > 1 zůstane v platnosti pro a > 0, pro a > — 1, 
pro 8 > — 2 atd., t . j. pro všecka reálná a vůbec. 

Cvičení 76. Derivujte funkce 
a) log (x8 + 1); b)e*': c) x*; 

_ . . _i . 

d)eV*; e) log ( x + l / ^ + T ) , f ) ( s * + l ) * . 
16. Exponenciální řada. Když ^ x | < 1, jest 

X® O? X* log(l + » ) = * — — - f y — — + ..., 

1 4- X a? X* 

S pomocí těchto řad se dají velmi pohodlně počítati logaritmy. Ale o tom je 
řeč ve VM, odst. 30, a není důvodu, abychom se tím v této knížce zabývali 
znovu. Za to se v tomto odstavci seznámíme s jinou nekonečnou řadou, 
» pomocí které můžeme velmi snadno počítati nejen číslo e, nýbrž také hod-
noty funkce ex pro všecka reálná x. 

V ě t a 43. Budiž 
/ i(*), / .(*), / .(*), • •• , (16-1) 

posloupnost spojitých funkcí v intervalu (r, a). Pro všecka x uvnitř 
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<r, a) a pro n = 1, 2, 3, . . . budiž 

/ ' . + i(*) = /.(*)• (16-2) 
Pro n ^ 2 budiž /B(r) = 0. Je-li /j(x) stále kladná pro všecka x uvni t ř 

a>, pak t aké pro n 2 je /„(a;) stále kladná pro všecka x uvni t ř 

D ů k a z . Nechť při určitém n je /„(x) > 0 pro všecka x uvnitř 
(r, a}. Máme dokázat i totéž o funkci / n + 1 (x ) . Funkce /B+x(a?) je spoji tá 
v intervalu ( r , a> a uvni t ř <r, a ) má podle (16-2) stále k ladnou derivaci. 
Funkce fn+i(x) t edy roste v intervalu (r, a ) podle věty 34, takže pro a; 
uvnitř <r, a> je / B + 1 ( s ) > / n + 1 ( r ) = 0. 

Cvičen í 77. Budiž (16-1) posloupnost spojitých funkcí v intervalu 
(r, a y . Pro všecka x uvnitř (r, a) a pro n = 1, 2, 3", . . . nechť platí (16-2). 
Pro n ^ 2 budiž /n(a) = 0. Je-li /¡(x) stále kladná pro všecka x uvnitř 
(r , a), pak pro n ^ 2 je /»(x) pro všecka x uvnitř (r , ay 

a) stále kladná, je-li n hché; b) stále záporná, je-li n sudé. 
Věta_ 44. Budiž (16-1) posloupnost spojitých funkcí v intervalu 

<V, a y . Pro všecka x uvni t ř <r, a> a pro n = 1, 2, 3, . . . nechť plat í 
(16-2). Pro 2 budiž /B(r) — 0. Budiž c > 0 určité číslo; pro všecka x 
uvnitř (r, ay budiž | fx(x) | < c. Pak pro n ^ 2 je pro všecka x uvni t ř 
<7, «> 

. , . , , (x — r ) " - 1 

I M « ) I < « ( , _ ! ) ! • 

D ů k a z . Pro n = 1, 2, 3, . . . budiž 

= c ̂ nZTl̂ 1 + /h(:c)' 
zejména 

F ^ x ) = c - A(x), ^ ( x ) = c + A(x), 

takže ^ ( x ) > 0, Gx(x) > 0 pro všecka x uvni t ř <r, a>. ^„(x) a Gn(x) 
jsou spojité v intervalu ( r , a) a uvni t ř ( r , sy je 

Pro n j> 2 je Fn(r) = 0 = Cn(r). Podle věty 43 je pro všecka x uvnitř 
<fl ay Fn(x) > 0, Gn(x) > 0, tedy 
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(a; — r ) " - 1 . , . , . 
C ( » - l)i > I / " ( X ) | -

C v i č e n í 78. Budiž (16-1) posloupnost spojitých funkcí v intervalu 
(r, «>. Pro všecka x uvnitř <r, a> a pro n = 1, 2, 3, . . . nechť platí (16-2). 
Pro n ^ 2 budiž /»(«) = 0. Budiž c určité číslo; pro všecka x uvnitř (r, «> 
budiž | ft(x) | < c. Pak pro w ^ 2 je pro všecka a; uvnitř (r,a) 

— a;)»—1 

Cvičen í 79. Pro každé reálné a; 

S I 
— 1 1 
"5T-J 

- 1 ) 1 

i* r 
je'lim — = 0.1 Pro dosti veliká n je 

«-•oo«' L 

( n + 1)! 

V ě t a 45. Pro všecka záporná x a pro n = 1, 2, 3, . . . je 

xn+1 I (X X1 xn \ I 
1 + i r + -2r + - + ^ r ) | < 

+ 1)! 

( X X * xn\ 

1 H H + . . . -| 1 s tejné 
1! 21 71! / 

zna-

mení jako -
xn+1 

+ 1)! 
, je tedy kladná při lichém n a záporná př i sudém n. 

D ů k a z . Zvolme r > 0 tak, že číslo x < 0, pro které choeme pro-
vésti důkaz, je uvnitř intervalu <— r, 0>. Pro x v intervalu <[— r, 0> 
a pro n = 1, 2, 3, . . . budiž 

/•(*) -
X2 X"—1 

+ Š T + - + OÍ 
e"—1 \ 

zejména h(x) = 1 — e*. Pak jsou fn(x) spojité funkce v intervalu 
-(— r, 0) a pro všecka n je /B(0) = 0. Podle vě ty 41a je pro všecka x: 
f'n+i(x) = / .(»). Konečně je fx(x) > 0 uvnitř intervalu <—r , 0) . Tedy 
podle cvič. 77 je uvni t ř <— r, 0> stále 

fn(x) >- 0 při lichém n, fn(x) < 0 při sudém n. 

Z toho plyne tvrzení vě ty snadno. Je-li n liché, pak pro — r < x < 0 
x* jest / . ( * ) > 0, / n + 1(s) = / „ ( * ) + - — < o, tedy 0 < /„(*) < 

n\ 
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(16 3) 

x" Podobně při sudém n je: fn(x) < 0, fH+1(x) — fn(x) H p- > 0, 
n\ 

tedy 0 > /„(«) > 

V ě t a 46. Pro všecka kladná .x a pro n — 1, 2, 3, . . . je 

D ů k a z . Zřejmě stačí dokázati, že pro každé r > x je 

0 <»'-(' + n + li + • + S)< <•' - 5 
Jes t r > 0; dokážeme, že (16-3) plat í pro všecka x uvni t ř intervalu 
<0, r>. Za t ím účelem položme 

( X x2 xn—^ \ 

l + I I + 2 ] + - . + ( — T y r ) . 

zejména / j (x) = e®—• 1. Pak jsou /„(x) spojité funkce v in-
tervalu <0, r.>, jest /n(0) = 0, f'n+í(x) = fn(x). Pro x uvni t ř r je 
0 < fx{x) < e ř — 1. Tedy uvnitř <0, r> je /„(*)-> 0 podle věty 43 

x»—1 

a /B(x) < (er — 1) — — podle věty 44. Píšeme-li n 1 místo n, 

dostaneme (16-3). 

V ě t a 47. Pro všecka reálná x je 

ex = 1 + -jy + + j| + . . . do nekonečna. 

D ů k a z . To je ,zře jmé pro x = 0 a plyne pro x < 0 ze cvič. 7!) 
a věty 45, pro x > 0 ze cvič. 79 a vě ty 46. 

Cvičen í 80. Vypočtěte 

e = 2,718 281 828 459..., 
e - 1 = 0,367 879 441 117... 
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III. Goniometrické funkce. 

17. Komplexní čísla. Na střední škole se zavádějí k o m p l e x n í 
č í s l a pří nauce o kvadratických rovnicích. Má-li kvadratická rovnice 
ax2 + bx +• c = 0 záporný diskriminant D = b2 — 4ac, pak nemá 
ta to rovnice v oboru reálných čísel žádný kořen. Ale v širším oboru 
komplexních čísel má ta rovnice dva kořeny, totiž 

- 6 + Í T / R P ] _ — & — I Y N P I 
^ 2a ' - 2H • 

Každé komplexní číslo z má tvar z = x + y\, kde x, y jsóu dvě 
reálná čísla. Řekneme, že x je r e á l n á č á s t komplexního čísla z a že y 
je i m a g i n á r n í č á s t komplexního čísla Z, což budeme psáti 

X = 9Í(*), y = 3(2). 
Na př. 

9Í(2 — 3i) = 2, 3 (2 — 3i) = — 3; 
91(5) = 5, 3(5) = 0; 
9l(5i) = 0, 3(5i) = 5; 
91(0) = 0 , 3(0) = 0 . 

čísla reálná jsou zvláštním případem čísel kompletních; jsou to ta 
komplexní čísla, jejichž imaginární část je rovna nule. Ta komplexní 
čísla, jejichž r e á l n á část je rovna nule, jmenují se r y z e i m a g i n á r n í 
čísla. Každé komplexní číslo je součet dvou sčítanců, z nichž jeden je 
reálný a druhý ryze imaginární. 

Komplexní čísla sčítáme) odčítáme-a násobíme jako čísla reálná, 
jen musíme věděti, že i2 = — 1: 

(a + 6i) + (c + di) = (a + c) + (6 + d) i, 
(o + 6i) — (c + di) = (o — c) + (6 — d) i, 
(a + bi)(c + ái) = ac + ói . c + a . di + 6i . di - (ac — bd) + (bc+ad) i. 
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Cvičen í 81. Vypočtěte 
a) (2 + 3i)(3 - 2i) - (4 + i)(l - 4i); 
b) (2 + 3i)2 + (3 + i)a + (1 + 2i)2; 
c) ( i + l ) ( i + 2 ) ( i + 3 ) ; 
d) (3 + i)2(4 - i) — (3 + i)(4 - i)2-

Cvičen í 82. (x -f yi)(x — yi) = a? + ya. 

Dělení komplexních čísel převádíme na násobení pomocí cvič. 82. 
Dělení nulou je i v oboru komplexních čísel stejně nemožné jako 
v oboru čísel reálných. Je-li však c -+- di 4= 0, pak 

a + bi _ (o 4- bi) (c — ¿i) _ (ac + bd) + (bc — ád) i _ 
c + di~~ (c + di) (c — dij ~ c2 + d2 

_ac + bd bc — ad . 
' č^+ď2 + c2 + d2 

Cvičen í 83. Vypočtěte 
2 + i . 3 + i i — 2 2i — 1 

a > r + 2 i ' b ) T ^ r i ' c ) Š ' d ) r + 3 í 

K e komplexnímu číslu z — x yi k o n j u g o v a n é k o m p l e x n í 
č í s l o je z* = x — yi. Hvězdička má v dalším všude tento význam. 

Cv ičen í 84. Buďtež u, v komplexní čísla. Pak je 
(Ú + v)* = u+ + v*, (« — v)* = u* — v*, {uv)* = u*v* 

a když v 4= 0, je také 
lu\* _ u* 
I v f v* 

Jako si reálná čísla znázorňujeme body na přímce, t ak si komplex-
ní čísla znázorňujeme body v rovině. Za t ím účelem si zvolíme v rovině 
pravoúhlou soustavu souřadnic v obvyklé poloze: osu x vodorovně 
s k ladným smyslem od levé s t rany k pravé, osu y svisle s k ladným 
smyslem zdola nahoru. Obrazem komplexního čísla x + yi je bod, 
jehož pravoúhlé souřadnice jsou x, y. Obrazy r e á l n ý c h č í s e l padnou 
na osu x, k teré proto ř íkáme r e á l n á o s a ; obrazy r y z e i m a g i n á r n í c h 
č í s e l padnou na osu y, které proto ř íkáme i m a g i n á r n í o s a . Nad 
reálnou osu padnou obrazy těch komplexních čísel, jejichž imaginární 
část je kladná, pod reálnou osu obrazy těch, jejichž imaginární část 
je záporná. Napravo od imaginární osy padnou obrazy těch komplex-
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-2+2 i 

- 1 

3*3i 
i 

Jt! 

3-2 i 
3! 

Obr. 7. 

nich číael, jejichž reálná část je kladná, nalevo padnou obrazy těch, 
jejichž reálná část je záporná. 

V obr. 7 jsou znázorněna kom-
plexní čísla 2 + 3i, — 2 + 2i, 
— 1 — 3i, 3 — 2i, 2, 3, — 2, —1, 0. 

Protože vlastním předmětem 
našich úvah nejsou body, nýbrž 
čísla, a protože body v rovině jsou 
pro nás pouze obrazy komplexních — 
čísel, není t řeba příliš ostře rozlišo-
va t i mezi komplexním číslem a bo-
dem, který je jeho obrazem. Proto 
mluvíme krátce na př. o bodu 2 + 3 i 
místo o bodu, k terý je obrazem 
komplexního čísla 2 + 3i. % 

Cvičen í 85. Budiž u 4= 0 komplexní číslo. Probíhá-li t všecka reálná 
čísla, probíhá bod tu přímku, která spojuje bod 0 s bodem u. Probíhá-li t 
pouze kladná reálná čísla a nulu, probíhá bod tu polopřímku, která vychází 
z bodu 0 a jde bodem u. 

Cvičen í 86. Buďtež u, v dvě komplexní čísla; budiž u 4= v, v. 4= 0 =|= v. 
Neleží-li všecky tři body 0, u, v na přímce, pak jsou 0, u, u + v, v vrcholy 
rovnoběžníka. 

Ze střední školy víte, že střed úsečky, která spojuje bod «i = «i + 2/iV 
s bodem Zg = x2 -f- y2i, má souřadnice 

2 1 2 ' 

Tedy je tento střed dán komplexním číslem • 

• M p " (17-1) 

Cv ičen í 87. Dokažte pomocí komplexních čísel, že úhlopříčky rovno-
běžníka se navzájem půlí (viz cvič. 86). 

U komplexních čísel nedefinujeme pojmy „větš í" a „menší". 
Přes to také v nauce o komplexních číslech hra j í důležitou roli nerov-
nosti. Nerovnosti přicházejí do té to nauky s pomocí pojmu absolutní 
hodnoty . A b s o l u t n í h o d n o t o u komplexního čísla z + yi rozumíme 
číslo ]/a;a + y2; značíme je obyčejně | x yi\. Geometricky znamená 
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I x + yi | vzdálenost bodu x + yi od počátku, t. j . od bodu z = 0. 
Obecněji znáte ze středili školy vzorec pro vzdálenost d bodu 
zi = xi + 2/ii od bodu za = x2 + ya: 

d = ]/(x2 — Xj)2 + (y2 — 

tento vzorec lze psáti ve tvaru 

. d=\zi — z1\. (17-2) 

Všimněme si, že pro r p á l n é z má symbol | z | obvyklý význam. 
O absolutních hodnotách komplexních čísel platí jednoduchá, 

ale důležitá pravidla. 
Cvičení 88. Pro každé komplexní číslo z je | — z | = | z |, | z* \ = | z |. 
Cvičení 89.- Je-li komplexní číslo z =# 0, je | z | > 0; avšak | 0 | = 0. 
Cvičení 90. Pro každé komplexní číslo « je zz* = | z |2, | z | = |/zz*. 
V ě t a 48. Jsou-li u, v komplexní čísla, je | uv | = | u | . | v |. 
D ů k a z . Podle cvič. 84 a 90 je 
| VA) I = yUV . (uv)* = . W* - ]juu* . yvv* - | u | | v |. 

V ě t a 49. Jsou-li u, v komplexní čísla, j e | t t + » | ^ | t t | + | v | . 
D ů k a z . I . Dokažme napřed | l + z | ^ l + | z | . 
Budiž z = x -f iy. Jes t x ^ | x | ̂  j /x2 + y2 = | z |, tedy 2x ^ 21 z |. 

Přičteme-li v této nerovnosti na obou stranách číslo 1 + x2 y2, 
dostaneme l-\-2x + x2 + y 2 f L \ + 2\ z\ + \z\2 neboli 
| 1 + z |2 = (1 + x)2 -f y2 £ (1 + | z |)2, takže j 1 + z | ^ 1 + | z [. 

I I . Nerovnost, kterou máme dokázati, je zřejmá pro u = 0. 
v 

Je : l i však u 4» 0, položme z = —, takže w + v = w(l + z). Podle I 
u 

a podle věty 48 je 

~ití + v i = i t t | . | i + z i < : i t t | . ( i + i z i ) = 
= \ u\ + \ u\ ,\z \ = \ u\ \ uz \ = \ u\ + \ v\. - -

Cvičení 91. V nerovnosti | w + v | <1 | w | + | v | platí zrutmení rov-
nosti v těchto třech případech a v žádném jiném: [1] když u = 0, [2] když 

v 
v = 0, [3] když u #= 0 4= v a když — je kladné reálné číslo. 

u 
Cvičení 92. Dokažte pomocí komplexních čísel, že každá strana troj-

úhelníka je menší nežli součet ostatních dvou stran. 
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18. Jednotková kružnice. Komplexní čísla z s absolutní hodnotou 
rovnou jedné vyplní kružnici se středem v počátku a s poloměrem 
jedna; říká se jí j e d n o t k o v á k r u ž n i c e . Jednotkovou kružnici si 
uspořádáme takto: Prvním bodem je bod 1, posledního bodu není. 
Bod zx jednotkové kružnice je před bodem z2 jednotkové kružnice, 
když přijdeme dříve do polohy zx nežli do polohy z2, probíháme-li 
jednotkovou kružnici p r o t i směru pohybu ručiček hodin počínajíce 
polohou 1. 

Cvičení 93. Budiž | u | = 1, | v | = 1. Bod u leží na jednotkové 
kružnici před bodem v tenkrát (a pouze tenkrát), nastane-li jeden z těchto 
tří případů: [1] 3 (u) ¡> 0, 3(v) < 0; [2] 3(u) ^ 0, 3(v) ¡> 0, 9í(w) > 
[3] 3(u) < 0, 3(v) < 0, < 

V ě t a 50. Budiž 1 ^ 1 = 1, | z2 | = 1, 9>t (z^ > 0, S fo ) > 0, 
3(z2) ^ 0. Pak leží na jednotkové kružnici bod z2 před bodem z1z2. 

D ů k a z . I . Podle věty 48 leží z1z2 na jednotkové kružnici. 
Budiž Zi = xx + yxi, z2 = x2 + y2i, tedy xx > 0, yx > 0, y2 0. Jes t 
ZjZa = (xxx2 — yxy2) -f (xxy2 + x2yx) i. Protože 3(z2) j> 0, potřebujeme 
podle cvič. 93 pouze dokázati, že je buďto xxy2 + x2yx < 0 nebo 
xxx2 — yxy2 < x2. Rozeznávejme t ř i případy. 

I I . Budiž x2 > 0. Ježto xx
2 = 1 — z2

2 < 1, jest xx < 1; tu to 
nerovnost smíme násobiti kladným číslem x2 a dostaneme xxx2 < x2. 
Ježto yx > 0 , y2 0, tedy xxx2 — yxy2 ^ xxx2 < x2. 

I I I . Budiž x2 = 0. Pak je-y2* = | Zg \2 = 1, yt > 0, tedy y2 = 1. 
Proto je xxx2 — yxy2 = — yx < 0 = x2. 

I I I . Budiž x2 < 0. V případě xxy2 -(- x2yx < 0 nemáme co doka-
zovati. Budiž tedy xxy2 + x2yx ^ 0. Jes t a^ ^ 1, y2 ^ 0, tedy xxy2 ^ 
fS y2. Protože x2 < 0, yx > 0, je x2yx < 0, tedy xxy2 + x2yx < xxy2 <1 
<1 y2, protože xxy2 + x2yx 0, je (x1y2 -f x2yxf < y2

2. Tedy 
1 = | z1z2 |2 = (xxx2 — yxy2)2 + + x2yx)2 < (xxx2 — yxyt)2 + yt

2, 
takže (xxx2 — yxy2)2 > 1 — y2

2 = x2
2, tedy | xxx2 — yxy2 | > | x2 \r 

Avšak a:2 < 0, tedy | x21 = — x2. Ježto xx > 0, x2 < 0, yx > 0, 
y2 7> 0, je | xxx2 — yxy21 - yxy2 — x1x2. Tedy yxy2 — xxx2 > — x2, 
takže xxx2 — yxy2 < x2. 

Jsou-li u, v dva různé body na jednotkové kružnici, jest jimi 
jednotková kružnice rozdělena na dva obloůky s krajními body u, v. 
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Označíme {u, v} ten z nich, který dostaneme, pohybyjeme-li se po 
jednotkové kružnici p r o t i ručičkám hodinovým od polohy u do po-
lohy v\ druhý oblouk bude pak ovšem {v, u}. Když bod u leží před 
bodem v, pak oblouk {u, v} obsahuje mimo své krajní body u, v ještě 
právě ty body jednotkové kružnice, které leží m e z i u a v, t . j . sou-
časně za bodem u a před bodem v. Je-li v = 1, tedy u =f= 1, pak 
oblouk {u, 1} obsahuje mimo své krajní body u, 1 ještě právě ty body 
jednotkové kružnice, které leží za bodem u. 

Budiž dán na jednotkové kružnici konečný počet bodů 

= 1, 32, z,, . . . , Zm, (18-1) 

z nichž prvý je bod 1 a které jsou napsány v takovém pořádku, 
v jakém je dostaneme, probíháme-li jednotkovou kružnici počínajíc 
polohou 1 proti ručičkám hodinovým. Pak se nám jednotková kružnice 
rozdělí na oblouky 

{«1, %)> Z»}. • • •> {Zm-1> zm)> izm' (18-2) 
které se navzájem nepřekrývají, ale které pokryjí celou jednotkovou 
kružnici. Takové rozdělení jednotkové kružnice na oblouky (18-2) 
nazveme k r u h o v o u s t u p n i c í a body (181) nazveme d ě l i c í m i 
b o d y té stupnice. 

19. Kruhový svazek. V tomto odstavci si zavedeme zcela určitou 
posloupnost kruhových stupme, kterou nazveme k r u h o v ý m s v a z -
k e m . Prvá stupnice kruhového svazku má dva dělicí body 1, — 1 
a skládá se tedy ze dvou oblouků {1, — 1} a {—1, 1}. 

Cvičení 94. {1, — 1} se skládá z těch bodů z jednotkové kružnice, 
pro něž 3(z) 0; {— 1, 1} se skládá z těch z, pro něž 3(z) ^ 0. 

Abychom si definici ostatních stupnic kruhového svazku připra-
vili, budeme si definovati rekurentně zcela určitou posloupnost 

Ui, ut, Ut, . . . (191) 

bodli jednotkové kružnice a položíme pro všecka n 

"n = Pn + U^2) 
Nejprve budiž 

u t = — 1, tedy P l = — 1, gx = 0. (19-3) 
Je-li při určitém n bod (19-2) již definován, def inu jmew n + 1 rovnicemi 
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(Jež to | wn |2 = p n
2 -f qn

2 = 1, je | pB | ^ 1, takže žádný odmocněnec 
v (19-4) není číslo záporné.) J e s t 

o i „2 _ 1 + Pn , l — P n _ . 
Pn+1 + < + 1 £ ' 2 ' 

takže (19-1) je v sku tku posloupnost bodů na jednotkové kružnici. 
Podle (19-3) a (19-4) je 

«i = i. Pi •= 0. ?2 = (19-5) 
C v i č e n í 95. Pro 3 je 0 < pn < 1, 0 < qn< 1. 
V ě t a 51. P ro n ¡> 1 je « B + 1 - un. 
D ů k a z . P ro n = 1 to plyne z (19-3) a (19-5). Budiž t edy n ^ 2. 

Podle (19-5) a podle cvič. 95 je qn ^ 0. Protože p2 + q2 = 1, qn ¡> 0, 
je gn = l / l — p B

2 . Avšak z (19-4) plyne 

« í + i = (J». +1 + ?« + i i ) ! = A + iVl — 
takže «*'+1 = p„ + 7„i = u n . 

C v i č e n í 96. Pro n ^ 1 je w»2" - 1 = — 1, u„ , B = 1-
V ě t a 52. P ro n = 1, 2, 3, . . . , k celé, 0 £ k £ 2 " - 1 je 3 (ul

n) ^ 0. 
D ů k a z . P ro n = 1 a pro n = 2 to plyne z (19-3) a (19-5). Můžeme 

t edy předpokládat i , že př i urči tém w ¡> 2 je vě ta správná a máme doká-
zati, že zůs tane správná i pro n + 1- Máme t e d y dokázati , že pro 
0 ^ k <; 2" je 3(m b Í x ) I > 0. Je-l i k - 2h sudé, je m*+1 = un% = uh

n 

podle vě ty 51 a 0 <; h ^ 2 " - \ t edy 3(«* + 1 ) ¡> 0. Je-l i však k liché, 
jsou k — 1 a k -f- 1 čísla sudá, jež jsou obě nezáporná (t. j . ¡> 0) 
a nejvýše rovna 2", takže ^ 0, 3(w*+}) ^ 0. Avšak | « n + 1 1 = 1, 
t edy Un+1 . u n + 1 * — 1, takže 

« Í 7 l + «5+1 = < + l K + l * + « « + i ) = 2 P n + 1 < + l -

Tedy 2 P n + 1 . 3 ( » J + 1 ) = 3 ( ^ 1 ) + 3 « + } ) ^ 0. Avšak pn+1 > 0 podle 
cvič. 95 (neboť n 2), t akže 3(Mb+1) 0. 

Věta 53. Body 

\,un,un\ . . . , « B
2 " - 1 (19-6) 

67 



jdou zá sebou v tomto pořádku na jednotkové kružnici, probíháme-Ii 
ji prot i ručičkám hodinovým. 

D ů k a z . I . Budiž 0 ^ k ^ 2n~1. Dokážeme, že bod u* leží před 
bodem Pro n = 1 to plyne z (19-3), pro n = 2 z (19-5). Budiž 
tedy n 3. Podle cvič. 95 je 9i(u„) > 0, 3(wn) > 0; podle vě ty 52 je 
3(11%) ¿ t 0. Tedy bod w* leží před bodem u*+1 = un podle věty 50. 

I I . Pro 0 < k < 2"~1 jest 3 ( < ) > 0. Neboť podle I leží bod w* za 
bodem 1 a před bodem Mn

2" 1 , t . j . před bodem — 1, protože m n
2" 1 = — 1 

podle cvič. 96. 
I I I . P ro 2n—1 < ifc < 2" jest u* = — w* - 2 "" 1 podle cvič. 96, 

takže 3(«*) < 0 podle I I . 
IV. Budiž 0 A < k < 2". Máme dokázati, že bod ííJ je před 

bodem u*. Rozeznávejme tři př ípady. Je-li předně k 2n~1, leží uh
n 

před u* podle I ; mimo to je v tomto případě 3(u*) ¿ í 0, 3(«*) ^ 0 
podle věty 52, takže 9t(«*) > 9í(w*) podle cvič. 93. Je-li za druhé 
h > 2n—x, pak podle tohb, co právě bylo řečeno, je 9 i (wjp 2 n *)> 
> 9 * « - 2 " - 1 ) ; podle cvič. 96 je však uh

H = u \ = — u l ~ 2 n ~ \ 
takže 9<(uh

n) < 9í(w*); mimo to je 3(w*) < 0, 3 « ) < 0, takže uh
n 

leží před w* podle cvič. 93. Je-li konečně A 2 " - 1 < k < 2n, je 3(w*) 
¡> 0 podle yěty 52, 3(«*) < 0 podle I I I , takže uh

n leží před u \ podle 
cvič. 93. 

Nyní můžeme konečně definovati w-tou stupnici kruhového 
svazku. Skládá se z oblouků 

{1, «„},{«„, V ) , 1} 
m 

a (19-6) jsou její dělicí body. Tyto body jsou, v tom pořádku jak jsou 
psány za sebou, vrcholy jakéhosi 2B-úhelníka Mn vepsaného do jednot-
kové kružnice. 

V ě t a 54. Mn je pravidelný 2"-úhelník s délkou s t rany 2q„+l. 
D ů k a z . Délka k-té s t rany mnohoúhelníka Mn je | ul~1 — ul

n |. 
(Podle cvič. 96 je w2" = 1, takže je to pravda i pro k = 2B.) Podle 
věty 48 je 

I I = I (1 - « „ ) I = I I • I 1 - I = I l ~ U n I. 

neboť | u n | = 1. Tedy jsou všecky s t rany stejně dlouhé a tudíž M n je 
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pravidelný, neboť je vepsán do kružnice. Podle vě ty 51 je un = M„+1
2; 

mimoto « n + 1 u n + í * = 1 podle cvič. 90. Tedy podle věty 48 

I 1 — «»1 = 1 «»+i w»+i* — M»+ia I = I u » + 1 I • I  un+i* — M»+i I = 
' = I «»+i* — «•+> I = I 2í»+i I = 2?»+i> 

neboť gB + 1 ^ 0 podle (19-5) a podle cvič. 95. 
Dělicí body (19-6) »- té stupnice kruhového svazku lze podle věty 

51 psát i ve tva ru 

" 1 7/ 2 „n+U ,, 2b+1—2 
" n + 1 ' M > • • •) " n + l 

Tedy (» + l ) - n í s t u p n i c e k r u h o v é h o s v a z k u v z n i k n e z n - t é 
s t u p n i c e r o z p ů l e n í m v š e c h j e j í c h o b l o u k ů . 

V ě t a 55. Jes t 
lim pn = 1, lim qn = 0. 
N—>00 A—HO 

D ů k a z . Podle (19-4) je 

1 1 + P n 
_ 1 — Pn. 

1 + V1 + p„ 2 1 + P n + 1 

Podle (19-5) a podle cvič. 95 je pn+1 0, tedy 1 + pn+1 ^ 1, takže 

1 — pn+t ^ — ^ toho následuje indukcí 

1 = 2B—1 ~~ 2» ' 
4 

mimo to pn ^ 1 (neboť pB
2 -f qn

2 = 1 ) , tedy 0 1 — pn ^ — , takže 

lim pn= 1. Protože pB
2 + ?n

a = 1, musí být i také lim qn = 0. 

Je-l i n 2, pak každý oblouk {«*, un*+1}, (0 £ 2" — 1) n-té 
stupnice kruhového svazku je částí jednoho ze čtyř oblouků 

{l , i} , { i ,— 1}, {—1, - i } , {—i, 1} 

druhé stupnice svazku. Z toho následuje, že když bod z = x + yi 
probíhá oblouk {«„, mb

+1} od polohy wB do polohy « B
+ 1 , x buďto stále 

roste nebo stále klesá, a také y buďto stále roste nebo stále klesá. Pro to 
jak x t ak y při tom probíhá určitý interval. Označme {«„, «¡¡¡+1}i 
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interval, který probíhá x, a {w*, u*+1}a interval, který probíhá y. Je-li 

« = <«. by, {«*, tt^1}. = <c, d y , 
pak z čísel a,b jedno se rovná (u*) a druhé 9l(«*+ 1); Z čísel c, d, 
jedno se rovná 3(«*) a druhé 3(w*+1). Zřejmě 

b-a£\u*-u*+1\, d - c ^ K - ^ + M , 

takže d é l k y o b o u i n t e r v a l ů j s o u 2yB+1 podle věty 54. 

Pro n = 1 máme dva oblouky {1,—1},{—1, 1}. Když z = x -J- yi 
probíhá oblouk {1, —1} od polohy 1 do polohy — 1, tu x stále klesá od 
hodnoty 1 do hodnoty — 1, a y nejprve roste od hodnoty 0 do hodnoty 
1 a potom klesá od hodnoty 1 do hodnoty 0, takže x probíhá interval 
{1, —1}X = <—1, 1> a y probíhá interval {1, — l}a = <0, 1>. Podobně 
když 2 = x -f- yi probíhá oblouk {—1, 1}, probíhá «interval {—l , l} i= 
= <—1, 1> a y probíhá interval {—1, 1}S = <—1, 0). 

Cvičení 97. Budiž {v, w} jeden oblouk některé stupnice kruhového 
svazku. Je-li z = x + yi bod na jednotkové kružnici a náleží-li číslo x do 
intervalu {v, w}y a y do intervalu {v, w}2, pak z náleží do oblouku {v, w). 

D ě l i c í b o d k r u h o v é h o s v a z k u je takový bod na jednotkové 
kružnici, k terý je dělicím bodem některé stupnice svazku. Zřejmě 
každý dělicí bod kruhového svazku je dělicím bodem s k o r o v š e c h 
stupnic svazku. 

Je-li M nějaká soustava bodů na jednotkové kružnici, pak řek-
neme, že M leží h u s t ě na jednotkové kružnici, když ke každému bodu 
z jednotkové kružnice a ke každému číslu e > 0 lze udat i bod v 
p a t ř í c í do s o u s t a v y M a vzdálený od bodu v o méně než e. 

Cvičení 98. Dělicí body kruhového svazku leží hustě na jednotkové 
kružnici. 

Je-li 
«i = + yxi, za = xt + y2i, z„ = xB + yti, . . . (19-7) 

posloupnost komplexních čísel a je-li také z — x + yi komplexní 
číslo, pak vztah 

lim zn = z (19-8) 
n— 

znamená, že platí zároveň lim xn = x, lim yn = y. 
«—•co «-»«> 
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Cvičení 99. Platí-li vztah (19-8), ve kterém z„ a 2 jsou komplexní čísla, 
pak lze každému kladnému e přiřaditi index p tak, že pro všecka » > p je 
| z„ — z | < e. Obráceně, je-li splněna tato podmínka, platí vztah (19-8). 

Cvičení 100. Věty 3, 4 a 6 platí také pro posloupností s komplexními 
členy. 

Cvičení 101. Leží-li soustava bodů M hustě na jednotkové kružnici, 
pak lze každému bodu z na jednotkové kružnici phřaditi posloupnost (19-7), 
jejíž členy jsou vzaty vesměs ze soustavy M, a pro kterou platí (19-8). 
Obráceně, je-li splněna tato podmínka, leží M hustě na jednotkové kružnici. 

Ačkoli dělicí body kruhového svazku leží hustě na jednotkové kružnici, 
přece existují na této kružnici také body, které néjsou dělicími body 
svazku. Takový bod je na př. 

~ 1 + iV 3 - • 
2 

Kdyby při nějakém n bylo z = w*, pak by podle cvič. 96 bylo z2" = 1, 
tedy také z4" = (z4")2" = 1. Avšak snadno se vypočte, že z3 = 1, takže 
?' = s a z toho následuje indukcí, že z4" = z =)= 1-

Zvolme bod z = x + yi na jednotkové kružnici tak, že z n e n í 
dělicím bodem kruhového svazku. Pro každé n máme v n-té stupnici 
svazku určitý oblouk {vn, wn), ve kterém leží bod z. Zřejmě 

{»i. wi)i> iv2, {"a, m>S}I (19-9) 
{"i. Wllí. {«a. w2}2. {*>»> ••• (19-10) 

jsou řetězy intervalů. Bod x leží ve všech intervalech (19-9); bod y 
leží ve všech intervalech (19-10); pro » ^ 2 je délka w-tého intervalu 
obou řetězů nejvýše rovna 2gn+1; tedy ze cvič. 25 následuje podle 
věty 56, že (19-9) je vytvořující řetěz bodu x a (19-10) je vytvořující 
řetěz bodu y. Bod z náleží do všech oblouků * 

{Vy, w j , {vt, wty, {rs, wt}, . . .; (19-11) 

obráceně, když bod £ = £ + rji náleží do všech oblouků (19-1), ná-
leží | do všech intervalů (19-9) a ŤJ do všech intervalů (19-10), takže je 
£ = x, r\ = y, tedy f = z. Tudíž z je j e d i n ý bod společný všem 
obloukům (19-11); řekneme, že (19-11) je k r u h o v ý ř e t ě z bodu z. 

Cvičení 102. Pro n = 1, 2, 3, ... zvolmq v n-té stupnici kruhového 
svazku oblouk {vn, wn}, takže, dostaneme posloupnost (19-11). Když (19-11) 
je kruhový řetěz nějakého bodu z na jednotkové kružnici, který není dělicím 
bodem kruhového svazku, pak: [1] pro každé n je buďto vn+1 = vn nebo 
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wn+i = wn; [2] je nekonečně mnoho takových n, pro něž vn+í = v„ i ne-
konečně mnoho takových n, pro něž wn+1 = wn. Obráceně, jsou-li splněny 
podmínky [1] a [2], je (19-11) kruhový řetěz určitého bodu z na jednotkové 
kružnici, který není dělicím bodem kruhového svazku. 

Cvičení 103. Budiž z bod na jednotkové kružnici, který není dělicím 
bodem kruhového svazku. Budiž (19-11) kruhový řetěz bodu z. Pak je 

{M>x*, y } , {wa*, V } > {wa*> V I . • • • 

kruhový řetěz bodu z*. 

20. Funkce sin x a cos x. 
Na střední škole se učí, jak lze každému úh lu a přiřaditi dvě čísla, 

která se ?načí sin x a cos x. My si budeme definovati numerický význam 
symbolů sin x a cos x, kde x probíhá všecka r e á l n á čísla. Za tím úče-
lem přiřadíme každému reálnému číslu x určitý úhel x a položíme 

sin x = sin x, 
cos x = cos x, 

kde symboly napravo mají týž význam jako na střední škole. Úhel x volíme 
V takové poloze, že jeho vrchol je v počátku a že prvním ramenem je kladná 
část reálné poloosy; druhé rameno úhlu x protne jednotkovou kružnici 
v bodě z. Podle toho, co víte ze střední školy, bude (i co do znamení!) 

sin x — 3(z), cos x ~ ^(z). 
Běží tedy jen o to, jak každému reálnému číslu x přiřadit určitý úhel x 

neboli, což je v podstatě totéž, určitý bod z na jednotkové kružnici; budeme 
psáti 

z - E(x). 
Geometricky se dá toto přiřazení popsati velmi názorně a jednoduše. 
Nejprve je E(0) = 1. Je-li za druhé číslo x kladné, pohybujeme se po jednot-
kové kružnici p r o t i r u č i č k á m h o d i n o v ý m od polohy 1 až do té polohy 
z = E(x), ve které délka dráhy, kterou jsme urazili, je rovna číslu x. Je-li 
za třetí x záporné, pohybujeme se {>o jednotkové kružnici po r u č i č k á c h 
h o d i n o v ý c h od polohy 1 až do té polohy z = E(x), ve které délka dráhy, 
kterou jsme urazili, je rovna číslu | x \. 

Nyní budeme zkoumati, jak lze od této geometrické definice dospěti 
k ryze a r i t m e t i c k é definici symbolu E(x). Délka celé jednotkové kružnice 
je, jak známo, rovna 2n. Budiž dáno určité n = 1, 2, 3, . . . Víme, že body 

1, un, u n . . . , un® 
kde un = pn + qni bylo definováno v odst. 19, rozdělí jednotkovou kružnici 
na 2" sobě r o v n ý c h (viz větu 54) oblouků 

{i,«»}, K , « n
2 } , - - , { « „ 2 n - 1 , 1 } , 
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které následují za sebou v tomto pořádku, probíháme-li jednotkovou kruž-
nici od bodu 1 proti ručičkám hodinovým. Délky všech těch oblouků dohro-
mady dají 2n, takže délka každého z nich je n : 2"—1. Proto podle geometric-
ké definice symbolu E(x) je 

( 2 0' n 

pro 0 <1 k 2" —1; protože však Mn
s" = 1 (viz ovič. 96), následuje z geo-

metrické definice, symbolu E(x) snadno, že (201) platí pro,každé celé 
k = 0, i i 2 , . . . Mimoto plyne z geometrické definice symbolu E(x), 

kn (k -ť- 1) h 
že když x probíhá interval <( , — — ^ — ) , probíhá bod z=E(x) na 

má Z 

jednotkové kružnici oblouk {«*, w„*+1}; i toto platí pro každé celé k. 
Dosud jsme vycházeli od geometrické definice symbolu E(x). 

Nyní začneme všecko znovu, ale ten tokrá t budeme postupovati ryzeJ 

ari tmeticky; co bylo řečeno dosud v tomto odstavci, o to se nebudeme 
opírati, ač je t ím ovšem následující ari tmetický postup m o t i v o v á n . 
Př i tom nebudeme z geometrie předpokládat ani znalost čísla n. Místo 
toho si zat ím zvolme d o c e l a l i b o v o l n é kladné číslo, které sice už 
nyní označíme symbolem n, pro které však teprve v následujícím 
odstavci provedeme určitou ari tmetickou volbu [viz (21-11)], o které 
se potom přesvědčíme, že geometricky znamená polovinu délky jed-
notkové kružnice. 

Zavedeme si ari tmetický svazek se základem n a budeme hodnotu 
symbolu E(x) definovati ar i tmeticky nejprve pro t en případ, že x je 
dělicí bod našeho ari tmetického svazku. Zvolme určité n\ n- tá stupnice 
ar i tmetického svazku má základ n : 2"—1, takže její dělicí body jsou 

kn 
(¿ = 0 , ± 1 , ± 2 , . . . ) . (20-2) 

Hodnotu symbolu E(x) v těchto dělicích bodech definujeme aritme-
ticky pomocí (20-1), takže t y to hodnoty jsou body jednotkové kruž-
nice; jsou to dělicí body n-té stupnice kruhového svazku. 'Je-li 
un"(0 ^ í ^ 2B—x) libovolný dělicí bod n-té stupnice kruhového 
svazku, pak je E(x) = w* pro nekonečně mnoho dělicích bodů x n-té 
stupnice aritmetického svazku, a to pro dělicí body 

kn kn (k ± 2») n kn . . kn 
2»—i' 2^=1 ± = 2"—1 ' 2 i = i ± ^ • ± 6 n ' 

neboť iíB*" = 1 podle cvič, 96, 
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Každý dělicí bod x aritmetického svazku je dělicím bodem skoro 
všech stupnic svazku a musíme se přesvědčit, že pomocí (20-1) je 
symbolu E(x) dána t á ž hodnota, ať jakkoli zvolíme index n, pro který 
je x obsažen mezi body (20-2). Stačí se přesvědčit, že je tomu tak,-
přejdéme-li od indexu n k indexu n + 1. Je-li 

_ len _ 2 bit 
x ~ 2"—1 2»"' 

pak pomocí n-té stupnice dostáváme E(x) = u*, pomocí (n + l)-ní 
stupnice E(x) = což je totéž podle věty 51. 

Zbývá definovati symbol E(x) pro takové x, které není dělicím 
bodem aritmetického svazku. Budiž 

<rl> *1>, <»"2. *2>. <ra, «3>. • • • ( 2 0 - 3 ) 

aritmetický řetěz bodu x. Pro každé n budiž 

= E(rn), wn = E(aJ; (20-4) 

z definice (20-1) plyne, že {vn, wn) je určitý oblouk n-té stupnice kruho-
vého svazku. Podle cvič. 33 je pro každé n buďto r n + 1 = rn nebo 
s B + 1 = «„ a je nekonečně mnoho takových n, pro něž r B + 1 = rn , i ne-
konečně mncřho takových n, pro něž s n + 1 = sn. Z toho následuje, že pro 
každé n je buďto vn+l = vn nebo wn+1 = wn a že je nekonečně mnoho 
takových n, pro něž vn+1 = vn, i nekonečně mnoho takových n, pro 
něž wn+1 = wn. Tedy podle cvič. 102 je 

{vlt Wj}, {v2, w2), {vit wa}, ... (20-5) 

kruhový řetěz určitého bodu z na jednotkové kružnici, k terý není 
dělicím bodem kruhového svazku. Hodnotou symbolu E(x) rozumíme 
tento bod z. 

Cvičení 104. Pro každé reálné x je | E(x) | = 1. 
Cvičení 105. Pro každé reálné x je E(x + 2TI) = E(x). 
Cvičení 106. Jest 

E(0) = 1, E{n) = - 1 ,E | | - J = i, E 

V ě t a 56. Pro každé reálné x je E(—x) = [E(x)]*. 
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D ů k a z . I. Budiž nejprve x dělicí bod aritmetického svazku. Při 
kn 

vhodných n a k je x = - 2 n_ 1 ; tedy E(x) = uk, E(—x) = u~k. Avšak 

| « í I = 1, tedy u* . (uk)* = 1, 'takže u~k = « ) * . 
I I . Není-li x dělicí bod aritmetického svazku, budiž (20-3) jeho 

aritmetický řetěz, takže pomocí (20-4) dostaneme kruhový řetěz (20-5) 
bodu E(x). Zřejmě 

<—«i. —»i>, raX <— «s. —»»>, • • • 
je aritmetický řetěz bodu —x, takže podle I je 

{M>I*, V } , {M>2*> I>2*}, {w3*, va*}, ... 
kruhový řetěz bodu —x. Tedy E(—x) = [i?(x)]* podle cvič. 103. 

V ě t a 57. Budiž 0 ^ xx < xa < 2ji. Pak bod E f a ) leží na jednot-
kové kružnici před bodem E(x^-, probíháme-li jednotkovou kružnici 
počínajíc bodem 1 proti ručičkám hodinovým. 

D ů k a z . Leží-li x v některém z intervalů 

<0, < 5 ^ . • • 2 , ) , (20--B) 

leží bod E(x) v příslušném z oblouků 

{1, «„}>(«»> V } . - - . « " - 1 . 1}- (20-7) 
Při dosti velkém n je takový interval, ve kterém je bod Xj, jistě na-
psán ve (20-6) před takovým intervalem, ve kterém je bod xa. Z toho 
plyne tvrzení věty,, neboť oblouky (20-7) následují jeden za druhým 
v napsaném pořádku, probíháme-li jednotkovou kružnici počínajíc 
bodem 1 proti ručičkám hodinovým. 

V ě t a 58. Je-li l ima B = a, je lim E(an) = E(a). 
n-*eo n—»-oo 

D ů k a z . I . Leží-li body x', x" v témž intervalu <r, s ) k-té stupnice 
aritmetického svazku, jest 

| 3 [2? (x ' ) ] - $[E(x»)] \^2qk+v 

Neboť oba body E(x'), E(x") leží na oblouku {v, w}, kde v = E(r), 
w = E(a), takže^oba body 9l[.E(x')], 9t[í?(x")] jsou v intervalu {v, w}l 

a oba body 3 [^(x ' ) ] , 3[^(x")] jsou v-intervalu {v, w}3\ a na str. 70 jsme 
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si všimli, že z věty 54 následuje, ze délky obou intervalů {v, w}lt 

{v, w}t jsou ^ 2 
I I . Zvolme e > 0. Máme dokázati , že existuje index p takový, 

že pro všecka n > p je 

I S t ^ a , ) ] - 3 [tff«)] | < e. ^ ^ 
Podle věty 55 můžeme zvoliti index k tak , že 4gř

Jfc+1 < e. Proto-
že lim an = a, existuje takový index p, že pro všecka n > p je 

»-»co 
| an — a |< n : 2k~l. Budiž n > p; dokážeme, že platí (20-8). V k-té 
stupnici aritmetického svazku budiž interval obsahující bod a a J t 

interval obsahující bod an. Protože | an—a | je menší než délka inter-
valů k-té stupnice aritmetického svazku, intervaly Ji} J2 buďto sply-
nou, nebo to jsou dva sousední intervaly. Rozhodně existuje bod y, 
který leží i v intervalu J x i v intervalu J 2 . Podle I jsou čísla . 

| - |, | - 9 l [ i ( a ) ] |, 
| 3 [ £ ? K ) ] - 3 [ i % ) ] | , | $[E(a)]\ 

vesměs ^ 2q t + 1 . Protože 4qk+x < e, platí (20-8). 
V ě t a 59. Jes t E(x + y) = E{x) . E(y). 
D ů k a z . I . Předpokládejme nejprve, že x a y jsou dělicí body 

aritmetického svazku. Exis tu je takové n, že x a y jsou dělicí body 
ra-té stupnice ari tmetického svazku, takže existují celá čísla h, k 
taková, že 

hn kn , , (h + k)n 
* = y = t e d y x + y - 2 „ - i ' 

Pak je 
E{x) = uh

n, E(y) = «1 E(x + y) = <+*, 

takže E(x + y).= E(x) E(y). 
I I . Buďtež nyní x, y libovolná reálná čísla. Podle cvičení 29 

a 32 existují pro n = 1, 2, 3, . . . dělicí body xn a yn aritmetic-
kého svazku takové, že lim xn = x, Um yn = y. Podle věty 3 je 

»—•co n-*a> 
Um (xn + yn) = x + y. Podle věty 58 je 

lim E(xn) = E(x), Um E(yn) = E(y), 
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lim E(xn + yn) = E(x + y). 
n-*<o 

Podle cvič. 100 je 
lim E(xn) E(yn) = E(x) E(y). 
«—•oo 

Podle I je však pro všecka n : 

E(*n + Vn) = E{yn), takže E(x + y) = E(x) E{y). 
Cvičen í 107. Budiž z libovolný bod na jednotkové kružnici. Pak exis-

tu je (jediné) reálné číslo x takové, že — n < x <Ln, E(x) = z. 

Nyní položme pro každé reálné x 

sin x = 3[E(x)], cos x = 9*[.E(x)], (20-9) 
takže 

E(x) = cos x i sin x. (20-10) 

Z vlastností komplexní funkce E(x) plynou ihned příslušné vlast-
nosti obou reálných funkcí cos x, sin x. 

Cv ičen í 108. Pro každé reálné x je cos2 x + sin2 x = 1. 

Cvičen í 109. Pro každé reálné x je 

cos (x -+- 27i) = cos x, sin (x -f- 2n) = sin x. 

Cvičen í 110. Jest 
cos 0 = 1 , cos n = — 1', cos \ n = 0, cos.(— \ n) = 0, 
sin 0 = 0, sin n = 0, sin 1, sin ( — = — 1. 

Cvičení 111. Pro každé reálné x je 
cos (— x) = cos x, sin (— x) = — sin x. 

Cvičen í 112. Funkce cos x klesá v intervalu <0, ;r>. Funkce sin x 
roste v intervalu <(—\ n, 

Cvičen í 113. Funkce cos x a sin x jsou spojité. , 
Cv ičen í 114. Pro všecka reálná x a y je 

cos (x y) = cos x cos y — sin x sin y, 
sin (x -)- y) = sin x cos y + cos x sin y. 

Cvičen í 115. Je-li — 1 ^ t ^ 1, pak existuje (jediné) reálné číslo x 
takové, že 0 ^ X < ^ T I , COS X = t a (jediné) reálné číslo y takové, že — 
<1 y ^ sin y = t. 
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Cvičen í 116. Jest cos x = 0 pro 

* = ± i » , ± * » , ± (20-11) 
a pro žédné jiné reálné x. Jest sin x = 0 pro 

M= 0, ±N, ± 2TI, ... (20-12) 

a pro žádné jiné reálné x. 
Jakmile známe definici a vlastnosti funkcí sin x, cos x, můžeme zavésti 

funkce tg x, cotg x rovnicemi v 

sin x cos x 
tg X = - , cotg X - . (20-13) 

cos x sm x 
Funkce tg x není definována v bodech (20-11); funkce cotg x není defino-
vána v bodech (20-12), -

Cvičení 117. Jest identicky 
tg (x + 7l) = tg x, cotg (x + 7t) = cotg x, 

tg (— a;) = — tg x, cotg (— x) = — cotg x. 
Cvičení 118. Jest identicky 

tg x + tg y 
tg {x+ y) = 

cotg (x -f- y) 

1 — tg a; tg y' 
cotg x cotg y — 1 
cotg x + cotg y 

Cvičení 119. Pro — \ N < x < \TI funkce tg x stále roste a nabývá 
všech reálných hodnot (každé jednou). Pro 0 < x•< n funkce cotg x stále 
klesá a nabývá všech reálných hodnot (každé jednou). 

21. Derivace. V ě t a 60. Buďtež r, a dělicí body aritmetického 
svazku se základem TI. Je-li 0 < r a ^ TI, jest 

s i n ^ s i n * . (21-1) 
r s \ / 

D ů k a e . Zvolme n tak, že r a s jsou dělicí , body n-té stupnice 
aritmetického svazku. Pak je 

0<h<k£2», , ( 2 1 - 2 ) 

sin r = 3(w£), sin a = 3(«*). 

Položme pro m = 1, 2, 3, ... 
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takže 
- •= 3 ( < + 1 - 2 < + K-1)- . 

Podle (19-2) a podle vě ty 51 je, protože | u n + l \ 2 = wB+1 . «„ + 1 * = 1, 

< + 1 - + « r 1 <{<+i- 2 

= K («„+1 - «.+1-*)1 = < (2ig„+1)a = — 
takže 

• «m+l — am = — 4 ? » + l 3 < . 
Je-li 0 < m < 2", je vnitrní bod oblouku {1, — 1}, tákže 3 « * ) > 
mimoto g n + 1 =f= 0 podle (19-5) a cvič. 95, takže a m + 1 — a m < 0. Tedj ' 

<h > ®2 > «8 > • • • > ®2B-
Podle cvič. 5 je tedy, ježto 0 < h < k <L 2n, 

.. <h + a» + •• • + ah g j + «fa + • • • + ttt 
h > k ' 

Avšak 
• / 

« h + « , + . . . + a t = 3 [ K — 1) + («„• — «,,) + . . . + (u* —»*-*) ] = 
- 3 (u* — 1) = 3 («*) = sin a 

a ' podobně ax + a2 + . . . - ( - ah — 3(«„) = sin r. Tedy 

sin r sin s 
~h~ > ~T 

a z toho plyne (211) podle (21-2). 
V ě t a 61. Buďtež r, a dělicí body aritmetického svazku se zákla-

dem 7t. Je-li 0 < r < 8 < je 

s i n r < _ s i n i - . (21-3) 
r cos r 8 cos 8 

i 
D ů k a z . Při vhodném n 4 je 

' = = * < * < * < » * - * . (2i-4> 
ííb = cos r + i sin r, wB = cos s + i sin a. 

Pro 0 < m < 2B—2 leží body 1 na oblouku {1, i} a jsou různé 
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od i, takže + 0 4= 9 * « - 1 ) ; proto můžeme položiti 

3 « ) 3 « - 1 ) 
= 

9 1 « ) 9 Í « - 1 ) 
Píšeme-li tt~ = ocm + /9mi, je 

. Pm Pm—X _ Pm «m—1 <*m fim—1 a m = • 
<*m «m—1 . aiB«m—1 

Avšak 
Pm «m—l — «mPm-l = 3 [(«TO + i/?m) («m-1 — IFIM-L)] = 

= 3 K • = 3 . = 3-K) = ? n , 
takže 7» 

o«i = • 
<*m <*m—1 

Tedy 
* * - g* ?» _ gn («m-1 ~ * m + l ) 
®m+X — ®m — •• (^l-O) 

am <*m 01m—l <*ro+l am 
Body 1 = «o + poi, un = pn + qni = + fti, M„2 = <x2 + /32i, . . ; 
•u^1 = a2n + • i = i následují popořádku za sebou na oblouku 
{1, i}, sledujeme-li jej od bodu 1 k bodu i; proto z (21-5) plyne, že 

«1 < a2 < «a < • • < «2n-2 
takže podle věty 1 je 

(h + + • • • + a>h «i + «a + • •• + g t 
A <- k 

Avšak 

«. •+ „ , + . . . + „ , , ( & - & ) + ( & _ & ) + . . . + ( & _ & = • ) = \«i <*o/ \«a «1/ \<** <*i-i/ 

Pi Po _ Pt _ sin s 

a podobně je 
« i • «0 « i coss 

1 B i n r 

takže s i n r ^ s in« 
h GOS r k cos a 

a z toho plyne (21-3) podle (21-4). 
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sin x 
V ě t a 62. Funkce klesá pro 0 < x < n. . x 
D ů k a z . Budiž 0 < xx < x2 ^ ň. Máme dokázati, že 

sin Xj ^ sin x2 (21-7) 
xx x2 

Podle cvič. 29 a 30 existují dělicí body r, s ari tmetického svazku 
takové, že xt < r < s < x2. Podle věty 60 je 

sin r sin s 

takže můžeme zvoliti Číslo e > 0 tak, že 
sin r sin s , 
— e > h e-r s 

(21-8) 

sin x 
Podle věty 27 a podle cvič. 64 a 113 je funkce ——- spojitá v bodě Xj. 

Tedy existuje na číselně ose interval J, který neobsahuje bod 0, takový, 
že bod xx leží uvnitř J a že 

sin x sin XL 

X X1 
< e 

pro každý bod x uvni t ř <7. Podle cvič. 29 a 30 můžeme zvolit uvn i t ř J 
dělicí bod aritmetického svazku, pro k terý je tL < r ; podle věty 60 je 

sin sin r 
U 

mimoto je sin 

> T 
sin Xi 

< e. 

Docela stejně se dokáže, že exis tuje dělicí bod t2 ari tmetického svazku, 
pro k terý je 

sin L s in« s i n í . sin x, 
t. < < e. 

Jes t 

t2 

takže z (21-8) plyne (21-7). 

sin x, sin t, sin r 
— p > — — — e > e, 

«i k r 
sin Xo sin L , sin s 

Čech, Elementární funkce. 0 81 



Sltt 2J Cvičení 120. Funkce roste pro 0 < x < ±71. x cos x * 
Jes t 

v l n \ i • 7 1 ' . n 
I 2^1 = " » = ?'» + »?«> c o s " 2 ^ = r ^ 8111 ^ r = 

Podle věty 60 je 

<ři, 2gg) 2 ^ 23«74, (21-9) 

stoupající posloupnost; podle věty 61 je 

(21-10) 
Pa PÍ Ps 

klesající posloupnost; členy posloupnosti (21-10) jsou kladné podle 
cvič. 95; tedy posloupnost (21-10) je konvergentní podle věty 9. Nyní 
plyne z vět 4 a 55, že také posloupnost (21-9) je konvergentní. J e to 
stoupající posloupnost s kladnými členy, takže její limita je kladné 
číslo. My jsme však v odst. 20 označili písmenem n kladné číslo, jehož 
určitou volbu jsme odsunuli do tohoto odstavce. Nyní volíme 

TI = lim 2N-\. (21-11) 
n—* oo 

V ě t a 63. Číslo n je polovina obvodu jednotkové kružnice. 

D ů k a z . Podle věty 54 je Mn pravidelný 2n-úhelník s délkou 
strany 2qn + 1 . Obvod jednotkové kružnice je limita posloupnosti, jejíž 
n-tý člen je obvod mnohoúhelníka Mn, tedy 2" . 2qn+x , takže z (21-11) 
plyne, že obvod jednotkové kružnice je 2TI. 

V ě t a 64. Jes t 
sin x lim — - = 1. 

z — O x 

D ů k a z . Protože sin = q„, je 

lim ^ = 1, je-li *„ = (2M2) 
n-*» *» " 

Je-li dáno e > 0, můžeme podle (21-12) zvoliti index p tak , že pro 
sin xn všecka n > p je 
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sin z 
i x | < xp je — 1 < e. Je- l i z =|= O, | x | < xp, exis tu je index 

sin x sin \x | 
n > p t akový , že xn < | x j < xp. J e s t = ——— podle cyič. 111, 

X | X | 
sin x 

t akže číslo podle vě ty 62 leží mezi čísly 
sin x„ sin x, 

, k t e rá leží 

mezi čísly 1 — e a 1 + e. P ro to je 

V ě t a 65. J e s t 

sm x 
— 1 < e. 

lim 1 - C O a a : = 0. 
z-*0 X 

D ů k a z . Z vě ty 64 plyne, že 

sina x 
x-*0 x 

takže podle cvič. 108 je 
.. 1 — cos2 x . l im = 1 
x-+0 X 

a z toho následuje snadno, že 

1 — cos* x 

Avšak 

lim 

1 COS X 1 COS8 X 

0. 

a podle cvič. 110 a 113 je 
1 

lim 
x-+0 1 + cos X 

1 + cos X 

= b 

Z (2114), (2115) a (2116) p lyne (2113). 

V ě t a 66. P ro každé reálné x je (sin x)' = cos x. 
D ů k a z . Podle cvič. 114 je pro h #= 0 

sin (x 4- h) — sin x sin A 1 — cosi 
Í T1 = cos x . —= sm x 1 

takže podle vět 64 a 65 je 

sin (x + h) — sin x 
l im 5 ^ = cos x. 

(21-13) 

(21-14) 

(21-15) 

(21-16) 

h-*0 
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Cvičení 121. Pro každé reálné x je (cos x)' = — sin x. 

Cvičení 122. Pro každé x různé od hodnot (20-11) je (tg x)' = * 
coa* x 

Pro každé x různé od hodnot (20-12) je (cotg x)' = ——. (Podle pra-

vidla o derivování podílu). 
Cvičení 123. Derivujte funkce 

. . . „ sin3 x cos3 3 a; 
a) sin3 x cos 3a;; b) —; c) —. ; 

cos 3a; sin x 
d) xn sin" x; e) x" sin8 nx\ f) xn sin" nx\ 

, , , 1 + sin x 
g) e~x sinm a; cos" x; h) log -—; i) e9,n*. 1 — srn x 

22. Rozvoje funkcí sin x a cos x v nekonečné řady. Jak se dá číslo JI 
pohodlně počítati pomocí nekonečných řad, o tom je řeč ve VM, odst. 32 
a zde se tím nébudeme zabývati. Za to poznáme v tomto odstavci nekonečné 
řady, pomocí kterých se dají pohodlně počítati hodnoty funkcí sin x a cos x 
pro všecka x. 

V ě t a 07. Pro všecka x > 0 a pro n = 1, 2, 3, . . . je 

[x 8 X® ' X2n~1 1 I X2n+1 

x - 3! + 5! - • •: + 1 ) B " 1 (27^—1)!J | < ( 2 ^ + i y r 

j c o s x 2 ! + 4 ! --- + 1 (2w)!j | (2ra —f— 2)! 

Mimoto jsou diference 
^.S X 2 " - 1 1 

3! + 5 i . + ^ 

COB X 

kladné při sudém n a záporné při lichém n. 

D ů k a z . Pro n = 1, 2, 3, . . . budiž 

[x9 x5 a;2"-"1 1 

a ; - 3 ! + 5 ! - - + ( - 1 ) " _ I ( 2 ^ 1 ) 7 } 
r x? x4 x2n i 

9n(x) = cos X - - T l + T l - . . . + ( - 1)» - ^ J . 
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Pak je pro všecka n a x 

/'„+!(*) = ín(*), ?'»(*) = —/•(«)• 
Zejména je /x(x) = sin x — x, tedy h(x) < 0 pro 0 < x ^ n podle vět 
62 a 64; pro x > n je fx(x) <j 1 — n < 0, takže je /i(x) < 0 pro všecka 
x > 0. Pro všecka n je /n(0) = gn(0) = 0. Užijeme-li věty 43 na po-
sloupnost funkcí 

—fÁx), ffl(x), fi(x), —/»(a-), 9ÁX), ÍÁX), 
dostaneme, že pro všecka x > 0 je 

/n(x) < 0, gn(x) > 0 při lichém n, 
fn(x) ^ 9n(x) < 0 při sudém n. 

\ 

Při lichém n je pro x > 0 
x2n+l 

• /„(*) < o, fn+i(x) = fn(x) + -^qrí)! > 

x2n+2 

gn(x)> 0, g„+1(x) = gn{x)— + 2 ) j < 0, 

tedy 
j;2n+l g2n+2 

0 < — fn(x) < 0 < gn(x) < (2n + 1)!' ' (2w + 2)!" 

Podobně vyjde př i sudém n 

x2« + l x2n + 2 

0 < U x ) < W + W 0 < - ^ X ) < ( 2 r + 2 ) ! -

Cv ičen í 124. Pro všecka reálná x je 
x3 x6 x7 

sin x = x — —. 4- — — — 4- . . . do nekonečna, 
3! 5! 7! 
2*2 /g4 

cos x = l — — + — — — -+- . . . do nekonečna, z! 4! o! 

S pomocí těchto výsledků můžeme snadno počítati velmi přesně 
sin x a cos x pro každé nepříliš velké x. Je-li dán úhel <x ve stupních, 
Í* rovné n s tupňům, je 

nn nn 
sin a. = sin — , cos « = c o s — . 
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Proto je při užívání našich řad třeba znáti numerickou hodnotu 
čísla n. Jes t 

71 = 3,14159 26535 89793 . . . , 
n- = 9,86960 44010 89358 . . . 

Cv ičen í 125. Vypočtěte aspoň na osm desetinných míst sin 2°, cos 2°, 
sin 3°, cos 3°, sin 5° a přesvědčte se, že sin 2° . cos 3° + sin 3° . cos 2° = 
= sin 5°. (Jest 

sin 2° = 0,03489 94967 02501..., 
cos 2° = 0,99939 08270 19095 
sin 3° = 0,05233 59562 42943..., 

' cos 3° =*= 0,99862 95347 54574 
sin 5° = 0,08715 57427 47658...) 

V odst. 16 jsme poznali, že pro každé reálné x je 
<V2 <J»3 I>I4 /M6 

° x = 1 + V. + h + h + ?i + h + -
Dosadíme-li do té to nekonečné řady ix místo x, dostaneme řadu 

x x2 x3 x* x6 

• 1 + i n _ 2 ! - i 3 ! + 4 l + i 6 l _ -

jejíž členy jsou střídavě reálné a ryze imaginární. Podle cvič. 124 
součet reálných členů je cos x, součet všech ryze imaginárních členů je 
i sin x. P ro to je účelné definovati hodnotu eix pro reálné x identi tou 

e i x = cos x + i sin x. (22-1) 
Podle cvič. 111 je 

e lx = cos x — i sin x, 
takže 

cos x = — , sin x - — . (22-2) 
ů ¿1 

Formule (22-1) a (22-2) se jmenuj í E u l e r o v y f o r m u l e . 
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