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Pfedmluva.

Funkce logaritmické a funkce goniometrické, které jsou hlavnim
predmétem této kniZky, probiraji se na stfedni $kole dosti podrobné,
ale tak, Ze v popfedi zdjmu je ,,prakticky‘ vyznam téch funkef, kdezto
zde jde pfedeviim o jejich piesnou aritmetickou definici a o pfesné
odvozeni jejich zdkladnich vlastnosti ze zvolené definice. Doufam, Ze
pedlivy étenal muzZe z detby této knizky ziskati mnohem vice nezli
pouhou hlubsi znalost nékolika specialnich funkei. Pfi spisovani knizky
mi tanul na mysli cil vy&8i; bude ho dosazeno, pfesvédéim-li étenafte, Ze
logicky rozbor zikladnich pojmi neni ani méné zajimavy ani obtiz-
néjsi nez poditani , pfikladu®. Zvykne-li si étenaf cetbou knizky na to,
e se v matematice nema zajimati jen o vzorce a o podetni zruénost,
nybrz Ze si ma viimati také logické stavby matematickych dedukef,
pak ma za sebou hlavni potiZe, které se za¢ateénikovi stavi v cestu pfi
studiu kterékoli partie tak zvané vyssi matematiky.

Pii rozboru studovanych funkei vychazim od jejich elementarni
definice. Vy83i matematika umoZiiuje mnohem rychlej$i odvozeni
zékladnich vlastnosti naSich funkef, vyjde-li se misto toho na p¥. od
definice nekoneénymi fadami nebo pomoci diferencidlnich rovnic. Ale
nehledé na to, Ze takové definice se zaciteénikovi zdaji umélé, je
postup na jejich zakladé opravdu rychlejsi pouze tehdy, nepoditaji-li se
obtiZe, které existence iracionalnich ¢&isel stavi v cestu jakémukoli
presnému vykladu o vyS8i matematice. Postup, pro ktery jsem se
rozhodl v této kniZce, se témto potiZim nevyhyb4, nybrZ pteko-
nava je, a to takovym zpisobem, ktery spojuje logickou pfesnost
8 geometrickou ndzornosti.






I. Uvod.

1. Ciselna osa. Uvahy, které budeme provadéti v této knizce, jsou
sice vétSinou aritmetické, ale asto se daji dob¥e objasniti geometricky.
Proto za¢neme znimym geometrickym zndzorfiovanim é&isel na piimce.
Primka, na které si zndzorfiujeme ¢&isla, jmenuje se ¢iselna osa.
Volime ji obyéejné ve vodorovné poloze. Abychom si na ni mohli zna-
zorfiovat ¢isla, musime si zvolit uréitou jednotku délky a uréity bod
piimky, kterému se dasto ¥ikd poéitek. Poditek ndm znazoriiuje
&islo 0. Cisla vétsi nez nula neboli ¢isla kladn4 jsou zndzornéna body
lezicimi napravo od poéétku, ¢isla men3i neZz nula neboli éisla z4-
pornd jsou znidzornéna body lezicimi nalevo od poditku. Kladné
¢slo 4-c¢ je znidzornéno bodem, ktery leif napravo od pocatku ve
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vzdalenosti ¢ jednotek délky od poditku; zaporné ¢islo —-¢ je zndzor-
néno bodem, ktery lezi nalevo od pocatku ve.vzdilenosti ¢ jednotek
délky od poéatku. V obr. 1 jsou znazornéna é&isla 0, 1, Vﬁ: —VZ 2, —2.
ProtoZze vlastnim pfedmétem naSich vivah nejsou body, nybrZ éisla,
a protoZe body na &iselné ose jsou pro nis pouze obrazy &isel, neni tieba
prili8 ostfe rozlifovati mezi &islem a bodem, ktery je obrazem &isla.
Proto mluvime kratce na pf. o bodu V_I'}_nebo o bodu ——VEmisto 0 bodu,
ktery je obrazem éisla'vg- nebo ¢&isla —V-2— Tedy misto ,,pocatek"
miZeme také Fikat ,,bod 0.

Pro ¢isla, kterd zde midme na mysli, tedy pro nulu, ¢éisla kladnd
a ¢fsla zdpornd, uZivime souhrnného nazvu éisla redlnéa. Nulu ne-
pocitaime ani mezi &isla kladnd ani mezi &isla zdporna.



Zvolne si dvé redlna ¢isla r a s; budii tfeba r mendi ne s, cok
piseme 7 < s nebo s > r. Na ¢&iselné ose lezi bod r nalevo od bodu s.
Body 7 a & omezi na Siselné ose jakousi usetku U. V aritmetickych
Gvahich, pfi kterych body zastupuji isla, uZivd se oby&ejné misto
slova tusetka slova interval. Interval U oznadujeme obycejné
symbolem :

ir o),
t. j. napiSeme obé& &isla 7 a s za sebou (menai napfed), oddélime je
¢érkou a celek dame do tihlové zavorky. Do intervalu {r, 8) poditame
také oba body r a & samy; o ostatnich bodech intervalu ¢r, 8) pravime,
Ze lezi uvnit# intervalu (r, 8). Tedy z leZi v intervalu (r, ), kdyZ

r<xz<s
a z le3f uvnitf intervalu {r, 8>, kdyi
r< a: < 8.

Délka intervalu {r,s) neboli vzdilenost bodu r od bodu ¢ se rovna

(s —7) jednotkam délky; ale ponévadZ jednotku délky si myslime

jednou pro vidy pevné zvolenu, miZeme kratce Fikat, Ze délka inter-

valu {7, 8) je &islo s —. ' '

Cvideni 1. Jakou vzédjemnou polohu maji intervaly (r;, 8,> & {75, 8y),

kdyz
Da=1y2)8 <1y 3) sa=1r;; 4) 815 B) 1y <7y, 8= 8y,
6) 1 <r<s <y Trn<r<s<s!?

2. Nerovnosti. Pocetni pravidla pro &tyfi zdkladni podetni vy-

kony, na pf.
a+b=2>b+a, ab= ba, a(d + c) = ab + ac,

a.0=0,a.1=1, %-—:—;—=%, a,—(b—c):a——-b-f-‘G,.
jsou vam asi dobfe znama, ze stiedni Skoly. Méné dobfe jsou vim asi
znéma poletni pravidla, jimi% se ¥di poditiéni & nerovnostmi.
Zakladni pravidla o nerovnostech jsou piesné vyslovena a dokézé,na
v odst. 14 mé knizky Co jea naé je vys¥ matematika? (Cesta k védéni,
svazek 20). Odkazy na tuto knizku budu zde &initi ndkolikrdt; proto ji
budu citovati zkratkou VM. .



Protoze pravidla o nerovnostech jsou zde pro nds dulezitd, budte zde
radéji znovu uvedena. BéZi v podstaté o Styfi pravidla; nebudeme je zde
aritmeticky dokazovat — to bylo provedeno ve VM — ale zndzornfme si je

‘na ose ¢iselné. Ze &fslo 7 je mensdi nez &fslo s, to se jevi na &fselné ose tim,
Ze bod r je nalevo od bodu s.

Zvolme si néjuké ¢&islo ¢, tfeba kladné. Prifadime-li ka¥dému éfslu x
¢islo f(z) = x + ¢, posine se kaZdy bod z polohy z do polohy f(z), kterd
lez o délku ¢ napravo od polohy z. Je-li bod a nalevo od bodu b, je zFejmé,
%e také polinuty bod f(a) je nalevo od poSinutého bodu f(b). Aritmeticky
fedeno, je-lia < b, je takéa + ¢ <-b + c¢. Je-li &islo ¢ zdporné, pak lezf bod
f{x) = = 4+ ¢ 0délku | ¢ | nalevo od bodu z. Je-li zase a nalevo od b, leZi
opét polinuty bod f(a) nalevo od poSinutého bodu f(b), t. j. i pti zaipomém
¢ muZeme z nerovnosti @ < b soudit na nerovnost @ 4+ ¢ < b 4 ¢. Ze tak
miZeme &initi i pro ¢ = 0, je iplné samoziejmé. Nevime.li, Ze a << b, nybrz
]en ponekud méné, totiz Ze a < b, pak miZeme souditi, Zea+c <b+e,
pri dem? zase je ¢ tiplné libovolné é&fslo.

Poznali jsme nézorny obsah prvniho pravidla o nerovnostech: v ne-
rovnosti smime na obou stranéch prié¢isti stejné éislo.

Zvolme si nyni kladné éfslo ¢ a predpoklddejme napfted, Ze c je vEtai
ne% 1. Prifadme kazdému é&islu z éfslo f(z) = z . ¢. Je-li z napravo od pocét-
ku, je také f(z) naprave od poldtku, je-li x nalevo od poéitku, je také f(x)
nalevo od podstku. Ale v obou pripadech je vzdilenost bodu f(z) od poddtku
vétdi, a to c-krat vétf, neZli vzdilenost bodu x od potdtku. Nahradime-li
kazdy bod x bodem f(z), zméni se vzhled éiselné osy tak, jako bychom ji
pozorovali zvétSovacim gklem, které zvétSuje v poméru ¢ : 1. Je-li nynf bod a
nalevo od bodu b, pak i pod zvétiovacim sklem se jevi @ nalevo od b, t. j.
z nerovngsti ¢ << b miZeme souditi na nerovnost ac < bc. Je-li kladné
¢éfslo ¢ mendi ne% 1 a je-li zase f(z) = z . ¢, tu se nyni vzdilenosti od poédtku
zmenSuji v poméru ¢ : 1 a zase miZeme z nerovnosti @ < b souditi na ne-
rovnost ac < be. Ze tak miazeme é&initi'i pro ¢ = 1, je tiplné samoziejmé.
Poznali jsme nizorny obsah druhého pravidla o nerovnostech: v nerovnos-
tia < bsmime na obou strandch ndsobiti ste] nym kladnym éislem.
Je-li dina méné ostrd nerovnost a < b, miZeme pl‘l kladném ¢ souditi na
méné ostrou nerovnost ac < be a tentokré.te je to soud sprévny
i proc=0.

Pritadme katdému ¢fslu z éislo f(z) = — =z. Je li z napravo od poédtku,
je }(z) nalevo od poédtku; je-li  nalevo od potitku, je f(x) napravo od
poédtku. V obou piipadech je f(x) stejné daleko od poddtku jako z. Tedy
/() vznikne z z pfeklopenim kolem poéitku. Je-li nynf bod a nalevo od
bodu &, je pfeklopeny bod f(a) napravo od pfeklopeného bodu f(b), t. j.
z nerovnosti ¢ << b miiZeme souditi na nerovnost —a > — b. Ze slabsi ne-
rovnosti ¢ < b soudfme zase na slabf nerovnost — e > — b. Tim jsme po-
znali tfet{ pravidlo o nerovnostech.



Kdy? ka?dému kladnému é&islu z pfitadime kladné é&fslo f(x):ﬂ%,
pek souéin z. f(z) je stéle roven jedné. Zvét§fme-li ¢initele x, musi se druhy
dinitel zmensSit, aby soudin zistal nezménén. Proto z nerovnosti 0 << a < b

. - 1 1 - .
muzZeme souditi na nerovnost 0 << 7 < = To je ¢tvrté pravidlo o nerov-

nostech.
_ Podle nasich pravidel o nerovnostech muZeme FeSiti nerovnosti podob-
né, jako se na stredni Skole fesf rovnice. Méjme na pf. nerovnost

z+7<3x—35. (2-1)
Na obou strandch smime pfiéfsti 5; dostaneme
- z+ 12 < 3z; 22)
na obou stranich smime priéfsti — z; dostaneme
12 < 2x; (2-3)
na obou stranich smime nésobiti kladny m éfslem 4: dostaneme
6<z (2-4)
neboli
z > 6. (2-5)

Obrécené ze (2:5) muZeme souditi na (2:4); ve (2-4) miZeme na obou stra-
nich ndsobiti kladnym é&islem 2 a dostaneme (2:3); ve (2-3) miZeme na
obou strandch piiéisti z & dostaneme (2-2); ve (2-2) miZeme na obou stra-
ndch priéfsti —5 a dostaneme (2-1). Tedy (2-5) je FeSeni nerovnosti (2-1).
Cvideni 2. Redte nerovnost
a)2@z—4)+4(z+5) <32z + 8); -
b) 5(z—T7)+ 10 >2 (x4 7); .
2z —1 z+3 _3z—5,
O~ <5
2(z—4) 2z—3 4z+1
g1 -z ‘T
3. Posloupnosti. Posloupnost ¢&isel dostaneme, kdyZ kazdému
celému kladnému n piifadime podle néjakého zikona uréité &islo a,:

jednotliva &isla - -
@, @y, Ay, -.. (31)

d)

nazyvame élen y posloupnosti (2, je prvni ¢élen, a; druhy atd.). Na
stfedn{ Skole se misto slova posloupnost n&kdy uziva slova fada; ale
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ve védecké literatufe prevldda vyraz posloupnost. Cleny fady byvaji-
2
diny obecnym zikonem; je-li na pf.a, =1 ——1—;—, pak prvnich 5 ¢lenu

posloupnosti (3-1) je _

g" '5: _'5’ —1, — 157'
Casto byva posloupnost ddna rekurentn&, to znamens, Ze je dan
piimo prvni élen (nebo nékolik poditecnich élenid) a potom je din
pfedpis, jak poéitati nasledujici élen na zakladé pfedchazejicich. Na
pf. rekurentnim pfedpisema, = 1,a,,, = (n + 1) @, je urtena zndmd,
posloupnost faktoridla (a, = n!).

Jsou-li déna dvé éisla a, d, pak posloupnost uréend rekurentnim pied-
pisema, = @,a, 11 = @, + djet.zv. aritmetickd posloupnost s konstant-
nf diferenci d. Jsou-li dina dvé éisla a, g, pak posloupnost uréend reku-
rentnim predpisem a, = a, @, ;1 = a.q je t. zv. geometrick4 posloupnost
s konstantnim kvocientem q. Aritmetické a geometrické posloupnoqtl se
podrobné probiraji na stiedni Skole. Znéte asi vzorce

an =0, + (n —1)d, a, = a,g" !
Pro obecny ¢len aritmetické a geometrické posloupnosti. Znate také vzorce
pro soudet prvych n &lenu aritmetické a geometrické posloupnosti. Prvy
z nich nebudeme poti"ebovat; druhy zni v ph’pa.dé a,=1:

l+g+¢+ ...+ g 1= _——T 3-2)

Vzorec (3-2) plati oviem pouze pro ¢ & 1. D4 se dokdzati vSelijak, na pr.
tak zvanou indukef. Pfi dukaze indukci se napfed piesvédéime, Ze je
vzorec spravny pro n = 1 a potom z pfedpokladu, Ze vzorec plat{ pro uréité
n, odvodime, Ze zhstane v platnosti, i kdy? misto » mdme n ++ 1. U vzorce
(3-2) pro n = 1 smysl levé strany je ¢islo 1 a také prava strana m4 hodnotu 1.
Plati-li vzorec (3-2) pro uréité =, jest '

I+ g+ @+ @ =0+g+g+ . +g )+ =
_=1 ¢"g—=1)_ ¢—14g"*'—g" g*+t1—1

q—1 qg—1 q—1 qg—1

takZe vzorec plati i pro n + 1.

Cviceni 3. T. zv. Fibonacciova (¢ti Fibonaéiova) posloupnost je ddna
rekurentnim pfedpisem @, = 0, a, = 1, aq 2 = a, + @441 Napilte prvych
dvacet &leni posloupnostit Déle dokaZte vzorec

Ap8n + Q4183 +1 = Qg+ n (3:3)

L



a z ného odvodte, Ze souCet Gtvercit dvou sousednich élend Fibonacciovy
posloupnosti je zase ¢len téZe posloupnosti. Pfesvédéte se o tom v prvych
deseti pripadech!

4. Aritmetické a geometrické stfedy. Aritmetickym stfedem
prvych n &lend posloupnosti (3-1) rozumime &islo

a1+aa+---+a'7. (4°1)

by = p

Cviéeni 4. DokaZte, %e b, je nejvyd rovno nejvétdimu a alespon nej-
.mensfmu z ¢isel @, a,, ..., a,.

Véta 1. KdyZz a, < a, < ay < ..., pak je také b, < b, < by < ...
Dikaz. Jest a, < @y, 02 < @y, ..., G, < By, tedy

(@, +a; + ... + a,) < na, ..
Pritteme-li na obou stfanéch n (ay + a; + ... + a,), dostaneme
4+ 1)y +a,+...4a,)<n(ag+a + ... +64,4)
Nésobime-li na obou stranich kladnym é&islem 1 : n (» 4 1), vyjde
a + a3+ ... +a, a1+a,+...+a..+1' ‘
n ' < n+ 1 -
Cviéeni 6. KdyZ a, > a, > a, > ..., pak je také b, > b, > by > ...
Cviéeni 6. BudiZ ¢ > 1. Ve vété 1 volte a,, = ¢™—! a dokaiZte, Ze

¢—1 _¢—1_¢—1
1 < 3 < 3 < ...
Cviéen{ 7. BudiZ ¢ > 1. Ve cvideni 5 volte a, = g—™—1) a dokatte, %6
g—1 ¢—1 ¢ —1
> >
q 2~ 3¢ ,
Budiz a, > 0 pro véecka n. Geometrickym stfedem prvych
n ¢lend posloupnosti (3-1) rozumime kladné é&fslo

> ...

Cn = Vala, .er Gy (4-2)
Ve zbytku tohoto odstavce je a, > 0.

" Cviéeni 8. DokaZte, Ze c, je nejvy3 rovno nejvétiimu a alespon rovno
nejmensfmu z &isel a,, ay, ..., Gy. ‘

Cviéeni 9. KdyZa, < a, <ay < ... pak také¢, < ¢y <3< ..
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Cviéeni 10. KdyZ a, >a, >a; > ..., pak také ¢, >c, >¢; > ...
Véta 2 (t. zv. véta Cauchyova).*) Jest

- Vae, el < “1+"2“‘*;~---+a..,

Diikaz. I. Nejprve dokazeme, %e (4-3) plati pro n = 2. Jest (|/a, —
—Vag) >0, t. j. a,— 2}ara, + a, > 0, tedy a, + ay > 2}/, neboli

(4-3)

+ _
ath = V a5
II. Pfi uréitém n pi‘edpokléde]me, Ze platf (4-3), tedy také
—_— _a a ... ta
Van+lan+2---azn£ ”+1+ "+:+ ¥ O (4:4)

a dokaZme, Ze je potom ¢y, < bsj,, neboli, Ze platnost vzorce (4 3) se zachové,
piSeme-li v ném 27 misto n. Je viak

2n . n
cg,,=Va1a2 By Oy 1 10p 42 .- Aoy =— VVala,z cee a,, . Va,,+1a,.+g ce. G2y,
tedy podle (4-3) a (4-4)
! oom < a+ay+ ...+ an an+l+an+2+ -t ase
n n
Napravo ‘méme geometricky stied dvou éisel, ktery podle odst. I je nejvya
roven aritmetickému stfedu tych% éisel. Tedy

C‘Znég(al +a,+ ...+ a, + a1+ Catz+ ... + azn) — by
n ) on
II1. Z I & II ndsleduje indukei, Ze (4:3) plati, je-li éfslo » mocninou

dvojky. Je-li nynf n libovolné, zvolme & tak, Ze = << 2% a viimnéme si 2F
kladnych &isel

a’l) az; ] am cm cm . "!ﬁl‘
(2F — n)-krit
Vime, Ze geometricky stied téchto 2* &isel je nejvys roven jejich aritmetic-
kému stiedu, t. j. Ze
ok
Y— T tag+ ...+ a 2F — ) c.
Vosas .. an. e ng BT Bt +2»'+( o (45)

Aviak g, ... a, = c,", tedy aya, ... a, . c,.*'—" = .2, takze ve (4-5) na-
lovo ]e cfslo ¢y Tedy '

‘) Cti KoSiova.

11



2%, < ay+ A+ ...+ Ay + (2E—n) cp,

takze
nen < @y + ay+ ... + a, = nb,,
tedy ¢, < b,.
Cviéeni 11. Proberte znovu dikaz véty 2 a dokaite, Ze ve (4-3) plati
znameni rovnosti pouze tehdy, kdyZ vSecka éfsla a,, By o On si jsou rovna.

5. Limita posloupnosti. NejdileZit€jdi posloupnosti jsou konver-
gentni posloupnosti. Pravime, Ze posloupnost (3-1) je konvergentni
a Zze ma limitu «, coZ piSeme

lima, = «, (5-1)

n—w
kdyz pro véecka velka n je a, pFibliZné rovné ¢&islu «. Pfesné feCeno,
znamend vztah (5-1) toto: Je-li déno libovolné malé kladné éislo e,
existuje index’ p takovy, Ze pro viecka n > p je

|a, —a | <e. )
Totéz muzZeme vyjadrFiti stejné plesné riuznymi jinymi zpusoby. Ma-
zeme na pf. také Fici, Ze vztah (5-1) znamena toto: Je-li dan jakykoli
interval J, uvniti kterého je bod «, pak jsou skoro vSecka @, uvnit
intervalu J. Réeni ,,akoro viecka‘* znamend, e sice mohou existovati
vyjimeéné indexy m, pro které tomu tak neni, %e viak podet téch
vyjimeénych » je jisté koneény.

Posloupnost (3-1) se nazyvd nulova, je-li lima, = 0.

fl—>wo
Cvideni 12. Je-li posloupnost (3-1) konvergentni a m4-li limitu x, pak
posloupnost \
@ — &, Gy — X, Qg — &, ... (5-2)
je nulové. Obrécené, je-li (5-2) nulové posloupnost, pak platf (5-1).
Cvic¢eni 13. Jsou-li (3:1) a

by, by, b, - .. (5-3)
nulové posloupnosti, pak také lim (¢, + b,) = 0, lim (@, — b,) = 0.
n—>o A—>® -

Ze cviteni 12 a 13 plyne:
Véta 3. Plati-li (5-1) a

lim b, = B, (5-4)
n-—>»w
pak lim (@, + b,) = a + g, lim (e, —b,) = » — .
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Cvideni 14, Plati-li (5-1) a je-li ¢ libovolné &islo, je lim ca, = cx.

n—o

Posloupnost (3-1) se jmenuje omezené, existuje-li &islo ¢ takové,
Ze | a, | < c pro viecka n.
Cvidenf 16. KaZdé konvergentni posloupnost je omezens..

Cvideni 16. Je-li (3-1) nulovd posloupnost a je-li (5-3) -omezend po-
sloupnost, pak lim a,b, = 0.

n-—>w

Véta 4. Plati- li (6-1) a (5-4), pak lima,b, = xf.
Diukaz. Posloupnost e

x (bl—ﬂ)’a(b2—ﬂ)’a(b‘l‘—ﬂ))

je nulova podle cvié. 12 a 14; posloupnost N

-

b, (@, — o), by (@3 — &), by (@3 — x), ...
je nulova podle cvié. 12, 15 a 16. Protoze
" ab,—af =a(b,—p) + b, (@,— ),
je lim a,b, == «f podle cvi€. 12 a 13.

fnA—r@ .
Cvigeni17. BudiZ a, = 0 pro viecka x; budiz » + 0. Plati.li (5-1), pak
1 1 1

y e
a 4, a4

P

je omezend posloupnost. _
Véta 5. BudiZ a, % 0 pro vecka n; budiz « <+ 0. Plati-li (5-1), pak.

nswo a, X
Dikaz. Podle cvié. 12 a 14 j je im —— (a —ua) == 0. Tedy podle
n— 0
cvié. 16 a 17 je také lim ——— (a, — x) = 0. Aviak-
n>o OQ, ’
11
o a = e

T e |
takie lim — = — podle cvié. 12,

noo O X
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Kdy% posloupnost (3-1) nenf konvergentni, jmenuje se divergentni.
Mezi divergentnimi posloupnostmi jsou pozoruhodné takové, pro né¥
. lima, = oo. (5-5)
n—>x
Vzteh (5-5) znamend, Ze pro velks n jsou ¢isla @, kladnd a velks. Presné
feCeno, znamend (5-5) toto: Je-li ddno libovolné velké kladné ¢&islo ¢, pak
existuje index p takovy, Ze pro viecka = > p je a,, > ¢. Jinak Fedeno, skoro
viecka a, jsou vétdf nez libovolné predepsané kladné éfslo.
Vztah ' ot
lima, = — o (5-6)
n—» o

znamend, Ze lim (—a,) = .
n—> D
Limity konvergentnich posloupnosti se jmenuji vlastni limity;
limity v (5-5) a (5-6) jsou nevlastni limity.

Cviceni 18. Udejte piiklad divergentni posloupnosti, pro kterou ne-
plati ani (5-5) ani (5-6).

Cvicéenil9, BudiZ a, > 0 pro viecka n. Je-li lima, =0, je lim —l-= .

Cviéeni 20. Budiz a, & 0 pro vSecka n. Plati-li (5-3) nebo (5-6), pak
lim 1 = 0.
n—ra aﬂ

Véta 6. Budiz ¢ > 1. Pak lim¢g* = co.

T A—>®
Dikaz. Je-li g celé, je to ziejmé. Ale je-li ¢ jen o milo vét3{ neZ 1, na
PF. ¢ = 1,0001, neni to tak zFejmé. AvSak ze (3-2) plyne

¢—1
pa T
takle ¢ > 14 n (g — 1), tedy lim¢* = 0.
- A—> o
Véta 7. Budiz 0 < ¢ < 1. Pak lim¢* = 0.
A—> o

To plyne z véty 6 a cvic. 20.
Rikame, %e (3-1) je:
[1] neklesajici posloupnost, kdyz
aléané%.é e
[2] nestoupajici posloupnost, kdyZ
G 2a, 282 ...

~
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“Spoleény nazev pro oba pfipady je monotonnf posloupnost. Mezi
neklesajici posloupnosti pat¥i viecky stoupajici posloupnosti.
pro které - BN

' Ty < Ay < Ay < ...

Mezi nestoupajici posloupnosti patii viecky. klesajici posloup-
nosti, pro které N
’ : a, > dyg > a3 > ...

Véta 8. BudiZ (3-1) neklesajici posloupnost. Existuje-li éislo ¢
takové, Ze a, < ¢ pro viecka n, pak posloupnost (3-1) je konvergentni.

Ptesny dikaz této véty je uddn ve VM, odst. 36, I. Z ndzoru je
spravnost véty celkem ziejma. Kazdy bod a,, , , budtosplynesbodem a,
nebo je od ného napravo. ProtoZe vSak Zddné a, neni napravo od
bodu ¢, nezbyvé patrné bodim a, nic jiného, neZ aby se hromadily
k uréitému mistu «, nadeZ platf (5-1). o

Véta 9. BudiZ (3-1) nestoupajici posloupnost. Existuje-li &islo ¢
takové, Ze a, = ¢ pro viecka n, pak posloupnost (3-1) je konvergentni.

Dikaz. Ziejmé

-Gy, — @y, — g, ... (5:7)

je neklesajici posloupnost. Pro viecka n je —a, < — ¢, takze (5:7) je
konvergentni podle véty 8. Tedy také (3-1) je konvergentni podle
cvié. 14.

Dodatek k v&t& 8. Za predpokladi véty 8 budiz lim a, = . Pak

. N "—> o
je 8, < « pro viecka n. Je-li (3-1) stoupajfci posloppnost, je dokonce
a, < « pro viecka n. ’
Dodatek k vété 9. Za pfedpokladi véty 9 budiz lima, = «.

R—>D

Pak je @, = o pro viecka n. Je-li (3-1) klesajici posloupnost je dokonce
@, > o pro viecka n.
Oba dodatky jsou zfejmé.

Véty 8 a 9 jsou velmi dileZité pro vySetfovani limit. ProkdZeme si to-
na dvou pifkladech.

Priklad 1. Budli c>0,a>0,a,,,= Vc+ ag. Pak je
lim gy = LT V1T %. (&8)

n -» M 2
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Dikaz. Vime-li, Ze nase posloupnost je konvergentni, je vie lehké."
Nebot' plati-li (5-1), pak je podle véty 3 lim (¢ 4 a,) = ¢ + « a podle véty 4

n-—»> o

lim a-,.* = o?. ProtoZe je a,;1*= ¢ 4+ a,, musf byti a2 = ¢ 4+ x. Mimoto
n—>om

ziejmé a, > 0 pro v¥ecka n, takZe x nemuZe byti ziporné. Z toho ndsleduje,
ze « je kladny kefen rovnice a® — & — ¢ = 0, tedy

x = 1+l/_21’—-|"—‘E_ (5-9)

Celd potiZ je jen v tom, Ze musime napied dok4zat, Ze posloupnost (3:1) je
konvergentnf. Aviak

aniP=c+ ay, Apie? =C+ anyyy
takZe

g +2? — an 12 = (@ni2—any1) (an+2 + Qi) = By — By
JelikoZ a,, > 0 pro viecka n, plyne z toho, Ze diference
Ay —ay, Qg — g, 4y —dg, ... (5-10)

jsou budto vdecky rovny nule, nebo vSecky kladné, nebo vSecky zdporné.
Je tedy (3-1) monotonni posloupnost a podle vét 8 a 9 potfebujeme jesté
jen védét, Ze je to omezend posloupnost. Zvolme k >c¢, k >a,, k > 2.
DokéZeme, %e a, << k pro vSecka n. ProtoZe @, > 0, budeme hotovi. Ne-
rovnost a, << k je zfejm4 pro »n = 1: je-li viak spravna pro uréité n, pak je

ani?=c+an<k+ k=2k<k?,
1y tak¥e také Ant1 < k.

A A Posloupnost, kterou jsme praveé -
aritmeticky vySetfili, dé se pékné
zndzornit geometricky a vysledek

. (6-8) se pak zd4 zfejmy. Viz obr. 2,
ve kterém je silnéji vytaZena para-
bola p 8 rovnicf y = z? a piimka ¢
s Tovnicf y = ¢ + z. Parabola p a
pfimka ¢ se protnou ve dvou bo-
dech, z nich% jeden leZ{ napravo od
osy ¥; je to bod 4 = (x; ¢+ x),

: kde x m# hodnotu (5-9). Zvolme si

b ' na ose z bod (a,; 0), kde a, je kladné

: a rizné od «. RovnobéZka s osou'y

o

r
pl—
g/

| vedend bodem (a,; 0) uréf na piimee
“ ¢ bod (a;; ¢ + a,); rovnobézka s osou
Obr, 2, N z vedend bodem (a;; ¢ + a,) uréf na
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parabole 3 bod (a,; ¢ + ay); rovnobézka s osou y vedend bodem (ay; ¢ +a,)
uréi na pmmce g bod (a,; ¢+ ay); rovnobézka s osou z vedens bodem
(ag; ¢ + a,) urdi na parabole p bod (ay; ¢ 4 a,); a tak miZeme pokradovati

dédle. Obdrzime posloupnost bodii
(@y; ¢ + a,), (ag; € + @), (ay; ¢ 4 a,), (ag; ¢ + a,), (a,, c + a,), .

z nézoru je patrné, Ze se tyto body bliZi poloze A = (a; ¢+ a), coi je geo-
metrické zndzornénf vztahu (5-8). Mimo to je z obrazce patrné, Ze posloup-
nost (3-1) stoups, je-li a, < «, & klesd, je-li @, > .

Cviteni 21. Dokatte aritmeticky, %e pravé studovans posloupnost
stoupé, je-li a; < x, & kless, je-li @, > «.

Piiklad 2. Budiz ¢ >0,a, >0, a, ;= ﬁ—— Pak je
lima, = l_/_l_+24i__1 (5:11)
n—rx

Dakaz. Vime-li, Ze (3-1) je konvergentn, je to zase snadné. Pro viecka
nje a, > 0; plati-li (6-1), je tedy x 2 0.-Podle vét 3, 5 a cvid. 14 je

i c ¢
e L Fa, TTa
Tedy
[
*=1 + o ¥ =
a z toho plyne L
a—vl+‘;‘c—1 . (6-12)

Zase viak musime napfed dokézat, Ze posloupnost (3-1) je konvergentni.

Je-li @, = a,, je a, = & pro viecka n: tento pifpad miZeme vyloudit, takze
ay,—a, + 0. Jest

[ c —C |
a —_— ] = — — —— "
w2 7+ 1 1+ a4 1 _+_ a'n (] + a, H)(l + a") (an+1 ay)
neboli
» a
Op+2~— Oyl — — 1 +n;1 @ni1—ap).

Z toho ndsleduje predné, Ze diference (5:10) jsou stifdavé kladné a zdporné,
a za druhé, Ze absolutni hodnoty téch diferenci jsou stdle menSf a mensi.
Z toho pak plyne, %e z posloupnosti

ay, Gy, G4, Ay, ...
Ry, Oy, Gg, G, ...

- (513)

Cech, Elementérnf funkce. 2 17



jedna stoupd a druhd klesd. Mimo to je jasné, Ze viecky Cleny leZi mezi
obéma &isly a,, a,, takie podle vét 8 a 9 jsou obé posloupnosti (5:13) kon-
vergentni. Je tedy lim ay, | = «;, lim as, = &, & zb¥vé patrné pouze dokd-

n—o n—@

zati, Ze &) = &,. Podle dodatkt k vétdm 8 a 9 je jisté x, > 0, &, > 0. Protoze

ap+y = i—-T- » Jest
lima ¢ , lima ¢
I = +limag, ;" o AR | + lim a,,, as,
neboli c .
, - 514
MTIT + x 1+ o (5-14)

Z (5-14) se najde velmi shadnym podtem x, = x,. Ostatné muieme z (5-14)
usoudit x, = x, bez jakéhokoli poétu takto. Sestavime-li znovu posloup-
nost vytvofenou naSfm rekurentnim pfedpisem, volice viak misto ¢isla a,
za prvy &len éfslo «,, tu podle (5-14) dostaneme posloupnost

Oy Ogy Ky, Kgy By, Olgy » ooy (5-15)

o které tedy musi platiti vie, co bylo vySe Fefeno o posloupnosti (3-1).
Z toho ndsleduje &; = &5, nebot jinak by absolutni hodnoty diferenci
v posloupnosti (5-15) musily klesati, co? je ovem nemoZné.

Také tento priklad se d4 zndzorniti geometricky Viz obr. 3, ve kterém

je silnéji vytaZena hyperbola A s rowvnici y = ———— a priimka ¢ s rovnici

1 +
y = z. Hyperbola % a
piimka ¢ se protnou ve
! - dvou bodech, z nichz
' 1 . jedenle#iv prvém kvad-
rantu; je to bod (a; x),
kde &« mé hodnotu (5-12).
) . Zvolme si na ose z bod
T Aar z T (a,. 0), kde @, >0, a,+o.
4 Bodem (a,; 0) vedme
rovnobézku s osou y aZ
k jejimu pruseéiku s hy-
perbolou A; timto pri-
setfkem vedeme rovno-
bézku s osou z aZ k pri-
Obr. 3. seéfku s piimkou g; no-
vym priseéfkem vedeme
zase rovnobézku s osou y aZ k praseciku s hyperbolou g atd. Tak dostaneme

posloupnost bodu
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(ay; @g), (@52 @y), (ay; @y), (@53 @3), -, (516)

které leZi stiidavé na hyperbole & a na piimce ¢. Z ndzoru je patrné, e sc
body (5-16) bliZ{ poloze (x; «), coZ je geometrické zndzornéni vztahu (5-11).
Dile je z ndzoru patrné, Ze kazdy ¢len posloupnosti (3:-1), élenem a, poéi-

najfc, le#{ mezi obéma predchézejicimi é&leny, takie z posloupnostf (5:13)
jedna stoupd a druhd klesd.

6. Retdzy intervald. Cleny posloupnosti nemusi byti vid&cky
tisla. Casto je na pf. uzitetné vydetfovati posloupnost intervali.
Dilezité jsou takové posloupnosti intervali

<1..1’ 810, KT, 82D, {73, 83), - - . (6-1)

u kterych je kaZzdy nasledujici interval ¢4sti intervalu piedchéazejiciho.
Takovou posloupnost nazveme fet&zem intervalt.

Cvideni 22. Je.li (6-1) Fetéz intervala, pak

Ty, T Ty - - (62)
je neklesajfcf posloupnost a

8y, 89, 83, 1.. . (6-3)
je nestoupajici posloupnost. Obricené, kdyz (6-2) je neklesajici posloupnost,
kdy% (6-3) je nestoupajici posloupnost a kdyz

- Tn < 8p (6-4)

pro. vBecka n, pak (6-1) je Fetéz intervalu.

Je-li (6-1) Fetdz intervald, pak posloupnost (6-2) je konvergentni
podle véty 8 a cvi¢eni 22; nebof ziejmé r, < 8, pro viecka n. Také
posloupnost (6-3) je konvergentni podle véty 9 a cvideni 22, nebot
zfejmé s, > r, pro viecka n. PoloZme

lim r, = &, (6-5)
n—>@
lim s, = . (6-6)
n—>®

Cviéeni 23. Budi (6-1) fetéz intervalia. Je-li & g z < B, pak bod x
le%i ve viech intervalech (6:1). Obricené, kdy% bod z leZf ve vSech inter-
valech (6:1), jest a < 2 < B.
, Cviéeni 24. KdyZ bod z neleZf ve v&ech intervalech fetézu (6-1), pak
le?{ 2 nejvys v koneéné mnoha intervalech (6-1).

Zvlasté dileZité jsou takové Fetézy intervali, u kterych je
« =fB. Takové fetézy nazveme vytvofujici Fetézy. Podle cvié.
23 maji vytvofujicf fetézy tu charakteristickou vlastnost, Ze exis--
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tuje jediny bod x obsaZeny ve vech intervalech Fetézu; je to oviem
bod » = & =: #. Uréitéji mluvime o vytvofujicim fetézubodu .

Cviéeni 2b. Je-li fetéz intervala (6-1) vytvoi'ujfci, pak je
lim (s, —r,) = 0, {6-7)

n—wm
t. j. délky intervali (6-1) tvofi nulovou posloupnost. Obricené kazdy fetéz
intervala splfujici podminku (6-7) je vytvofujici retéz.

Cviéeni 26, Budiz (6:1) Fetéz intervalu a budiz », > 0. Je-li

lim & =1, (6-8)
n—o rﬂ N
pak (6-1) je vytvoiujicf fetéz a obrdcené, je-li (6-1) vytvorujicf fetéz (a stdle
r, > 0), pak plat{ (68).
Zvolme si libovelné éfslo ¢ > 0. Sestrojime si uréity vytvoi‘gjigi fetéz
bodu }/e. Vyjdéme od libovolného kladného sla r, menstho nez e, takze
2 <¢, a poloZme

Pak je s,? > c¢, takle bod Jc lesi uvnité intervalu (7, s,>. Tim jsme si

opatfili prvni interval hledaného fetézu. Tento interval spliiuje podminku
Tndp = C. (6-9)

Je-li pii uréitém n ddn interval (7, 85> (0 < 7, < 8,), spliiujief podminku

(6-9), pak polozme

¢ Tn =+ S (6-10)

y pi1 =~ 3

a1 =
8n i1

Podle (6-9) je &islo |/c geometrickym stfedem &isel 7,8 8,. Cislo 8541 je
aritmetickym stfedem tych% &fsel, tak¥e 82, .1 > ¢ podle véty 2 a cvié. 11.
Z toho nasleduje 72, ;1 < ¢, takie éfslo 7,41 << Vc_< 8y 1. Tedy (rp+1,85 1)
je interval, uvnité kterého je bod |/c. Jeito

Ta+ 8s
Tn < 8y, Sa+1= _'_'2 ]
je 8p.41 << 85. Jeito
c [
T'n = s T+l = 7 0<3n+1<3m

>, 8 +1

je 1y <<7p+1. Tedy cely interval (rs 1, 8s +1> leZ{ uvnitf intervalu {rg, s,
takZe (6-1) je fetéz intervald. Maji-li « a § vyznam (6-5) a (6-8), tu ze vztahu

28541 ="7n+ 8
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nasleduje 28 = & + B neboli a = B. Tedy (6:1) je vytvotujici Fetéz a to
oviem vytvorujici Fetéz bodu Vc, ktery lezi uvniti vech intervalii (6-1).
Vytvotujicf fetézy, o kterych jsme pravé mluvili, poskytuji velmi po-
hodlny prostiedek k vypoétu dryghych odmocnin na velky pocet desetinnych
mist. Poditejme na pi. [/10. Volme r, = 3. Pak je 8, = 40, 8, = 12, 73 = §,

=13, = '-’.,39_519, 8, = PAPEE, 7o = $§1443¢. Délenfm najdeme
8, = 3,162 277 660 169 842 080 930481 543 664.. ., (6-11)

r, = 3,162 277 660 166 916 583 067 306 221 812...

Porovnanim vyjde prvych 11 desetinnych mist &isla |/10=3,16227766016. ..
MuazZeme viak bez dalsfho déleni uréit spolehlivé mnohem vice mist. Polozme

8p = Vc_—i— Enr (6-12)
takZe ¢, >0 a
8, = V; (1 4 F—"_), Ty = —rl/fc—-
V" 14 En
Ve
Pak je
auu:’!’i_;—?—-z,l/é 14 5 15 =
¢ 14
_ Ve.
3 2
[
= e — =g —
Ve Y ,.
~| P - en? R 'E,.;"
S e (ORI
2¢ (l + f/%) ¢ 2)/e
Tedy )
! .
vl < =5 (6-13)
2l¢ .
Ze (6-10) dostanen}e sebtenim a délenim dvéma

s, = 3,162 277 660 168 379 331 998 893 882 738.. .,

pri ¢emZ poslednf misto nenf iplné spolehlivé. Ze (6-13) plyne, Ze s; je mno-
hem lep&f piiblizent k &slu |/10 nezli s,, takZe jists

£y = 34—VZ< 2.10-12,



Tedy podle (6-13) -

£ = 85— Jfo < 2 10—,

/10

a z toho nasleduje, Ze ¢isla 8; a VE jisté souhlasi v prvych 24 desetinnych
mistech, takZe
/10 = 3,162 277 660 168 379 331 998 893....
Cvi¢eni 27. Potitejte podobns )2, |/3, |7, J/13.

Nyn{ si hodldme definovati pomoc{ vytvorujiciho Fetézu velmi dalezité
¢islo. Napred si dokaZme, Ze

‘kdyz 2 >—1,2n=2,3,4,...;,pak (1 + 2)* > 1+ nz. (6:14)
. Pron=2je (14 2)*= 14 22+ 2% > 1 4 2z, nebot x* > 0. Budiz
pro urditém n > 2 u% dokdzdne, %e (1 + )" > 1 4 nz. Tuto nerovnost
muZeme na obou stranich ndsobit kladnym &fslem (1 4 z) a dostaneme
14+ )1 > (1 4+ nz)(1l + x). Aviak

(1+na)l+2)=1+ @+ Daz+n?>1+ @+ 1)z
nebot #nz? > 0. Tedy (1 + z)"+!' >1+ (4 Dz a dikaz je hotov.

Véta 10. Posloupnost

DL P8 (% O P

stoupd.
Dukaz. V (6-14) volme 2 = _;tlz"’ coZ je pro = > 1 dovoleno, nebot
je * > — 1. Dostaneme
1\» 1 . (n’—l)” n—1
(l—n—z) >1—-;;, t.j. B >—~;~-.

ProtoZe n* — 1 = (n + 1)(n — 1), dostaneme, ndsobice na obou strandch
n

.y n
. kladnym ¢islem =T

(":1)"}(”11)"-1, 6. (1+ ) (1+_f_ “1)” “

Véta 11. Posloupnost
A+PLA4+ a0+ pha+ TH“ e

klesa.
Dikaz. Podle (6:14) je pro & >—1, a>1: (14 z)*+l > 14
+ (n+ 1) z. Pro » > 1 muzeme dosaditi z = __l,T a dostaneme

-



1 n+l 1 . n2u+2 n
(1+7F'__1) Sy L S sy y e gy

J—, n+1
Nisobfme-li na obou stransch kladngm sfslom %% - 1

n uw n..}_ 1\n+1 . 1 n . 1\rn+1
ey B S s
Z vét 10 a 11 a ze cvié. 26 ndsleduje, Ze (6-1) je vytvorujici Fetéz uréitého
éfsla, klademe-li
1\» 1\n+1
rn=(1+"‘), 3n=(l+—‘) .
n n

Toto ¢islo oznadujeme v matemstice pismenem e. Je tedy e defi-
novéano nerovnostmi

, vyjde

1\» 1 1\n+1

(1+7) <e<__( +7) , (6:15)
které plati pfo n=1,2,3, ...; také miZeme Fici, Ze ¢ je definovino vztahem

n
lim (1 + ) =, (6-18)

n—o

y n+l

nebo vztahem lim (l + 1 ) —e (617)
A—>®

v Délky interveli nadeho vytvorujictho Fetézu se bliZi nule velmi pomalu,
takZe z nadf definice se dd éfslo ¢ jen velmi nepohedIné poéitat. To nevadi,
protoZe v odst. 16 pozndme jinou velmi pohodlnou cestu k vypoétu éfsla ¢
(viz cvic. 80).

Abychom se presvedéili, jak pomalu se délky nasich mterva.lu blizi
nule, volme v (6:15) » = 500, tedy poéitejme

500 = (1 + 5346)% = (}§§8)°%, 8500 = (1 + z5)°" = (+§85)%L
Vypodet provedeme pomoci Valouchovych logaritmickych tabulek. Musime
najit napred log 1002. Chceme-li najiti pétimfstné logaritmy &isel 7540, 8500,
potfebujeme najit log 1002 na osm mist. Za tfm vicelem rozloZime 1002 na
prvotinitele: 1002 = 2.3 .167 a uZijeme logaritmu prvodfsel v dilu X
Valouchovych tabulek. Takto dostaneme na osm mist log 1002 =
= 3,0008 6772 a z toho uZ najdeme snadno na pét mist log 75, = 0,43386;
log s5,, = 0,43473, tekZe je s péticifernou piesnosti

Tooo = 2,7156; 850, = 2,7210.

Tedy aé jsme volili veliké n = 500, dostali jsme hodnotu e pouze na dvé
desetinnd mista.



n n+ 1
Cviéeni 28. Potitejte podobné (l + %) a (1 + %) ’ pro n = 10,
50, 100, 300, 1000.

7. Aritmetické svazky. Zvolme si uréité kladné &islo @ a mysleme
si na &iselné ose viecky nésobky &isla @, kladné i zdporné i nulu, tedy
¢isla . ' '
..., —4a, — 3a,—2a, —a, 0, a, 2a, 3a, 4a, ...

Cela ¢iselnd osa se ndm rozdéli na nekoneéné mnoho intervalt, které
maji v8eckou touZ délku a a které &iselnou osu celou pokryji, ale
nikde se nepfekryvaji (viz obr. 4).

-Ja - -a "2 a 2a Jo Te

- Obr. 4.

Takové rozdéleni ¢iselné osy nazveme aritmetickou stupnici
a ¢fslo a nazveme zidkladem stupnice. Tedy aritmetickd stupnice se
zékladem a se sklddé z nekoneéné mnoha intervali -se spoleénou
délkou a. Krajni body téch intervald nazveme délici body nasi
stupnice. Délici body miZeme rozlozit na dvé aritmetické posloup-
nosti, totiz

0,u, 2a, 3a, ...

a —a,— 2a,— 3a, ...
Proto jsme dali nasi stupnici ndzev ,aritmeticka‘’.

Je-li dana uréitd aritmetickd stupnice a zvolime-li si jakykoli
bod 2, tu mohou nastati dva pfipady. Budto « je délici bod nasi
stupnice; v tomto pfipadé nalezi x do d vou intervali stupnice a je pro
jeden z nich levym krajnim bodem, pro druhy pravym krajnim
bodem. Nebo x neni délici bod nadi stuphice; v tomto pfipadé na-
lezi « do jediného intervalu stupnice a je vnitfnim bodem tohoto
intervalu.

Ackoli Bslicf body nevyplni celou éiselnou osu, miZeme, volice za
zdklad malé &islo @, nahraditi kazdy jiny bod x pribliZné nékterym déli-
cfm bodem, toti? jednfm z obou krajnich bodd toho intervalu stupnice,
uvnitf kterého je bod x. Je-li na pf. @ = 0,0001, pak délici body jsou éisla,
kter4d maj{ za desetinnou &érkou 4 cifry a ka?dé jiné &islo maZeme nahraditi
takovym éislem ,,pfesné na ¢étyfi desetinnd mista‘.
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Tedy délici body aritmetické stupnice postadi k uréeni kteréhokoli
bodu, ptipustime-li chyby mensf neZ uréité malé kladné ¢&islo a, které be-
reme za zéklad stupnice. V prexi jsou chyby men#f neZ urditd mez vidycky
bezvyznamné. Ale v teoretickych ivahdch musfme uréovati ¢isla presné bez
jakékoli chyby. Toho docilime, zavedeme li soucasné nekonecne mnoho
aritmetickych stupnic.

Budeme postupovati takto: Zvolime si urcnte kladné éislo a
a zavedeme posloupnost aritmetickych stupnic. Zikladem prvé
stupnice bude ¢&islo @, == @. Oznadime-li obecné zaklad n-té stupnice
znakem a,, bude a, , ,.polovina ¢isla a,, takZe obecné bude

a
o = 5 . (1-1)

Cisla @, tvofi tedy geometrickou posloupnost s prvnim &lenem a
a s kvocientem }. Podle cvit. 14 a vty 7 je

) lima, = 0, (7-2)

"n—>ra

coZ je ostatné aritmeticky i geometricky zfejmé. Pravé popsanou
posloupnost- aritmetickych stupnic se zaklady
2 =2 g =2
) > 8 — 4 > Wq — 8 y e
‘nazveme aritmetickym svazkem a ¢islo @ nazveme zakladem
svazku. Tedy zakladem aritmetického svazku je zaklad prvé stup-
nice svazku. V obr. 5 jsou naznaéeny prvé &tyfi. stupnice aritmetic-

Q 1 £

a =a, a,=

aa,

o [ 1 X
a, I
0 L
- A
- o el o e
Obr. 5

kého svazku. Pro jasnost obrazce je kazdd stupnice na jiné pifmce; ale
musime si oviem pfedstavovat vSecky stupnice na jediné pfimece.
Bodu z a silné vytazenych intervali si zatim neviimejte; bude o nich
brzy feé.



Délicim bodem aritmetického svazku rozumime kaidy
hod 2z, ktery je délicim bodem nékteré stupnice svazku. Zfejmé ka¥dy
délici bod aritmetického svazku je délicim bodem skoro vsech
stupnic svazku.

Je-li M néjaka soustava bodi na é&iselné ose, pak fekneme, Ze M
lezf hust& na &iselné ose, kdy% ke kaZdému bodu z a ke ka*dému
¢islu € > 0 lze udati bod z patiici do soustavy M a vzdileny od
bodu 2 o méné nez e.

Cvigenf29. Délic{ body aritmetického svazku lez{ husté na éfselné ose.

Cviéeni 30. Budiz M soustava bodi. LeZi-li M husté na ¢iselné ose,
pak uvnitt kaZdého intervalu je nekoneéné mnoho bodi soustavy M. Obré-
éené, kdy% vime, Ze v kaZdém intervalu leZf aspon jeden bod soustavy M,
pak M leZi husté na é&iselné ose.

- Cvi¢ent 31. Lezi-li soustava bodiu M husté na ¢iselné ose, pak: [1] na-

levo od ka?dého bodu je néjaky bod soustavy M; [2] napravo od kaZdého
bodu je néjaky bod soustavy M; (3] je-li ddno éislo £ > O a jsou-li dény dva
rizné body soustavy M, lze mezi né vsunouti koneény poéet daldich bodu
soustavy M tak, aby vzdédlenost dvou sousednich bodu byla vidy mensi
neZ ¢. Obricené, jsou-li splnény podminky [1], [2] & [3), le%i M husté na
¢iselné ose.

Cvic¢eni 32. LeZi-li soustava bodi M husté na éfselné ose pak ke
kazdému bodu « lze uréiti posloupnost (3-1), jejiZz éleny jsou vzaty vesmés
ze soustavy M, a pro kterou plati lim @, = x. Obrécens, je-li splnéna tato™

n—®

podminka, lezi M husté na &selné ose.

Ackoli délici body aritmetického svazku leZi na ¢éiselné ose husté, prece
jen nevyplni &iselnou osu, nybri existuji také body z, které nejsou délicfmi
body svazku. Volime-li na pi. ¢ = 1, pak délicimi body svazku jsou ta éfsla,
kterd lze psati ve tvaru zlomku se jmenovatelem rovnym nékterému z éfsel

1,2,4,8,16,32, ... _
Ani ¢islo 4 ani éislo l/é—nelze tak psdti; proto to nejsou délicf body svazku.

Zvolme x tak, Ze r neni délicim bodem daného aritmetického
svazku. Pro kaZdé n mame v n-té stupnici svazku uréity interval
(Tps 8>, uvnité kterého lezi bod x. Zfejmé interval (r,, ,, s, ,> je
budto levou nebo pravou polovinou intervalu (-;'n, 8>, takZe

<rlr 8|>, <1‘2, 32)) <7'm 83>’ cee (7-3)

je fetéz intervali. Ze (7-2) nasleduje podle cvié. 25, Ze (7-3) je vytvo-
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fujici fetéz; protoZe bod z je uvniti viech intervali (7-3), je (7-3)
vytvofujici fetéz bodu z. Rekneme, Ze (7 3) je aritmeticky Fetéz
bodu z. V obr. 5 jsou silné vyta,zeny prvé &tyti intervaly takového
aritmetického fetézu.

Cviéeni 33. BudiZ ddn aritmeticky svazek. Zvolme v kaZdé stupnici -
svazku interval (r,, 8,), takZe dostaneme posloupnost intervalia (7-3). Kdyz
(7-3) je aritmeticky Fetéz néjakého bodu, ktery nenf délicim bodem svazku,
pak: [1] pro ka%dé n je (*a+1, $n+1) budto levou nebo pravou polovinou
intervalu (r,, 8,>; [2] je nekoneéné mnoho takovych n, pro né% {r, +1, 9, 11>
je levou polovinou intervalu (r,, 8,> i nekoneéné mnoho takovych =, pro
néZ {rn+1, 85+1) je pravou polovinou intervalu {r,, 8,). Obricené, jsou-li
splnény podminky [1] a [2), je (7-3) aritmeticky Fetéz uréitého bodu z, ktery
nen{ délicim bodem daného aritmetického svazku.

Cviéeni 34. BudiZ « délicf bod aritmetického svazku. Pak lze dvojim
zpusobem vybrati pro n=1,2,3,... z n-té stupnice svazku interval
{7y, 84 tak, aby (7-3) byl vytvotujici fetéz bodu z. Je-li p nejmensf z téch
hodnot indexu =7, pro které je x délicim bodem %-té stupnice svazku, pak
je z u jednoho z obou Fetézi stdle levym, u druhého stéle pra.vym krajnim
bodem n-tého intervalu, a to pro viecka n = p; pro n < p je mterval
<r,,, 8p) U obou Fetézil stejny a obsahuje bod z uvnitt.

Cvidenf 3b. Budiz a = 1 zdklad aritmetického svazku. Aritmeticky
fetéz bodu 4 zaéind intervaly

0,15, <0, 3, <0, 1, <& 40 <k 762 By o' & 705 G -
Aritmeticky fetéz bodu l/2 za.cfné. intervaly
(L2, (L (G 30 < 0 s 18D, 88 1 <1h. #HOH G 3D

8. Raciondlni a iracionilni ¥sla. Racion4dlni &islo je takové
realné ¢&islo «, k’?eré je kofenem linedrni rovnice ax + b = 0, ve které
a % 0 a b jsou ¢&isla celd. Tedy na pt.

O’ 2’ - 5: +, - 152
jsou raciondlni &isla. Iracionédlni ¢islo je redlné &islo, které neni
raciondlni. Na pf. V2~je iraciondlni ¢islo. Nebot kdyby existovala dvé
celd ¢isla @, b takova, Zea 4 0a av2 + b = 0, mohli bychom kracenim
dociliti toho, Ze by z &isel a, b bylo aspofi jedno liché. Bylo by
a2 — bt = (a2 + b)(a)2 —-b) = o,
tedy b% = 2a2, Proto by éislo b bylo sudé, takze by a bylo liché. Mohli
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bycliom poloZiti b = 2¢, kde také ¢ by bylo celé ¢islo. Pak by bylo
a? = 2¢%. ProtoZe a je liché, je to nemoZné.

» Zvolime-li @ = 1 za zédklad aritmetického svazku, pak v3ecky
(léhcl body svazku jsou raciondlni é&isla. Tedy ze cvié. 29 plyne, Zc
racionalni éisla leZzi husté na &iselné ose. Z toho na,sledujc
snadno, Ze také Cisla tvaru x + V2 kde x probihd vecka racionélni

Cisla, lezi husté na &iselné ose. Ale zfejmé je x + V_u'aclona,lm, je-lix
raciondlni. Proto také iracionalni ¢islaleZi husté na Giselné osec.

‘Budiz dédna rovnice .
aoz"l + a]_x"_l + ...t a1+ a,=0, (8-1)
kde koeficienty a,, ay, ..., @, jsou ¢isla cela (a, & 0, a,, 4 0). Raciondln{

kofeny této rovnice (jsou-li jaké), daji se snadno najiti. Raciondlni kofen
lze psati ve tvaru %, kde 7 & 0 a 8 & 0 jsou ¢isla celd. MuZeme predpokla-
dati, Ze je 8 > 0 a Ze ¢isla 7,3 jsou nesoudélnd (jinak bychom mohli

r : .
zlomek vy kratit). ProtozZe —:- je kofen rovnice (8-1), jest -

agr® + ar"—ls 4+ ...+ a,_rs"—! 4+ a,8" = 0.
Z toho ndsleduje
agrt =¢.[—ar—t—...—a,_rs"%—a,s"1], (8:2)

a8t =r.[—ayr—t —ar*—2%—... —a,_ 18" 1] (8-3)
oG Y aor" . 2 .aoT" Liel %
Z {8-2) plyne, Ze cislo = le celé. Je tedy moZné zlomek - Y kratit éislem s

a s wy .
a protoZe Gisla r a 8 jsou nesoudélnd, lze také zlomek ;‘3 kratit ¢islem s, t. j.

tislo s je délitel &fsla a,. Stejné se odvodi z (8-3), Ze dislo r je délitel
¢isla a,. ProtoZe kazdé celé éislo rizné od nuly mé jen koneény pocet

délitels, mame pro zlomek i jen konetny podet moZnosti, takie zbyvi

pouze, abychom se o konecném pottu urditych ra.cloné.lnich ¢isel presvedéili
dosazenim, vyhovuji-li rovnici (8-1).
Piiklad. 102? - 722 +1, +2
+ 5, +16; éislo 9 m4 délitele + 1, 4+ 3, + 9. Tedy v dvahu prichdzi
24 &fgel
+1 +83 49 41 +3 -9 21 =3 +9 &1 43 49
ST T I e e 3 3 510 100 1o
(8-4)




Dosazenim se muZeme piesvédéit, Ze jediné z nich, totiz ¢islo — §, je ko-
fenem dané rovnice.

I ve zvoleném jednoduchém piikladé bylo hled4ni racionalnich kofenu
dosti pracné, protoze éfsel prichdzejicich v dvahu je dosti mnoho. Ale mu-
Zeme si vypocet zkrdtit takto. Zvolme si libovolné celé é&fslo ¢. Levou stranu
rovnice (8-1) si ozna¢me f(z). PoloZme z = ¢ + ¢. Pak je

He+ ) =aglc + )" + ay(c + )" + ... + an e + 8) + ag;
jednotlivé mocniny dvojélenu ¢ + ¢ miZeme rozvésti podle binomické véty
a dostaneme

e + t) = bytn + bytn—l+ ...+ buyt + by, (8-5)
kde by, by, ..., by—1, by, jsou patrné &fsla celd. M4-li rovnice f(z)= 0 kofen

= %, mé patrné rovnice f(¢c + £) = 0 kofen

Jsou-li 7, 8 é&fsla nesoudélna, jsou patrné také r —cs, s ¢isla nesoudélni
(nebot' kazdy spoleény délitel &fsel r — cs, 8 je také délitelem &isla r — cs 4
+ ¢8 = r). Proto musi byti » — cs délitelem ¢isla b, & s musi byti délitelem
&fsla by. Druhy z téchto poznatki neni ni¢fm novym, nebot snadno se najde,
Ze by= a,; a %e 8 je délitelem ¢isla a,, to uz vime. Hodnotu b, miZeme uréiti

ohodlne bez binomické véty, dosadime-li ¢t = 0 do identity (8-5). Vyjde

bs = f(c), take nas vysledek zni: at si jakkoli zvolfme celé éislo ¢,
musi{ bytir —cs délitelem éisla f(c). Nyni se vratme k naSemu pfikladu

a volme za ¢ jednak ¢islo 1, jednak &fslo — 1. Je#to f(1) = — 10, f(— 1) = 6,
dostaneme: .
r — 8 je délitelem é&fsla 10; (8-6)
r + 8 je délitelem é&isla 6. (8:7)

Ze 24 &fsel (8-4) vyhovuji podmince (8-6) pouze éisla
—1+3 —9 +1 +3 —3 +3 9

101 32772775010
a podmince (87) pouze &isla

+1 —3 +1 —1 —3 +1 —3 &9
T 22 2" 5 5 10

Obéme podminkdm zéroven vyhovuji pouze tfi éfsla, totiz, § — 3 a *; a do-
sazenfm ge presvéd&fme, Ze pouze — § je kofenem dané rovnice.
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. Cvicen{ 36. Urlete raciondln{ kofeny rovnice

a) 2z —42% 4+ 322 — 52— 2 =0,
b) 42 + 1325 + 1624 4 2323 — 5z — 45z + 18 = 0,
c) 228 4 26 — 9z — 623 — 522 — Tx 4+ 6 = 0.

€videni 37. Jsou-li koeficienty rovnice
- *+azh 1+ . a2 +‘an=0

tisla celd a je-li  raciondln{ kofen rovnice, pak z je éislo celé. Proto na
pr. éisla V?T, Vg, 1./5, i/3—atd. jséu jisté iracionlni.

BudiZ & iracionalni &islo. Je-li dino celé kladné &islo s, pak v arit-
metické stupnici se zékladefn % budiz —:— ten délici bod, ktery je bodu o
nejbliZz. ProtoZe o je iraciondlnf, nemuZe leZet uprostied mezi dvéma
délicimi body; proto vzdélenost « od % jé men§i nqi Elg' Tedy: Ke

T
kaidémg celému s > 0 existuje celér tak, Ze zlomek v apro-
Xximuje iracionalni &islo o s chybou men#i nez 2 neboli Ze

—— (85)

I ‘23

Uvidime, %e je vidy nekoneéné mnoho takovych s, kterd davajf lepsi
aproximaci nez (8:8). '

V&ta 12. Budi o 1raclona,ln1 ¢islo. BudiZ n celé kladné ¢islo. Pak
existuji celd Cisla 7, s takovd, e 0 <8 X n a

' r | 1
—_—— T, 8-9
SN I (8:9)

-

Diakaz. V3imnéme si aritmetické stupnice se zakladem 1. Kazdé
7. Cisel -
.o, 2.2,3.%, ..., (n+ Do
lezi uvnit¥ uréitého intervalu nasf stupnice. To znamena, Ze existuji
celd &isla 7,7y, ,..,7,,, takova, Ze.diference
lia—n, 2.0—r, 3.0 —15, ..., (W +1)ax—r,,, (810)
leZi uvniti intervalu {0, 1>. Interval <0, 1> muZeme rozdéliti na n
mensich intervala
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O, oy, B (8:11)

n n

a kazdé z é&isel (8:10) lezi uvnitr Jednoho z intervala (8-11). Pocet
cigel (8-10) je » + 1, kdeZto intervalu (8- ll) je pouze n. Proto musi
byti mezi intervaly (8-11) aspofi jeden, uvniti kterého jsou aspon
dva z bodd (8:10). Budiz J ‘takovy interval. Existuji tedy celd ¢isla
h, k takova, Ze 0 < b <2 k < n + 1 a Ze oba body

ho —ry, ko — 1, (8-12)
R ; 1
lezf uvnitt intervalu J. Vzdélenost bodi (8-12) musi byti mensi nezli o

1 e
nebot . je délka intervalu J. Tedy
1
, (k—h)a—(rk—rh) | <7 —;
Polozme k —h =8, r, — r, = r. Pak jsou éisla r a s celd. jest 0 <
1 .
<8l na|sa—r|< w2 &ehoZ plyne (8-9).

Cviceni 38. Je-li &éislo & raciondlni, pak zustane véta 12 v plat-
nosti, napiSeme-li nerovnost (8:9) ve slabsim tvaru.
1 |
<

T
X — —
8

- &n

Cviéeni 39, Z véty 12 odvodte, Ze ke kazdému iraciondlnimu ¢islhu
. . v v . z ‘VI r
o exigtuje nekoneéhé mnoho raciondlnich édisel vy (r, 8 celd; 8 > 0) taka-

_vych, ze
1
<< ;.—.

! r
& —
7%

(8-13)

Dé se dokézati, Ze nerovnost (8:13) se da nahraditi ostfejsi ne-

rdvnosti
-1 (8-14)

)L
8 cSs

i
ve které ¢ je &islo vétsf nez 1. Pfi tom lze voliti ¢ = V5_ Je-li viak

c> VE, tu lze jak uvidime, voliti iracionalni &slo & tak, Ze jen ko-

. )i r )
neény podet zlomku " miiZe vyhovéti nerovnosti (8-14).
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Iraciondlng ¢isla délime na algebraickd a transcendentni. Redlné
¢éislo x se nazyvéd elgebraické, je-li kofenem rovnice (8-1), jejiz koeficienty
jsou ¢&isla celd (a, % 0). Volime-li rovnici (8-1) tek, aby jeji stupen » byl
co nejmensf, pak éfslo n se jmenuje stupen algebraického éisla z. Redlné
¢islo je transcendentnf, neni-li algebraické.

Cviéeni 40. Raciondlni ¢islo je algebraické é&fslo stupne 1. Obrdcené
kazdé algebraické éislo stupné 1 je raciondlnf.

Véta 13. BudiZ « redlné a.lgebrmcké &islo stupné k > 2. Pak exmtu]e
¢ > 0 takové, e polet zlomki ?, pro net

|
a—i’<—‘,,, (815)

je koneény. Je-li o kofenem rovnice f(z) = 0, kde f(x) je mnohoclen k-ho
st,upne s celymi koeficienty, pak muZeme za ¢ voliti kterékoli éfslo vét3f nez
| /() |. (Carka znamend derivaci. O derivacich viz VM.) -

Dukaz. BudiZ ¢ > | f'(x) | & predpoklédejme, Ze je nekoneéné mnoho
zlomku vyhovujicich nerovnosti (8:15). Musime ukézat, %e ndS predpoklad
je nemozny. Pfi daném jmenovateli s je jisté poéet zlomki s vlastnosti
(8-15) konedny. Proto z naSeho. pfedpokladu plyne, e existuje posloupnost

S

8 8 8

ve které r, a 8, > 0 jeou éfsla celd, 8, < 8,4, &

[ Tn 1
_In — 16
F < ok (8:16)
pro viecka n. Z (8:15) plyne
lim = 4. (8:17)
n-ro S
Podle definice derivace je tedy [jest f(o) = 0]
r
f( )—/(a) (e )
lim = lim —2L = f(x). (8:18)
n—>n ﬂ n—o ru
- —«
8y S

To je viak nemoZné. Nebot rovmice f(z) = 0 mé, jak zndmo, jen koneény
podet koteni, takZe lze udati interval J, uvnitt kterého ma ta rovnice jen
jedin}" koten z = x. Podle (8:17) existuje index p takovy, ie pron >7p

lexi . uvnitt J. ProtoZe « je 1racxomi.1n{ al® ” je raciondlnf, ]e — #= «. Proto
n 9n
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pro n > p je jisté /(?) = 0. Je%to viak f(z) je mnohodlen £-ho stupnsé s ce-
a

lymi koeficienty, dé se &islo /(?—) pséti ve tvaru

n

.3

f ra\ _ un
8p 8%’

kde u, je &islo celé. Tedy pro n > pje |uy | = 1, tak¥e

T\ | 1
)]z

Z této nerovnosti a z (8-16) nasleduje viak, Ze pro n > p je

Protoze ¢ > | f'(«) |, je tedy vztah (8:18) nemoZny.

Nyn{ se snadno pfesvédéfme, Ze v (8-14) nelze voliti ¢ > Vg Nebot
volme x = ‘va“' 1). Cfslo o je iraciondln{ a je kotenem rovnice druhého
stupné f(z) = 0, kde f(z) = 22 — z — 1. Tedy « je algebraické &slo druhého
stupné. Jest f'(x) =20 —1 = VB, takie ¢ > f'(x). Z toho plyne podle
véty 13 (ve které k = 2), %e jen koneény podet zlomki muZe vyhovovati
nerovnosti (8-14). '

Cviceni 41. Riznymi zpisoby muZeme rekurentné vytvofit posloup-

nost intervali
, <o 8, (Tas 85D, (T3, 83); - ' (8-19)

s témito vlastnostmi. [1] Pro viecka n jsou r, raciondlni éisla. [2] Kazdy
interval (7, 1, 85 +1) leZi uvnitt pfedchdzejictho. [3] Existujf celéd éfsla

0<g<e<e < ...
takova, Ze pro viecka n je

1
S =17Tu+ —
'

Pak (8:19) je vytvorujici fetéz transcendentniho éisla .

Cislo e [viz (6-15)] je transcendentni. Cislo 7 je transcendentni. Deka-
dicky logaritmus kladného é&isla celého, které neni mocninou deseti, je trans-
cendentni. Je-li ¢ > 1 celé a je-li « iraciondlni, pak ¢* je transcendentni.
Tyto zajimavé vysledky muZeme zde pouze uvésti bez jakéhokoli dikazu.

Cech, Elementdrn{ funkce. 3 N 33



Il. Logaritmus a obecnd mocnina.

9. Pojem logaritmické funkece. Je-li kazdému kladnému ¢&islu y
pFifazeno uréité &islo f(y), mame funkei f(yf, jejiz obor je soustava
viech kladnych &isel. Rekneme, Ze f(y) je logaritmickd funkce,
kdy% ma tyto dvé vlastriosti:

I. f(y) je rostouci funkce. To znamend, ze kdyZ 0 <2 y, < ¥,,
je také f(y) < f(ye)-

II. Je-li y, > 0, y, > 0, pak

Hye) == H) + f(ge). - (9-1)

Cviéeni 42. Je-li f(y) logaritmickd funkce a je-li ¢ kladné &islo, pak
také F(y) = ¢ f(y) je logaritmick4 funkce.

Cviéeni 43. Je-li f(y) logaritmickd funkce, pdk f(1) = 0. [Dosadte
h="y=1 d_O (9-1).]

Cvic¢eni 44. Je-li J(y) logaritmickd funkce, pak pro ¥y > 1 je f(y) >0
apro0<<y<<1lje f(y) <O.

Cvideni 4b. Je-li f(y) logaritmickd funkce, pak pro y > 0 je /(%) =
1
= —f(y). [Dosadte y, = y, ¥y, = 7 do (9-1).]

Véta 14. BudiZ f(y) logaritmické funkce. Pro y > 0 a pro kazdé

celé k je _
f(&*) = k f(y). (9-2)

Dukaz. I. Pro k = 0 plati (9-2) podle cvid. 43.

I1. Pro k =1 je (9-2) zfejmé. Plati-li (9-2) pro uréité celé kladnc k,
pak je podle (9-1)

Ky = 1(6* . y) = Hh) + Hy) = kf(y) + f(y) = (k + 1) f(y).

Tim je (9-2) dokdzdno indukei pro celé kladné k.
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II1. Je-li k celé kladné, pak je podle II a cvié. 45

Hy—*) = f[(%)k] - ki(%) — — k().

Tim je (9-2) dokazino také pro celé zaporné k.

Nyni stojime pred dvéma dileZitymi otdzkami: Existuje viibec
néjaka logaritmickéd funkce? Jaka je souvislost mezi dvéma logarit-
mickymi funkcemi? Na tyto otdzky odpovime v odst. 11; odstavec 10
pripravi odpovéd.

10. Geometrické svazky. Obrazy kladnych &isel vyplni tu ¢ast
¢iselné osy, ktera je napravo od poéitku; nazveme ji éiselnou polo-
osou. ProtoZe nulu nepolitdme mezi Cisla kladnd, poéitek sam uz
nepatfi do ¢iselné poloosy.

Zvolme si uréité &islo ¢ vétsi nez éislo 1-a tvofme postupné
moeniny P=19'=g99%¢, ..., (l(f-l)
z nichz.ka?dé nasledujici je g-krat vétsi nez predchazejici. Cisla (10-1)
tvoli stoupajici geometrickou posloupnost s prvym ¢lenem 1 a s kvo:
cientem g. Intervaly

<1, 9,49, 9%, <9% 9%, <g* 9%, ... (10-2)
se fadi na &iselné poloose jeden vedle druhého od levé strany k pravé.
Podle véty 6 vyplni intervaly (10-2)- celou &ast ¢iselné poloosy od
hodu 1 napravo (i s bodem 1 samotnym). Véta 6 byla odvozena pot-
tem; miZeme v3ak také. usuzovati geometricky takto. Délky inter-
vali (10-2) jsou

g—Lglg—1),9%M9—1), 9% —1),...;
jsou tedy tyto délky &éim déale tim vét3f a z toho je patrné, Ze intervaly
(10-2) vyplni celou &ast &selné poloosy napravo od bodu 1, &éim% je
geometricky potvrzena véta 6. Z véty 6 nasleduje podle cvi¢. 14, ze
limg™(g — 1) = oo, t. j. Ze délky intervala (10-2) rostou do

n—ro
nekonedna.
Nyni si k mocninam (10-2) pfipojme je§té mocniny se zdpornymi
mocniteli ' 1 - 1 1
—1— - g—2—_ g% = . .
g P g I, (10-3)
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také ¢isla (10-3) jsou kladna a kaZdé nésledujici je g-krat menai ne#
predchazejici. Cisla (10-3) tvoli klesajici geometrickou posloupnost
s prvym ¢lenem ¢! a s kvocientem g—'. Intervaly

GG gD, <3y, <gtha,... (10-4)

se fadi na &iselné poloose jeden vedle druhého od pravé strany k levé.
Podle véty 7 vyplni intervaly (10-4) celou &ast &iselné poloosy od
bedu 1 nalevo (i s bodem I samotnym).

Vyznaéme si nyni na éiselné poloose viecky body
—3 —2 -1 y
g 9L g g
Celd &iselnd poloosa se nam rozdéli na nekonedn& mnoho intervali,

které ciselnou poloosu celou pokryji, ale nikde se nepfekryvaji
(viz obr. 6). Bod 0 pokryt neni, ale také nepatti do &iselné poloosy.

-0 gwl y-l g-l 1 P 9

Obr. 6.

Takové rozdéleni Giselné poloosy nazveme geometrickou stup-
nici a éislo ¢ nazveme zakladem stupnice. Tedy geometricka stupnice
se sklddd z nekoneéné mnoha nestejné dlouhych intervala. Ze
dvou intervali geometrické stupnice je vidy ten delsi, ktery leZi vice
napravo. Mezi témi intervaly jsou vidy takové, jejich? délka je v&tsi
ne libovolné pfedepsané kladné é&islo (jakkoli veliké), i takové, jejichz
délka je mendi neZ libovolné pfedepsané kladné éislo (jakkoli malé).
Krajni body nadich intervali, tedy body (10-1) a (10-3), nazveme
déliei body geometrické stupnice.

Nyni si vysvétlime pojem geometrického svazku. To je po-
sloupnost geometrickych stupnic, k niZ dojdeme takto. Zvolime si
urdité ¢islog > 1, které nazveme zikladem svazku. Zakladem prvé
stupnice svazku bude ¢islo g, = g. Oznaéime-li obeené zéklad n-té
stupnice svazku znakem g,, bude '

_ Inir = Vu Gns1 = 0w ~ (10-5)
takZe obecné bude
on—1
» In = Vg
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(Je-lig, > 1, je také g, ., > 1.) Délici body n-té stupnice svazku jsou

o G G L G G G (10-6)
délici body (n + I)-ni stupnice jsou

-

cees g;fp gn—fp 9;-:17 L 9ni1r grzu+1’ 934-1’ (10-7)

Podle (10-5) miZeme psati (10-6) také ve tvaru

LS g;-fp gn—+‘1’ gn—fl’ 17 gf2l+1’ g:+1’ g:+17

Tedy soustava (10-7) vznikne ze soustavy (10-6) tim, Ze mezi kazdé
dva sousedni body vsuneme jeden bod novy. Tedy intervaly
(n =+ 1)-ni stupnice'.vzniknou tim,Ze kazdyinterval n-téstup-
nice rozdélime na dvé ,,poloviny*. Slovo polovina dédvam do
uvozovek, protoze to nejsou poloviny v obvyklém smyslu tohoto slova,
-nybrz dvé ¢éasti, z nichZ leva je mensi neZ prava.

Protoze interval {1, g, . ,> je men§i ,,polovinou‘‘ intervalu <1, 9.,

je . In+1— 1 -2 7} (gn - 'l)’

kz 1
takZe 0<g—1< '5:’(9 —1);
z toho nasleduje -
limg, = 1. (10-8)
- nl—»> o
V kaidé stupnici geometrického svazku jsou intervaly, jejichz
délka pfesihne libovolné dané kladné dislo. Ale pres to plati:

Véta 15. BudiZ -dian geometricky svazek. Budiz ¢ > 0, ¢ > 0.
Pak existuje index p takovy, Ze pro vSecka n > p maji viecky ty
intervaly n-té stupnice svazku, které lezi nalevo od bodu e, délku
mens&i neZ e.

Dukaz. Zvolme  tak, Ze g* > c. Pro kazdé  je g* levym krajnim
bodem uréitého intervalu J, z »-té stupnice svazku. Budiz d, délka
intervalu J,,. Pro kazdé n je d, ., < id,, a z toho nésleduje lim d,, == 0.

- @O
Proto existujé index p takovy, Ze pro viecka n > p je d, < &. Je-li
n >> p a leZi-li néjaky interval K z n-té stupnice nalevo od bodu ¢,
pak K lezi-nalevo od J, takie délka intervalu K je mensi neZz délka
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intervalu J, kterd je mensi nez ¢, takZe délka intervalu K je men3i
nez e.

Délicim bodem geometrického svazku rozumime kazdy
bod y, ktery je délicim bodem nékteré stupnice svazku. Zfejmé délic
bod geometrického svazku je délicim bodem skoro vSech stupnic
svazku. .

Je-li M néjaka soustava bodi na &iselné poloose, pak Fekneme,
Ze M leZi husté na ¢iselné poloose, kdyZ ke kaZdému bodu y &iselné
poloosy a ke kaZidému é&islu ¢ >~ 0 lze udati bod z patrlci do sou-
stavy M a vzdaleny od bodu ¥ 0 méné nez e.

Cviéeni 48. Déliei body geometrického sva.zku lezi husté na é&fselné
poloose.

Cviceni47. BudiZ M soustava bodi na éiselné poloose. LeZi-li M husté
na ¢iselné poloose, pak uvnitt ka¥dého intervalu obsaZeného v éfselné polo-
ose je nekoneéné mnoho bodu soustavy M. Obricené, kdyZ vime, Ze v kaz-
dém intervalu obsaZeném v &fselné poloose leZi aspon ]eden bod soustavy M,
pak M le#f husté na ¢éiselné poloose.

Cviéeni 48, LeZi-li soustava bodi M husté na &fselné poloose, pak:
(1] nalevo od kaZdého bodu éiselné poloosy je néjaky bod soustavy M,
[2] napravo od ka#dého bodu éfselné poloosy je néjaky bod soustavy M,
[3] je-li ddno é&fslo £ > O a jsou-li diny dva razné body soustavy M, lze mezi
né vsunouti koneény potet daldich bodi soustavy M tak, aby vzdilenost
dvou sousednich bodi byla vidy mensi ne% e. Obricené, jsou-li.splnény
podminky [1], [2] a [3], leZ{ M husté na &fselné poloose.

Cviéeni 49. LeZi-li soustava bodi M husté na ¢iselné poloose, pak ke
kazdému kladnému é&fslu x 1ze uréiti posloupnost (3-1), jejiZ ¢leny jsou vzaty
vesmés ze soustavy M, a pro kterou plati lim a,, = «. Obrdcené, je-li splnéna

7w —> D
tato podminka, leZi M husté na éiselné poloose.

Ackoli délici body geometrického svazku lei na &iselné poloose husté,
prece existuji vidy na é&fselné poloose také body y, které nejsou délicimi
body svazku. Volime-li na pf. g = 2, pak bod 3 neni délicim bodem svazku.
Nebot' kdyby bod 3 byl délicim bodem n-té stupnice svazku, existovalp by
celé &fslo k, pro které by platilo g,k = 3. ProtoZe g,2*—!= 2, bylo by 2 =
= 32"—1 co% je nemoZné.

Cvideni 50. Kdy% ziklad geometrického svazku je prvoéfslo p, pak
celé ¢islo neni délicim bodem svazku, neni-li mocninou prvoéisla p.

Cviden{ b1. Budi? d4n jakykoli geometricky svazek. Z cisel 24a3je
nejvys jedno délicim bodem svazku.
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Zvolme bod y na &selné poloose tak, Ze y neni délicim bodem
daného geometrického svazku. Pro kaidé n mdame v n-té stupnici
svazku uréity interval {u,, v,>, uvnitf kterého lezi bod y. Zfejm&
interval {u, , , v, ., je budto levou nebo pravou ,,polovinou‘‘ intervalu
{u,, v,>, takie .

{uy, vy, Cug, vy, {us, vy, ... (10-9)

je Fetéz intervald. Ze cvié. 25 a z véty 15 nasleduje, Ze (10-9) je vytvo-
fujici fetéz; protoZe bod y je uvniti viech intervala (10-9), je (10-9)
vytvorujici fetéz bodu y. Rekneme, %e (10-9) je geometricky Fetéz
bodu y.

- = Cvideni b2. Budi% dén geometricky svazek. Zvolme v ka¥dé stupnici
svazku interval (u,, v,), takZe dostaneme posloupnost intervali (10-9).
Kdyz (10-9) je geometricky Fetéz néjakého bodu y na &fselné poloose, ktery
neni délicfm bodem svazku, pak: [1] pro kazdé » je (u,H_ 1> Va1 budtolevou
nebo pravou ,,Polovmou intervalu {u,, v,>; [2] je nekoneéné mnoho ta-
kovych n, pro-né% (unH, ¥s 1, jo levou , polovinou‘ intervalu (u,, v,>
i nekoneéné mnoho takovych n, pro néz (u, 1, vp+1) je pravou ,,polovi-
nou‘‘ intervalu {ug,, v,). Obré.cené, jsou-li splnény podminky [1] a [2], je
(10-9) geometricky Fetéz uréitého bodu y na ¢iselné poloose, ktery neni
délicim bodem daeného geometrického svazku.

Cviden{ b3. BudiZ y délicf bod geometrického svazku. Pak Ize dvojim
zpusobem vybrati pro n=1,2,3,... z n-té stupnice svazku interval
{uy, v, tak, aby (10-9) byl vytvorujici fetéz bodu y. Je-li p nejmensi z téch
hodnot indexu =, pro které je y délicim bodem »-té stupnice svazku, pak je
¥ u jednoho z obou fetézu stdle levym, u druhého stéle pravym krajnim
bodem #-ho intervalu a to pro viecka n => p; pron << p je interval (u,, v,
u obou Fetézi stejny a obsahuje bod y uvnitt.

Cvideni b4, BudiZ g = 2 zdklad geometrického svazku. Geometricky
fetéz bodu 3 zaéind intervaly

91,912, <93, 91>, <92, 935, <03, 91°), <935, 91°D, <93°, 93"
R A DAL R R ‘
11. Konstrukee vSech logaritmickyeh funkei. BudiZz nyni dana

néjakd logarltmlcka funkece f(y). Zvolme si uréité &islog >> 1 a hodnotu
f(g) oznaéme a:

a = f(g). (11-1)
Podle cvi¢. 44 je a >> 0. ProtoZe a >> 0, ¢ >> 1, miiZeme zavésti arit-
meticky svazek se zakladem a a geometricky svazek se zakladem g.
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Jako v odst. 7 a 10 budiz

a,=a, g, =4¢, (11-2)
a, = 2a,,,, 9, = 912L+1' (11-3)

Podle (11-1) a (11-2) je a; = f(g,). Obecnéji je pfi kazdém n
a, = f(g,)- T (11-4)

Nebot kdyZz pfi uréitém = plati (11-4), pak podle (11-3) je 2a,,, =
= f(g2,,). Aviak f(g2,,) = 2f(g,.,) podle vlastnosti II logaritmickych
funkei (viz odst. 9), takZe a, , = f(g,.,)-
Z (11-4) nasleduje podle véty 14, Ze pro kaidé celé k (kladné,
zdporné i nulu) je ' ~ .
./(grk:,) = ka’n‘ (11-5)
Tedy funkce f pfifazuje délicim bodim n-té stupnice geometrického
svazku délici body n-té stupnice aritmetického svazku, a to po-
pofédku bodém )
1! yn’ gnz’ gns’ e

body
0,a,.2a,, 3a,, ... N
a bodim
N el A
body

-—a,, —2a,, —3a,, ...

BudiZ nyni y bod na éiselné poloose, ktery neni délicim bodem
geometrického svazku a budiz '

<u1; v]_>y <u2; v2>y <ua, 77:1>, cen (11-6)
geometricky Fetéz bodu y. Polozme
r", = f(un), 81t = t(vn)’ * . (11.7)

takze <r,, s,> jeinterval n-té stupnice aritmetického svazku. Inter-
valy (11-6) maji vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvi¢. 52. Z toho nésle-
duje snadno, %e intervaly

<71, '31>1 _<7'2, 32>; <7's, 3a>, e (11-8)
maji vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvié. 33. Proto (11-8) je aritmetic-
ky Petéz uréitého bodu z, ktery neni délicim bodem aritmetického
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svazku. Snadno se dokdze, Ze

f(y) = =. (11-9)
Nebot bod y leZi uvnitf viech intervalia (11-6), t. j. v, < y < v, pro
viecka n. Z vlastnosti I logaritmickych funkei (viz odst. 9) nasleduje
tedy podle (11-7), Ze r, < f(y) < 8,, t. j. bod f(y) leZi uvnitf viech
intervald (11-8). Av3ak z je jediny bod spoleény vSem intervalium
(11-8); z toho plyne (11-9).

Touto uvahou jsme ziskali pfedpis, ktery z kaZidého bodu y
¢iselné poloosy, at uZ y jé &i neni délicim bodem geometrického svazku,
vytvoli bod f(y). O-funkci f(y) samé pfi tom pfedpisu potfebujeme
znit pouze (11-1). Z toho nésleduje, Ze kdyZ dvé logaritmické funkce
nabyvaji obé v jednom é&isle g > 1 stejné hodnoty a@, jsou ty dvé
funkce identické.

V&ta 16. Budtez f(y), F(y) dvé logaritmické funkce. Pak existuje
kladné ¢islo ¢ takové, Ze je identicky (pro viecka y >~ 0)

F(y) =c . f(y).
Dikaz. Zvolme si libovolné &slo g =~ 1. Cisla f(g), F(g) jeou klad-
na podle cvié. 44, takZe lze uréiti kladné &islo ¢ rovniei

F(g) = ¢ . {(9).

Funkce F(y) a ¢ f(y) jsou dvé logaritmické funkce (viz cvié. 42), které
nabyvaji pro y = g obé stejné hodnoty, takie jsou identické.

Véta 16 dava odpovéd na druhou z otizek uvedenych na konci
odst. 9. Zbyva odpovédéti na prvou z téch otizek, zda totiz vibec
néjak4 logaritmicka funkce existuje. Cesta ke kladné odpovédi na tuto
otazku je dosavadnimi vyvody tohoto odstavce jasné naznadena.
Zvolime si ¢islo a >~ 0 a ¢islo g .~ 1. Zavedeme si aritmeticky svazek
se zakladem a a geometricky svazek se zakladem g. Pomoci téchto dvou
svazkt pfifadime kaZdému kladnému é&islu y uréité &islo f(y). Je-li
y délici bod geometrického svazku, definujeme ¢islo f(y) podle (11-5).
Neni-li y délici bod geometrického svazku, budiz (11-6) geometricky
fetéz bodu y; pomoci (11-7) dostaneme aritmeticky Fetéz (11-8) urci-
tého bodu r a definujeme f(y) = =.

Nyni budeme zkoumati vlastnosti pravé definované funkece f(y);
hlavnfm cilem je oviem véta 21,

41



Cviteni b8. Jsou-li u,v délici body geometrického svazku a je-li
u < v, je flu) < f(v).

Véta 17. Je-liu < y < v a jsou-li u, v délici body geometrického
svazku, jest f(u) < f(y) < flv).

Dukaz. Je-li také y délici bod geometrického svazku, plyne to
ze cvié. 55. Neni-li y délici bod geometrického svazku, budiZ (11-6)
geometricky fetdz bodu y; pomoci (11-7) vznikne aritmeticky Fetdz
(11-8) bodu f(y). ProtoZe (11-6) je vytvofujici Fetéz bodu y, je

limu, = y, limv, = §;
protoZe u < y < v, existuje index n takovy, Ze u < u,, v, < v. Podle
(11-7) a podle cvié. 55 je f(u) < r,, 8, << f(v). ProtoZe (11-8) je aritme-
ticky Fetéz bodu f(y), je r, < f(y) < s,. Tedy f(u) < {(y) < f(v).

Véta 18. f(y) je rostouci funkce.

Dikaz. Budiz 0 < y, < y,. Mdme dokazati, Ze f(y,) < f(%a).
Podle cvideni 46 a 47 existuji délici body w, », w geometrické-
ho svazku takové, Ze u < y, < v < y, < w. Podle véty 17 je
fw) < f() < f(v) < f(g2) < f(w), tedy f(y1) < f(ya).

Cvideni b6. Ke kazdému redlnému é&fslu x existuje kladné é&fslo y, pro
které je f(y) = =. '

Véta 19. Budiz

Y1 Y25 Ys, - --
posloupnost kiadnjch ¢isel; budiz lim y, = y, kde také y je kladné
éiSlO. Pak je n—>o .
lim f(y,) = {(y).

Dukaz. Zvolme kladné é&islo e. Mame dokézati, Ze pro skoro
viecka n je | f(y,) —f(y) | < e. Podle cvié. 56 existuji kladna ¢&isla
u, v takova, Ze f(u) = H(y) — ¢, f(v) = f(y) + . Z véty 18 nasleduje

snadno, Ze u < y < v. ProtoZe lim y, = y, existuje index p takovy,
n—>w

Ze pro viectka n» > p je u < y, < v. Pro n > p je podle véty 18:
fw) < fg,) < fv), t.J. f(y) — e < H(y,) < (y) + &

Cviceni B7. Jsou-li u, v délief body geometrického svazku, je
Huw) = f(u) + f(v).

Véta 20. Je-li y, > 0, . > 0, je [(1hys) = [(1) + /(%)



Dikaz. Podle cvi¢. 46 a 49 existuji posloupnosti
ul,- u27 us, cees Uy v2! v& ey

jejichz ¢leny jsou viecky délicimi body geometrického svazku, a pro
které plati lim ,, = y,, lim v, = y,. Podle cvi¢. 57 je pro viecka n

fugr,) = f(2,) + f(2y)-
Podie vét 3, £ a 19 je vSak
lim f(u,v,) = Hyy), lim [f(u,) + f(v)] = Hy) + [(9a):

takZe f(319) = f(%1) + (y2)-

Véta 21. f(y) je logaritmicka funkce.

Ta plyne z vét 18 a 20. Mimoto je z nadich Gvah patrne, Ze kazda
logaritmicka funkce je tvaru f(y), volime-li g > 1 libovolné a volime-li
za a hodnotu dané logaritmické funkce v bodé g. Proto vysledek
cvié. 56 plati pro kaZdou logaritmickou funkei. Zejména ke kazdé loga-
ritmické funkei ¢(y) existuje éislo g > 0 takové, %e ¢(g) = 1; protoze
®(y) je rostouci funkce, je jen jediné takové &fslo g; podle cvié. 44 je
g > 0. Toto éislo gnazveme zakladem logaritmické funkce. Za zdklad
miuZeme voliti libovolné éislo ¢ =~ 1; nebot volime-li dané g > 1 za
zéklad geometrického svazku a &fslo 1 za zaklad aritmetického svazku,
pak naSe funkce f(y) je patrné logaritmicka funkce se zakladem .
Koneéné podle véty 16 je logaritmicka funkce svym zakladem g jedno-
znaéné uréena. Logaritmickou funkeci se zdkladem ¢ > 1 oznaéime

-, . log, ¥

V pocetni praxi se uZiva logaritmické funkce se zakladem g = 10,
coZz mé tu vyhodu, Ze nasobime-li éislo mocninou desiti, zméni se
pouze celd ¢ast logaritmu (t. zv. charakteristika). P¥ praktickych
vypoctech se uZiva pro logaritmy se zikladem 10 (t. zv. dekadické
neboli briggsovy logaritmy) znacky log; i v této kniZce jsme tak
na jednom misté udinili (na konci odst. 6). V teoretickych ﬁv:a,h'é.ch
v8ak jsou nejvyhodné&jsi logaritmy se zdkladem e [viz (6:16)] a bude-
me i v této kniZce uZivati znaku log pouze pro tyto logaritmy (viz
odst 15).%) ‘

’

*) Obvykle se u nés pro logantmy o zdkladu e uZiva znacky lg, aby se
rozlifily od logaritmi dekadickych oznagovanych log.
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Véta 22. Budiz g > 1,k > 1. Pak je identicky

_ log, y
log, y = l_(_)—g,,h y (11-9)
log, y = loga g - log, ¥. (11-10)

Dikaz. Podle véty 16 existuje ¢fslo ¢ > 0, pro které je identicky
logy y = ¢ . log; y. Dosadime-li y = h, vyjde 1 = c. log, A, z ¢ehoZ plyne
(11-9); dosadime-li viak y = g, vyjde-log, g = ¢, z éehoZ plyne (11-10).

12. Obeena mocnina. Dosud jsme v této kniZce uZivali pouze
takovych mocnin #°, u kterych mocnitelem s je éislo celé. Budeme
nyni presné definovati numericky vyznam znaku u’, u kterého je
mocnitelem ¢ libovolné redlné &islo. Ale o mocnénciu budeme pfi tom
predpokladati, Ze je to kladné éislo. Na jednu véc musime pfi tom
davati pozor! Je-li s celé éislo, je nAm vyznam znaku «° uZz znam; proto
se musime pfesvédéit, Ze obecna definice znaku %’ ve zvlastnim pri-
padé celého s dava tomuto znaku jeho obvykly vyznam.

BudizZ tedy u éislo kladné a s libovolné éislo redlné. P#i definici
znaku %’ budeme rozeznivati tfi piipady.

1. Budiz #-=1. Pak klademe 1*=1 pro v3ecka s. Pro celd s to
souhlasf.

1I. Budiz % >~ 1. Vime (viz evié. 56), Ze existuje kladné &islo v,
pro které je ‘
log, v = s. - (12-1)
Protoze logaritmicka funkce stale roste, mize byti jen jediné takové
¢islo . Numerickou hodnotou znaku %® rozumime toto &islo v. Ze to
_souhlasi pro cela s, plyne z véty 14.

1
III. BudiZ koneéné. 0 < u < 1. Pak je w < 1, takZe podle II

1\¢
vime, co znamena znak (7 ; hodnotou znaku u* rozumime pfe-

vracenou hodnotu
1

1 s
¢isla (7) . Pro cela s zase to souhlasi.

-
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Ve viech pfipadech je u* kladné é&islo (pro vSecka kladna « a pro
libovolné s).

Na stiedni $kole se postupuje obricené nezli jsme postupovali zde. My
jsme napied zavedli logaritmus a uZili jsme vztahu (12-1) k tomu, abychom
pojem obecné mocniny prevedli na pojem logaritmu. Na stiedni 3kole se
obrécené pomoci vztahu (12-1) pfevddf pojem logaritmu na pojem mocniny.
Postup zndmy ze stiedn{ &koly nenf nespravny; ale aby byl ptesny, musila by
se napfed mocnine s iraciondlnfm exponentem definovati peclivéji nez se to
déje na stiedni Skole.

Véta 23. Je-lig > 1, u > 0 a s jakékoli redlné &islo, je

log, u* = slog, u. ' (12-2)

Duakaz. I. Je-li w := 1, plati (12-2) podle cvié. 43.

I1. Budiz » > 1. Pro ¢ = u plati (12:2) podle (12-1), nebot
log, v = 1. Zménime-li (12-2), pak se obé strany vztahu (12-2) zna-
sobi tymz Cislem, takZe vztah (12-2) zistane spravny.

IT1. Piipad 0 < u < 1 se pfevede na piipad u >> 1 podle cvié. 45,

Véta 24. Pro » > 0 a libovolna 4, t jest.

Wt =t
Dikaz. Zvolme g >1. ProtoZe pro ¥, > 0, y, > 0 ze vztahu
log, y, = log, y, ndsleduje y, = y,, sta¢i dokazati, ze
log, (u* . u') == log, u***,
coZ plyne z véty 23.
Cviéeni b8. Pro > 0, v > 0 a libovolné s jest
u' . v = (uv)’.
Cviceni 89. Pro u > 0 a libovoln4d s, ¢ jest
(ua)t = ¢,

Lvncem 60. Pro u > 1, 3 <t je uf < ut.

Cvicenf 61. Pro 0 <u <1, s <t jo u® > ut.

Cviceni 62. Pro 0 <u <v, 8 >0 je u* < v

Cviceni 63. Pro 0 <u < v, 3<<0 je u® >0

_ 13, Spojitost. Budiz f(z) funkce, kter4 nemusi byti definovana:pro
viecky hodnoty proménné z. Je-li ¢ ¢éislo, pro které hodnota f(c) je definové-
na (neboli je-li ¢ éfslo z oboru funkece f(z)), pak Fikdme, Ze funkce f(2) je
v ¢fsle ¢ spojitd, kdyz '

lim f(x) = f(c). (13-1)
I—c
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Vztah (13-1) znamend, Ze pro v8ecky body z z oboru funkee f(z), které
lezi dosti blizko u bodu ¢, je hodnota f(z) blizkd hodnoté f(c). Presny V)"zna.m
vztahu (13:1) je: KaZdému éislu ¢ > 0 lze prifaditi éfslo 6 > O tak, Ze ne-
Tovnost | f(a:) — )| <e ]e splnéna pro viecka ta z z oboru funkcee f(z),
pro kterd je |z —c | << d

Veéta 25. Budiz f(x) fun.kce spojitd v ¢isle ¢. Budiz

€15 Cgy Cgs -+ (13-2)
posloupnost, ]e]1i vBecky ¢leny jsou v oboru funkce f(z). Je-li lime¢, = ¢,
pak také lim f(c,) = f(c). n—>

n—>o
Dukaz. BudiZz déno ¢ > 0. Mdme dokazati, Ze pro skoro viecka n je
| f(ea) — f(c) | < €. ProtoZe plati (13-1), existuje éfslo 6 > 0 takové, Ze pro
viecka z z oboru funkce f(z), pro kterd | z —c | < 4, je | f(z) — f(¢) << e.
Protofe lim ¢, = ¢, existuje index p takovy, %e pro viecka n > p je-

n— o

lew—c| <d.Pron>pje|flcy) —fle)| <e.
Véta 26. Budiz ¢ cfslo z oboru funkee f(z). Budiz lim f(c,) = f(c) pro

f—>DO
kaZdou posloupnost (13-2), jejiz vBecky éleny jsou v oboru funkece f(x), pro
kterou plati lim ¢, = ¢. Pak funkce f(z) je spojitd v &isle c.

n—»o

Dukaz. Je-li ¢ kladné éfslo, Ffekneme, %e éislo 6 > 0 md vlastnost
V(e), kdyZ | f(x) — f(¢) | < € pro viecka ta z z oboru funkee f(x), pro ktera
je | x—c¢| < 6. Mdme dokdzati, Ze pifi kaidé volbé &isla £ > 0 existuje
néjaké cfslo & > 0 s vlastnosti V(e). Budeme predpoklddati naopak, Ze
méime déno urdité éislo ¢ > 0 takové, Ze Z4dné éislo 6 > 0 nemd vlast-
nost V(e).. Dikaz bude dokonéen, jakmile se presvédéime, Ze tento pred-
poklad vede k nemoZnému disledku. Podle naseho predpokladu pro kazdé

n= 1,2,3, ... déslo % nems vlastnost V(g). To znamemi, %e v oboru funkee

[(:{:) musi existovat aspoi jedno éfslo ¢y takové, Ze

1
en—rcl <o (133)
| few) — f(c) |2 > E. (13-4)
- Ze (13-3) véak ndsleduje lim ¢, = ¢, takZze musi byti lim f(c,) = f(¢). To je
vSak nemo#né, plati-li (1”3_-:1‘.])D pro viecka n. "

*  Véta 27. BudteZ f(z) a g(z) dvé funkce, které jsou obé spopt,é v ¢isle c.
Pak také funkce
[(z) + g(=), f(x) — g(x), f(2) . g()
jsou spojité v cfale c.
To plyne z vét 3, 4 a 26. Jiny dikaz véty 27 se najde ve VM, odst. 15.
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' Cvicem’ 64. Budi? f(x) funkce spojits v &isle-c. Je-li f(c) = 0, pak také

funkce — @ ( ) je spojitd v cisle c.

Rekneme-li o funkei f(z) prosté, Ze je spont& minime, Ze je spojitd
v kaZ2dém éfsle ¢ z oboru funkce f(z).

-Véta 28. Logaritmicka funkce je spojita.

To plyne z\vét 19 a 26.

Véta 29, Jsou-li f(x) a ¢(y) spojité funkce, pak také
¢[H{(x)] = F(x) je spojitdi funkce. '

Dukaz. Budiz ¢ &islo z oboru funkce F(c). To znamena, Ze jednak
¢islo ¢ je v oboru funkce (), jednak ¢&islo f(e) je v oboru funkce ¢(y).
BudiZ (13-2) posloupnost, jejiz kazdy ¢len je v oboru funkce F(x) a pro
kterou plati lim ¢, = ¢. Podle véty 26 staéi dokazatl Ze lim F(c,) =

n—>@ fn—>wo

= F(c). JeZto kaZdé c, je v oboru funkce F(a:), je kaZdé c, v oboru
funkce f(z) a kaZdé f(c,) je v oboru funkee p(y). Protoze lime, == ¢

ﬂ—bm
a protoZe &fsla ¢, jsou v oboru spojité funkee f(z), podle véty 25
je lim f(c,) = f(c). Protoze lim f(c,) = f(¢) a protoZe ¢isla f(c,) jsou

n—>r o n—> o
v oboru funkce ¢(y), podle véty 25 je lim ¢ff(c, ]——q:[f(c)] t. j.
lim F(c,) = F(c). Tim je dikaz dokonéen.

Jiny dikaz se najde ve VM, odst. 17.
Véta 30. Viecky &leny posloupnosti (13-2) budte? &isla kladna;
také ¢ budiz kladné. Budiz ¢ > 1.
Je-li
lim log, ¢, = log, c, (13-5)
n-—>m
je lime, =c. '

nsw

Dukaz. Budiz 0 < & < c. Mime dokézati, Ze pro skoro vieckan
je | ¢, — ¢ | < e. ProtoZe logaritmicka funkce roste, je
log, (c — &) < log, ¢ < log, (¢ + ¢). (13-6)
Podle (13-5) existuje index p takovy, Ze pro vecka n > p je
log, (¢ —¢) < log, ¢, < log, (c + ).
Protoze logaritmicka funkce roste, je ¢ — & < ¢, < ¢ 4 & pro viecka
n > p.



Véta 31. Budiz u > 0. Pro v3ecka realna z budiZ f(x) = u®. Pak
[{z) je spojitd funkce.
Dikaz. BudiZ lime, = ¢. Podle véty 26 mame dokazati,

ze lim f(c,) = f(¢). Zvolme g > 1. Podle cviéeni 14 je
n->o .
lim e, log, v = ¢ log, «. Tedy lim log, f(c,) = log, f(c) podle vé&ty 23,

takze lim f(c,) = f(c¢) podle véty 30.

C:i_t;::nf 65. Budiz s realné éislo. Pro viecka kladnd y budiz f(y) = y*.
Pak f(y) je spojitd funkce.

14. Exponenciflni funkee. Je-li katdému redlnému &islu x p¥i-
tazeno uréité &islo f(xr), mame funkci, jejiz obor je soustava vech
redlnych éisel. Rekneme, %e f(z) je exponenciadlni funkce, kdyz
ma tyto dvé vlastnosti:

L. f(x) je rostouci funkce.

IL. Jsou-li z,, =, libovolna realnd &isla, pak

f(@y + z0) = f(2) - f(=s)- -

Véta 32. Je-li f(x) exponencidlni funkce, pak f(0) = 1.

Dikaz. Podle vlastnosti I exponencié.lni funkce existuje éislo ¢ takové,
ze f(c) & 0. Podle vlastnosti II je f(c) = f(0) . f(c), tedy f(0) = 1.

Cviéeni 66. Je-li f(z) exponencidlni funkce je f(z) . (— z) =1 pro
kadé reilné z.

Cvicenf 67. Je-li f(x) exponencnilni funkee, je f(z) > 1 pro z >0,
0<f(a:)<l pro x < 0.

Cviéeni 68, Budiz f(x) exponencuilm funkee. Pro kazdé reé,lné z a pro
kazdé celé k je f(kx) = [f(2)]*.

Cvideni 69, Budiz u > 1. Pro viecka redlnd x budi% /(:c) = u?. Pak
f(z) je exponencidlni funkce. -

Véta 33. BudteZ f,(z), f(x) dvé exponencidlnf funkce. BudiZ ¢ > 0,
fr(@) = fy(a). Pak je identicky f,(z) = fa(x).

Dikaz.. Poloime g = f,(a) = /,(a), takZe g > 1 podle cvié. 67. Za-
vedme aritmeticky svazek se zdkladem a a geometricky svazek se zdkladem
g. Jako obvykle poloZzme -

q/l. =a, gl = gv
T+l = 5o gu+1 vgn

Pro n =1 jest fi(a,) = gn; platl-h filay) = g, pri uréitém n, jest
haa 1) - fl("n+1) = /1(2‘1{; ) = ll(an) = .¢].._= In+1 - 'gu+1: -tedy
hl@, ;1) = 4 gn i1, takie fi(a, £1) = gn 41 podle cvié. 67. Tedy je f,(as) = g,
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_pro viecka n; podle cvié. 68 je f,(kas) = ga* pro viecka celd k. Docela stejné
se dostane f,(ka,) = g.t, takZe f,(x) = f,() pro viecky délic{ body x arit-
metického svazku. Neni-li « délici bod aritmetického svazku, budiZ

. (7, 8105 T2, 83, T3, 83), - - (14'1)
aritmeticky fetéz bodu x. PoloZme
= f1(rn), vn= f;(3n), (14-2)

takZe (un, vs) je interval n- té stupnice geometrického svazku. Intervaly
(14-1) majf vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvid. 33 Z toho nésleduje snadno,

%e intervaly .
-y, ”1): Cuy, vy, CUg, ), - (14-3)

majf vlastnosti [1], [2] vyslovené ve cvié. 52. Proto (14-3) je geometricky
fetéz urditého bodu y, ktery nenf délicfm bodem geometrického svazku.
Pro viecka n je r, << x < 8,,; protoZe exponencidlni funkce stdle roste, n4-
sleduje ze (14-2), %e u, < f,(x) << v, pro viecka n. Tedy bod f,(z) je uvnitf
vSech intervala (14-3). Aviak y je jediny bod spoleény viem intervalum
(14-3). Proto je fi(x) = y. Docela ste]ne se dokdZe také fy(x) = y, takZe

h(®) = fy).

Cviden{ 70. Je-li /(z) exponencidln{ funkce, pak eiistuje &slou > 1
takové, e je identicky f(z) = u=.

15. Derivace. Pojem derivace je jeden z nejduleZitéjsich pojmii
nauky o funkecich. Ndzorny vyklad tohoto pojmu se najde ve VM,
odst. 10. Zde si pouze uvedme aritmetickou definici derivace. O funkeci
f(x) pravime, %e mé pro x = a derivaci rovnou &fslu o, je-li funkce f(z)
definovédna ve viech bodech dosti blizkych bodu a a je-li

’1'1 of(a"l'h____)__'f_(a) . (15-1)

Pfesny vyznam vztahu (15-1) jest: Kazdému #slu & > 0 lze pnrad1t1
éislo 6 > 0 ta,k Ze nerovnost

o+ B —1@ |, -

je splnéna i pro kladna % takova, Ze 0 << b < 4 i pro zdporna h takova,
%e 0 < —h < 8. Hodnotu derivace funkce f(z) pro = — a znadime
obvykle f'(a). Pojmu derivace jsme v této kniice jiZz jednou piilezi-
tostné uZili (pii vété 13).

Z vlastnosti derivace si uvedme jen tuto:

Cech, Elementérnf funkee. 4 49



Véta 34. Budiz f(x) spojitd funkce v intervalu <r,s). Ma-li f(z)
pro viecka z uvnitt {r, s> stale kladnou derivaci, pak f(z) roste v in-
‘tervalu <z, 8). Ma-li f(x) pro v8ecka x uvnit¥ {r, 8> stle zdpornou deri-
vaci, pak /(z) klesé v intervalu {r, &).

Diukaz se najde ve VM, odst. 21 a 35.

Utite€nost véty je prokdzina detnymi pfiklady ve VM, odst. 21 a 22.

Ma4-li logaritmické funkce log, y pro y = 1 derivaci rovnou é&fslu &% pak

existuje limita
h‘mhg” a+h_, (16°1)
h—>0 h

Existuje-li takové &islo «,.pak je ziejmé pri kazdém kladném y

log, (1 + %)
/ m — 77—
A0 b
y
neboli
umloga (y+2) - log, y

B0 h

— a
y
takle
’ J— ‘x
(logy y)' = v

pro ka¥dé kladné y. Pot{Z je pouze v diikaze existence limity (15-1). Za tim
iidelem potiebujeme zkoumati, jakych hodnot nabyvé funkce

log, y
71 (15-2)
v blizkosti bodu y = 1. Mfsto funkce (15-2) muzeme studovati jejl prevré-
eenou hodnotu, tedy funkei
l
1084 y
Pro y = 1 nenf p(y) definovéna, nebot zlomek se jmenovatelem 0 je bez.-
vyznamny. Pro viecka ostatn{ y > 0 je viak funkce ¢(y) definovina. Tedy
obor funkce @¢(y) je &iselnd poloosa, ze které se odstran{ bod 1.
Véta 35. Funkce o(y) je spojita.
. To plyne z v&t 27, 28 a cvié. 64.

ply) =
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Zavedme si aritmeticky svazek se zékladem a, = 1 a geometricky
svazek se zékladem g, = g. Jako obvykle budiZ

a. -
Qp 1 = ?’., Jat+1 = Vgn-

Vime, e
log, g¥ = ka,,
takZe pro k¥ =+ 0 je A
(9a%) = ' —1 15-3
@ gn ) - Ica,. ( )
Véta 36. Jsou-li u,v délici body geometrického svazku a je-li

u =1 F0 u<<v, jest pu) < @(v).
Dikaz. Zvolme n tak, ¥e oba body %, v jsou d&lici body n-té
geometrické stupnice. Mimo bod 1, ve kterém funkce ¢(y) neni defi-

novéna, mé tato stupnice za délici body jednak body

Tns I Tnd - (16-4)
napravo od bodu 1, jednak body

I 1 1

—) — = L., 1566

In ga¥ ga* ( )

nalevo od bodu 1. V bodech (15-4) nabude funkce ¢(y) hodnot
q!'_l g”a—l gna'—l
a,  2a, 3a, '
v bodech (15-5) nabude funkce ¢(y) hodnot
gn—1 ga®—1 g2 —1
’ ) s e} 15-7
Inn  2¢n’a, 3ga’an ( )
ProtozZe g, > 1, a, > 0, nésleduje ze cvié. 6, Ze (15-6) je stoupajici
posloupnost, a ze cvié. 7, Ze (15-7) je klesajici posloupnost. V (15:6)

9h— 1; v (15-7) je nejvétsi ¢len
ay h o

(15-6)

g—1

; zfejme.

je tedy nejmensi ¢len

viak
gi—1 < h— l,
N L1
takZe kterykoli ¢len posloupnosti (15-7) je mensi nez kterykoli ¢len

posloupnosti (15-6). Tim je patrné dukaz véty dokonden.
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Véta 37. Funkce ¢(y) je rostouci funkece.

Dikaz. BudiZ g, > 0, ¥, > 0, 4, + 1 + 9,5, 4, < ¥s. Madme doka-
zati, Ze ¢(y;) < @(y,). Podle cvié. 46 a 47 existuji délici body geometric-
kého svazku u,v takové, Ze u 1 +v, y, <u <v <y, Podle
véty 36 je @(v) > @(u). Proto miZeme zvoliti &slo £ > 0 tak, Ze

p(u) 4+ & < p(v) —e. (15-8)
Podle véty 35 existuje na ¢iselné poloose interval J, ktery neobsahuje
bod 1, takovy, %e bod y, leZi uvnitt J a takovy, Ze | p(y) — ¢(yy) | < €
pro kaZdy bod y uvniti J. Podle cvi¢. 46 a 47 miZeme zvolit uvniti J
délici bod #, geometrického svazku, pro ktery je § << u; jest tedy
@(t;) < @(u) podle véty 36 a mimoto je | p(t;) — @(%) | < &. Docela
stejné se dokéZe, Ze existuje délici bod #, + 1 geometrického svazku,
pro ktery je p(v) < @(%) & | p(fs) — p(¥s) | < e. Jest

P(n) < plt) + & < p(u) + ¢,
P(Y2) > @(ls) — e > @(v) — ¢,
takze podle (15-8) je ‘P(?/l) < @(¥,).

Body ¢,, 9p41; gt 9 +1 jsou déhci body naseho geometnckého
svazku, jsou razné od bodu 1 a jest ¢! < 9n+1 < Int1 < G- Podle
véty 36 je

‘p(gn 1) < ‘P(gn+1) < ¢(gn+l) < ?J(g,,)

Tedy
$pEr), @())s <Pz ), 9(98)), <PGz "), @(@s)>, .- (15°9)
je Fetéz intervali. Podle (15-3) je
- ,_Pgs) _
¢(gl 1) > w(g 1) glh

takZe podle (10-8) a podle cvi¢. 26 je (15-9) vytvofujici fetéz uréitého
bodu «. Bod « lei v intervalu {p(977?), ¢(4,)), takZe je a« > O.
Véta 38. Pro y > 1 je @(y) > a; pro 0 <y <1 je p(y) < «;
mimo to je
lim ¢(y) = «. (15-10)
y—1 .
Dikaz. Je-li y > 1, pak podle (10-8) existuje index %, pro ktery
g, <'y, takZe ¢(g,) < @(y) podle véty. 37; protoZe « je v n-tém inter-
valu posloupnosti (15-9), je & < ¢(y). Je-li 0 < y < 1, pak existuje
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takové n, Ze g, < y ! neboli g;! > y, tedy ¢(g;!) > y, takie & > ¥
Zbyva dokédzati vztah (15-10). BudiZ dano ¢&islo € > 0; mame dokézati,
Ze existuje interval J, uvnitt kterého je bod 1, takovy, Ze | ¢(y) ——
— & | < e pro viecka y =+ 1 uvnit¥ intervalu J. Je¥to (15-9) je vytvo-
Fujici Fetéz bodu «, jest

lim g(g;") = o, lim g(g,) = o.

n—>® n—>x -
Tedy miZeme zvolit n tak, Ze |@(g,}) —a | <e |@g,) —a| <e.
ProtoZe g;' <1<y, leZi bod 1 uvnitt intervalu J = <{g;?, g,>.
LeZi-li ¥ == 1 uvnitf J, pak podle véty 37 je

P(¥) < 9g,) <+ & @y) > plgn!) > x —e.

Hodnota ¢&isla & > 0 zdvisi na volbé zékladu g logaritmické funkce,
8 pomoci které jsme tvofili funkei ¢(y). Nahradime-li funkei log, y
jinou logaritmickou funkecf, pak podle véty 16 existuje &islo ¢ > 0
. takové, Ze nové logaritmickd funkce je identickd s funkef ¢ log, y;
obrécené ¢ log, y je podle cvi¢. 42 logaritmick4 funkce pii kaZdé volbé
¢isla ¢ > 0. Zavedeme-li misto funkce log, ¥ funkei ¢ log, y, mime
misto funkce

_y—1
¢(y) log’ y \
funkei )
y—=1_ o0
clogy y ¢’

takZe misto ¢isla « dostaneme &islo -3—. Protoze je « > 0, vidime, 7e

vhodnou volbou zédkladu logaritmické funkee miZeme dociliti toho, Ze
¢islo odpovidajici &islu &« bude miti libovolné pfedepsanou kladnou
hodnotu; a riznym hodnotam é&isla « odpovidaji rizné logaritmické
funkce. Zejména existuje zcela uréitd logaritmicka funkce, u které ¢islo
odpovidajici &islu & md hodnotu 1. Ziklad této logaritmické funkce
oznaéime e; my jsme sice v odst. 6 uZ oznadili pismenem e zcela uréité
¢islo, ale to nevadi, nebot ze vztahu (15-13), ktery v brzku dokiZeme,
plyne volbou x = 1 a porovnénim s (6-16), Ze ¢&islo e zde zavedené je
totoZné s ¥islem e zavedenym v odst. 6. Logaritmy o zédkladu e se jme-
nuji pfirozené neboli Napierovy (¢ti neperovy) logaritmy; budeme
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je znaditi symbolem log, ponévadZ zéména s logaritmy dekadickymi
neni zde moZné4.*)
Cvideni 71. Jest

- . y—1
lim =1, 1511
y—1logy ( )
]
lim 28Y . (15-12)
y—>1Y— 1

Cviten{ 72. Pro y, >0, ¥, >0, ¥, = 1 =y, 5, < y, joat
$h—1 Ya— 1.
log 4 log y,

Véta 39. Proy >0,y +ljel +logy < y.
Dikaz. Podle véty 38 (ve které g = e, tedy « = 1) je pro y > 1

y_.—_£>1
log y .

a mimo to log ¥ > 0 podle cvifeni 44, takie y — 1 > log ¥ neboli
¥y > 1+ logy. Podle véty 38 je pro 0 < y < 1
y—1 < 1 neboli y—=1
log y —log y
a mimo to —log y > 0 podle cvi¢. 44, takZe zase y — 1 > log y neboli
y>1+logy.

Véta 40. Pro kaZzdé redlné z je

> —1

fn-—>o

ot = lim-(l + %) (15-13)
Dikaz. Pro = 0 je vztah (15.13) zfejmy. BudiZ tedy z 3 0.
Polozme y = 1 4- 2 Pron > | x| je y > 0, takZe symbol log y ma
n
vyznam, a jest
logy =n Lox\ 1 x\*
Kdyz celé n roste do nekoneéna, pak y se blizi jedné (a pron > | x|
jeoy >0,y = 1); tedy podle (156:12) je -
*) Viz poznamku na str. 43,




n—»w

_ lim — log (l -+ ) 1
takZe

n—>o

Podle vét 25 a 31 je tedy

zi\n

. log(1+—)
lim e = e”.

nl—>r0

Tim je (15-13) dokdzano, nebot

o z\n z\*
ell(l+”) =(1+7)

podle definice levé strany.

lim log (1 + %)n= z.

Cvideni 73. Je-li 0 << u << v, jost
1

! —1 1
1 ogv —logu 1
v v—u u

Je-li 0 >u > v, jest

1 1 —1 1
_>og|v| oglul 1
v v—U

-
[Ve vété 39 volte jednak y = —, ]edna.k y= 1:— ]

Véta 41. Pro kazdé y =+ 0 je

(log |y 1) =
To plyne snadno ze cvié. 73.
Cvidenf 74. Je-li r < s, jo

1
7

[Ve ovi¢. 73 volte u = e, v = e%.]
Véta 4la. Pro kaZzdé redlné z je
(7)) = e”.
Cviéeni 75. BudiZ u > 0. Pro kaZdé rediné z je

(u%) = u®log u.
[Jest u% = ot log u.]



Véta 42. Budiz s libovolné realné ¢islo. Pro kazdé realné x je
(@) = az*~", (1514)
Dakaz Jest 2 =e°% podle definice pravé strany, tedy

2® = ¢*!°82 podle cvié. 59. Vzorec (15-14) plyne tedy z vét 41 a 4la
podle pravidla o derivovani slozené funkce (viz VM, qdst. 17).

MiuzZeme si odvoditi vzorec (15-14) také bez pravidla o derivovéni
sloZené funkce. BudiZ nejprve 8 > 1. Je-li 0 < z < y, pak je podle cvié. 60

8
0<1<(1)
x X

"a podle cvid. 61

Tedy podle cvié. 72 je

Podle (12-2) miiZeme tyto nerovnosti pséti ve tvaru

Y _a (l)'_ 1 -
x r

” 7" (15-15)
) log—; alog'?
8.
, (% 1 Z_a
<t (15-18)

z z

8log — log —
g y g Y

V nerovnosti (15-15) nésobme na obou stranich kladnym &fslem log %,

a tym? kladnym &slem log % = —log % nésobme také obé strany ne-
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rovnosti (15-18). Vyjde

1< l[(l)'_ 1]_ (15-17)
8 x -

- _[ _(_“’_)’] <12 (15:18)

. 8 Y ) Y

Nésobfme-li jedté v (15-17) obé strany kladnym &fslem sz* a v (15-18) obd
strany kladnym éfslem sy®, dostaneme, %o pro 8 > 1,0 < 2z < y je

yl — xs
y—z
a z toho plyne snadno (15-14) pro 8 > 1, protoZe funkce sz*—! je pro z > 0
spojité podle evid. 65. Mdme-li takto (15-14) dokdzdno pro # > 1, miZeme
déle usuzovati na pt. takto. Platf-li (15:14) pro uréité s, pak je podle pra-
vidla o derivovani podilu [viz VM, vzorec (18-3)]

~ oy

31;:—'1 < < syn—l

z z?

t. j. vzorec (15-14) ztistane v platnosti, zmeniime.li-s o jednicku. Proto
vzorec (15-14) platny pro 8 > 1 ziistane v platnosti pro 8 >0, pros > —1,
pro 8 > — 2 atd., t. j. pro viecka redlns s vibec.

Cvidenf 76. Derivujte funkce

a) log (z* + 1); b)e™; ¢) a%; .

Q% e)log@+)FF), f@+ D7
16. Exponenciilni Fada. KdyZ | z| < 1, jest
: 2 2
log (14 2)= x—?+-§—z+ ceny

14+ =

l1—=z

5
=2u+§+%+nm

S pomocf téchtofad se daji velmi pohodIné poéitati logaritmy. Ale o tom je
feé ve VM, odst. 30, a nenf divedu, abychom se tfm v této kni%ce zabyvali
znovu. Za to se v tomto odstavci seznimime s jinou nekoneénou radou,
s pomocf které miZeme velmisnadno pocitati nejen &islo e, nybrs také hod-
noty funkce e? pro viecka redlnd z.

Véta 43. BudiZ

log

ll(x): fz(-"), fa(z)» L . ) (16'1)
posloupnost spojitych funkei v intervalu (r, §>. Pro vlecka z uvnit#

Y
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{r,8d>apron=1,23,... budiz

'a+1(2) = fa(®). (16-2)

Pro »n > 2 budiZ f,(r) = 0. Je-li f,(x) stéle kladnd pro viecka 2 uvnitf
(ry 8), pak také pro n > 2 je fa(x) stéle kladnd pro viecka z uvnit#
{r, 8). '

Dikaz. Necht pfi uréitém = je f,(x) >> 0 pro viecka z uvnitf
{r, 8)>. Mame dokézati totéZ o funkei f, . (x). Funkece f, . ,(z) je spojité
v intervalu {7, 8) a uvnitf {r, 8> ma podle (16-2) stdle kladnou derivaci.
Funkee £, ,(x) tedy roste v intervalu {r, s) podle véty 34, takZe pro =
avnitf (r, 8) jo fo11(2) > fpia(r) = 0.

Cviéenf 77. Budiz (I6-1) posloupnost spojitych funkef v intervalu
r, 8). Pro vlecka x uvnitt (r,s) a pro n=1,2, 3; ... necht plati (16-2).
Pro n = 2 budi f,(s) = 0. Je-li fi(z) stdle kladnd pro vSecka z uvniti
{r, 8, pak pro n = 2 je f,(x) pro vecka z uvnitf {r, &)

a) stéle kladna, je-li » liché; b) stdle zdpornd, je-li » sudé.

Véta_44. BudiZ (16-1) posloupnost spojitych funkef v intervalu
{r, 8>. Pro viecka x uvnitf {(r,8> a pro n =1, 2,3, ... necht plati
(16-2). Pron > 2 budiz f,(r) = 0. BudiZ ¢ > 0 uréité éislo; pro viecka z
uvniti (7, 8> budiZ | f,(z) | < ¢. Pak pro n = 2 je pro viecka z uvnit¥

{r, 8

(& —r)r—t
[fa(®) | < %7,—
" Dikaz. Pron =1,2,3, ... budiz
~ —p)yn—1
F“(x) = (z(T_%)! "“fn(x):

— pry—1
Gu(z) = ¢ (_:I(;TT)I)'_ + fa(=),

zejména

Fy(z) = ¢ — [i(2), Gi(®) = ¢ + /i(),
takie F,(z) > 0, G,(z) > 0 pro vSecka x uvnitt {(r, ). F () a G,(x)
jsou spojité v intervalu (r, 8 a uvnit¥ (7, 8) je

Fln+l(x) = Fn(x)! Gln-.i-l(x) = G"(x)
Pron = 2 je F,(r) = 0 = G,(7). Podle véty 43 je pro viecka z uvnitf
(1 8y Fo(z) > 0, Gp(x) > 0, tedy
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(2 — ry—
¢ _(71,—1)' > | fa(@) |.
Cvideni 78. Budi? (16-1) posloupnost spojitych funkef v intervalu
{r, 8. Pro viecka z uvnit¥ (r,s) a pro n = 1,2, 3, ... necht plat{ (16-2).
Pro n > 2 budi¥ f,(¢) = 0. BudiZ ¢ uréité cislo, Pro viecka z uvnitF {r, 8
budiz | f(#) | < ¢. Pak pro n > 2 je pro viecka z uvnitt (r, 8)

(o — 2,

| fn(=) | <cm

Cvident 79, Pro kadé rediné z je'lim = — 0. | Pro dosti veliks n je

n— oM

Zgn+l 1] an
h+ D=2 al ]
Véta 45. Pro viecka zdpornd xapron =1,2,3, ... je
x'l+1
_(1+1|+21+ T < lmFDr|

Mimo to ma diference e —(l + — + + .+ —) stejné zna-

menf jako , je tedy kladné - pn lichém n a zapornd p¥i sudém =.

an+1
(n + 1)
Dukaz. Zvolme r > 0 tak, Ze éislo * < 0, pro které chceme pro-
vésti dikaz, je uvnitf intervalu (—r, 0>. Pro « v intervalu {(—r, 0>
a pron =123, ... budiz
x zs xﬂ—l
fa(z) = (1 +—l_!+—2_l. + ...+ m)‘—'e‘,

zejména f,(x) = 1 —e®. Pak jsou f,(x) spojité funkce v intervalu
{—r, 0> a pro viecka 7 je f,(0) = 0. Podle véty 41a je pro viecka x:
f'ns1(x) = f.(x). Koneénd je f,(x) > O uvnitf intervalu {(—r, 0>. Tedy
podle cvié. 77 je uvnitié (—r, 0> stile

fa(x) > 0 pfi lichém =, f,(x) < O pfi sudém n.
Z tobo plyne tvrzeni véty snadno. Je-li » liché, pak pro —r < 2 < 0
. . i n
jost o(z) > 0, fo1a(2) =o(@) + —-< 0, tedy 0 < fyfe) < ‘ — ‘
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Podobné p¥i sudém = je: [, (x) < 0, fu,(x) = f.(z)+ a:_"' > 0,
n!
a*
tedy 0 > f,(x) > —. -
n!
Véta 46. Pro viecka kladnd x a pron = 1, 2,3, ... je
0 <e=—(1 RIS )< -2
Dukaz. Zfejmé stadi doké,zati, %e pro kadé r > z je
0 <er— (1 + Iy 4z - ATIRN )<(er—l)-——. (16-3)

Jest » > 0; dokaZeme, Ze (16-3) plati pro vSecka x uvnitf intervalu
{0, r>. Za tim Glelem poloime

fa (@) = e — ( + + + .+ n xn_l”!)

zejména _f,(z) = e*— 1. Pak jsou fa(z) spojité funkee v in-

tervalu (0,7), jest f,(0)=0, /', . (x)=/f.(x). Pro = uvnitf r je

0 < fi(z) < e — 1. Tedy uvnité {0,7> je f,(x)-> 0 podle véty 43
1

a fo(@) < (" —1)

dostaneme (16-3).

. Véta 47. Pro vSecka realnd x je

an—
m—D! podle véty 44. PiSeme-li n 4- 1 misto =,

e?=1 + + 3 + + ... do nekoneéna.

Dikaz. To je zfejmé pro x = 0 a plyne pro x < 0 ze cvié. 79
a véty 45, pro x > 0 ze cvié. 79 a véty 46.
Cvideni 80, Vypocitéte
e = 2,718 281 828 459..
e~ 1= 0,367 879 441 117
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{ll. Goniometrické fuﬁkce.

17. Xomplexnf &isla. Na stiedni Skole se zavadéji komplexni
¢isla pFi nauce o kvadratickych rovnicich. Mé-li kvadratickd rovnice
ax® 4 bx ¢ = 0 zdporny diskriminant D = b% — 4ac, pak nemd
tato rovnice v oboru reilnych é&isel Zddny kofen. Ale v 8irfim oboru
komplexnich ¢isel ma ta rovnice dva kofeny, totiz

_—b+iiDT _ —bs—il[D]
= Xy=—
2a
Kazdé komplexni &slo z mé tvar z = z + i, kde x, y jsou dvé
redlnd &sla. Rekneme, Ze z je realné &4st komplexniho &sla z a Ze y
jeimagindrni édst komplexniho &fsla 2, coZ budeme psati

) x = R(2), ¥y = 3(2).

Na pf.
R2—3i) =2, J(2—3) = —
R(5) = 5, 3(5) = 0;
R(5i) = 0, J(5i) = 5;

- R(0) = 0, J(0) = 0.

Cisla redlnéd jsou zvladtnim piipadem &sel komplexnich; jsou to ta
komplexni &fsla, jejichZ imagindrni &4st je rovna nule. Ta komplexni
¢isla, jejichz redlné ¢ast je rovna nule, jmenuji se ryze imagindrni
¢isla. Kazdé komplexni é&islo je soudet dvou séitanci, z nichZ jeden je
reilny a druhy ryze imaginarni.

Komplexni é&sla s¢itame, od¢itame.a nasobime jako &isla redlnd,
jen musime védéti, Ze i = — 1.

(@ +bi) + (c +di) = (@ +¢) + (b +d)j
(@ + bi) —(c +di) = (@ —o) + (b—4d)i,
(@ + bi)(c + di) =ac + bi.c +a.di+ bi.di= (ac—bd) + (bc+ad)i.
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Cviéenf 81. Vypoltéte ‘ ’
- 8) (2 + 3i)3 — 2i) — (4 4 i1 — 4i);
b) (2 + 3i)* + (3 + i) -+ (1 + 2i)%
) (i+ 1)(i + 2)(i + 3);
cd) B+ (4 —i)— (B + i)4 —i)>
Cvidenf 82, (z + yi)(z — yi) = «? + ¢*.
Déleni komplexnich éfsel pfevadime na nasobeni pomoci cvié. 82,
Délenf nulou je i v oboru komplexnich ¥sel stejnd nemo#né jako
v oboru &fsel redlnych. Je-li viak ¢ + di = 0, pak

a+bi (a+bi) (c—di) (ac + bd) + (be—ad)i _

c+di  (¢c+dd (c—di) c? + d2
" _actbd  bo—ad,
T et 4 a2 cz+d2"'
Cvidenf 83. Vypodtéte
24+i . 8+i i—2 . 2i—1
irw Pi—y =% V1w

Ke komplexnimu é&fslu z = 4+ yi konjugované komplexni
¢islo je z* = & — yi. Hvézdicka m4 v dal§im viude tento vyznam.

Cviden{ 84. Budte? u, v komplexnd ¢isla. Pak je -
(w + v)* = u* + v*, (4 —v)* = u* — ov*, (uv)* = y*o*

a kdyZ o = 0, je také

Jako si redlnd éisla zndzorfiujeme body na ptimce, tak si komplex-.
ni ¢fsla zndzorfiujeme body v roviné. Za tim Géelem si zvolime v roviné
pravoihlou saustavu soufadnic v obvyklé poloze: osu z vodorovné
8 kladnym smyslem od levé strany k pravé, osu y svisle 8 kladnym
smyslem zdola nahoru. Obrazem komplexniho é&isla = + yi je bod,
jehoZ pravouhlé soutadnice jsou z, y. Obrazy redlnych éisel padnou
na osu z, které proto fkdme redln4 osa; obrazy ryze imagindarnich
¢isel padnou na osu y, které proto fikdme imaginirni osa. Nad
redlnou osu padnou obrazy téch komplexnich ¢isel, jejichZ imagindrni
¢4st je kladna, pod redlnou osu obrazy téch, jejichZ imagindrni &ast
je zéporna. Napravo od imaginirni osy padnou obrazy téch kgmplex-
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nich &isel, jejichZ redlnd &ast je kladnd, nalevo padnou obrazy téch,
jejichZ redlnd &ast je zdpornd.

V obr. 7 jsou znidzornéna kom- y
plexni ¢&sla 2 4 3i, —2 4 2i,
—1—3i,3—2i2 3, —2 —1,0.

ProtoZe vlastnim pfedmétem ) 2?’
nadich dvah nejsou body, nybri 222 |
&sla, a protoZe body v rovind jsou P
pro nés pouze obrazy komplexnich 51 > -" o
¢isel, neni tfeba piili§ ostfe rozliso- . :
vati mezi komplexnfm &slem a bo- . shar

dem, ktery je jeho obrazem. Proto
mluvime kritce na pf. o bodu 24 3i
misto o bodu, ktery je obrazem Obr. 7.
komplexniho é&isla 2 4 3i.

Cvit¢eni 88, BudiZ » 5 0 komplexni éfslo. Probihd-li ¢ viecka redlnéd
¢isla, probfhd bod tu pifmku, kterd spojuje bod 0 8 bodem u. Probih4-li ¢
pouze kladn4 redlns éfsla a nulu, probthd bod tu polopiimku, kterd vychdzi
z bodu 0 & jde bodem «.

Cviéeni{ 86. Budte? «, v dvé komplexni &isla; budiZ v + v, w 3= 0 & v.
Nele#{-li vBecky tfi body 0, %, v na pifmce, pek jsou 0, u, u + v, v vrcholy
rovnobéZnika.

Ze stiednf Skoly vite, Ze stied tisecky, kterd spojuje bod 2z, = 2, + i
s bodem z, = z, 4 y,i, mé soufadnice

T+ T Y+ Y
2 2
Tedy je tento stfed dén komplexnim é&slem .
atsn
5

Cvi¢en{ 87. DokaZte pomoci komplexnich éisel, %e ihlopiftky rovno-
béznika se navzdjem pulf (viz cvié. 86).

U komplexnich éisel nedefinujeme pojmy ,,vétsi‘‘ a ,,mensi*.
Pres to také v nauce o komplexnich &islech hraji dileZitou roli nerov-
-nosti. Nerovnosti pfichdzeji do této nauky s pomoci pojmu absolutni
hodnoty. Absolutni hodnotou komplexniho &sla  + yi rozumime

¢éislo Va:’ + y?; znadime je obydejné | z 4 yi |. Geometricky znamena

13

(17-1)
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|z + yi| vzdélenost bodu z + yi od poddtku, t.j. od bodu z = 0.
Obecnéji znidte ze stfedni 8koly vzorec pro vzddlenost d bodu
zy = + i od bodu z, = z; + y,:

d= 'V(xa — )+ (¥ — )%
tento vzorec lze psiti ve tvaru
d=|2—z]| (17-2)

V&imnéme si, Ze pro redlné z ma symbol | z | obvykly vyznam.
O absolutnich hodnotéch komplexnich &isel plati jednoduché,
ale dilezitd pravidla.
Cvi¢eni 88. Pro kaZdé komplexnf éfslg z je | —z | = | z|, | 2* | = | z|.
Cvidéeni 89 Je-li komplexm 3slo z 40, je | z| > 0; aviak |0 | = 0.
Cvicenf 90. Pro ka%dé komplexn{ &fslo 2 je z2* = |z |3, | z| = sz"'

Véta 48. Jsou-li %, v komplexni &isla, je |uv| = |u].|v].
Dikaz. Podle cvi¢. 84 a 90 je
| ww | =l/uv.(u'v)*=l/uu*.vv*:l/uu*.v;’:= [u]]v].

Véta 49. Jsou-li u, v komplexni é&fsla, je |u +v | S [u| + |v].
Dukaz. I. Dokazme napted |1+ 2| <1+ |z].
Budiz z = = + iy: Jest x§|x|§V:¢’+y2= |z], tedy 22 < 2| 2].
PFiéteme-li v této nerovnosti na obou strandch éislo 1 + z2 + 2,
dostaneme 1 4 22 + 2 + y2 < 1 4+ 2 |z | 4+ | z|* neboli
M+zP=Q+2+ 1< (1+[2])2 takie {1 +2|S 14|z
~ II. Nerovnost, kterou mime dokazati, je zfejmaé pro u = 0.
Je-li vBak % = 0, poloZme z = %, takZe u + v = u(1 + 2z). Podle 1
a podle véty 48 je
Jutovf=|ul.|1+z|Z(ul.(I+]2])=
=lul+]ul.jz|=]u|+|uz|=]u]|+|v]
Cviden{ 91. V nerovnosti | % + v| < | | + | v| plati znameni rov-
nosti v téchto ttech pifpadech a v 4dném jiném: [1] kdyZ u = 0, [2] kdyZ
v=0,[3] kdy% u & 0 v a kdy? l je kladné realné &slo.

Cvidenf 92. Doka%te pomoc{ komplexnich ¢fsel, Zo kaZdé strana troj-
thelnfka je mensi nefli soudet ostatnich dvou stran.
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18. Jednotkova kruZnice. Komplexni &isla z s absolutni hodnotou
rovnou jedné vyplni kruZnici se stfedem v poditku a s polomérem
jedna; ¥ikd se ji jednotkova kruZnice. Jednotkovou kruZnici si
uspofdddme takto: Prvnim bodem je bod 1, posledniho bodu neni.
Bod 2z jednotkové kruZnice je pfed bodem z, jednotkové kruZnice,
kdyZ pfijdeme dfive do polohy 2z, nezli do polohy z,, probihdme-li
jednotkovou kruZnici proti sméru pohybu rucifek hodin podinajice
polohou 1.

Cvideni 93. Budiz |u|=1, |v|=1. Bod u le#i na jednotkové
kru¥nici pfed bodem v tenkrét (a pouze tenkrit), nastane-li jeden z téchto
i pifpadi: [1]3(w) = 0, 3(v) < 0; [2] S(x) = 0, S(v) = 0, R(u) > R(v);
[3] S(u) < 0, S(v) < 0, R(u) < R(v). -

Véta 60. Budiz |z |=1, [2]|=1 R(z)>0, 3@)>0,
'3(2z,) = 0. Pak lezf na jednotkové kruZnici bod 2z, pfed bodem 2z,.

Diakaz I. Podle vty 48 leZi 2z, na jednotkové kruZnici.
Budi z, = x; 4+ i, 2, = @, + ¥.d, tedy 2, > 0, y, > 0, ¥, = 0. Jest
212, = (2,2, — Y1) + (2,92 + 2,y,) i. Protoze J(z,) = 0, potfebujeme
podle cvié. 93 pouze dokézati, Ze je budto ¥, + %y, < 0 nebo
%3 — Y1Ys < %, Rozeznavejme tfi ptipady.

II. Budiz z, > 0. JeZto 2 =1—ux2 <1, jest z; < 1; tuto
nerovnost smime nasobiti kladnym ¢islem x, a dostaneme z,x, < x,.
Jeito 31 > 0, y = 0, tedy 2,2 — %1% < 2,4 < 2.

III. BudiZ z, = 0. Pak je-y,? = |22 =1, 4, = 0, tedy y, = 1.
Proto je #,2,— 419 = — 91 < 0 = 2. ' -

II1. BudiZ x, < 0. V piipadé z,y, + 2,5, < 0 nemame co doka-
zovati. Budiz tedy z,y, + 2,9, = 0. Jest ; < 1, y, = 0, tedy 2,7, <
< ¥ ProtoZe 2, < 0, y; > 0, je Zoy; < 0, tedy 19, + 2oty < 21y S
< Yy PprotoZe Ty, + Ty = 0, je (Tiye + ) < > Tedy
1= |22 [ = (0% — 4:9)° + (243 + 24)* < (2.7 — %9.)* + 42
takie (217, — y19p)? > 11—yt = xd, tedy | @@~y > | 217
Aviak 2, <0, tedy |2,| = — x,. Jeito z, >0, <0, y, > 0,
220, je |2z —§Ys| = ye — 217 Tedy prys — 010 > — 25,
takZe 2,7, -— Y Yy < 5. .

Jsou-li #,v dva rizné body na jednotkové kruZnici, jest jimi
jednotkové kruZnice rozdélena na dva oblouky s krajnimi body u, v.
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Oznadime {u, v} ten z nich, ktery dostaneme, pohybujeme-li se po‘
jednotkové kruZnici proti rudi¢kdm hodinovym od polohy » do po-
lohy v; druhy oblouk bude pak oviem {v, u}. KdyZ bod u leii pfed
bodem v, pak oblouk {u, v} obsahuje mimo své krajni body , v jesté
pravé ty body jednotkové kruZnice, které leZi mezi u a v, t. j. sou-
¢asné za bodem % a pfed bodem v. Je-li v =1, tedy u =+ 1, pak
oblouk {u, 1} obsahuje mimo své krajni body «, 1 jedtd prave ty body
jednotkové kruZnice, které leZ{ za bodem u.

Budi? dén na jednotkové kruZnici koneén)" podet bodi

= 1,2, 2, ..., 2, (181)
z nichZ prvy je bod 1 a které jsou napsiny v takovém poradku,
v jakém je dostaneme, probfhime-li jednotkovou kruZnici poéinajic
polohou 1 proti ru¢ikdm hodinovym. Pak se ndm jednotkova kruZnice
rozdéli na oblouky

{21’ 2’}) {zz’ za}) LR {zm—li zm}, {zin" zl}’ (18.2)
které se navzdjem nepiekryvajf, ale které pokryji celou jednotkovou
kruZnici. Takové rozdéleni jednotkové kruZnice na oblouky (18-2)

nazveme kruhovou stupnici a body (18-1) nazvemne dé1101m1
body té stupnice.

19. Kruhovy svazek. V tomto odstavei si zavedeme zcela uréitou
posloupnost kruhovych stupnic, kterou nazveme kruhovym svaz-
kem. Prva stupnice kruhového svazku mé dva dglici body 1,—1
a sklada se tedy ze dvou oblouku {1, —1} a {—1, 1}.

Cvi¢enf 94. {1, — 1} se skldds z téch bodu z jednotkové kruZnice,
pro né% J(z) = 0; {— 1, 1} se skldd4 z téch z, pro néz J(z) < 0.

Abychom si definici ostatnich stupnic kruhového svazku pfipra-
vili, budeme si definovati rekurentné zcela uréitou posloupnost

) Uy, Ug, Uy, .- (191)
bodii jednotkavé kruZnice a poloZime pro viecka n
Up = Pp + g, (19-2)

Nejprve budiz
u,=—1, tedy p, =—1, ¢ = 0. (19:3)
Je-li pfi uréitém n bod (19-2) jiZ definovan, definujme u, , ; rovnicemi
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. 1=
Pr o) = l/ Pn. (19-4)

~1/1
Pn+1=l/ *

(Jetto |u, |2 =p2+ g2 =1,je|p, | £ 1, ta,kie Ziddny odmocnénec
v (19-4) neni &fslo zéporné.) Jest

1 + n
Pﬁ+1 +9u+1 B

takZe (19-1) je vskutku posloupnost bodi na jednotkové kruznici.
Podle (19-3) a (19-4) je '
Uy =1, pp=0, gg = 1. (19-5)

Cvitenf{ 96. Pron 23 je 0 <pa <1, 0 <ga< 1.

Véta 51. Pro n > 1 jé u2,, = u,.

Dikaz. Pro n = 1 to plyne z (19-3) a (19-5). BudiZ tedy n > 2.
Podle (19-5) a podle cvié. 95 je g, = 0. ProtoZe p,® + ¢,2 =1, ¢, >0,
je q, = Vl ——p“’. Aviak z (19-4) plyne

n+1 (pn+l + an-ll) = Pn + lVl _pn ’
takie uZ, , = p, + qui = u,.

Cviten{ 96, Pro n > 1 jo u,?" ' = — 1, ua2" =

Véta 62. Pron = 1,2,3, -.., k celé, 0 < k < 2" je S(u?) > 0.

Dikaz. Pron = 1a pron = 2 to plyne z (19-3) a (19-5). MiZeme
tedy predpoklddati, Ze pfi uréitém n > 2 je véta sprdvné a mame dok4-
zati, Ze zlstane spravnd i pro n + 1. Mame tedy dokdzati, Ze pro
0< k< 2" je S(u, k) = 0. Je-li k = 2h sud§, je uk,, =u =ul
podle véty 51 a 0 <k < 2%, tedy S(uf,,) = 0. Je-li viak k liché,
jsou k—1 a k4 1 é&sla sudd, jeZz jsou ob& nezédpornd (t. j. = 0)
a-nejvyse rovna 2", takZe S(ur7]) > 0, S(uftl) > 0. Aviak |u, .| =1,
tedy un+1.u,,,* = 1, takie

l—p“_
+ 2 _1’

k+1 __ o,k * ) — k
1|+1 F Unty = Uy (U + Upy ) = 2Pp Uy

Tedy 2p,,, . S(uf, ) = S(ut7l) + S(wkil) > 0. Aviak p,,, > 0 podle
cvié. 95 (nebot n > 2), takZe J(uf,,) > 0.
Véta 53. Body '

L u, u? ..., ! (19-6)

n’ n n
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jdou za sebou v tomto pofidku na jednotkové kruZnici, probihdme-li
ji proti rudi¢kdém hodinovym.

Dikaz. I. Budiz 0 < k£ < 2% 1. DokéZeme, e bod uF leZi pred
bodem uf*!. Pro » = 1 to plyne z (19-3), pro n = 2 z (19-5). Budiz
tedy n g 3. Podle cvié. 95 je R(u,) > 0, (u,) > 0; podle véty 52 je
S(uk) = 0. Tedy bod uk lezi pfed bodem u*+! = u, . u¥ podle véty 50.
" II. Pro 0 < k < 271 ]est S(u¥) > 0. Nebot podle I lez1 bodu za

bodem 1a pied bodem u,,z ,t.j. pfed bodem — 1, protoZe u ,° =1
podle cvié. 96.
IIl. Pro 2" ' <k < 2" jest ut = —ut~2""" podle cvit. 96,

takZe J(uf) < 0 podle II.

IV. Budiz 0 < h < k < 2* Mame dokazati, %o bod ul ]e pied
bodem k. Rozeznave]me t¥i ptipady. Je-li predns k& < 2", lezi u*
pred uf podle I; mimo to je v tomto pFipadé J(u}) > 0, 3(1;‘) >0
podle véty 52, takie R(u}) > R(uz) podle cvid. 93. Je-li za druhé
h > 2", pak podle tohv, co pravd bylo Fedeno, ]e Rt >
> R(ut—2""); podle cvid. 96 je viak uh = —ub—"T" 4t — g2
takZe 92(1/‘) < R(uf); mimo to je S(u") <0, (k) < o, ta.kAe u"
lezi pred u* podle cvié. 93. Je-li konednéh < 2" ! < k < 2%, je S(u”)
= 0 podle véty 52, S(uk) < 0 podle III, takZe u? lezi pred u* podle
cvié. 93.

Nyni mtZeme koneéné definovati n-tou stupnici kruhového
svazku. Sklad4 se z oblouki o

(1, ), {2y 6,3, oy (020, 1)

a (19-6) Jsou jeji délici body. Tyto body jsou, v tom pofadku jak jsou
psany za sebou, vreholy jakéhosi 2"-tuhelnika M vepsaného do ]ednot-
kové kruZnice.

Véta 54. M, je pra,videlny 2% ghelnik s délkou strany 2q, ;.
Dikaz. Délka k-té strany mnohothelnika M, je | ut™' —auf |.

(Podle cvi¢. 96 je u2® = 1, takZe je to pravda i pro k = 2".) Podle
véty 48 je

| = [ () | = [y |5 |1y | = | 1, |,

nebot | u, | = 1. Tedy jsou vlecky strany stejné dlouhé a tudiZ M, je

7
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pravidelny, nebot je vepsdn do kruZnice. Podle v&ty 51 je u,, = u, %
mimoto u,,, %, ,* = 1 podle-cvi¢. 90. Tedy podle véty 48

|1 —wp | = [ Uy Upr* — Uy ® | = Uy | [ U™ — Uy | =
o= U * Uy | = 21 | = 205400
nebot g, ., = 0 podle (19-5) a podle cvié. 95. .
Délici body (19-6) n-té stupnice kruhového svazku lze podle vty
51 peéti ve tvaru h

n+1

n+14 2 —2

’ 1, u,,,% « ) eee Uppy
Tedy (n + 1)-ni stupnice kruhového svazku vznikne z n-té
stupnice rozptlenim v8ech jejich oblouk. '

Véta 55, Jest
‘ lim p, = 1, lim g, = 0.
R—- A—H0

Dukaz. Podle (19-4) je

1 + + Pa
=P =1— %Ez 1+V1—+p,. l_2})"' 1+1P,.+1'
Podle (19-5) a. podle cvié. 95 je p,,, =0, tedy 14 ppyq =1, takie
1—prtt < < . Z toho nésleduje indukei
1—%3127_’:‘—34,,—;

4
mimo to p, < 1 (nebot p,2+¢,2=1), tedy 0< 1 —p, < —; o takZe

lim p, = 1. ProtoZe p,® + ¢,® = 1, musi byti také lim g, = 0.
n~> o n— o

Je-li » > 2, pak kaidy oblouk {uf, u 1}, (0 < k < 2" — 1) n-té
stupnice kruhového svazku je édsti jednoho ze &ty¥ oblouku
{1,1}, {i, —1}, {—1, —i}, {—1i, 1}
druhé stupnice svazku. Z toho ndsleduje, %e kdyZ bod z = z + yi
probihd oblouk {uf, uf*1} od polohy %% do polohy u¥+!, x budto stile
roste nebo stéle klesi, a také y budto stile roste nebo stéle klesa. Proto
jak z tak y pii tom probihd urdity interval. Oznadme {uf,wul*1),
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interval, ktery probiha z, a {uf, u**!}, interval, ktery probfhd y. Je-li

{uf, ukt}, = (a, b), {uf, ut*'}, = {c, ),

pak z tisel @, b jedno se rovnd R(uf) a druhé R(uE*); z &isel ¢, d,
jedno se rovnéd J(uf) a druhé J(uttl). Ziejmé

b—a < |uk—uktt|, d—o < |uf—uft,
takfe délky obou intervald jsou < 2g,,, podle véty 54.

Pron = 1 mdme dva oblouky {1, —1},{—1, 1}. KdyZz = = + yi
probihé oblouk {1, —1} od polohy 1 do polohy —1, tu z stile klesé od
hodnoty 1 do hodnoty —1, a y nejprve roste od hodnoty 0 do hodnoty
1.a potom kless od hodnoty 1 do hodnoty 0, takZe z probfha interval
{1, —1}; = {(—1, 1) a y probfha interval {1, —1}, = {0, 1>. Podobné
kdyZ z = 2 + yi probihé oblouk {—1, 1}, probih4 z interval {—1,1},;=
= (—1, 1> a y probiha interval {—1, 1}, = (—1, 0).

Cvicéenf 97. BudiZ {v, w} jeden oblouk nékteré stupnice kruhového
svazku. Je-li z = x 4 yi bod na jednotkové kruZnici a ndleZi-li éislo x do
intervalu {v, w}, & y do intervalu {v, w},, pak z nileZ{ do oblouku {v, w}.

Délici bod kruhového svazku je takovy bod na jednotkové
kruZnici, ktery je délicim bodem né&které stupnice svazku. Ziejmé
kaZdy délici bod kruhového svazku je délicim bodem skoro viech
stupnic svazku.

Je-li M néjakd soustave bodi na jednotkové kruZnici, pak rek-
neme, Ze M lezi husté na jednotkové kruZnici, kdyZ ke kazdému bodu
z jednotkové kruZnice a ke kaZdému ¢islu £ > 0 lze udati bod v
patfici do soustavy M a vzdileny od bodu v 0 méné nez ¢.

Cviéeni 98, -Délicf body kruhového svazku lef husté na jednotkové
kruZnici.

Je-li

2y =@+ Wi, 2, =Ty + Yal, 23 =Tz + Yai, . -. (19°7)
posloupnost komplexnich ¢isel a je-li také z==2x 4 yi komplexni

éislo, pak vztah
‘ lim z, =2 (198)

fa—>D
znamend, Ze plati zarovetl lim z, =z, lim y, = y.

fn—@o : fi—>®
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COvideni99. Plat{-li vztah (19-8), ve kterém z, a z jsou komplexni &fsla,
pak lze kazdému kladnému ¢ pfifaditi index p tak, Ze pro viecka n > p je
| 2 — 2z | < &. Obrécené, je-li splnéna tato podminka, plat{ vztah (19-8).

Cviéeni 100. Véty 3, 4 a b5 plati také pro porloupnosti 8 komplexnimi
cleny. :

Cvideni 101, Le%i-li soustava bodi M husté na jednotkové kruZnici,
pak Ize kaZdému bodu 2 na jednotkové kruZnici pfifaditi posloupnost (19-7),
jejiZ éleny jsou vzaty vesmés ze soustavy M, a pro kterou platf (19-8).
Obréicensé, je-li splnéna tato podminka, leZi M husté na jednotkové kruZniei.

Agkoli délicf body kruhového svazku leZ{ husté na jednotkové kruZnici,
plece existuji na této kruinici také body, které nejsou délicfmi body
svazku. Takovy bod je na pt.

: o —14il3
. 2
Kdyby pfi néjakém n bylo z = u%, pak by podle cvi¢. 96 bylo 22" = 1,
tedy také z4" = (23")2" = 1. Av#ak snadno se vypoilte, e 2% =1, tak¥e
24 = 2 a z toho nésleduje indukef, Ze 28" = z = 1.

Zvolme bod z = x + yi na jednotkové kruZnici tak, Ze z neni
délicim bodem kruhového svazku. Pro kaZdé » mame v n-té stupnici
svazku urdity oblouk {v,, w,}, ve kterém lef bod 2. Zfejms

{v1, wih, {va, wah, {Va, Wahy, .- (19-9)

{v1, Wiks, {V2, Wk, {Va, Was, ... (19-10)
jsou fetézy intervali. Bod x leZi ve viech intervalech (19-9); bod ¥
le%i ve v8ech intervalech (19:10); pro n = 2 je délka n-tého intervalu
obou Fetézli nejvySe rovna 2g,,,; tedy ze cvié. 26 nésleduje podle
véty 55, %e (19:9) je vytvorujici fetéz bodu z a (19-10) je vytvorujici
fetéz bodu y. Bod z ndleZf do viech oblouki

{v1, wl}: {vs, we}; {va» ws}: cees (19-11)
obrécend, kdyZ bod ¢ = & + #i nélez{ do vdech oblouk# (19-1), na-
lezi & do v8ech intervald (19-9) a 5 do viech intervald (19-10), takZe je
E=2,n=y, tedy { =z TudiZ z je jediny bod spoleény viem
obloukiim (19-11); fekneme, Ze (19-11) je kruhovy fetéz bodu z.

Cvicenf 102. Pro n = 1,2,8, ... zvolmg v #-té stupnici kruhového
svazku oblouk {v,, w,}, takfe dostaneme posloupnost (19-11). Kdyz (19-11)

je kruhovy fetéz néjakého bodu z na jednotkové kruZnici, ktery nenf délicfm
bodem kruhového svazku, pak: [1] pro kazdé n je budto v,,; = v, nebo

z =
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W, 1 = Wy; [2] je nekoneéné mnoho takovych %, pro néz v,,; = v, i ne-
koneéné mnoho takovych n, pzo néZ w, ., = w,. Obricens, jsou-li splnény
podminky [1] a [2], je (19:11) kruhovy Fetéz urditého bodu z na jednotkové
kruZnici, ktery neni délicim bodem kruhového svazku.

Cvideni 103. BudiZ z bod na jednotkové kruZnici, ktery nenf délicim
bodem kruhového svazku. BudiZ (19:11) kruhovy fetéz bodu 2. Pak je

{wy*, v *}, {wy*, 0%}, {wy*, va*}, ...
kruhovy fetéz bodu z*. '
20. Funkece sinx a cos Xx.

Na stfednf Skole se uéi, jak lze kaZdému whlu « piifaditi dvé &fsla,
kterd se znacf sin « a cos o. My si budeme definovati numericky vyznam
symbold sin x a cos x, kdé x probihd viecka redlnd &isla. Za tim wée-
lem piifadime kaZdému redlnému éfslu z uréity dhel « a poloZfme

sin x = sin o,
COs T = CO8 o,
kde symboly napravo majf ty% vyznam jako na sttedni skole. Uhel & volime
v takové poloze, Ze jeho vrchol je v poddtku a %e prvnim ramenem je kladné
é4st redlné poloosy; druhé rameno vhlu « protne jednotkovou kruZnmici
v bodé z. Podle toho, co vite ze stfedni §koly, bude (i co do znamen!) '
sin z = 3(2), cos z = R(2). _

Bézi tedy jen o to, jak kaZdému redlnému é&islu z prifadit uréity hel &«
neboli, cok je v podstaté toté, uréity bod z na jednotkové kruZnici; budeme
psdti :

z = E(z).

Geometricky se d4 toto pfifazeni popsati velmi nézorné a jednoduse.
Nejprve je £(0) = 1. Je-li za druhé &islo x kladné, pohybujeme se po jednot-
kové kruZnici protirué¢iékdm hodinovym od polohy 1 a% do té polohy
z = E(x), ve které délka drihy, kterou jsme urazili, je rovna éfslu z. Je-li
za tfet{ z zdporné, pohybujeme se Po jednotkové kruinici po ruéi¢kdch
hodinovych od polohy 1 a% do té polohy z = E(xz), ve které délka drihy,
kterou jsme urazili, je rovna éfslu | z |.

Nynf budeme zkoumati, jak lze od této geometrické definice dospéti
kryzearitmetické definici symbolu E(x). Délka celé jednotkové kruZnice
je, jak zndmo, rovna 2. Budi? ddno uréité n =1, 2, 3, ... Vime, Ze body

"
L, wp, wa?, .., w7,

kde %, = P, + ¢ui bylo definovéno v odst. 19, rozdéli jednotkovou kruznici
na 2% sobé rovanych (viz vétu 54) oblouku

{1, un}: {um unz}: reey {unzn_l: 1}:
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které ndsleduji za sebou v tomto poiddku, probihdme-li jednotkovc;u kruZ-
nici od bodu 1 proti ru¢i¢kdm hodinovym. Délky viech téch obloukd dohro-
mady daji 27, takZe délka ka?dého z nich je z : 2°—1. Proto podle geometric-

ké definice symbolu E(z) jo
B (_"1‘_) — (201),

pro 0 < k < 2" —1; protote viak u,2" =1 (viz ovié. 96), nsleduje z geo-
metrické definice symbolu E(xz) snadno, Ze (20'1) plati pro ka¥dé celé
k=0,4+1,42,... Mimoto plyne z geometrické definice symbolu E(z),

%e kdyZ = probihd interval (2”ﬂ__1, (70_2—1:_11) n), probihé bod z= E(z) na

jednotkové kruznici oblouk {u*, u,*+1}; i toto platf pro kadé celé k.

Dosud jsme vychazeli od geometrické definice symbolu E(z).
Nyni zaéneme viecko znovu, ale tentokrat bydeme postupovati ryze’
aritmeticky; co bylo fedeno dosud v tomto odstavci, o to se nebudeme
opirati, a¢ je tim ovSem nésledujici aritmeticky postup motivovén.
Pfi tom nebudeme z geometrie pfedpoklddat ani znalost &isla . Misto
toho si zatim zvolme docela libovolné kladné dislo, které sice uz
nyni oznadime symbolem 7z, pro které viak teprve v nasledujicim
odstavei provedeme uréitou aritmetickou volbu [viz (21-11)], o kter¢
se potom presvédéime, Ze geometricky znamend polovmu délky jed-
notkové kruZnice. p .

Zavedeme si aritmeticky svazek se zdkladem 7 a budeme hodnotu
symbolu E(x) definovati aritmeticky nejprve pro ten piipad, Ze x je
délici bod nageho aritmetického svazku. Zvolme uréité »; n-ta stupnice
-aritmetického svazku m4d ziklad = : 2%, tak¥e jeji ddlici body jsou

krx
=t (k=0,4+1,42,...). (20-2)

Hodnotu symbolu E(r) v téchto d&licich bodech definujeme aritme-
ticky pomoci (20-1), takZe tyto hodnoty jsou body jednotkové kruz-
nice; jsou to délici body =-té stupnice kruhového svazku. -Je-li
ub(0 < & < 2*Y) libovolny délici bod n-té stupnice kruhového
svazku, pak je E(x) = uf pro nekoneénd mnoho dglicich bodt z n-té
stupnice aritmetického svazku, a to pro délici body

kn.  kn (k +20%n kn
2ﬂ—1’ on—1 + 27 i on—1 ' 9n—1 :b irn 7T 2” g i 6”1 :-

nebot «,”" = 1 podle cvié, 96,
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KaZzdy -délici bod x aritmetického svazku je délicim bodem skoro
viech stupnic svazku a musime se presvédéit, Ze pomocf.(20-1) je
symbolu E(z) déna t4% hodnota, af jakkoli zvolime index %, pro ktery
je = obsaZen mezi body (20-2). Stadi se presvddiit, Ze je tomu tak,
prejdeme-li od indexu % k indexu n + 1. Je-li

r = knx  2kn
] Bl =
pa,k pomoci n-té stupmce dostdvime E(x) = uf, pomoci (n + 1)-ni
stupnice E(x) = u2¥ |, co? je toté% podle véty 51.

Zbyvé definovati symbol E(z) pro takové z, které neni délicim
bodem aritmetického svazku. BudiZ
13

<rl; 81>: <1‘2, 82>’ <”'a: 88>! cee (203)
aritmeticky fetéz bodu 2. Pro ka#dé n budiZ

v = E(r,), 1w, = Ble,); (20-4)

z definice (20-1) plyne, %e {v,, w,} je uréity oblouk n-té stupnice kruho-
vého svazku. Podle cvié. 33 je pro ka%dé n budto r,,, =7, nebo
s" +1 =8, a je nekoneéné mnoho takovych », pronéz r,,, =r,, 1ne-
konecné mno‘ho takovych n, pro né% s, , = 8,. Z toho nasleduje, Ze pro
kazdé » je budto v +1 = v, nebo w, ,, = w, a %e je nekonend mnoho
takovych #, pro nez Up4q = ¥, 1 nekonednd mnoho takovych n, pro
néz w, , = w,. Tedy podle cvié. 102 je

{vl’ wl}: {vm wz}» {'va» wa}’ oo (20.5)

kruhovy fetéz uréitého bodu z na jednotkové kruZnici, ktery neni
délicim bodem kruhového svazku. Hodnotou symbolu E(x) rozumime
tento bod z.

Cviéeni 104. Pro ka%dé redlné z je | E(z) | = 1.

Cvideni 10b. Pro kaZdé redlné z je E(x + 27) = E(x).
Cvideni 106, Jest

EQ)=1, Ex)=—1, E (i;_)z i, E (_ %) Y

Véta 56. Pro kadé redlné x je E(—z) = [E(x)]*.
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Dikaz. I. BudiZ nejprve x délici bod a,ritmetického svazku. Pfi
kr
vhodnych = a k je x =.5,—, tedy E(z) = u" E(—z)=u* Aviak

|uf | =1, tedy . (uf)* = 1, takie u_" (uky*.
II. Neni-li z délici bod aritmetického svazku, budiZ (20-3) jeho

aritmeticky Fetéz, takZe pomoci (20 4) dosta,neme kruhovy Fetéz (20-5)
bodu E(x). Ztejmé

<f81’ —-1‘1>, <_82: —7‘2), <_'837 _r8>’
je aritmeticky fetéz bodu —ux, takie podle I je
N ' {w,*, v,*}, {wy*, va.*}, {wy*, va*}, ...
kruhovy Fetéz bodu —x. Tedy E(—x) = [E(x)]* podle cvié. 103.
Véta 57. Budiz 0 < z, < 73 < 2n. Pak bod E(z,) leZi na jednot-
kové kruZnici pfed bodem E(z,); probihdme-li jednotkovou kruZnici

podinajic bodem 1 proti ru¢itkdm hodinovym.
Dikaz. LeZi-li x v nékterém z intérvala

7 n 2x (2» —l)n
0, 55=i> <=ir g1 o Cmd
lei bod E(z) v prislu¥ném z oblouki

(1, u,}, {u,, u,2, ..., (21, 1} (20-7)

Pri dosti velkém n je takevy interval, ve kterém je bod z;, jisté na-
psén ve (20-6) pfed takovym intervalem, ve kterém je bod z,. Z toho
plyne tvrzeni véty, nebof oblouky (20-7) ndsleduji jeden za druhym
v napsaném pofiddku, probihidme-li jednotkovou kruZnici podinajic
bodem 1 proti ru¢iékdm hodinovym.
Véta 58. Je-li lima, = a, je lim E(a,) = E(a).
fn—>o n—o :
Dukaz. I. Le#i-li body 2, " v témZ intervalu (r, s) k-té stupnice
aritmetického svazku, jest ‘
| RIE(")] — RIEE"] | < 201,
| S[E(")] — S[E(x")] | £ 2x41-
Nebof oba body E(x’), E(x") lezi na oblouku {v, w}, kde v = E(r),
w = E(s), takZe oba body R[E(z’)], R[E(x")] jsou v intervalu {v, w},
a oba body 3[E(z)], S[E(x")] jsou v-intervalu {v, w},; a na str. 70 jsme

, 27, (208)
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si v8imli, Ze z véty 54 nasleduje, Ze délky obou intervala {v, w},,
{v, w}y jsou < 2q;,.
" II. Zvolme & > 0. Mime dokaza.tl Ze exmtu]e index p takovy,
%e pro viecka n > p je
| R(E(a,)] — R[E(@)]] <,
| S(E(@,)]— J[E@)]| <e
Podle véty 55 miZeme zvoliti index % tak, Ze 4g,,, < e. Proto-
%e lim a, = a, existuje takovy index p, Ze pro viecka n > p je

(20-8)

-
la,— a|< = : 2871, BudiZz » > p; dokdZeme, %e plati (20-8). V k-té
stupnici aritmetického svazku budiZ J, interval obsahujici bod a a J,
interval obsahujici bod a,. ProtoZe |a,— a | je mensi neZ délka inter-
vall k-té stupnice aritmetického svazku, intervaly J,, J, budto sply-
nou, nebo to jsou dva sousedni intervaly. Rozhodné existuje bod v,
ktery leZi i v intervalu J, i v intervalu J,. Podle I jsou disla

| R(E(a,)] — RIEW)] |, | RIE@)] — R(E@)] |,
| 3[E(e,)] — JEMI |, | EY)]— 3[E()]|

vesmés < 2q,,,. ProtoZe 4g;,, < ¢, plati (20-8).

Véta 59. Jest E(x + y) = E(z) . E(y).

Dikaz. I. Pfedpoklidejme nejprve, Ze x a y jsou délici body
aritmetického svazku. Existuje takové n, Ze x a y jsou délici body
n-té stupnice aritmetického svazku, takie existuji celd &isla h, &

takovd, Ze
hn . kn (b + k)=

T =ga Y= gump tedy Ty = =,
Pak je
E(z) = u), E(y) = uj, Bz + y) = up*,
takze E(z + y). = E(x) E(y).
II. BudteZ nyni z, y libovolni reilnd disla. Podle cviteni 29
a 32 existuji pro n = 1, 2, 3, ... délici body z, a y, aritmetic-
kého svazku takové, Ze lim x, = x, lim y, = y. Podle véty 3 je

fn—>o

. oo
lim (x, + y,) = # + y. Podle véty 58 je
” lim B(z,) = E(z), lim E(y,) = E(y),

n—>o n—0
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lim E(x, + y,) = E(z + y).

Podle cvié. 100 je 7
lim B(z,) B(y,) = E(x) E(y).

n—>wo

Podle I je vsak pro vsecka n:
E(@, + y,) = E(z,) B(y,), takie E(z+y) — E(x) E(y).
Cviéeni 107, Budi z libévo]ny bod na jednotkové kruznici. Pak elxisf
tuje (jediné) redlné &islo x takové, o —n < x < 7, E(z) = 2.
Nyni poloZme pro kazdé realné x

| sin z = S[E(z)], cos x = R(E(x)], (20-9)
takze )
E(x) = cos z 4 isin z. (20-10)

Z vlastnosti komplexni funkce E(z) plynou ihned pfisludné vlast-
nosti obou redlnych funkef cos z, sin z.

Cviéeni 108. Pro katdé redlné x je cos® x 4 sin? 2 = 1.
Cviéen{ 109. Pro ka%dé redlné x je
cos (¥ 4 27) = cos z, sin (z 4 27) = sin z.

Cvident 110, Jest

cos0=1, cosm=—1, cos jn=0, cos(—}n)=0,

sin 0 =0, sin =0, sin }x=1, sin (—}7x)=—1.
Cvigeni 111, Pro kaZdé reslné x je

cos (— z) = cos z, sm(—z) —sin 2.

Cvideni 112. Funkece cos = kless v intervalu {0, n)>. Funkce sin z
roste v intervalu (— }x, i 7).

Cvigeni 113. Funkee cos & sin x jsou spojité. .
Cvideni 114, Pro viecka redlné z a y je

cos (¥ + y) = cos x cos y — sin xsin‘y,

sin (z + y) = sin xcos ¥ + cos xsin y.

Cviéenf 115. Je-li —1 < ¢ < 1, pak existuje (jediné) redlné &fslo
takové, 20 0 < z < m,cos z = t a (]edmé) realné ¢éislo y takové, fe —in <
LyLimsiny=_t
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Cvideni 116, Jest cos x = 0 pro

xT=4 $m, S 47w, L §m, ... (20-11)
a pro 24dné jiné redlné z. Jest sin x = 0 pro
x=0,+m7, 4 2n, ... (20-12)

a pro Zddné jiné redlné =z.

Jakmile zndme definici a vlastnosti funkef sin z, cos z, miZeme zavésti
funkece tg z, cotg = rovnicemi \ '

sin z '
tg x = cos %' cotg v = ——. ’(20 13)
Funkce' tg 2 nenf definovdna v bodech (20:I1); funkce cotg x neni defino-

védna v bodech (20-12). - -
Cvidenf 117. Jest identicky

tg (x + n) = tg z, cotg (z + =) = cotg x,
tg (—z)= —tgx, cotg(— x) = — cotg 2.

Cviden{ 118, Jest identicky

. tgrx4tgy
t8(23+?/)=1g_—tg%,
cotg (2 + y)zcotga:cotgy—l

cotg  + cotg y
Cvidenf 119. Pro —} = << # << 4 n funkce tg x stdle roste a nabyva

viech redlnych hodnot (kaZdé jednou). Pro 0 < x < 7 funkce cotg z stéle
kleséd a nabyvé vSech redlnych hodnot (kazdé jednou).

21. Derivace. Véta 60. Budte r,s délici body aritmetického
svazku se zdkladem . Je-li 0 < r < 8 < 7, jest

smr>smq., (21-1)
r. s

Dukae. Zvolme n tak, Ze r a 8 jsou délici body n-té stupnice

aritme&ického svazku. Pak je .
» hrw ke »
r=2n—1’8=2T—T’O<h<k§2nr . (21-2)

sin 7 = 3(ul), sin 8 = S(ut).

Polozme pro m =1, 2,3, ...

'

78



— 8( m——])’
takZe
Oppy1 = O = 3 (U™t — 20 + wp ™).

Podle (19-2) a podle véty 51 je, protoze lu,‘_,_,|2 =Upyq Ut =1,
.1 \e
uptlt — 2ul u’:—l = Uy ( w1 2+ u? ) u,:(un+1—,u ) =
n+1 n+1
= Up (Upyy — Upyy*)? = (219n+1) = —-dgp,, Uy,
takZe .
- Oy Oy = — 45, U

Je-li 0 < m < 2*, je u™ vnitini bod oblouku {1, — 1}, takze ™) > 0;
mimoto g¢,,, % 0 podle (19:5) a cvié. 95, tak¥e a,,, —a, < 0. Tedy

a1>a'2>(ls>...>azn.
Podle cvié. 5 je tedy, jeito 0 < b < k < 2%,
. al+a,+.,.+a,.>a1+q2+...+ak
h k ’

Aviak ) ,
a +ay+ ... +ay=[(u, — 1) + (2 —u,) + ... + (uf—ut")] =
=3 (wt—1)=3 (uf) =sins
a-podobnd a, + a; + ... + a, = S(ub) = sin 7. Tedy
sin r > sin ¢
, h k

a z toho plyne (21-1) podle (21-2).

Véta 61. BudteZ r, s délici body aritmetického svazku se zikla-
dem n. Je-lli0 <r <8<, jo

sin r sin &

_ (21-3)
rcosr 8 CO8 8
Dikaz. Pt vhodném n > 4 je '
hr kn
=g 8= g 0 <h <k <20 (21-4)

h_ — . .
u, = cos8 7 + isinr, u,,_cpss—l—lsms.

Pro 0 < m < 2*% le#f body ™, «™ ! na oblouku {1, i} a jsou rtzné
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od i, takie R(uy) + 0 + R(x1); proto miZeme poloiti
o — S(up)  S(ui™)
TORE) Ry
Pifeme-li 2™ = «,, + B,i, je
- a =_ﬂ_m__ﬂm—l — Bm %m—1 — %m Bu—1
" om Km—1 " O Gy )

Aviak :
‘ﬂm Xp—1 — o‘mﬂm-—l =3 [(o‘m + iBm) (em—1 — ifm—1)] =

1
= G [up - (u,’:‘_‘)*] =3 (uz : /u,m—l) = 8‘('11”) = 4
. n
takZe : n
Oy = ————.
Om KXym—1
Tedy .
n n In (Xm—1 — Om+1)
a —_— ., = —_ = < 21'5
il " Xm+1 %m Om Xm—1 Km+1 X Em+1 ( )
Body 1 = &g + Bol, %, = D, + g, = &y + Bii, ©,2 = g + foi, ..:
uZ® 2= ogn + Pon . i =1 nasleduji popofddku za sebou na oblouku

{1, i}, sledujeme-li jej od bodu 1 k bodu i; proto z (21-5) plyne, Ze
a < a, < a'a < ... < Qn—2 _

takZe podle véty 1 je
a1+az+...+a,,<a1+a,+...+a;'

1’

h . k
Avsak
kot oo (BB (BB ()
X . & g % Xk xp—1
, _Br_ Bo_ fi_sins -
: T ap - Ox  COSS -
a podobné je
Gt ta=

-takZe sinr gin &8
' heosr ~kcass
a z toho plyne (21-3) podle (21-4).
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sin
" klesd pro 0 < z < a1,

Véta 62. Funkce

Dukaz. Budiz 0 < 7, < 2, < 7. Mdme dokazati, Ze

s il (21-7)
Zy g

Podlé{ cvi¢. 29 a 30 existuji délici body r, s aritmetického svazku
takové, Ze r, < r < 8 < z,. Podle vé&ty 60 je
sinr_ sine
r s’
takZe midZeme zvoliti ¢islo ¢ > 0 tak, Ze
' sin 7 gin 8
— > + e. (21-8)

Podle véty 27 a podle cvid. 64 a 113 je funkce s_m;_v_n_: spojita v bodé =z,.

Tedy existuje na ¢iselné ose interval J, ktery neobsahuje bod 0, takovy,
Ze bod =z, leZi uvnitf J a Ze
sinz_ sing;|

x 2 v
pro kazdy bod z uvniti J. Podle cvié. 29 a 30 migeme zvolit uvnitt J
délici bod ¢; aritmetického svazku, pro kteryje ¢, < r; podle véty 60 je

sinty, _ siny.

L r’
| sing  sinz
b o

Docela stejné se dokazZe, Ze existuje délici bod ¢, aritmetického svazku,
pro ktery je :

mimoto je

<&

sint, ‘sins }sint, sin z,
- , — < E.
ty 8 ‘ ty Ty
sin sin ¢ sin r
Jest et .1—e>———s,
% 4
sin . sin ¢, sin ¢
"Tg < ] 3 + < — + ’
2 2

takze z (21-8) plyne (21-7).
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Cviteni 120, Funkee - roste Pro 0 < z < }m.
x cos
Jest
i . 7 -
E (-g‘-) =Un=Pn + 1qn, 0082"—_1— == Pn, SIN 2”__1_ = qn.

Podle véty 60 je

1, 2q2’ 2aq81 2?q4’ (219)

stoupajici posloupnost; podle véty 61 je
2q 2%, 2'¢, L (21-10)

P’ P’ Ps]

klesajici posloupnost; ¢leny posloupnosti (21-10) jsou kladné podle
cvié. 95; tedy posloupnost (21-10) je konvergentni podle véty 9. Nyni
plyne z vét 4 a 55, Ze také posloupnost (21-9) je konvergentni. Je to
stoupajici posloupnost s kladnymi éleny, takZe jeji limita je kladné
¢islo. My jsme v8ak v odst. 20 ozna¢ili pismenem = kladné éislo,. jehoz
ur¢itou volbu jsme odsunuli do tohoto odstavce. Nyni volime

n = lim 2" g, . (21-11)

n—>w

Véta 63. Cislo 7 je polovina obvodu jednotkové kruZnice.

Dikaz. Podle véty 54 je M, pravidelny 2"-thelnik s délkou
strany 2g, ;. Obvod jednotkové kruZnice je limita posloupnosti, jejiZ
n-ty &len je obvod mnohouhelnika M,, tedy 2" . 2q, ,,, takZe z (21-11)
plyne, Ze obvod jednotkové kruZnice je 2n.

Véta 64. Jest

. sinz .
lim —=— = 1.
z—0 T

7
Dikaz. ProtoZe sin T = je
sin

lim

nso In

Je-li ddno & > 0, miZeme podle (21-12) zvoliti index p tak, Ze pro

=1, jeli 2, = 2—’: (21-12)

u;a:,._ 1‘ < & Stadi dokazati, %e pro z .0,

"

viecka n > p je
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r

sin z NPT
x| <z, je T—l‘<e.Je-lix=l=O,|a:|<xp, existuje index

- ginx sin |2 |
n > ptakovy,Ze z, < | x| < ,. Jest-—x—=—|z|

podle cvié. 111,

in x ’ sinz, sinz A
takzZe Cislo 2 podle véty 62 leZi mezi &isly 2 a — kterd lexi
x T, z,
_ : sin x -
mezi Gisly 1 — e a 1 + &. Proto je B ll < e
Véta 65. Jest
fim '1:? = 0. (2113)
z—0
Dakaz. Z véty 64 plyne, Ze
' . sin?z
takZe podle cvié. 108 je
lim 1 — cos’x
z—0 :U’ -
a z toho nasleduje snadno, Ze
N 2
lim Z°° ? =o. (21-14)
r—0 )
Avsak
l1—cosx 1—cos?x 1 (21-15)
" z "1+ cos z
a podle cvié. 110 a 113 je
1 5. (21-16)

swo T+ co8T
Z (21-14), (21-15) a (21-16) plyne (21-13).
Véta 66. Pro kaidé realné x je (sin )’ = cos z.
Dikaz. Podle cvi¢. 114 je pro 2 & 0

sin (x + h) —sinzx sin A . 1—cosh

A —cosx.T—Smx—‘E—,

takze podle vét 64 a 65 je -

lim sin (z + k) —sin x — o8 .
h—0 h
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Cviéeni 121. Pro ka%dé redlné x je (cos x)’ = — sin z.

Cvitent 122. Pro ka?dé x razné od hodnot (20-11) je (tg =)’ — 0_12_
. 0s? x
Pro ka?dé z razné od hodnot (20-12) j ' = ’
o kaZdé x rizné od hodnot (20-12) je (cotg ) precys
vidla o derivovani podilu).
Cviéeni 123. Derivujte funkce
‘qind 3
a) sin? x cos 3z; b) En—iv; c) c—o?— ix;
cos 3z sin x
d) z*sin® z; e) z"sin? nx; f) z"sin® nx;
g) e—Zsin™ x'cos® z; h) log 1+ sinz, i) esinz,

1—

'22. Rozvoje funkef sin x a cos X v nekoneéné rady Jak se dd ¢islox
pohodlné poéitati pomoci nekoneénych Fad, o tom je feé ve VM, odst. 32
a zde se tfm nébudeme zabyvati. Za to pozndme v tomto odstavei nekoneéné
tady, pomocf kterych se dajf pohodlné poéitati hodnoty funkcf sin z a cos x

smx ’

pro viecka z.

Véta 67. Pro viecka >>0apron=123,... je
. PR ' L, atl a2n+l
-3‘”—["’-_5 tg -+t D (2n—.1)!]‘\ < Gn D)0’
| 22zt L, @ Zin+2
10082:—[1 _ﬁ +;Z—!— .4+ (—1) (2")!“ < @ F o
Mimoto jsou diference
. . x3 x ' 1 xin—1
sin x—[m—g—i'ﬁ— +(— 1)” -(2—’",_.—1)‘!]:
z? b
[1—2—!-]- o4+ (—1) (2—)T]—cosz
kladné pfi sudém n a zaporné pii lichém n.
Dikaz. Pre n = 1, 2, 3, ... budiz
. 28 x5, e zZn——I.
fa(z) = smx—[z—:ﬁ + 51 + (— 1)1 (27'1——1_)']’
z? s x2n
g,.(:c):cos:c—[}l—2—!+‘1—!.—... (— 1 (2n)']
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Pak je pro viecka n a z

Fnir(@) = ga(@), ¢'(@) = — fo(2).
Zejména je f,(x) = sin x — z, tedy fy(z) < 0 pro 0 < 2 < x podle vét
62 a 64; pro z > x je f(z) < 1 — & < 0, takZe je fi(z) << O pro viecka
x > 0. Pro vecka n je / (0) = g,(0) = 0. UZijeme-li véty 43 na po-
sloupnost funkei

—h(®), g1(x), fo(2), —ga(), —fa(®), ga(2), fa(®), —Fa(®), ...,
dostaneme Ze pro viecka z >0 je

f (®) < 0, g,(x) > 0 pfi lichém =,
fa(x) = 0, g,(x) < O pfisudém =.

P#i lichém = je pro z > 0
x2n+l
/’l(z) < 0 fﬂ+1(x) - fﬂ(x) + (2"& l)' > O

x2nt2
gn(@) > 0, gns1(x) = 9»(x)—mg <0

tedy
a2+ Z2n+2
— In(®) < —5— @n F 1)', 0 < gn(®) < 5~ (2n F 2)|'
Podobné vyjde pfi sudém n
- a:2“+ Z2nr2

0< fn(x) < 5 )p 0 < —galx) < 5— (2n + 2)!'

@n 4
Cvi¢ent 124. Pro vecka reélns  je

a8 LA 1
sinr=z — 3'+gi_ﬁ

Y- ... do nekonecna,
22 xb b
cosz=1— + 47 - ﬁ

31 + ... do nekonecna.

-
-

8 pomoci- téchto vysledkii muZeme snadno poéitati velmi pfesné
sin z a cos 2 pro kazdé nepfili§ velké z. Je-li din ahel « ve stupnich,
a Tovné n stupiiiim, je
nx

sin x = sinth co COo8 ——
— S 7gp %> T S 18-
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Proto je pfi uZivani naSich Fad tfeba zniti numerickou hodnotu

éisla 7. Jest
n = 3,14159 26535 89793 ..,
n? = 9,86960 44010 89358 ...

Cviceni 126. Vypottéte aspofi na osm desetinnych mist sin 2°, cos 2°,
sin 3°, cos 3°, 8in 5° a presvédite se, Ze sin 2°. cos 3° + sin 3° . cos 2° =

= gin 5°. (Jest
sin 2° = 0,03489 94967 02501.. .,
cos 2° = (0,99939 08270 19095. . .,
sin 3° = 0,05233 59562 42943. ..,
' cos 3° = 0,99862 95347 54574....;
sin 5° = 0,08715 57427 47658...)

V odst. 16 jsme poznali, Ze pro kazdé redlné x je

x x* 2 xt ab
ez=1+ﬂ+_2-!+ﬁ+4_!+5_!+"'

-
Dosadime-li do této nekoneéné fady iz misto x, dostaneme Fadu

b

z z2?
1! 51

. Lx3 ozt .
lrig—g—igitgati

jejiz cleny jsou stiidavé realné a ryze imagindrni. Podle cvic. 124
soudet redlnych élend je cos z, soudet viech ryze imaginarnich ¢lend je
isin z. Proto je udelné definovati hodnotu e'* pro redlné z identitou

o' = cos x + isin x.

Podle cvié. 111 je

¢ % = cos x —-1isin x,

takze .
elz + e—iz elz __ og—iz

cos ¥ = ) , sinx =

2

Formule (22-1) a (22-2) se jmenuji Eulerovy formule.
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