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CESTA K VEDENI

RNDr Vdclav Voditka:

Determinanty a matice
v theorii i v praxi.

Géast drub4.

Druhy svazek seznamuje &tenére
S pouzitim zdkladnich vé&t o determi-
nantech a maticich v algebie.

Na Zetnych pFikladech vyklad4 au-
tor nejprve pojem linedrni zivislosti
¢iselnych soustav a pojem hodnosti.
Potom feSi zevrubné& soustavu lineér-
nich rovnic a na numerickych utlohdch
ukazuje Ctendrfi, jak mé postupovat.

Matic uZivd autor pfi linedrnich
transformacich forem bilinedrnich a
kvadratickych. Ukoly, které maji vy-
znam v geometrii i v technice, Fesi
zavedenim jednoduchych operacf s ma-
ticemi jednoduSe a prehledné&, takZe
jejich vyznam dobfe vyniké.

Ctendf najde viak v kniZce jeste
mnohé jiné klasické véci, které po
mnoho let &eské matematické litera-
tufe chybély. Jsou to pfedevSim né-
které zékladni vlastnosti bindrnich
forem a nékteré vlastnosti kofenti
algebraickych rovnic.

Tim kniZka pom&dhi naSim techni-
kim, aby nemuseli sahat po cizoja-
zyénych priru¢kiach v zdkladnim od-
vétvi, kterym beze sporu algebra je.
Siroké vefejnosti, hledajici pouden{
v matematice, ukazuje aplikaci de-
terminanti a matic v algebfe.

Tim v3im prispiva kniZka k posileni
spoluprdce mezi theorii a praxi.

BroZ. Kés 59,—
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UVODNI SLOVO.

Kdy? jsme se v prvé ¢isti sezndmili po theoretické strance
se zdkladnimi vlastnostmi determinanti a probrali ¥adu spe-
cidlnich pipadi, ukdZeme si nyni na typickych problémech
mnohostranné pouzit{ z{skanych poznatkdi v riznych od-
vétvich matematiky a pfirodnich véd viibec.

Tento druhy svazek jest vénovén aplikacim determinantd
v algeble, pouZiti jiného druhu bude probrédno v d&dstech
dalsich.

O tom, jak je nauka o determinantech dileZitd, svédéf
ta skuteénost, e na ptiklad tak fundamentdlni otdzka, jako
jest FeSeni soustavy linedrnich rovnic s vice nezndmymi,
zlstdvala v podstaté nerozfefena, dokud nebyla theorie
determinantii postavena na pevné ziklady. Tak zvand
,,algebra bez determinanti‘‘ nebyla prosté s to zvlddnout
tento problém a stéZejni prace Toeplitzovy, sem patiict, jest
hodnotiti jen jako existenéni dikazy, které sice (za urditych
vyminek) zaruduji existenci Fefeni, aviak nepoddvajf ndvod
k jeho skutetnému sestrojeni.

K theoretickym vykladim. pfipojujeme ve v&t8ind pripadi
praktické piiklady s nunterickymi vyposty — obvykle dosti
jednoduché, aby mély urditou pedagogickou hodnotu, nikoli
viak zase tak snadné, aby se tim staly trividlnimi. Nen.i ani
moZno dostateéné zdirazniti dbleZitost numerického pro-
poditdvan{ vysledkd podanych theorii. Teprve tim se objevi
v patfidném svétle viechny jemnosti a asto i znaéné kompli-
kace, které s sebou nese praktické zpracovdni a uZiti theo-
reticky ziskanych poznatkl. Je jisté mnoho pravdy na
tvrzen{ inZenyrd, Ze tam kde dloha matematikova konéf, tam
technikova teprve zaéin4.

Pochopitelné nebylo moZno vyhnouti se pfi vybéru létky,
probirané v ndsledujicich odstaveich, jisté libovili. Prece
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viak se autor snaZil uvésti alesponn v hlavnich rysech to, co
jest dilleZité nejen pfi studiu véd matematickych po strince
theoretické, ale také pro jejich aplikace ve fysice a v&dach
technickych.

NejdileZitéjsi pouZiti theorie determinantt v algebfe se
tykd Feleni soustavy linedrnich rovnic o vice neznidmych.
Uvidime vSak, Ze i v mnoha jinych algebraickych otdzkdch
se tato nauka osvédduje jako vydatny a G&inny prostiedek
k jejich zvlddnuti.



1. LINEARNI ZAVISLOST CISELNYCH
SOUSTAV.

Definice 1. Ciselné soustavy v poétu m(>> 1) po n &islech
@pys Cpzy ooy Bpmy (W=1,2,...,m) (1)

nazyvéme linedrné zdvislymi, existuji-li &isla ¢, kterd nejsou
viechna rovna nule tak, Ze plat{ » rovnic

m
Z::,ﬂ,,.,:O;V: 1,2,...,n (2)
P

Je-li moZzno rovnice (2) splniti jenom tim, Ze poloZime
¢ =¢=...=¢, =0, ikime, Ze jsou soustavy (1) na-
vzdjem linedrné nezivislé.

Pfiklady. 1. Soustavy
5 —2, 0, 3
71 69 _4’ 7 (3)
-1, —4, 2, —2
jsou navzdjem lineirné zdvislé. Za &isla c, sta®{ zde wvaziti:
6g=—1lcg=1,¢3=2.
2. Soustavy
8, —2, 3
0, 1, —5 “
jsou linedrné nezdvislé. Z rovnic
8, +0.¢,=0,—2¢;, +1.¢,=0, 3¢, —5¢,=0
totiz nutné vyplyva ¢, = ¢, = 0.
V dalsich dvahdch pozndme, Ze byvd tasto velmi duleZité

rozhodnouti o zévislosti & nezdvislosti pfedloZenych &isel-
nych soustav. Na druhé strané viak neni takovéto rozhod-
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nut{ vidy zcela jednoduché — to nahlédneme ostatnd jiZ
z piipadu soustav uvedenych v prvém pifklads. Zvldsté
tehdy, kdy% jde o veliky podet soustav s mnoha &isly, byla
by tato tloha prakticky vibec nefesitelnd. A priavé v tomto
bodé ndm prokéZe theorie determinanti a matic po prvé
neocenitelnou sluzbu, podévajic spolehlivy a pomérns jedno-
duchy prostfedek, jak o zdvislosti ¢i nezdvislosti soustav
rozhodnouti.

Véta 1. M4-li matice ||la,ll, (1, k =1, 2, ..., m) hodnost A,
Ize v ni nalézti 2 f4dkd navzdjem linedrné nezdvislych.
Vaechny ostatni fddky jsou pak linedrnimi kombinacemi
onéch % navzdjem nezdvislych.

Dikaz. Majice zfetel k definici 1. nahlédneme, Ze jsou-li
soustavy (1) navzdjem linedrné zivislé, lze mezi nimi
jisté nalézti takovou, jez jest linedrni kombinaci vSech
ostatnich (pojem linedrni kombinace byl vysvétlen v po-
zndmce 3, str. 14, &4sti I). V pfipadd zdvislosti soustav jest
totiZz v rovnicich (2) alesponi jeden z koeficienti c,, ¢y, ..., ¢,
rizny od nuly; budiz to na p¥. ¢;. Rovnice (2) 1ze pak psiti
ve tvaru

1,m c
a;, = — z “La

v=12..,mn
w¥i C;

ﬂ'l
z ného je patrno, Ze i-td ze soustav (1) jest linedrnf kombi-
naci ostatnich.

Obracend soustavy (1) jsou linedrné zdvislé, je-li mezi
nimi nékters linedrni kombinaci{ v8ech ostatnich.

Toto majice na paméti, obrdtime se nyni k vlastnimu di-
kazu véty 1. Budeme pfi tom pfedpoklddati, ¥e determinant
h-fadovy, jehoZ riznost od nuly je zarudena hodnosti A dané
matice, je vytvofen z prvnich 4 fddki a z prvnich % sloupct;
toho lze vidycky doséhnouti eventuelni zménou pofadi
fddek a sloupet, t. j. vykonem, ktery neméd na hodnost mati-
ce fddného vlivu. Je tedy
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alll ceey Qpp
Ay =|......... + 0, (5)
Qpyy ooy Tpp
aviak
a1, » Tupy Ay
............. -0 6)
Qpyy -y Cppy Cpi
By1s -y Ciny Ay

pot=k+ 1L 24+2 ...mk=12.,hh+1,.

Platnost prdvé na.psaneho vztahu je pro 4, k> h + l
zFejmd, protoZe na levé strané stoji v tomto pi'ipa,dé h+41-
fadovy determinant matice o hodnosti &, pro k < & pak je
onen vztah také sprdvny, protote jde v téchto ptipadech
o determinant se dvéma sloupci navzdjem stejnymi.

Rozvedeme-li determinant na levé strané nasi rovnice (6)

podle elementd poslednfho sloupce, dostaneme
]
G =— D Ry, k=12,...,m
e=1 Ah

Téchto m rovnic viak vyjadfuje, Ze je i-ty Fddek dané
matice linedrni kombinaci prvnich % jejich ¥ddka. ProtoZe
pak takovéto rovnice plati pro viechna ¢+ => & + 1 & protoZe
prvnich 2 ¥d4dkd dané matice je zcela jistdé navzdjem ne-
zdvislych (jinak by se z nich nedal utvofiti nenulovy deter-
minant 4, — rozvazte si to podrobné pomoci toho, co bylo
predesldno ditkazu véty 1. o vzdjemném vztahu mezi pojmem
linedrnf zdvislosti soustav &iselnych a pojmem linedrni kom-
binace a pak pomoci pozn. 2. a 3. na str. 13 a 14 &4sti I), je
platnost véty 1. dokdzédna.

Tém&E samoziejmy je také opak pridvé dokdzané véty.
Vyslovime jej vétou 2.

Je-li moZzno v matici |ja,l| (5, k=1, 2, ..., m) nalézti A
Fadki line4rné nezdvislych tak, Ze vechny ostatni jsou jejich
linedrnimi kombinacemi, mé tato matice hodnost A.



Dikaz. BudiZ p hodnost matice M; podle véty 11 svazku
I je tato hodnost tdZ, jako u matice M, vzniksi z M vynechd-
nim ondch f4dkd, jeZ nejsou navzijem nezdvislé. Tato ma-
tice je viak h-Fddkové a jeji Fadky jsou podle pfedpokladu
navzdjem nezdvislé, takZe mé (v disledku privé dokdzané
véty 1.) hodnost 4. Je tedy opravdu p = &, jak véta 2. tvrdi.

Vysledky podané vétami 1. a 2. ndm dévaji moZnost roz-
hodnouti zcela obecné otdzku zdvislosti & nezdvislosti sou-
stav (1). P¥sludné kriterium vyslovime vétou.

Véta 3. Nutni a postadujici podminka, aby m soustav (1)
bylo navzijem linedrné nezavislych, je ta, aby matice onéch
soustav méla hodnost privé m.

Na zdkladé viech uvedenych poznatki nahlédneme snadno
spravnost véty dileZité pro uréovdni hodnosti dané matice.
Jest to

véta 4. Je-li néktery h-fadovy determinant dané matice
rizny od nuly, jsou-li vBak rovny nule viechny jeho super-
determinanty % 4 1-fadové, mé matice hodnost k.

Ditkaz. Bez tijmy obecnosti lze opét predpoklidati, Ze
nenulovy determinant je pravé A4, z véty 1. Z faktu, Ze
viechny jeho superdeterminanty (jsou to zase pravé determi-
nanty (6) z v&ty 1.) jsou rovny nule, bylo odvozeno, Ze kaZdy
z poslednich m —k Ffddkd matice je linedrni kombinaci
prvnich » navzdjem nezdvislych Fddkid. Podle véty 2. je
tudiz hodnost matice skutetné » a véta 4. je tim dokdzdna.

Pozndmka. Ve stejném smyslu, jako jsme to uéinili pro
¢iselné soustavy a fadky matic, budeme mluviti také o vzé-
jemné linedrni zdvislosti fad v determinantech. Véty 1., 2.
a 4. se daji bezprostfedné pfenésti na piipad determinantu.

Piklady.

Dva ptiklady byly jiz uvedeny pfi definici linedrni za-
vislosti &iselnych soustav. Je dobfe vdimnouti si jedté jeden-
krite ve svétle novych poznatkd soustav (3). ProtoZe jest
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determinant elementd spoleénych prvnim dvéma fédkim a
prvnim dvéma sloupcim matice urdené soustavami (3)
ruzny od nuly (mé hodnotu 44), mé tato matice hodnost
alesponi 2. Po¢ftdme nyni hodnotu tfifadového determinantu

5 —2, 0
7, 6, —4|.
—1, —4, 2

Odetteme-li prvni fidek od druhého, vidime ihned, Ze
pozménény druhy fidek 2, 8, —4 jest roven poslednimu,
ndsobenému é&fslem — 2, takZe determinant mé nulovou
hodnotu. Zkouméme proto jesté druhy superdeterminant
vySe uvedeného nenulového dvoufadového determinantu;
tento novy superdeterminant se li3f od privé uvaZovaného
pouze tim, Ze jeho posledni sloupec je tvofen &sly 3, 7, — 2.
Stejnym zplisobem jako vySe poznime, Ze m4é i tento de-
terminant hodnotu nulovou, takZe je podle véty 4. hodnost
matice uréené soustavami (3) rovna 2 a soustavy samy podle
véty 3. linedrn& zdvislé a to (na pfiklad) tak, Ze prvé dvé
z nich jsou navzdjem nezdvislé, tfeti pak je jejich linedrni
kombinaci. Existujf tedy &isla y,, y, takovd, Ze plati rovnice

Mt Ta=—1 =29 +6p=—4,

0.y —4y,=2, 3+ Ty, =—2
tfeti z nich p¥imo uddvd hodnotu y, = — } a z druhé pak
vychézi y; = }. Koeficienty c,, ¢,, ¢5, 0 nichz mluvi definice
1., jsou pak gy;, oy, @, Pii ¢emZ je p libovolny od nuly
rizny faktor imérnosti. Volime-li na pf. ¢ = 2, dostdvdme
6g=—1, ¢, =1¢;,=2, tedy tytéZ hodnoty, jez byly
uvedeny vyse.

3. Co znadf linedrni zavislost soustav

a5, Gy, ..., @
11> %12 H lﬂ't (7)
Qg Bogy - gy’

JeZto soustavy jsou linedrné zdvislé, existuji ve smyslu
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definice 1. &sla ¢, ¢, (kterd nejsou obd rovna nule) tak, Ze
plati » rovnic

€10y + €8y = 0,7 =1,2, ..., 7.
Je-li na pf. ¢, + 0, poloZime gc, = — ¢, & dostdvdme
By = 08y, v =1,2, ..., 7. (8)

Znamen4 tedy linedrni zdvislost dvou &fselnych soustav,
%e jejich stejnolehlé &leny jsou navzdjem dmérné.

4. Rozhodnouti otdzku zdvislosti & nezédvislosti soustav

(9)

)

Determinant elementi spolednych prvym dvéma fadkim
a prvym dvéma sloupcim mé hodnotu 7; protoZe pak jest

3,2 4 3,2 4! 1,0, 2!
1,3 1(=3.11,3,1{=3.{0,20{=3.2.
3,3 3 1,11 1, 1,1

1, 2

1 1]=—6

vypodteme jektd étyifadovy superdeterminant determinantu
privé uvaZovaného. Dostdvime

3,2 4,2 1,0, 20 0, —1, 2, 0
1,3, L,4| 4 (0,203 _, 0 203]|_
3,33 3/[=°/|1,1,1,1/=°]o, 01,1
3,3 2 2 1, 1,00 1, 1,00
1,20 —1,2, 0|
=(—3).| 203 =(—3).’ 0,4, 3| =3,
0, 1, Lo, 1,1

takZe je hodnost matice soustav (9) rovna 4 a soustavy jsou
podle véty 3. linedrné nezévislé.
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5. Je-li danych soustav vice, neZ &sel v kazdé z nich (t.
j. m > n), jsou vidycky navzdjem linedrnd zdvislé.

Dikaz. Hodnost matice vytvofené danymi soustavami
miiZe totiZz byti za danych okolnosti nejvyse rovna &slu =,
takZe je vidycky menif neZ m & nikdy tedy nemiiZe byti
eplnéna nutnd a postadujici podminka pro nezdvislost
soustav, jak ji vyjadfuje véta 3.
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2. PRAVIDLO CRAMEROVO.

Budi% déna soustava n linedrnich rovnic s » nezndmymi

Zy, &g, ..., Tp, jiZ piSeme ve tvaru
n
Za,-,x, =b,t=12,...,m (10)
v=1

a pfedpoklddédme, Ze jest jeji determinant 4 = |ay), 4, k =
=1,2,...,n rizny od nuly.

Nésobme rovnice (10) po fadé é&isly A,;, Ay, ..., Aai
(jsou to dopliky prvkd a,, @sp, ---, @np v A) a sedtéme.
Dostaneme (viz vzorec (12,2) dilu prvého)

n n n
bl = 2Au2au, = Zx Za.,A.k—xk 4 = Az,

v=1 1=1
n
ProtoZe viak jest Zb ;A rovno determinantu — oznaéme

jej A4 — ktery vzmkne z 4 tim, %e k-ty sloupec nahradime
&isly by, by, ..., b, a protoZe jest podle pfedpokladu 4 0,
nachézime — provedouce pravé naznaéeny postup po i'adé
pro viechna k = 1,2,...,n — tento diisledek rovnic (10):

A
T, = A", k=12,. (11
Rovnice (10) lze vSak obricené poklddati za disledek
vztahii (11). Ndsobime-li totiz»-ty z nich &islem a,, a seéteme

ptes viechna » =1, 2, ..., n, dostaneme postupné
n l n 1 n n ]_ n n
Za,-,.a:, = — Z a4, = ——Zai, Zb,A,, =— Zb,Za,-,A,, =
v=1 4,5 4,555 Y; I by R
1
== Z . b.A = b‘,
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tedy prdvé i-tou rovmici ze soustavy (10). Provedeme-li
tento postup pro ¢ = 1, 2, ..., n, mdme celou soustavu (10)
jako dbsledek vztahd (11).

Tento poznatek, ktery mé velkou dileZitost, vyjddiime
vétou 5. (t. zv. véta Cramerova):

Soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych s nenulovym
determinantem md jediné feleni. Dostaneme je tak, Ze v deter-
minanty soustavy nahradime postupné viechny sloupce ab-
solutnimi &leny (t. j. koeficienty bez nezndmych) stojicims na
pravé strané rovnic soustavy a determinanty takto vzniklé pak
délime determinantem soustavy.

Ptiklady.
6. Resiti soustavu
3z, + 2%, + 425 + 22, =0
2, + 3z, + x5+ 42, =0 (12)
3z, + 323+ 325 + 3z, =1
3z, + 3zy + 274 4 22, = 0.

Determinant 4 této soustavy mé podle piikladu 4. hod-
notu 3; determinanty 4,; 4,, 44, 4, se zde daji v disledku
jednoduchych pravych stran rovnic (12) snadno vypodisti.
Dostaneme

A, =18, A, =—20, 4y =—10, 4,=13; 4 =3,
takZe jest jediné Fefienf soustavy (12) dédno &isly
=6z, =—%, xa=—14, z,=13. (12,1)

7. Derivace funkei implicitnich.

BudteZ proménné y,,y,,...,y, diny jako derivabiln{
funkce nezdvisle promé&nnych z,, x,, ..., £, soustavou » im-
plicitnich vztahd

’i(zll Tgy ooy Tony Y15 Y25 -+ yn) =0, t = 1, 2! ey My (13)
v nichZ m4 kaZd4 z funkef f; spojité parcidlni derivace podle

%), Tgy -+ ) Yn-
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Ulohou jest urditi parcidlni derivace funkef y,, y,, ---, ¥,
podle z,, z,, ..., Z,,. Provedeme to tak, Ze ka¥dou z rovnic
(13) derivujeme parciélné postupné podle v8ech proménnych
Z,, &y, ..., Ty. Derivujeme-li na pf. podle z,, dostaneme
soustavu » rovnic

< of: By, of .
v=layv.axk————a?;‘, 1_1,2,...,11 (14)
o n neznimych g%, g—zz—, . ga:ﬁ Za piedpokladu, Ze de-
k k k
terminant %{ +0,i,»=1,2,...,n této soustavy — bu-

deme jej také oznadovati symbolem

D(/b ’2, ey ,n)
D(ylr Yay - yn)

a nazyvati funkciondlnim (nebo Jacobiho) determinantem
funkef f,, f5, ..., f, podle proménnych y,, ¥,, ..., ¥, — neni
roven nule, lze podle v&ty Cramerovy rovnice (14) Fesiti
& formule pro hledané parciélni derivace se daji pséti ve
tvaru

ay' D(/lr fZ)"') fﬂ)
A : 15
axk D(yn vy yr—l) Zry Yot1r oo s yn) ( )
D(fl) fz,---: fﬂ)
""" =12 ... = veey M
D(yb yﬂ! sy yn)’ Y T '™ k 1’ 2’ ™
oo
oY’ OYy Y
ofy 0 ofy
D(fl)/ﬂ)""’n) — —2-, —2,...,-—— 16
Dyt 9w | %1 %0 T U9
oy’ Oy’ 7 Oya
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U prostorové &ary F(z, y, z) = 0, G(z, y, z) = 0 méme na pf.

dy  D{F,G) DF,@) dz  DF,G) D(F,G) )
dz D(,2) Dly,z)’ dz Dly,z) Dly,2)
.  D(F,Q)
za predpokladu, Ze jest + 0.
prece 1 Dy, 2)
8. Provésti déleni polynomu
fa) = Zo‘”"‘" (8)
binomem z — x,, t. j. urditi koeficienty ¢, q, ..., ¢n—1, 9n
tak, aby platilo identicky
n n-1
22" = (@ — 2202 + g (b)
r= e=

Rovnici (b) upravime na tvar
n—~1

n n—1 n—1
Daan = D gt — D riganl 4 g, = D gt —
=0 =0 ¢=0 ¢=0

[ n
- Zi"lqw—lx"_“ + .= Zéqo —Zge—1) T, ¢ =0
= e=
a z ného dostdvame ve smyslu methody neuréitych soudini-
teli systém n -+ 1 rovnic pro nezndmé koeficienty gy, ¢,,
92 -+ 9n’
—xlql'—l-‘_ql':a’ﬂy:o, 1) 2)"""‘; 4—-1=0- (c)
Snadno nahlédneme, Ze mé determinant této soustavy
hodnotu 1, takZe se pfi jejim FeSenf nemohou vyskytnouti

%4dné nesnize. Toto fefeni je potom podle Cramerovy véty
déno vzorci

¢%=4,vy=012 ..., n (d)
oznadime.li v determinantu soustavy (c) sloupce potadovymi
&sly 0,1, 2, ... n, znamend A, determinant vznikly z ného
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tim, Ze sloupec s pofadovym é&islem » nahradime novym
8 elementy a,, ay,ay ..., a,. Rozvedenim podle prvych
v + 1 f4dkt dostaneme pak 4, ve tvaru

1 0,0,..., 0,a
—x,, 1,0,..., 0, a,
A, = 0, —2, 1,..., 1, a, ,
0, 0,0.., 1,a,
0, 0,0,..—,a,

t. j. podle vzorel (13), (13") dflu prvého
A, =ayz + a1t + ..+ a,.

Méme tedy definitivni fedeni soustavy (c):

@ =ayxy + a1+ ...+ a,vy=0,1,2, ., % (dl)
Podle této formule je tudiZ moZno pfimo vypoditati koefi-
cienty ¢o, 4, .-, §n— podilu, jako% i zbytek g, pfi délenf
vySe uvedeném; tento zbytek m4 ovSem hodnotu ¢, = f(z;),
jak vychdzi také pfimo ze vzorce (dl).

Velmi pohodlny vypodet koeficienti gy, g5, ..., g, se opird
o relace (c) & uspofdddva do t. zv. schematu Hornerova:

g, @y, Gy, Qg ...,0n, G,
2 T1@g, T1qh, Tifys - -+ T1n—gs T1dn—1 (e)
I a4 91, 92 93 59— 9= /(121).

9. Jako daldi piklad provedeme urdeni koeficientid e¢,,
€y, ---, Cm, které vystupovaly v prvém dilu pfi stanoveni
hodnoty determinantu Sternova (vztah 66). Maji se nalézti
¢; tak, aby platilo identicky v =

m m
fmlx) = 2™ + Za,(’")z'"—” =™ | Zco/,,,_e(z) =
= z™ zlcez%‘(m—e)zm—#—e = 2™ 4 Zceza("f_e pm—y _
e=1 x e=1v=p

= Za:"'—" c 7 ?, gm0 = 1.
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Tento pozadavek vede ve smyslu methody neurditych sou-
¢initeld k systému rovnic pro neznimé c,

1 4
Sal" %, = a,™, »=1,2,..., m.
e=1

Determinant D tohoto systému m4 hodnotu
D =2a® .afV.a,® . ... g™ =1,

[
determinant D,, vznikly z D tim, Ze k-ty sloupec nahradime
soustavou &sel a,(™, a,(™, ..., a,(™ pak rozvedeme podle
prvnich k ¥4dkd a dostaneme pro néj vyraz

1, 0, 0, veny Gy(™
am—D, 1. 0,  ....am
Dk = az(m_l)’ a’l(m—z): ll ’ a‘S(M)

a1, an—n am=d, g m
Podle Cramerova pravidla tedy mdme pro ¢, hodnoty
ex=Dy, k=12 ...,m;
to jsou koeficienty oné linedrni kombinace, které jsme po-
uZili pfi vypoétu hodnoty determinantu Sternova.

Sv. 56-2 17



3. SOUSTAVA HOMOGENNICH LINEARNICH
ROVNIC.

BudiZ ddna soustava m homogennich linedrnich rovmic
o n nezndmych

’iEZaf"z'=O’ 1= l, 2,..., m. (18)
v=1

Rovnice tohoto systému nazyvdme nezdvislymi, jsou-li
nezdvislé soustavy (1), t. j. soustavy jejich koeficienty;
obecnd nazyvame hodnost 2 matice koeficientd rovnic (18)
hodnosti soustavy (18).

Budiz hodnost této soustavy b a ptejme se, jaky m4d tento
fakt disledek pro rovnice samotné. Podle véty 1. lze v ma-
tici (la,;/| soustavy nalézti h fddkd linedrné nezdvislych, jichZ
jsou viechny ostatn{ linedrnimi kombinacemi. Upravime-li
pofadi rovnic (18) & nezndmych v nich tak, aby A-fadovy
nenulovy determinant, ktery v matici ||a;,| jisté existuje,
byl determinant 4, dany vztahem (5), existuji tedy é&isla
€y, Cig, -+, Cip, kterd nejsou vlechna rovna nule, tak, Ze
plati rovnice

A
a, =chka,m v=012..,0l=h4+1, ...,m (a)
k=1

Nésobime-li je po fadé z,, z,, ..., z, & selteme, dostdvidme

" 13 h n

n h
Etzzvx. = vazclka’kv = chkzakvxv = chkfk’
v=1 v=1 k=1 k=1v=1 k=1

t. j. rovnice
h=cenh+ceafo+ ... +cnfm l=~+1,..,m (b)
Je-li tedy hodnost soustavy (18) %, 1ze v nf nalézti (alespoi
jednim zpisobem) % rovnic navzdjem linedrné nezdvislych;
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levé strany zbyvajicich m — kb rovnic jsou linedrnimi kom-
binacemi levych stran onéch prvych % rovnic. KaZdou sou-
stavu A& navzéjem nezdvislych rovnic nazyvidme redukova-
nou. Je pak zfejmo, Ze se pii vyhleddvani feleni systému
rovnic (18) miZeme omeziti na FeSeni soustavy redukované,
t. j. v naSem piipadé soustavy

Lh=01=0,..,f,=0. (19)

Frobenius konstruoval systém n — k navzdjem nezdvis-
Iych fefeni soustavy (19), z nichZ lze kazdé jiné FeSeni této
soustavy — a tedy také systému (18) — linedrné zkombi-

novati. Tento ,,fundamentdlnt systém‘* ¥eSeni najdeme tim,
Ze v n-fadovém determinantu

Q1) Qs - Bpy Cpspt1y -0 Qg
D = Qpyy Apgy -~ Appy Cpspd1s -+ Cin , (20)
0, 0, ...,0, 0, 1

ktery mé hodnotu A4, = 0, napffeme n — h soustav do-
plikd prvki poslednich n — A Fadki:

Dy, Dygy ooy Doy 0=k + 1, ..., . (20"
KaZdd z tdchto soustav je feSenfm rovnic (19). Je totiZ
skutednd
’k(Doli ey Don) = Z;IMDQ' =0
pok=12 ...k o=b+1 ...,n

to plyne z formulf (12) v prvém dilu. Téméf na prvni po-
hled je patrno, %e i kazd4 linedrni kombinace soustav (20')
je fedenim rovniec (19).

Didle jsou FeSeni (20') navzdjem nezdvisld v tom smyslu,
jak jsme tento pojem definovali v odst. 1. Rovnice
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"

Zc,D,,:O,v: ,2,...,n (a)

e=h+1
lze totiZ splniti pouze tim, Ze poloZime ¢y4y, = Cpyg = ... =
= ¢, = 0. Oznaéime-li toti o-tou (6 =% + 1, ..., n) fidku
determinantu D fadou d,,, d,,, ..., d,, (jsou to samé nuly,
aZ na jediny prvek rovny 1) a seéteme rovnice (a) zndsobené
po fadé témito ¢&isly d,,, najdeme

0= Zd,,,ZcGD,,_ZcQZd Dy = ¢.D = ¢, 4,,

v=1 g=h+1 e=h
tedy (protoZe je A, ¥ 0) nutné
=0, 0=k+1,...,n (b)
Zbyvé jesté ukdzati, Ze libovolné FeSeni &, &,, ..., &,
systému (19) lze z linedrné nezdvislych fefeni (20') linedrné
zkombinovati, t. j., Ze Ize nalézt konstanty 4, (o = & + 1,
., n) tak, Ze plati rovnice

=>2Dp,v=1,2, ..., n (c)

e=h+t1l
n
Tyto konstanty uréime z pozadavku, aby vyrazy E,—ZlgD‘,.
e=h+1
byly v8echny (t. j. prov = 1,2, ..., n) feSenim onéch » — &
homogennich rovnic, které maji poslednich » — % fidkd
determinantu (20) za matici svych koeficientli, tedy rovnic

doy®y + doos + ... + dpp, =0, 0=k +1,...,0 (d)
Musf tudiz platit
n n n n n
0= zdw(év _ZAQDQV) = Zda-va—zlozdwl)q- = Ea_‘ J'ATD,
v=1 e=h-1 v=1 e=h+1v=1
t. j. pro 4, mime vztahy
&, &,

l,=b—=A—h,o=h+l,...,n. (e)
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Vysledky, k nim% jsme tu dospéli, vyslovime soubornd

vétou 6. Soustavu m linedrnich homogennich rovnic o n ne-
zndmyjch a hodnosti h fedime tak, Ze vyhleddme h rovnic line-
drné nezdvislych a podle vzorce (20') stanovime fundamentdini
systém fedeni. Z nich pak lze viechna feleni dané soustavy
linedrné zkombinovati.

Pfilklady.
10. Reste soustavu
5z, — 2z, + 3z, =0
T2, + 62y — 4z + T2, =0 (21)

—z, — 4z, + 229 — 22, = 0.
Hodnost soustavy jest (v. pf. 1.) rovna k = 2. Reduko-
vana soustava jest

5z, — 2z, + 32, =0
Tz, + 6z, — 4wy + T2, =0

a determinant D pak:

5 —2, 0,3

7, 6, —4, 17
D= 0, 0, 10|

0, 0, 0,1

Jednoduchy vypodet vede k hodnotdm
Dy, =8, Dy, =20, Dyg = 44, Dy = 0;
D‘l = —32’ D‘z = — 14, D‘a = 0, .D“ - 44.
Fundamentdlni systém se sklddd ze dvou linedrné nezi-
vislych Fedeni
z, =8, 2, =20, z=4,z,= 0 @1’)
rn=—232 z,=—14, z,= 0, z, = 4,

z nichZ lze kaZdé jiné Fefeni soustavy (21) linedrné zkombi-
novati. M4 tedy soustava (21) nekoneiné mnoho feSenf, jez
lze viechna vyjddfiti vzorci
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z; = 8(Ay — 44y), T, = 2(104; — TA,), z, = 441,
x, = 44,

v nich jsou Ay, 4, libovolnd &sla redlnd.

11. Piipad » — 1 homogennich rovnic o » neznémych
a hodnosti A =n — 1.

Rovnice tvofi zfejmé redukovanou soustavu. Oznaéime-li
znakem A, determinant matice, kterd vznikne z matice
soustavy vynechdnim »-tého sloupce, mé fundamentélni
systém (20') tvar

Dy =(—1)r*+v4,,v=12,..,n,
takZe lze FeSeni psdti ve tvaru
Tyi&yi iy =Ay i — Ay (—1)"H4, (22)

(217)
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4. SOUSTAVA m LINEARNICH ROVNIC O n
NEZNAMYCH.

Soustavu m rovnic pro neznémé z,, z,, ..., r, pifeme ve
tvaru

n
Dayt, =b, i=1,2 ..m (23)
v=1

a predpokldddme, Ze neni homogenni, t. j., Ze asponn jedno
z &sel by, b,, ..., by, je rizné od nuly.

Ptipojime-li k matici soustavy jes§té (n+ 1)-ni sloupec tvo-
Feny &isly by, by, ..., b,,, dostaneme t. zv. matici rozsife.
nou a platf pak o feditelnosti soustavy (23) tato vieobecnd

véta 7. (Frobeniova): Nutnd a postaujict podminka pro
feditelnost soustavy (23) je ta, aby matice soustavy a matice
roz§ifend mély stejnou hodnost.

Dikaz. Je-li soustava Feditelnd, ukazuji rovnice (23),
ze (n + 1)-ni sloupec roziifené matice je linedrni kombinaci
prvych n jejich slouped, takZe jsou opravdu hodnosti obou
matic, o nich? véta Frobeniova mluvi, stejné (v. vita 11,
tdst prvi).

Maji-li naopak ob& matice stejnou hodnost A, pak také
matice

Gy, Qg -+ Ay 13y Gy -5 Oy
12y Qagy -+ Oy 13y Qags «- 5 Cmg
.............. a c et ss et saaes
1y Tops > Bmn Qiny Cans » @mn

by, b ..., bn

maji tutéZ hodnost 2 a v prvé z nich 1ze nalézti podle véty
1. pravé h nezdvislych Fddkd, jichZ jsou vdechny jeji
ostatni fddky linedrnimi kombinacemi. T&chto & fidkd je
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oviem nezdvislych také, kdyz je poditdme k matici druhé
a jezto také tato md hodnost %, je kazdy jeji dalif Fddek
linedrnf kombinaci onéch % spolu nezdvislych. Také fddek
by, bg, ..., b, je tedy jejich linedrni kombinaci a tudiZ také
linedrni kombinaci vSech fddkd matice prvé. To viak znaéi
(v. definici linedrni kombinace, vzorec v prvém (11) dilu),
%e je soustava (23) feSitelnd.

Piipad, kdy soustava (23) nemé FeSeni, nechdiviame stra-
nou a obritime se k tomu, kdy obé matice, o nich? mluvi
véta 7., maji stejnou hodnost %, takZe rovnice (23) jsou fe-
Sitelné. Jak urdime jejich FeSeni?

Zavedeme-li si také pro soustavu (23) pojem redukované
soustavy — déje se to doslova tak, jako pfi systému rovnic
homogennich — miZeme ihned udati jedno feSeni rovnic
(23) a to timto zplisobem: V redukované soustavé zménime
pofadi neznémych tak, aby byl splnén piedpoklad (5)
(oznadime je v tomto pofadi opét znaky z,, z,, ..., ,), ne-
zndmym 4y, ..., ¥, pridélime zcela libovolné &iselné hod-
noty a vypotitdme pak Cramerovym pravidlem hodnoty
zbylych nezndmych z,, z,, ..., 5. Soustava

Ty, Ty, ...y Ty (24)
vypodteno pii libovolnd zvolenych z,:,,...,z, je pak
feSenim také onéch rovnic (23), které nepati{ k uvazovanému
redukovanému systému, protoZe je kaidd z nich linedrni
kombinaci rovnic soustavy redukované.

Lze nyni ukdzat, Ze v8echna moZnd FeSeni systému (23)
vibec lze zbudovati z &isel (24) a z Fefeni homogenniho
systému, vzniklého tim, Ze v rovnicich (23) poloZime viechna
b, (¢ = 1,2, ..., m) rovna nule. Dokd%eme si totiZ

vétu 8. Obecné Fefenf systému (23) ziskdme, kdyZ k obec-
nému Fedeni piisludné soustavy homogenni pfiéteme néjake
specidlni feeni rovnic (23).

Dikaz. Budif &,,¢&,, ..., £, obecné fefeni homogenni
soustavy, o niZ mluvi véta 8. a poloZme X, = & + =z,
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X,=6&+x,...,X,=§, 4+ z,, kde je 2, z,, ..., z, spe-
cidlni feSeni rovnic (23), na pf. Fedeni (24). Pak jest

n n n n
z_‘fivxr = Zlaiv(fr + .’E,) = Zlairfv + Zlaivxv =0 + bi = bi;
1=12,...,m,

takze je X,, X,, ..., X, FeSenim systému (23). Zbyvd jesté
dokdzati, Ze viibec kaZdé FeSeni rovnic (23) lze takto vy-
jadfiti. Je-li viak X, X,, ..., X, zcela libovolné fedenf t&chto
rovnic, poloime X; — iy = &, Xy — 2y = &, ..., X, —Z,=
= &,. Potom plati

no_ n _ n n
Z_q’l"f' = Zla’i'(xv - 2:,) = Zla’trxv - Zlaivxv = bi - bo' = 0;
1=12,...,m,

takZe je El, E,, cemy E,, i'eéem'_m homogenni sgusta,v_y piisludné

k rovnicim (23) a jest X,=&+2, X,=§5+2,...,
Xn = £n+xﬂ'

Priklady.
12. Redte, je-li to moZno, rovnice

5z, — 2z, + 3z, =2
72, + 6z, — 42y + Tz, = —1 (25)
—z, — 4z, + 27, — 2z, = p.

Aby soustava byla FeSitelnd, je nutno a stadf, aby matice
soustavy & matice roziifend mély stejnou hodnost. ProtoZe
viak m4 matice soustavy hodnost A = 2 (v. pf. 1.), musi
také matice roziffend miti hodnost 2 a to také staéi. Prvé
dva Pidky této matice jsou linedrné nezdvislé, takZe je
nutno urdit ¢ tak, aby posledni fédek byl linedrnf kombinac{
prvych dvou. Z pfikladu 1. viak uZ zndme koeficienty této
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linedrni kombinace — jsou to é&sla —1,1,2 — a proto je
nutno, aby (—1) .2 +1.(—1) +20=0,t.j. o =

Redukovend soustava je

52:1 —_— 21:2 + 3Z4 = 2
Tz, + 6xy, — 4oy + Tz, = — 1
x4, z, jsou zcela libovolnd, takZe je obecné
44z, = 10 + 8z, — 32z,
4z, = — 19 + 20r; — l4x,.

Zvolime-li si ku pf. z; = z, = 0, dostdvdme jedno FeSeni
rovnic (25), ve kterych oviem je p = }, ve tvaru:

I = ‘35'2'! Ty = _'1[%’ 3 =1x,=0 (25")
Obecné fefeni homogenni soustavy pfisluiné k soustavé

(25) jsme uZ nalezli v pikladé 10., vzorce (21”) a proto majf
rovnice (25) podle vty 8. obecné Fedeni

= 4% + 8(4 —414), 2, = — 48 + 2(104, — 74,),
4413) 234 44)'4) (25”)

A,, A, jsou libovoln4 reeilné. disla.

13. Provedeme vypodet hodnoty determinantu recipro-
kého k nulovému. V oddflu prvém jsme bez diikazu vyslo-
vili poznatek, %e i v tomto pfipads je v platnosti vzorec (33);
piihlédneme nyni blize k pomérim, které zde mohou na-
stati.

Prvni moiny ppad, %e je 4 = 0 a %e mé hodnost h <
< n—2, je trividlnf. V reclprokem determinantu a jsou
pak véechny prvky — to jsou, nehled® k znaménktim,
{n — 1)-fadové minory determinantu A — rovny nule, tedy
a samo, v souhlase se vzorcem (33) z dilu prvého, rovno
nule a to tak, Ze je také jeho hodnost nulovi.

Zajimavy je druhy moZny pfipad, kdy nulovy determi-
nant 4 mé hodnost A = n — 1. Potom je fundamentélni
systém soustavy
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n
Za,-,a:, =0,1=101,2,...,7n
p=1

tvofen jedinym nezdvislym (t. j. nenulovym) ¥efenim —
oznadime je

51’ 52’ R ] 5”’
KazZdé jiné FeSeni — tedy také n FeSeni
Ay, Ay oA, r=12,..,n
lze pak z onoho fundamentélnfho linedrné zkombinovati;
existuji tedy konstanty A, (ne viechny nulové) tak, Ze jest
A, =AE, r=12...,n8=12 ..,n (26)
Pak ale dostdvime pro libovolny dvoufadovy minor de-
terminantu a vztah

Aru Art ;'rfn Ar‘ft l —_ l 1
us ut lufn 1145! I - lrluEaEG ) | 1
Vysledek vyslovime takto:

Determinant reciproky k nulovému mé hodnotu rovnéz
nulovou. Jeho hodnost je bud nula nebo 1 podle toho, zdali
hednost piivodniho determinantu byla menf nez » — 1 nebo
rovnan — 1.

y 1| ,
L|=0 8
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5. LINEARNI TRANSFORMACE A LINEARNT{
FORMY.

V tomto a v nékolika nésledujicich paragrafech budeme
dasto pouZivati poznatkd o poditdni maticemi, z nichZ nej-
dileZitéjsi byly uvedeny v prvém dfilu na str. 78—89.

Budiz dén urdity vyraz F(z,, z,, ..., z,) a zavedme do
ného misto proménnych z,, 2,,...,2, nové X, X, ..., X,
linedrnimi rovnicemi

n
T = Za.-.X,, i=1,2,...,n (27)
v=1
Rikéme pak, Ze jsme vyraz F(x,, z,, ..., z,) transformo-

vali do novych proménnych linedrni transformaci (27). Ma-
tici A nazyvime matici (determinant 4 pak modulem) dané
transformace a mluvime prosté o transformaci A. Hodnosti
transformace rozumime hodnost jeji matice — v tomto
smyslu také mluvime o transformacich reguldrnich a sin-
guldrnich.

Transformaci (27) méZeme psdti vzhledem k piikladu
na str. 81 prvé &dsti také ve tvaru maticové rovnice

x = AX, (27')

z ndho? mibZeme ¢&initi pohodlné rizné disledky. Je-li na
piiklad dand transformace reguldrni, existuje k nf inversni,
kterd vyjadiuje nové proménné pivodnimi. Ndsobime-li
vztah (27') zleva matici A—', dostdvdme tuto inversni trans-
formaci ve tvaru

X=A (28)

takZe jeji modul je (viz pojedndni o reciprokych determi-
nantech) roven vyrazu 4—2.
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Jsou-li proménné nové X,, X,, ..., X, samy op&t spjaty s ji-
nymi y,, ¥,, --., ¥, linedrni transformaci

X = By, (29)

dostdvame sloZenim obou po sobé jdoucich transformaci
(27'), (29) pivodni proménné =z, ,, ..., z, vyjddfeny no-
vymi ¥y, ¥, ..., Yo v maticové rovnici

x = ABy. (30)

Je odtud patrno, Ze sloZenf dvou linedrnich transformaci
vede k transformaci opét linedrni, kterd obecné zdvisi na
pofadi, v némZ byly dané transformace skldddny.

Pfiklady.
14. Jak nutno volit substituci (29), aby byla transformace
(30) unimoduldrni, t. j., aby byl jeji determinant roven 1?
Za predpokladu 4 3 0 mé tedy byti 4.B = 1; jsou-li
¢ (B, k=12, ...,n) prvky libovolného determinantu
o hodnoté 1 a C matice jimi urdend, stadi, aby matice B
spliiovala vztah

AB=C, t.j. B=A"'C (31)
15. Zékladni vlastnosti transformace (27).
Nadrovina (n — 1)- rozmémého prostoru m4 v homogen-
nich soufadnicich rovnici Za,x, = 0 a pfejde linedrn{ trans.
formaci (také linedrni substltucl) (27) v ttvar

0= Za, 2.3 X = zx Zama, Zb,x,,,
y=1 x=1

tedy opét v nadrovinu onoho prostoru, pokldddme-li body
(®y, Zg, ... 2,), (X;, X,, ... X,) za jeho dva body pFifazené
sobé navzdjem transformaci (27). Rovnice této nové nad-
roviny tudiZ zni
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n u
SbX, =0, b =aya,v=12..,mn (32)
=1 e=1

vztahy pro uréeni koeficientd b,, b,, ... b, je ostatnd moZno
vyjadfiti jedinou maticovou rovnici

b = Aa. (33)

Utvar urdeny v (ﬁ— 1)-rozm&rném prostoru body spo-
lenymi » — 2 riznym padrovindm se jmenuje pimkou
tohoto (n — 1)-rozmérného prostoru. Jejf rovnice tedy jsou

n
Dewt,=0,i=12..,n—2 (34)
v=1

ProtoZe se transformaci (27) kaZdd z onéch n — 2 nad-
rovin pfimku uréujicich transformuje opét v nadrovinu,
previdi transformace (27) kaZdou p#fmku (» — 1)-rozmér-
ného prostoru opét v piimku. Rovnice této nové pimky
budou podle vysledkid (32) a (33)

n
>dyX,=0,d,=Ac, i=1,2,..,0—2 (35)
v=1

Specielni k-rozmérnd (0 < k< n—2) varieta urdend
v (n — 1)-rozmérném prostoru » — 1 — k nadrovinami se
transformact (27) pfevadi zase v takovou varietu k-rozmér-
nou.

Transformace (27) je zobecnénim kolineace zndmé z geo-
metrie roviny a trojrozmérného prostoru do prostoru (n — 1)-
rozmérného. Upozoriiujeme, %e z,, 2y, ..., 2,1 X, X,, ..., X,
poklddime v tomto piikladé za homogenni bodové soufad.
nice.

16. Divdme-li se na soustavu » linedrnich rovnic o » ne-
zndémych a s nenulovym determinantem

n ,
Zair’rv = Y 1=12..,n (36)
v=1

jako na linedrni substituci, kterd kaZdé soustavé &fsel y,,
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Y ..+ Y, Prifazuje urditou soustavu z,, z,, ..., z,, lze ony
rovnice psiti ve tvaru

Ax =y (36')
a jejich FeSeni je pak
x=Aly. (36")
Vedle soustavy (36’) zavedeme je3t& transponovanou
As =t (37)

a uréfme hodnotu vyravzu.Z:c.-t,-. Dostdvédme postupné

L2 ...n n
Z‘” = Z ZAH?/-Z“N% = Z Z SoY» zlaefAu =
v, 0 e
L2,...,n
= Z 8va oy — 28'3/-
v, e
Nalezli jsme tak jednoduchy a zajimavy vztah mezi fe-
Senfmi z,, z,, ..., 7,, 8,8y, ...,8, & pravymi stranami y,,

Yoy -os Yms by oy -, b, dané soustavy (36') a soustavy k ni
transponované (37):

Tyly + by + ...+ Tl =8y + Yy + .. 85Ya. (38)

Tak mé na pf. soustava (12) z p¥. 6. feSenf (12,1) a soustava
k nf transponovand (na pt.)

38, 4+ 8+ 3834+ 38, = —
28, + 33, + 383, + 33, =0
48, + 8 + 38,4+ 25, =0
28, + 48, + 383+ 25, =0

pak Felenf
8, =238,8=2 8=—6, 5 =2
Méme tedy
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=6 z,=—%¥, 53=—19, 2,=19
y1=09 y2=0) y3=1’ y4=0
8, =3, 8=2 8y =—6, s, =2
t1=—1,t2=0, ta=0, t4=-0

a presvéddime se snadno, Ze tyto velid¢iny splfiuji opravdu
vztah (38).

* *
*
Linedrni forma y v n proménnych z,, z,, ..., £, mé tvar
Yy = a7, + a3 + ... + a2z, (39)

Dvé linedrni formy tychZz proménnych

n n
h = Zapx., Y = zar‘tv
y=1 v=1

pokldddme za riizné, jsou-li soustavy ay,, @, ..., Gy Gg,
Qgg, - .., Gy, jejich koeficientl linedrné nezdvislé. Tak na pf.
jsou formy

Y= 2r, — 33, + §3g, Yo = — 2 + 2 — 17

navzéjem stejné. Z tivah odstavce 1. pak vyplyvé poznatek,
Ze v soustavé m linedrnich forem

n
Y, = Zai,:c,, 1=12,...,m (40)
v=1

lze nalézti pravé tolik navzdjem riznych, kolik je hodnost
h matice soustavy jejich koeficientl (tuto matici oviem
doplnime ve smyslu odst. 9. ¢4sti prvé na étvereénou nulo-
vymi fadami, abychom také na systémy linedrnich forem
mohli uZiti pravidel maticového po&tu). Navzdjem rizné
jsou pak ty formy, z jejich% matice lze vytvofiti nenulovy
determinant h-fadovy. Soustavu (40) piSeme také zde ve
zndmém tvaru

y = Ax. 40)
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Pozndmka. Linedrni transformace (A)—! se nazyvé kontra-
gredientnf k transformaci A. Vzorce (93), (91) a (95) ddstil
ukazuji, Ze kontragredience dvou linedrnich homogennich
transformaci je vzdjemnd.

Lze dokdzati platnost této véty:
Nutné a postadujici podminka, aby byly dvé transformace

y = Ax, s = Bt navzdjem kontragredientni, je vyjddfena
rovnici

n n
DY = Dads. (41)
i=1 i==1

Jsou-li totiz kontragredientni, je B = (A)—1, tedy druhd
transformace mé tvar t = As a podle piikladu 16 dospi-
vime piimo k rovnici (41).

Je-li naopak tato rovnice splnéna pro viechny systémy
(x), (), (s), (t) navzdjem si odpovidajici, volme systém (x)
tak, Ze x; = 0 pro ¢ & k, x,, = 1. Tomuto systému odpovidd
systém (y) uréeny vztahy y; = a;, ¢t = 1, 2, ..., n. Zavede-
me-li tyto specidlni soustavy do rovnice (41), dostdvime

n
by = _Za’tk's:"
t=1
Tento vztah oviem plat{ pro v3echna k, t. j. pro k = 1, 2,
..., n a ukazuje, Ze lze pséti
t = As,
t. j. s = (A)"'t. Na druhé strand viak vime, Ze s = Bt,

takze je B = (A)~! a ob& linedrni transformace, o nich% véta
mluvi, jsou vskutku kontragredientni.
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8. FORMY BILINEARNIL.

Biline4rni forma dvou fad proménnych z;, %,, ..., T, ¥y,

Yz -+ Yp je soultem n? sitanch tvaru e, ry, (4, k=1,2
s M, @y redlnd), tedy
f= Zaikziyk, k=12 ...n (42)
ik

Na oznadenf proménnych ovSem nezédlezi, vSechny vlast-
nosti bilinedrni formy f jsou dény jediné maticf A jejich
koeficienti. Proto také mluvime nékdy o bilinedrni formé A.
Hodnost & matice A je hodnosti formy, rozeznivime formy
reguldrnf a singuldrni a vibec pfendsime na formy bili-
ne4drni (a také na kvadratické, viz odst. 7.) vyjadfovéni
obvyklé v theorii matic. V tomto smyslu pak miiZeme
k form& (42) konstruovati reciprokou, transponovanou a
kontragredientni.

Protofe je f homogenni funkei 1. stupné proménnych
x, (v=12,...,n), lze na ni aplikovati zndmou identitu
Eulerovu & pséti

n n

/= vaa Z zarkyk

Nyni viak vime, Ze vyraz Za,kyk stoji na prvém misté
k=1

y-tého Fidku matice Ay a Ze vSechny ostatni elementy tohoto
tddku jsou nuly. Utvoiime-li tudiZ soudin matice X (tedy
transponované k x) a matice prve zminéné, dostaneme
matici, jeZ md prvni hlavni element rovny pravé f, viechny
ostatnf pak nulové. Tuto matici

XAy (43)
budeme poklddati za maticovy tvar formy (42).
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Tak na pf. uréuje matice prvnich t¥ sloupch soustav (3)
bilinedrni formu

| = 52y, — 220y, + Tooy, + 625y, — 425Yy — 23y —
— diryy, + 223y,

o hodnosti & = 2, tedy formu singuldrni. Ctendt necht si
vypoditd pro tento piipad soudin (43).

Doporuduji &tendfi dobie si rozvéZiti fakt, Ze vyraz (43)
se nesmi Zddnym zpiisobem ztotoZiovati s formou (42) —
to plyne uz z té okolnosti, Ze forma f je polynom, kdeZto
vyraz (43) matice, tedy matematicky tdtvar docela jiné
povahy (matice nejsou velidiny, nybrz pouhd schemata,
systémy &isel). Souéin (43) je spife jakymsi ,,maticovym
obrazem‘‘ bilinedrni formy f. Pro uvedené ,maticové ob-
razy* forem bilinedrnich (a také jinych; tento pojem je
zfejmé schopen roziifeni a zobecnéni) plati oviem obvykld
aritmerika a algebra matic (jak jsme podali jeji politky
v odst. 9. prvého dilu). Zajimavé je otdzka, co se dé&je
8 ,,maticovymi obrazy‘ forem, transformaci a pod., kdyZ
8 jejich ,,origindly** /,, f,, ... (& to jsou v pFipadech, které zde
méme na mysli, pouhé polynomy) provddime riizné operace
matematické. Neni bohuzel moZno zabyvati se zde blize
témito vécmi, protoZe by tim jednak rozsah spisku neimé&rné
vzrostl a za druhé nejsou zatim pfisluSné tvahy technicky
diilezité.

V ka?dém p¥ipadé je vSak nutno si uvédomiti, Ze uZ
v celém odst. 5. vlastné pracujeme s ,,maticovymi obrazy‘‘.
Ctena¥, ktery chce vyklad dokonale pochopit, uéini dobfe,
kdy% si ovéfi jednotlivé jeho fize na konkretnich numeric-
kych piikladech a pod.

V dalsi ivaze se oviem piidriime obvyklého postupu a
budeme se symbolem (43) a s pfisluSnou formou f (jejich
vzdjemné pfifadéni je, theoreticky vzato, jednojednoznadné)
pracovati podle pravidel jiZ diive odvozenych (pouze po-
jmenovéni ,,maticovy obraz‘‘, nebo ,,obraz‘‘ budeme ob&as
pouZivati).

(44)
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Transformujme formu (42) transformac{
x=CX, y=0_C)Y,; (45)
dostdvdme jeji obraz ve tvaru (dokaZte si napfed formuli
AB = BA)
XC,AC.Y, (46)
z néhof je patrno, Ze transformovana forma je opét biline-
4rni v novych proménnych X, ¥, (v =1,2,...,n), aviak
8 matici C;AC,. Odtud a z pi. 1, str. 86 &dsti plyne
jednoduchy (av8ak dilezity) dasledek, Ze se hodnost formy
(42) neméni reguldrnimi transformacemi proménnych.
BudiZ na pf. pfedloZena tloha transformovati formu (44)
do novych proménnych X,,7,, (v =1, 2, 3) substitucemi
(obé jsou reguldrni)

1, 0, —1 |—2 4 3
C, = 1,0 2|, C=
—1,1, 0 | —3
Podle vzorce (46) dostaneme novou bl.hneérni formu s matic{
- , 1, —1 5, —2, 0]
C,AC, = 0, 0, 1 7, 6, —4|.
— 0 —1, —4, 2
1—" 4, 32, 60, 19
, l, = _241 _'8) 5 )
—3, 0, 76, 50, —3
tedy formu

F = 32X.,Y, + 60X,Y, + 19X,Y, —24X,Y, — 8X,Y, +
+ 5X,Y, + 76X,Y, + 50X,¥Y, — 3X,Y,. (47)
Potvrdte si tento vysledek pfimym dosazenfm novych pro-

ménnych do vyrazu (44) a také to, %e forma (47) mé zase
hodnost » = 2.

Nyni si doki%eme tuto zdkladnf v&tu o bilinedrnich
forméch:
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Véta 9. Bilinedrni formu (42) o hodnosti » << » je moZno
reguldrnimi linedrnimi transformacemi uvésti na bilinedrni
formu dvou fad po %2 proménnych.

Dikaz. Za daného pfedpokladu mé soustava

n
Dapt,=0,i=12..,n (a)
v=1
n — h nezvislych fefeni. Najdeme je a oznadime
610; Ezm---; E‘nqy Q=h+ 1)'-')”'; (b)

za dovoleného piedpokladu, Ze (n — h)-Fadovy nenulovy
determinant se dd& sestaviti z poslednich » — & sloupci
soustav (b) (to znamend eventuelnd jen predislovidni druhé
fady proménnych v dané bilinedrni formé), konstruujme
n-fadovou matici (dokaZte, %e je reguldrni)

1, 0,...,0, &ia41  -oo Ein
0, 1,...,0, &Envey -y on
Bl = O, O, ey l, Eh.h'}'l) vony Ehn . (48)
Or 0) ey 0) £h+1,h+1 LREY) E}H—l:n
0) O’ ey 0) 5n,h+1r ey Eﬂn

Transformujeme-li pak proménné y v dané bilinedrni
formé linedrni substituct

y = B,Y (49)

dostaneme novou v proménnych z,, z,, ..., 2, Y, Y, ...,
Y, a s matici AB,, kterdA mé obecny prvek (b, ¢, k=1,
2, ..., n jsou prvky matice B,)

n
Pix = Zaivbvk = a;, prok < &,
n vt n
Pix = zla’ivbvk = Zlaivgvk = 0 pro k Z h+ L ()
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M4 tudiZ novd bilinedrni forma matici, jejichz prvnich %
sloupci je stejnych, jako u matice piivodni, poslednich pak
n — h sloupet je tvoieno samymi nulami. Tato novd matice
mé oviem stejnou hodnost A jakou méla piivodni.
Rovnice
"

Dy =0, %=1,2,..,h (d)
v=1
maji fundamentdlni systém Fe3eni

N1y Nez> =+ +» Nony @ = h+1,...,n. (e)

Za predpokladu, Ze opét lze nenulovy determinant se-
staviti z n — h poslednich slouped soustav (e) (to znamend
v piipadé nutnosti jenom predislovani prvé fady promén-
nych v plvodni bilinedrni formsé), sestrojime reguldrn{ ma-
tici

1) O) veey 0) Nr+1,10 e im
0) 1» coey O) 77h+l,2r ceny 7]1:2
B,=10,0,...,1, maspns - (50)
O; 0) sy 0; Nr+1,0+1 - Unh+1
0, 0» cen O; Nh+1,ms <o Nan
a podrobime také jeSté proménné x linedrnf transformaci
x = B,X. (51)

Tim pfechdzi édstedné jiz transformovand bilinedrni forma

v kone¥ny tvar — bilinedrni formu s matici B,AB, a s obec-
nym prvkem (8, ¢,k =1,2,...,n je obecny element ma-
tice B,)

Qix = Z{gﬁpﬂc = Z{griavk = a;, pro, k é h, gir =0
prok>h+1, g =0proi>h+1, k< A (f)
38



Uhrnem tedy miZeme fici: Dvéma reguldrnimi line4rnfmi
transformacemi (49), (51) se ndm podafilo transformovati
pivodni bilinedrni formu (42) na tvar

zaikxiykr i) k= 11 2) vey h) (52)
i, k

o némz mluvi véta 9.
Provedme tento postup numericky pro formu (44) o hod-
nosti h = 2. Systém (a) jest zde
5551 -—_ 2.’172 =0
To, + 62y — 42, =0
—x, — 4z, + 20 =0
8 Feeni (b) — zde jediné — je podle vzorce (22) déno
timérou
El9:839:855=8:20:44=2:5:11,
volime
s =2, £, =5, &y =11,

Matice (48) mé pak tvar

1,0 2
B,=|o0,1 5
0, 0, 11

Systém (d) bude:
6z, + T2y, — 2,=0
—2z; + 6x, —4x; =0
a jeho FeSeni (e)

Nar Moz Mag = —22:22:44=—1:1:2;
poloZime oviem
N =—1, Nga =1, 755 = 2.
Matice (50) pak jest
1, 0, —1]|
B,=|0,1, 1{.
10, 0, 2
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Transformacemi

X, —Xyu
X, + X, v,
2X,, s

musi tedy forma (44) piejiti ve tvar
5X,Y, — 2X,Y, + 1X,¥, + 6X,Y,. (53)

Presvédéte se, Ze tomu tak skutedné jest a vypoé&itejte
také matici B,AB,.

Jest ziejmé, Ze pii formé o hodnosti % je poéet proménnych
k (pro z i pro y) nejmensi podet, na ktery lze formu reduko-
vat. Kdyby existoval podet niZsi nez h, musila by pisluind
transformovand forma, jeito povstala z dané reguldrnimi
transformacemi, miti hodnost opét » — to ovsem neni pfi
podtu proménnych mensim nez A mozZno.

Déle jsme ziskali prostfedek, jak libovolnou matici A
o hodnosti kb pfevésti ndsobenim reguldrnimi maticemi B,
zprava a B, zleva na tvar, ktery z ni dostaneme prosté tim,
te ty prvky a,,, jichZ aspoii jeden index je v&tsf nei h,
nahradime nulami, ostatni pak ponechime. Nahlédneme
opdt snadno, Ze tato redukce je nejvyssf mozna.

Bilinedrni forma (52) je uZ reguldrni s matici A, = ||a;,ll,
t,k=1,2, ..., h Linedrni reguldrni transformaci (vSechny
matice jsou zde h-fadové, coz je odchylkou od idmluvy
v odst. 9. prvni &isti)

Y, + 2%,
Y, + 5Y,
117,

)
[
(1

X=(A)"x, Y=y (54)
pfechdz{ v bilinedrni formu s obrazem
xA— Ay = X'y, (65)
t. j. ve formu
o'y +xy 4y (56)

Toto jest t. zv. normdlni tvar, na ktery tedy lze kaZdou
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bilinedrni formu o hodnosti & uvésti. Tak mdme v pipadsd
formy (53):

5, —2
7, 6

takZe zde vede k cili substituce

A iz°r»—t7'c
’Al_‘ —2, 6|I (A" l’ft,

A —
! T

Xy = — 4w, YYo=y
Xy =& + 0, Yo =

Potvrdte skuteénym vypodtem, Ze pfevadi formu (53) na

normélni tvar
o' + 2y,

Na konec se jesté zminime o jistém druhu vyjddfeni bili-
nedrnich forem, kteréito je vychodiskem pfi studiu jejich
souvislosti 8 vy85§imi komplexnimi (hyperkomplexnimi)
&isly.

Budi? F;, n-fadovd matice s jedinym nenulovym prvkem,
ktery stoji v ¢-tém fddku na jeho k-tém misté & m4 hodnotu
1; ostatni elementy této matice budteZ nulové. Pro ndsobeni
takovych specidlnich matic plati vzorec ,

FiFin =60uFim 8, kL, m=12 .. n (57)

Oznadime-li totiZ obecny element prvého faktoru na levé
strané této rovnice znakem f,,, obecny element druhého
faktorn pak symbolem ¢, (r, 0 = 1, 2, ..., n), méd soudin na
levé strand obecny prvek

Prs = Zfro(f’oav
e=1
takZe je zfejmd p,, = 0 pro r = ¢, s &= m. Jediny tvahy-
hodny prvek tedy je
DPim = Z{ieq’om:
o=
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protoZe viak jest f,, = 10, @om = Og1, mdme ddle

Pim = Zakoael = 0.
e=1

Je tudiZ soudin na levé strané rovnice (57) roven n-fadové
matici s elementy p,, vesmés nulovymi aZ na prvek p,,,
ktery md hodnotu &,; (6, je stile Kroneckeriiv symbol).
To viak je prdvé matice stojici na pravé strané vzorce (57).

Bilinedrni forma s maticovym obrazem xF;y je velmi
jednoduchd, totiz zy,, takZe lze kaZdou bilinedrni formu

zaihxiyk» (6, k=12 ..mn)
Sk
zobraziti také ve tvaru

Zka‘er,.ky (58)

a nezdleZi-li ndim prdvé na tom, jaké md forma proménné,
Ize ji zobraziti i ve tvaru

ZMFW (58)
“E

Tento druhy zptisob psani uZ pfimo vede k souvislosti
bilinedrnich forem s vys88imi ¢&isly komplexnimi. Staéi,
abychom vyrazy F;; interpretovali jako »? nezdvislych jed-
notek komplexniho &isla.

Funlkce (85) resp. (87) prvé &dsti se jmenuje charakteristickou
funkct dané formy bilinedrni, rovnice vznikld tim, Ze tuto
charakteristickou funkeci poloZime rovnu nule, jest pak
charakteristickou rovnici dané formy. Sezndmime se s ni
blize v pojedndni o formdch Hermiteovych (v odst. 12.).

Pozndmka. Je-li matice bilinedrni formy (42) soumérnd
(t. j. plati-li a;, = a,y, ¢,k = 1,2, ..., n), nazyviame formu
soumérnou. Transformujeme-li v ni obé fady proménnych
toutés linedrn{ substituci C, dostaneme opét formu bilinedrni
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soumérnou. Vyslednd forma bude totiZ miti podle vzorce
(46) matici CAC, jejiZ obecny prvek y,; mé tvar

n n
Yik = zcoizaqvcvk = zcoiaqvcvk = zcvka’vgcui =Ykt
e=1 »=1 e’ %e
t,k=12...mn
transformovand forma je tedy vskutku soumérnd.

Jde-li na pf. o formu s maticf

0, 3, —1
A=| 32 1
—1,1, of
a je-li ddle
| 1,0 —1] _ 1, 1, —1
c=| 1,0 2|,C=| o0 1],
—1,1, 0 —1,2 0

dostdvame po kritkém poditdni matici transformované
formy

B 8,0, 4
CAC =00, 3];
4,3, —4

ta pak je vskutku soumérn4.
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7. FORMY KVADRATICKE.

JestliZe v soumérné bilinedrni formé polozime y, = z,
(v=1,2, ..., n), pfejde tato v itvar, kterému fkdme kvad-
ratickd forma proménnych z,, x,, ..., ,. Pochopitelné na ni
pfendsime vSechny pojmy a tvahy, které jsme provedli
v odst. 6. Zvld§té je moino také pro kvadratickou formu
provésti redukei, o niz mluvi véta 9.; dik symetrii matice
kvadratické formy staéi k této redukeci jedind transformace
s matici (48) z odst. 6.

Jako piiklad provedme redukei kvadratické formy
= 2z 4 2z,2 + 6x,% + 2x2 4 2x,x, + 62,2, —
— 2z,2, + 6x,25 + 2x,7,.
Matice dané formy

(59)

21,3 —1
L2 3 1

A=l 3346 o
110 2

y b

mé, jak si ¢tendf snadno ovéff, hodnost A = 2; postup véty
9. z odst. 6 se tedy pro nd3 pfipad utvaii takto:
Redukovand soustava prisludnd k systému (a)
22, + 2, + 32—, =0
x,+ 2%y + 32y + 2, =0
mé dvd nezdvisld feSeni. Za ta zvolime na piiklad

613=1, bpa=—1, &5 =0, ‘54321
§u=—1 6 u=—1&4=1,§,=0
a sestavime matici B, podle vzoru (48):
Il, 0, 1, —1
01 —1, —1
B, = 0,0, 0, 1
0, 0, 1, 0
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Danou formu (59) pak transformujeme transformaci B,;
pro matici B,AB, ném po kritkém poéitdni vyjde

2, 1,00

B,AB, —

0,0
0,0
0,0

oo

1
0
0, 0,

) ?

Transformaci (kterd je regulirni — ovéfte si to)
X 1 + Xa - X4

Ty

Ty e — X,
Ty

Ty X,
piejde tedy kvadratickd forma (59) ve tvar
h=2X2+2X. + 2X. X,. (59')

Potvrdte si tuto skutednost pfimym vypodtem.
PiSeme-li kvadratickou formu ve tvaru

4
4

o

f = Zaikxlxk’ Qi = Ay " k= l 2 n, (60)
nazyvame hneémi formy
1 of
=== il ¥ =1,2, ...,
F, 3 7, ,?;:la Ery ¥ n (61)

linedrnimi formami k f pfidrufenymi (adjungovanymi);
nékdy také piSeme F,(x).

ProtoZe je forma f homogenni funkei 2. stupné svych
proménnych, plati pro ni podle Eulerovy véty

ixﬂ—%t')‘:ixﬁ" (62)
v=1vazv— y U. ). v=1v vy
bilinedrni forma

29.F.(z) (63)
se jmenuje poldrou dané formy kvadratické.
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Soumdrny determinant |a,|, ¢,k =1, 2, ..., » matice A
dané kvadratické formy se nazyvd diskriminantem této
formy a rozhoduje svoji hodnotou o tom, zda je forma sin-
guldrnf & reguldrni.

Kvadratickou formu (60) lze psiti také ve tvaru vroube-
ného determinantu. Vypoéftdme-li totiZ hodnotu determi-
nantu r,, ktery vznikne z determinantu R, (vzorec (42) dflu
prvého) tim, e v ném misto kazdého prvku a,, piSeme jeho
doplnék A4, v determinantu A4, vypo&itdme-li tuto hodnotu
r, podle vzorce (45) dilu prvého, dostdvime (x,; znadf
doplnék prvku A,, v determinantu reciprokém k 4)

— = 2
Hh=— Z‘“k(zi?/k = — 4" zkakdf”tyk-
t, 1

Predpokldddme-li jeité, Ze je determinant A soumérny
a klademe-li y, =z, (k=1,2,...,n), dostdvime svrchu
zminéné vyjddieni kvadratické formy f determinantem ve
tvaru

Ay, Aygy ooy Aygy 1y

oy Agay - Aany Ty
—Ar? = . (64)
Anl» Aﬂ2, vy Anm xn
T, T, y Ty O

Kvadratickd forma
F = ZAikziIk
ik
se nazyva formou k f adjungovanou. Je-li hodnost formy f
nejvyse n — 2, je forma k nf adjungovand identicky nulovi;
je-li vBak f hodnosti h =mn-—1, lze podle pf. 13. psati
Ay = Ak (6, k=1,2,...,n). Vzhledem k soumérnosti
plivodniho determinantu je oviem A,;, = A, tedy A,&; =
= A&, (1,k=1,2,...,n) a formu adjungovanou k f lze
pséti také ve tvaru

F— Zglika‘xk = Zl,a,.g,.x‘z + 2_;;,.5,;1‘2,‘ = (;]/,L_g‘x‘)z. (65)
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V pifpadé, Ze plivodni forma mé hodnost b = n — 1, je
kvadratickd forma k ni adjungovanéd rovna dplnému étverci
formy linedrni; je-li hodnost plvodni formy mensi, ne%
n — 1, je adjungovand forma identicky nulovi.

Maticovy obraz kvadratické formy (60) je XAx; s vyhodou
ho uZivime zvlddté k symbolickému zndzornéni transfor-
maci kvadratickych forem. Poldra formy (60) md za mati-
covy obraz matici yAx, odkudz téméf okamzité vyplyvé
fakt, Ze je poldra ,,kovariantem* své formy, coZ znadi:
Prejde-li jistou transformaci dand kvadratickd forma v jinou,
pak pfechdzi jeji poldra — transformujeme-li obé fady jejich
proménnych privé takovou transformaci — v poldru kvad-
ratické formy transformované. Stejné jednoduchym di-
sledkem maticového znizornéni je to, Ze determinant formy
transformované je roven determinantu formy plivodni, na-
sobenému ¢étvercem determinantu transformace, jiZ jsme
danou kvadratickou formu podrobili.

Dokézeme si nyni diileZitou vétu pro theorii kvadratic-
kych forem, vétu o redukei kvadratické formy na linedrni
kombinaci &tverci » proménnych.

Véta 10. Kvadratickou formu lze vhodnou reguldrnt linedrnt
transformact prevésti na linedrni kombinaci &verch promén-
nyjch, t. j. na tvar

X2+ X2+ ...+ X2 (66)
Je-li hodnost dané formy h, je mezi koeficienty c, (v = 1, 2,
<oy W) prdvé h nenulovych.

Dikaz. Obsahuje-li dané forma (60) aspoii jeden étverec,
doséhneme eventuelnim pfeéislovdnim proménnych toho,
%e bude a,; == 0 a piSeme formu ve tvaru

n _ l n
f=anz®+ 2‘”12“11@'1: +f/=— (Zalkxk)2 +
L=2 @y k=1
- 1 2 1 2
+f—— (20'11.:-'51:)2 = — (Zalkxk)z + D,
a5 k=2

an k=1
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kde f1) (a také oviem f) je kvadratické forma u% jen pro-
ménnych x,, x5, ..., T,

Transformujeme-li danou formu (60) za pfedpokladu
ay, + 0 linedrni substituci, kterd je inversnf k reguldrni
transformaci (rozmyslete si to)

n
X, =Dayxy, X, =2, v=2,3,..,n, (67)
k=1

dostaneme ji ve tvaru
clxl2 + F(l)(xzv Xa, R ] Xﬂ)

Neobsahuje-li dand forma Zddného &tverce proménné, do-
sadhneme vhodnym oznadenim, %e bude a,, & 0 (vyludujeme
zde pFipad formy identicky nulové) a piSeme pak f takto:

n "
3 = apriz, + xllczaalkxk + xzzazm +
n

= 1
+f=— (a2t + Zazklk) (@102 + zalk-”l.

a2

- zalh"‘kzazhxk + f = — (0'12171 + zazlr"’k)

Qyoi=3

- (@7, +1-Zaau1k) + B
@ a 7jsou kvadratické formy v proménnych z,, z,, ..., Z,.
Regulérni transformaci, kterd je inversni k substituci
n
X, = M@ + 7o) + (a1 + a0) 74),
k=3
n (68)
X, = Hayplw, — ) + gs(’au — @) %),
X, =z,v=3,..,n

dostaneme pak piivodnf formu ve tvaru
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71 X2 4 ya Xt + F® (X4, X, ..., X,).

Dalsfm odst&povinim nésobkid &tverci proménnych od
forem F®) resp. F® dospdjeme posléze k tvaru (66). Trans-
formace, jichZ pfi tom uZivdme (jsou oviem obdobné privé
provedenym) se sice tykejf jen nékterych proménnych (vidy
téch, které zbyly ve formédch vzniklych tim kterym odsté-
penim jednoho nebo dvou é&tvercil), lze je viak interpreto-
vati zfejmé po kaZdé jako transformace vSech proménnych.
Tyto vechny transformace jsou — priavé tak jako (67) a
(68) — reguldrni a jejich postupnou aplikaci lze nahraditi
jedinou reguldrni transformaci viech proménnych, kterd
je z nich sloZena. Byla-li hodnost pivodni formy %, je tedy
i hodnost formy transformované na tvar (66) rovna % a
podet nmenulovych koeficientli ¢, nemiZe byti mensf neZ %
(pak by hodnost transformované formy byla totiZ mensf
neZ k), ani v&t3f ne% & (pak by ona hodnost byla také v&tsi
ne% k). Tim je véta 10. dokdzéna.

Utzite¢né je pro kvadratické (2 také bilinedrni) formy
zavésti pojem ekvivalence.

Dvé formy kvadratické (nebo bilinedrni) nazyvidme ekvi-
valentni, je-li moZno jednu z nich pfevésti reguldrni trans-
formaci (u bilinedrnich forem dvéma takovymi transforma-
cemi) ve druhou. Tento pojem ekvivalence je ziejmé vzd-
jemny a plati o ném:

Dvé formy kvadratické nebo bilinedrni jsou na-
vzdjem ekvivalentni tehdy a jen tehdy, maji-li
stejnou hodnost.

Dikaz. Provedeme jen pro dvé kvadratické formy f,, f,.
Jsou-li ekvivalentni, existuje reguldrnfi transformace linedr-
nf, kterd pievddi formu f, v f,. Protofe pak pfi takovéto
transformaci zistdvd hodnost h, formy f, stdle stejnd, je
nutnd k;, = k,.

Maji-li naopak obé formy stejnou hodnost %, = h, = A,
pfevedeme prvou z nich (podle véty 10. a jedt& dalsi maliékou
tpravou) reguldrni linedrni transformaci C, na tvar
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X2+ X2+ ...+ X2
druhou pek transformaci C, (op&t reguldrnf) na tentyZ tvar.
Je tedy zfejmo, Ze sloZend reguldrni transformace C,C,?
pfevadi formu prvou pfimo v f,.

Pro pfipad dvou forem bilinedrnich probihd dikaz dplné
analogicky — provedte jej.

Pozndmky. K formdm kvadratickym se jedté pozdéji (aZ
probereme uZiti determinantii v theorii rovnic) vritime a
sezndmime se s jejich daldimi vlastnostmi, jeité zajimavéj-
8fmi, neZ jsou ty, které jsme pravé poznali.

Redukce kvadratické formy, jak jsme ji tu nazna&ili, se
dé provést u ka?dé formy nikoli identicky nulové. Po-
chdzf v podstaté od Lagrange a byvé také obdas uvidéna pod
jeho jménem (Oeuvres, Recherches sur la méthode de maxi-
mis et minimis, 1759). Jind methoda, velice elegantni, nikoli
viak tak vieobecnd, pochdzi od Jacobiho (Journ. f. Math.
63, 1857).

Redukce kvadratickych forem mé dilefitou dlohu v geo-
metrii, mechanice, astronomii i v mnohych jinych oborech
(pouzili ji Gauss, Lagrange, Jacobi a j.).

Priklady.
17. K objasnéni theoretickych vyklad& tohoto para-
grafu zopakujeme viechny pojmy a pouéky, které jsme tu
zavedli resp. odvodili, na pfikladé formy (59). ProtoZe md
tato forma hodnost » = 2, Ize ji redukovati na kvadratickou
formu pouze dvou proménnych. To jsme provedli vyse; v.
vztah (69'). Jeito md nase forma n = 4 proménné, bude
miti také Styfi pfidruzené formy linedrni. Podle vzorce (61)
pro nd dostdvame (lze je ovSem pséti téZ ihned — jak?)
F, =2z + z,+ 32,—2,
Fy,= z, 4+ 2z, + 323+ z,
Fy = 32, + 3z, + 6,
Fy=—x+ z, + 2z,

a ovifime pro né snadno platnost vzorce (62).
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Poldra dané formy vychdzi podle pfedpisu (63) ve tvarn
(viimnéte si soud¢tu indexd v jednotlivych élenech)

22y, + Y2 + Ty + 31Ys + 225y, + 32y, — Ty +
+ 3xyy; + gy, — Ty + Toys +
+ 6z3y; + x4y, + 27,9,

Dané forma je singuldrnf a m4 hodnost A = 2; jsou tedy
viechny dopliky A4, ze vztahu (64) rovny nule a rovnice
(64) tedy vskutku splnéna (nebof také 4 = 0). Forma ad-
jungovand k (59) je oviem identicky nulovi.

Nakonec je§ts provedeme redukei nasi formy ve smyslu
véty 10. Budeme zde pouZivati pfimo transformace (67) —
je totiZ a;, = 2 —, doporuduji viak &tendfi provésti podrobné
cely postup, jeni zavedeni této transformace pfedchdzel.
Transformace (67) zde jest

X,=2n +2,+ 30—, Xy =12, Xy =15 X, =2,
reciproké k ni pak bude

22, =X, — X, —3X;+ X, 2, = X,, 3= X,, z, = X,
coZ dosazeno do dané formy vede k prvnimu &isteénému
vysledku:

fl = %Xlz + %Xzz + *}st + %Xf + 3X,X, + 3X,X, +
+ 3X X, = %Xlz + FO,

Na formu F® aplikujeme opét transformaci inversnf
k reguldrni substituci obdobné (67):

Y,=3X, + 3%, + 434X, ¥ =X, Y, =X, ¥, = X,,
tedy transformaci
X, =3Y,—Y,— Y, X;=Y, X,=Y3 X, =7,

Dostaneme tak koneén& tvar, o némZ mluvi véta 10.; zde
je velmi jednoduchy:

fz = %}’12 + %Yza-
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Transformac{
Y, = Vﬁzl, Y, = ngz, Yy=2, Y, =2,
pak bude forma (69) nejjednodusstho mozného tvaru
fa=2+ 22

Je zcela snadné najiti transformaci, kterd pfimo pfevédi
danou formu (59) ve tvar prdvé napsany. Tato reguldrni
transformace vznikne sloZenfm t&ch, jichZ jsme postupné
uZili, tak¥e jeji matice R bude

R = C,C,(C,,
kde jest
%: _%v —‘%, % 1, 0, 0, 0
o, 1, 0,0 _ o, & —1, —1
G=lo o 1of € =loo 1 o
0, 0, 01 0,0 0, 1
V2, 0,00
G=| o300
0, 0,1,0
0, 0,0, 1
Vypodet jest vhodnym cvidenim pro ndsobeni matic a vede
k vysledku
1z, —4g -1 1
_lo, §—1, —1
R= 0, O 1, O
0, O 0, 1
Transformaci

z = %V2_Xl - ‘z]/:_'sT_X: — X3+ X,

Ty
Ty
2

Vix,— X, — X,

3

X,

musi tedy forma (59) pfejiti ve tvar
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= X2+ X2

Presvédéte se o tom pH{mym dosazenim a také pomoci ma-
ticového obrazu dané formy. .

18. ,,Pfednostni‘* odislovdni proménnych kvadratické
formy.

Mi-li kvadratickd forma s koeficienty a,, = a,; (1, k = 1,
2, ..., n) hodnost %, Ize odfslovat proménné z,, z,, ..., z, tak,
%e bude hlavni minor 4, = |a,|, ¢,k =1, 2, ..., k rizny od
nuly. Tento soumérny determinant 4, mé bud aspon jeden
hlavni{ minor (A — 1)-fadovy rizny od nuly — pak otfslu-
jeme proménné z,, x,, ..., z, tak, aby prdvé minor 4, _, =
=|aw|, ,=1,2,...,h—1 byl nenulovy — nebo jsou
viechny hlavni minory (b — 1)-fadové determinantu A,
nulové. V tomto druhém piipadé vSak musi A4, obsahovati
alesponi jeden hlavni nenulovy minor (k — 2)-fadovy, jezto
by jinak byly rovny nule vibec viechny (k — 1)-fadové
minory (tedy ne pouze hlavni) determinantu 4, a tento by
nemohl byti rizny od nuly (toto tvrzeni je zcela trividlnim
disledkem véty o minorech determinantu reciprokého k da-
nému; v nafem pfipad& vezméte v podet determinant reci-
proky k A, a uvaZujte o jeho libovolném hlavnim minoru
dvoufadovém). V piipadé, Ze jsou viechny hlavni (h — 1)-Fa-
dové minory determinantu 4, rovny nule, existuje tedy
alesponi jeden nenulovy hlavni minor (A — 2)-Fadovy a tu
oznadime proménné =z, z,,..., z, tak, aby byl nenulovy
prévé minor A, , = |ay|, 4,k =1,2,...,- —2. S nenulo-
vym determinantem 4,_,, event. 4, , naloZime stejnd jako
dfive s 4, a tak pokradujeme; poloZime-li 4, = 1, dospivdme
tak k jistému otfslovdni proménnych pivodni kvadratické
formy, jeZ nazveme ,,piednostnim‘ (takovych odislovéni
miie oviem byti mnoho) a zédroveii k fadé minord

1= Ay, Ay, 4y, ..., A, (69)
UkdZeme si, Ze v této fadé nemohou vedle sebe stdti dva
nulové éleny a Ze &leny sousedicf zleva a zprava s nulovym,
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maji vidy navzdjem riiznd znaménka. BudiZ na pf. 4, = 0,
kde 0 << 8 << k; podle konstrukce fady (69) to znaédi, Ze jsme
v A,;, nenadli ?4dny hlavni nenulovy minor s-fadovy,
takZe tam rozhodné’ existuje alespon jeden (s — 1)-fadovy
nenulovy. Jeden pak z téchto byl vzat za 4, , a proto je
A, £ 0. Také 4,;, musi viak byti rizné od nuly, jezto
by jinak musil v 4,;, existovati aspofi jeden nenulovy
hlavni minor s-fadovy, ktery bychom vzali za 4,, takZe by
proti pfedpokladu bylo 4, 0. Je tedy A, 4 0 a také
A,4, =0 a dokdzeme jedté, Ze je A,;.A,4, < 0. Také
tato skuteénost je sice zcela elementdrnim disledkem véty
o minorech determinantd reciprokych, pfece snad by viak
mohla zplsobiti uréité potiZe a proto zde naznadime jeji
dikaz: Nenulovy hlavni minor 4, , byl ziskén z 4,, vy-
nechédnim jistych dvou fddkd (budiZ to ¥ddek p-ty a o-ty)
a stejné é&islovanych dvou sloupci. Sestrojime si determinant
k A,;, reciproky, oznalime jeho elementy znaky oy,
t,k=1,2,...,8 + 1a vezmeme v tivahu jeho hlavni minor,
tvofeny elementy, v nichZz se kiiZi fddky s pofadovymi
¢isly o, o a sloupce téhoz pofadi. Podle véty o minorech de-
terminantu reciprokého je tento dvoufady subdeterminant
roven pravé soudinu A, ,.A,;, a protoZe jsou viechny
s-fadové hlavni minory determinantu 4,;, podle pfedpo-
kladu nulové (tedy i xg = xyr = 0), mdme konedné (pa-
matujme, %e vSechny determinanty zde vystupujici jsou
soumérné)
— | Yewr %o
Arl . As+1 - ;O‘Zm Ko

0, oape

—_ — 2
aﬂo’: O - ‘xqa < 0'

Abychom uvedeny postup pfedvedli na &iselném piikladé,
budeme se zabyvati reguldrni kvadratickou formou

f=a?+ x,? 4 92?2 + z?— 22,7, + 42,703 — 42,7, —
— Bzyry + 4ry7,. (70)
Matice
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1, —1, 2 —2

r _']-, l, —3, 0
A= 9 _3 9o 2
—2 0 2 1

mé hodnost » = 4 a pro jeji determinant najdeme hodnotu
A4, ="17. Jeho minor 4,, mé hodnotu —1 a proto mizeme
bez jakéhokoli pfeménovdni oznaleni proménnych kldsti
A, = — 1. Protoze viak je prvni hlavni dvoufadovy minor
determinantu 4, — doplné&k to jeho prvku 9 — roven nule,
zato viak mé druhy hlavni minor (doplnék prvku a,,)
hodnotu 5, provedeme pieznafeni proménnych wx;, %, ,
(a také z,) na nové &, iy, &5, ¢, podle schematu

Ty Tgy T3y 2y ’
tl) tav ta: t4 ) (70)

V téchto novych proménnych bude miti forma tvar

fo= 2 0?3 4 12 + 4yt, — 2t — 4,8, —
— 6tyty + 45t (707

a lze poloZiti 4, = 5. Pak uf mdme beze vieho pfefadovéni
4, =1,4,=1.
Pfedislovani proménnych v piivodni form& podle schematu

(70') je tedy prednostni (takovéd jsou zde mo¥néd dvd) a
vede k formé (70”) s maticf

1, 2 —1, —2

2, 9 —3 2.
—1,—3, 1, ol’
—2, 2 o0 1

v této matici uz mé fada hlavnich minorid vzniklych po-
stupnym vroubenim

A=

1, 2]

Ay=1, 4 =1, 4=y ¢

= 5,
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1, 2, —1
dy=| 2 9 —3|=—1,
1 —3 1
1, 2, —I, —2
2 9 —3 2|
di=|_y 3 1 o|="7
—2 2 0 1

vlastnosti fady (69).
JestliZe jsme provedli pro danou kvadratickou formu

f= izkbikyiyk
pfednostni oéislovéni, vede ,né.s vznikld forma
f= ;}:‘am’”ixk
k ¥adé hlavnich minori (69). ‘Tuto fadu lze doplniti na iplnou

1 =Ag, Ay, Ay, ..., Ay, Apyy = Apyg=...= A4, =0. (71)
Vyraz
o = Dsgn(d,,4,), (72)
g=1

kde klademe sgna = 1,0, —1 proea >0,a =0, a < 0, md
veliky vyznam pro theorii kvadratickych forem a jmenuje se
signaturou dané formy f'. Tak mé forma (70) signaturu
rovnou nule, protoZe je

o = sgn(4y,4,) + Sglll(AlAz) + 58111(‘42%3) + sgn(d,4,) =
N + — —_— —_— .

Tento vysledek ukazuje (jak pozdéji podrobné poznime),
%e jo naSe forma indefinitni, coz znadf, Ze miiZe nabyvati
hodnot kladnych i zdpornych, klademe-li za jeji proménné
dselné hodnoty (pfesvéddte se o tom). Riizné pochybnosti,
které by se zde mohly vyskytnouti, tak na pfiklad, zda hod-
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nota signatury nezivisf na tom, které z moznych pfednost-
nich odistovén{ (je-li jich vice) pro formu zvolime, vyvri-
time pozdé&ji, ad se budeme zabyvati kvadratickymi (a
jestd jinymi) formami s jiného hlediska.
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8. RESULTANT DVOU BINARNICH FOREM.

Funkee /(z, y) vytvofend z komplexnich konstant a,, a,, ...
@, jeZ nejsou vesmés rovny nule a z proménnych z, y podle
predpisu

f(z,y) = Za iyl (73)

se jmenuje bindrné formou m-tého stupné proménnych z, y.

Ptedpokladejme, Ze proménné mohou nabyvati viech
komplexnich (tedy specidlné i vSech redlnych) hodnot a di-
vejme se na f(z,y) pro okamZik jako na polynom m-tého
stupné v z. MiZeme si pro snazif pochopeni mysliti, Ze jsme
polozili ¥ rovno né&jakému komplexnimu &slu — ponechme
pro né& oznadeni y. Pak existuje podle fundamentélni véty
algebry (podle té mé kazdy polynom m-tého stupné s kom-
plexnimi koeficienty pravé m komplexnich kofenti — také
reilné &slo pokladéme za komplexni s nulovou imagindrni
&astf) m komplexnich &isel &, &,, ..., £, tak, Ze jest

f@,y) = alz — &) (@ — &) ... (& —&p)- (a)
Cisla & (1 = 1,2, ..., m) zdvisi oviem na okam?Zité svrchu
uvedené volbé proménné y. Je pak nutné kazdé &; polynom
nejvySe prvého stupné v y (dokdZete snadno, kdyz v (a)
porovnite koeficienty élend stejnych stupiid v z). Lze tudiz
binérnf formu (73) psiti jako soudin m linedrnich bindrnich
forem
f@, ) = (7x + 61y) (Vo2 + 69Y) ... (Y + Omy)  (T4)
a tento rozklad je — poklddéme-li dvé bindrni formy za
rizné jen, kdyZz jsou nezdvislé — mozZny pouze jednim zpf-
sobem.
Predpoklddejme, Ze by platilo identicky (t. j. pro viechna
z,y)
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(1% + 619) (2 + 639) ... (Ym® + dmy) =
=z +4y) T+ A) ... Tr + Any)  (14)
a viimnéme si chovdni funkce f(z, y) v okoli jejiho nulového
bodu (z,, y,). Tento bod budiZ g-ndsobny (1< o< m) a
sefadme linedrni faktory na levé strand rovnice (74’) tak,
aby pravé

V1% + 0% = Ya%o + Oalfo = ... = YoTo + O = 0.
Polozime-li nyni x = x, + €§, y = y, + &, pii &emi vo-
lime &, 7 tak, aby platilo ;6 + 3 +0proit=1,2,..., 0,
miZeme rovnici (74’) napsati ve tvaru

ey, & + '517]) (y€ + 62’7) e (Yo + 697]) .

yi’ _6’: . I-'k) —Ak b
iov1| Yo+ endo + e | Yo+ en, 3o+ e&| P

Délime-li tento vztah velidinou ¢ a nechdme pak ¢ konver-
govati k nule, mé levd strana konenou limitu, takZe to
musf platit i o strané pravé. K tomu je oviem nutno, aby
se prava strana rovnice (b) dala jakoZto funkce & psiti ve
tvaru eeF(e), kde jest F(0) 3 0. Musi tedy na pravé strané
vztahu (b) pravé p faktori miti pro € — 0 hodnotu nulovou;
olislujme je tak, aby to bylo pravé prvych ¢ faktori. Tim
dostévdme podminky pro I, 4 dplné stejného tvaru, jaké
platily pro vy, é:

k=1

Iz + Ay = T'gg + Ao = ... = Tomy + Ao = 0.
Celkem tedy mdme rovnice
pfedpoklddané:
Yo + 0,y =0,r=1,2,..,0 {c)
a z nich plynouci:
Fxyg+ A,9y=0,r=12,..,0. (d)

Uvizime-li, Ze 1ze za nulovy bod (z,, y,) voliti na pt. (6,, —y,),
tedy bod rizny od (0, 0), plynou ze vztahi (c), (d) dalsi,
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které lze podle theorie systém& homogennich rovnic vy-
jadFiti takto:

7B 0, i = b= BB T =28 (0
Iy{: j: =0, ¢t 0 =xy, 4, =%, r=12,..,0 ()

Kazdy faktor zastoupeny na levé stran& rovnice (74’) stojf
tedy také na strané pravé a to ve stejné ndsobnosti. Je tudiZ
rozklad (74) opravdu jednoznadny.

Nyni si poloZime otédzku, kdy maji dv& bindrni formy
stupiit m a n

Kz, y) = Zasr"’—‘y‘ glz, y) = ggﬂ"—"yk (75)

alesponi jeden linedrni faktor spoleény. Existuje-li takovy
spoledny faktor ax + fy, plati rovnice

fl—B,6)=0, g—8,0)=0

a je oviem (— f, ) == (0, 0). Plati-li naopak pro jisty bod
(o, %) =+ (0, 0) soudasné vztahy

f(@o, Yo) = 0, 9(%o, o) = O,
musf f(z, y) obsahovati nutné alespori jeden linedrni faktor
oz + By, g(z,y) pak alesponi jeden faktor yr 4 dy tak, Ze
plati
xzy + Byo =0
Y% + 0o = 0, t.j.

o, B _ — B 0y — — .8

i?: 6‘—0, ad = Py; y = ox, 0 = of;
linedrni faktory oz + By, yx + Oy jsou stejné. Je tedy nutnd
a postatujici podminka pro to, aby formy (75) mély alespon

jeden linedrni faktor spoledny, ta, aby existoval bod
(Zo» ¥o) =+ (0, 0) tak, Ze soudasnd plati rovnice
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(2, %) = 0, g(=o, %) = 0. (76)
Vyjéddfime si tuto podminku ve tvaru jiném, nezdvislém
na g, ¥,- Je-li splnéna, plati sou¢asné s ni rovnice

zo”_'yo'_lf(xo: ?/o) = 0) Y= l) 2’ veny I
Ty Y 1g(%e, Yo) = 0, 0 = 1,2, ..., m. (77)

Téchto m + n linedrnich rovnic piedstavuje homogennf
systém pro velidiny zym+r—1 gmto—2y, .yt v podtu
m -+ n, které nejsou viechny rovny nule. Je tudiZ roven
nule determinant z koeficientd rovnic (77) t. j.

g, @y, Gy, ..., Ay, O, .0 0, 0
0, ag, ay,...,0p—, @y, ..., 0, 0
0, 0, gy ...,05 5, 2y, ..., 0, 0

0, 0, 0, oovnnnnnn. Cmyy G | =0.  (78)
By, Biy Bay weveiiinaaannns 0, 0
0, By Bpy coeveeeeaaannnn, 0, 0
TR s

Plati-li obrdcené rovnice (78), pak zistane v platnosti

i kdyZ jednotlivé sloupce determinantu nésobime po Fadd

vyrazy zmitn—l gmin—2y  gmin—1 Proto existuje ne-
nulové soustava &sel

ﬂo» ﬂll ﬂz, sty ﬂﬂ—b Xy — X1y —Kgy +eey —Om—; (g)

tak, %e soudet f,-ndsobného ¥4dku prvého, plus §,-ndsobny

fddek druhy, plus ..., plus (—ox,,—,)-ndsobny fédek poslednf

pozménéného determinantu md hodnotu nulovou. Doché-
zime tak k rovnosti

(ﬂoxﬂ-_l + ﬂr’”"_’y + .. + ﬂ'n—ly"_l) f(x, y) =
= (aoxm—l + 0‘1-’5'"_231 + e + o‘m—lym_l) g(z’ ?/), (h)
jeZ platf pro viechny hodnoty z, y. Neni pak moZno, aby
byla viechna « rovna nule; potom by totiZ bylo — vzhledem
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k tomu, Ze je soustava (g) nenulové — aspon jedno § riizné
od nuly a na levé strané rovnice (h) by stdl polynom, ktery
mé miti hodnotu nulovou pro viechna x, y, adkoli nejsou
rovny nule viechny jeho koeficienty. To ovSem neni moZno.
Privé tak ukdZeme, Ze existuje aspon jedno § = 0.

Pravd strana rovnice (h) musf obsahovati zfejmé viech
m linedrnich faktort formy f(z, ). Prvni &initel, jsa sdm
stupné nejvyie (m — 1)-ho, jich muZe obsahovati nejvyse
m — 1, takZe aspon jeden musi byti zdroven ¢&initelem
formy g(x, y). Lze tedy vysloviti vétu:

Nutné a dostadujici podminka, aby mély dv& bindrnf
formy spoledny alesponi jeden linedrni faktor, je platnost
rovnice (78), t. j. anulovén{ resultantu obou forem.

Dvé bindrni formy, které nemaji %24dny spoledny linedrni
dinitel, se jmenuji nesoudéinymi. Lze tedy pFedchozi vy-
sledky vysloviti také takto:

Nutné a postadujici podminka pro nesoudélnost dvou bi-
ndrnich forem je ta, aby jejich resultant by od nuly rizny.

Resultantem obou forem zde nazyvdme pravé determinant
z rovnice (78).

Formy
| = 223 — T2y + Bay? — 3y, g = — 222 4 Tay — 6y® (79)
maji resultant
2, —7, 8, =3, 0

0, 2,—1, 8, —3
Ry—=1\—2, 17, —86, 0, O0f. (79')
0, —2, 17, —86, 0
0, 0 —2 17, —6
Presvéddte se, Ze je roven nule a najdéte spoledné linedrni
faktory obou forem.
Formy
| = 22® — Ta%y + Bxy? — 333,
g = — 223 4+ 9% — 132y | 6y° (80)
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majf také resultant

2 7, 8 —3, 0, 0
0, 2 —17, 8 —3, 0
Ro_| 0 0 2 -7 8 -3
P=1\_92 9-13 6 0 0
0, —2, 9,—I13, 6, 0
0, 0 —2 913, 6

a jsou tedy soudélné.

Nyni se sezndmime s nékterymi jednoduchymi vlastnostmi
resultantu dvou bindrnich forem f, g. K tomu cfli si napfed
vypolitdme resultant formy f ze vztahu (73) a linedrn{
formy ! = ax 4 fy. Najdeme

ay, a,, dy, ...,
«, B, 0, ..,
0, « 8, ..,
0) ’ s

= @of™ — a,0 ™! + a0 m 2 — ... 4 (—)MapaT =
= f(ﬂ) —1))

coZ piSeme vzorcem

R(aga™ + a @™y + ... + any™ ax + By} = R(f, 1) =
= [, —«). (81)

Déle si spodteme resultant forem f a lg, tedy forem

m
f = 2aamy,
i=0

n n+1
lg = (o + ﬁy}g};}bkx”—kyk = Z;(abo + Bbp—y) ZV—o g,
= o=
b—l = bn+1 =0.

NapiBeme-li si pfisluiny determinant, pozndme ihned, Ze je
resultant R(f, lg) homogenni funkef velidin «, 8 a to funkef
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stupnd m-tého (pfesvédéte se o tom podrobng, nahradivie
v ném velidiny «, § novymi l«, ¢) — oznafme ji znakem
pla, B)-

Piedstavime-li si nyni formu psdnu ve tvaru (74), nahléd.
neme snadno, Ze jest

@(y1 01) = @(y2, 0) = ... = @(Ym, 6m) = 0. (k)

Tak znadf ku piikladu ¢(y,, §,) resultant forem f(z,y) a
(y12 + 6,9) g(z, y); ty oviem maji spoledny faktor y,z + 4.y,
takZe je vskutku g(y,, 6;) = 0 a stejnd plati i ostatni rov-
nice (k).

Vztahy (k) ndm pod4vaji véech m nulovych bodi (y,, d,)+
= (0, 0) funkce ¢(x, §) a ukazuji, Ze je moZno psiti

R}, lg) = p(x, B) = C(—byx + 718) (—Dax + ¥2) ...

Zvolime-li si nyni na pfiklad « = 0, dostaneme pro uréenf
konstanty C (neobsahuje ani « ani f) rovnici

C1(B, 0) = (0, B);
jest pak f(B, 0) = a,f™ a jednoduchym poétem zjistfme, Ze
(0, B) = a,f™R(f, g), takZie dostdvdme pro konstantu C
hodnotu C == R(}, g) a miiZeme psiti vzorec

R(f, lg) = R(}, 1) . B({, g). (82)

Ménice v determinantu R(f, g) vhodnym zpisobem sled
Fadki, dokdZeme snadno, Ze plati

R(g, ) = (=1)""R(}, g). (83)

Zajimavé je také vyjddfeni resultantu R(f, g) forem f, g
pomoci koeficientd jejich linedrnich faktori. BudiZ

flg,y)=bl,...ly. L=y x+ 0y, u=12..,m
gz, y)=LLy,...L,, Ly=xnx+ Ay, v=1,2,...,n (84)

Pak nachézime podle vzorci (82) a (83) postupné
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R(fr g9) = R(f’ leLz Ln) = R(/’ Ll) -R(fr L2) R(fv Ln)n
E(f, L,) = (—1)"R(Ly, f) = (—1)"B(Ly, L. . L) =
= (—)™R(L,, ) B(Ly, 1)) ... R(L,, ;) =
= R({,, L,) R(,, L,) ... R(l., L.),
takZe lze psati

R(f, 9) = I_IR(l,,, L),u=12..,mv=12 .,n%
ey

Protoze viak jest
R(l/u Lv) = VM.' — ap”n
dostdvdme svrchu zminéné vyjidiend

R(f, 9) = H(y,,z. —8,%), (85)

p=542...mr=12..,m%n

Odtud pak snadno dospivime k daldim zajimavym tva-
rim pro resultant dvou forem:

R(f,9) = ;I._I [].—.[(yp p”v)] =
—Hm ) = fhy ) fA ) .- fC —a)

R(f, 9) = (—=1)™"g(,, —y1) 983, —p3) ... 9(6m, ~—¥m). (86)
Po téchto uvahdch se obritime k otdzce, kdy majf dvé
bindrni formy f(z, ), g(z, y) obecné vice ne% r spolednych
linedrnich &initeld. Stdvé-li tento piipad, oznaéme znakem
d(z, ¥) soudin libovolnych r z nich. Pak je resultant forem
stupiiti resp. m —r, n —r
=) 9(z, y)
D(z, I'(z,

@9 =Gy "0V dm )

roven nule, protoZe maji jektd dalsf linedrnf faktory spoledné.

Tento resultant je vSak determinantem koeficientl soustavy
m + n — 2r forem
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2ty =10z, y), y=1,2, ..., n—;
2oz, y) e = 1,2,...,m—r,

takZe lze pro tyto formy zjistit podobnou z4vislost, jaké je
vyjéddiena rovnici (h). Ndsobime-li vztah tuto zdvislost vy-
jadiujicf vyrazem d(z,y), ptejde v novy, z ndhoZz plyne
vzédjemnd zévislost bindrnich forem
z”_r_vy'_lf(x; y)n V= 19 21 e —T,
zm——y—1g(z,y), p=1,2,...,m—r. 1)

Tvoii tedy koeficienty téchto m 4+ n — 2r forem (i)
(m + n — 2r)-fadovou matici s hodnosti h, mensi neZ
m + n— 2r. Tato matice vznikd z matice resultantu
R(f, g) obou forem tim, %e v ni vynechdme prvnich r sloupci,
prvnich r f4dkd a pak dalsich r fddkd od (n + 1)-ho podi-
najice. Oznaéime-li tuto matici znakem M,, méme vysledek:
Maji-li dv& formy bindrni f, g vice neZ r spoleénych linedrnich
diniteld, mé matice M, hodnost b, << m 4+ n — 2r,

Je-li obrdcené pro dvé formy f, g hodnost matice M,
mensi nez m + n — 2r, jsou jeji fddky — to jest koeficienty
forem (1) — navzdjem zdvislé a tedy plati totéZ o soustavé
forem samotnych. Existuje tudi? mezi nimi relace

(Boe™—r= + Bty + .. + P ) [ =

= (o‘ozm—r—-l + o‘lxm_’_zy + e + o‘m—r—lym—’_l) 9, (m)
kde nejsou viechna f§, ani v8echna x rovna nule — to na-
hlédneme stejné jako jsme uZ vyse uéinili.

Pravé strana rovnice (m) musf obsahovati vech m line-
érnich faktort formy f; prvni ¢initel pravé strany, jsa poly-
nomem stupné nejvyse (m — r — 1)-ho, jichZ mbZe obsa-
hovati nejvySe m —r — 1, tak¥e viechny zbyvajici, jich
je aspoii r + 1, mus{ byti obsaZeny v g. Maji tedy fa g
aspoii r 4+ 1 linedrnich faktord spoleé¢nych. Vysledek t&chto
dvah vyslovime

vétou 11. Nutnd a postadujicf podminka, aby dvé bindrnf
formy f, g stupiiti m, n mély spoleénych aspoii r + 1 linedrnich
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faktord, je tato: Hodnost matice M, vzniklé z matice re-
sultantu R(f, g) tim, Ze vynechdme prvych r sloupci, prvych
r Fddkd a jeStd r FAdki dalsich, poéinajice (» + 1)-vym musf
byti menSi nez m 4+ n — 2r.

Piklady.

19. VySetf¥iti spoleéné linedrni d&initele u bindrnich forem
(79).

Matice M, je zde prdvé matice determinantu (79’). Tento
determinant je roven, jak uZ jsme vypotitali, nule, takZe je
hg<m+4+n—2.0=3+2—2.0=5 a formy majf po-
dle vty 11. aspofi jeden spoleény linedrni faktor; to jsme
uz zjistili diive. Matice

2, —7, 8, —3
—2, 17, -6, 0
0, —2, 17, —6

mé hodnost b, = 3, tedy nikoli men3f neZ &slom + n—2r =
=3+2—2.1=3. Proto maji formy (79) jediny spo-
leény linedrni faktor; protoze je g(z,y) = (z —2y).
. (—2z + 3y), miZeme snadno zkusit, ktery z obou faktord
je obsaZen také ve formsd f(z, y). Je to &initel — 2z + 3y.

20. VySetfiti spoletné linedrni &initele u forem (80).

Také zde mé matice M, hodnost mensf nez m + n» —
— 2.0 =6, tak¥e maji formy alesponr jeden spoledny li-
nedrnf faktor. Sestrojime nyn{ matici

2, -7, 8,-3, O
0, 2,—7, 8, —3
—2, 9—13, 6, 0
0, —2, 9—13, 6
Podle véty 4. najdeme snadno kb, =3 <m+n—2r =

=34+ 3—2.1 =4, takfe maji formy (80) alespoii dva
spoleéné linedrni faktory.

M, =

Ml=
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Sestrojime je&td® matici

2, —7, 8 —3
—2, 9, —13, 6
jez mé zfejmé hodnost A, = 2, tedy rovnou &slu m + n —
— 2r = 2 (b. j. stejnou se svym podtem fadkid). Proto maji
dané formy spoledné privé dva linedrni &initele. Protoze
vime z pfedchoziho pifkladu, Ze mé forma f linedrniho &-
nitele — 2z + 3y, zkusime, zda je tento vyraz také faktorem
formy g. Délenim zjistime, Ze tomu tak jest a Ze plati

(=, y) = (—2z + 3y) (* — 3zy + 2¢°) =
= (—2x 1+ 3y) (x —y) (+ — 2y);

druhy spoledny faktor obou forem jest pak = —y.

21. DokaZte platnost vzorcd

za pfedpokladu, Ze bindrnf formy f a g jsou téhoZ stupnd n.
Méme

M2=\

am a’lp ’ an—lp
’ ao; y a’ﬂ—2v
R(/ f + ) ~ 0, ...... O, ...... ’ao, .......... ;g‘
’ 9= ay + by, @y + by, .oy @y + by, g
0, ay+ by ...,a,—5 + b, 3
0’ Ol ’ a‘o + b°l
ey, 0, , 0
Qp—1» Qy, ’ 0
t.ll.’ .......... az”a" .....
aﬂ + b'" Ol 1] 0 ’
a’n—l + bn—lb an + bm ’ O
a4 + blv ay + bz» y Qn "I" bn
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odedteme-li v tomto determinantu kaZdy z prvych n fddkd
vidy od Fddku s nfm stejnolehlého ve skupiné poslednich
n fddkd (tedy kritce Fddek »-ty od (n 4 v)-tého, » =1,
2, ..., n), dostdvime pravé resultant R(f, g); je tedy opravdu
R(f, 9) = R(f, f + g). Stejné dokdZeme sprivnost druhé
z rovnic (87).

22. Resultant dvou bindrnich forem f, g téhoZ stupné n»
je moino vyjadfiti pomoci dvoufadovych determinanta
matice

ao» al) al: AR ] an

(88)

0 Y1y Y2 c0y Un

Premistime-li totiZ v R(f, g) f4dky tak, aby misto plivod-
nfho pofadi urdeného &sly 1, 2, 3, 4, ..., 2r — 1, 2n zaujaly
nové 1,n4 1,2 n+4 2, ...,n,2n, dostaneme determinant
R,, pro ktery ziejmé plati vztah

R, = (— 1)i~=DIR({, g).

Rozvineme-li jej podle elementit prvych dvou fddkl (véta
Laplaceova), dostdvdme ihned

M.,

”n
a, a
—_ _lf 0 r
R, '=Zl< " [ 6o b,

pFi demZ znadf M, subdeterminant vznikly z R, vynechédnim
prvych dvou ¥4dki, prvého a (r + 1)-ho sloupce. Také tento
minor M, rozvineme podle prvych dvou fddkd, &imZ se ndim
objevi jako soudet soudini po dvou faktorech, z nichZ jeden
jo vidy dvoufadovy determinant matice (88), druhy pak
(2n — 4)-fadovy minor matice poslednich 2n — 4 Fddkd
determinantu R,. S témito druhymi faktory naloZime stejné,
jak bylo vyliteno jiZ dvakrit a takto pokradujeme, aZ do-
spéjeme k vyjddieni R, a tedy také R(f, g) pomoci samych
dvoufadovych determinantdi matice (88).

23. Budte f(z, y), g(z, y) dvé bindrnf{ formy téhoZ stupné
n, tedy
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f =‘_Zoa,-x'~-'y", g =‘_zob,zw_¢, (x)

Vyjédfit matematicky disledek, k némuZ vede poZadavek,
aby platilo identicky (t. j. pro vSechna z, y) téchto » rovnic:

fz, 9) - 2b o — 9@, 9) - Dm0y =0,
0= o=
»=0,1,2,..,n—1. )
Témito rovnicemi (jsou to zndmé vztahy tvoiici vycho-
disko pro Bézoutovu iipravu resultantu dvou bindrnich
forem téhoZ stupné na tvar soumérného determinantu) jsou

zfejmé stanoveny velmi t&sné vztahy mezi koeficienty
a,b (+=0,1,2,...,n) obou danych forem.

Upravme postupné vztahy (f):

n v n ¥
0= Za’ixﬂ '*'y‘Zbox”—"y" — Dbariy> aat—aye =
=0 e=0
n 14
= z a Do — agh,) zntr—i—eyite =

n 4 n i+v
2 2Migzr eyttt = 3 2 My @ty =
=0 ¢=0 $1=0 x=1%

i+ » ity

ntv
— ZI’..a:"”—"y"
n=0
Rovnice (8) 1ze tedy psiti také ve tvaru
ntr
Slartry =0,y=0,1,2,..,n—1; )
u=0

I'” = Z.M"“_‘, .M“ = a‘bo _ aob.'.
=0
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Podle ptivodnich rovnic (8) jsou oviem M‘, obecné ne-
nulové jen pro 0 < p < v, tedy M, ; pro i > x —v; pro
i <x—v—1 je nutno klasti M,,; = 0, tak¥e méme déle

=3 Mo )

s=x—>
Jo tedy I'y=I,=...=1I,=0 a v rovnicich (y) vy-
stoupi aZ teprve é&leny s koeficienty I',, jichZ index » > v +
+ 1, t. j. &leny s koeficienty I',44 (A =1, 2, ..., n). Je pak
podle vzorce ()
[Z% )
Foza=DM;pisi,v=0,1,...,0—1,A=12..,n ()
i=2

Nynf se jevi nejvyse zdhodnym oznaditi konstantu I, 4,
novym symbolem, ktery by lépe vyznadoval, Ze tento
koeficient pati{ pravé do (» + 1)-ni z Bézoutovych rovnic
(B), tedy do rovnice s pofadovym é&fslem ». Dosli bychom
k z4vérim zcela chybnym, kdybychom ponechali znak
I,z a jeho indexy prosté séitali (rozvaZte si to podrobné;
ztratili bychom ku pfikladu moZnost rozhodnouti, zda sou-
dnitel I'y = I'yyy = 149 = I3y, patfi do rovnice s po-
fadovym éislem 0, 1 nebo 2). Témto nesndzim se vyhneme
tim jednoduchym zplsobem, %e klademe I',;3 = c,a; je
tedy ¢, koeficient stojici v rovmici s pofadovym é&fslem »
u ¢&lenu, jenz obsahuje z"—Ayv+A. Vypoditd se pak ¢,a
obecnd podle vzorce (¢), pfi ¢em#% mohou podle poméru
vzdjemné velikosti indexd », A nastati urditd zjednoduseni.

Zv144té pozoruhodné je zjednoduSeni pro 4 < v; v tom

piipadé miizeme psiti vzhledem k M, = — M.
v+ 2 v+ A
Crt = ZM rbd— = ZM ot + 2, 1M A =
v+l =t
= Z Mipri—s (¢")
t=v+1

Po téchto vpravich dostivime Bézoutovy rovnice (f)
v koneéném tvaru
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n
Depaa™ Ayt =0;¥y=0,1,2,..,n—1, ()
A=1

kde jest podle vzoreil (g), (¢'):

v+4
Co, A = Ml,o; Cya = Z M‘,-H—‘, ) :<.__ L
t=r+1
[
o =2 Wi i2v+ 1. ()
=

Jakmile oviem v téchto vzorcich piekroéi jeden z indexii
minoru M hodnotu n, poloZime tento minor rovny nule.

PoloZzme nynf v rovnicich ({) (které majf platiti identicky
pro viechna z, y) y =1, = == 0 libovolné. Vzniklé vztahy
ndm pfedstavuji systém n linedrnich homogennich rovnic
8 nenulovym feSenim z"—1 z"—2 ... 2, 1, takZe je nutnd
roven nule jeho determinant. Lze tedy matematicky di-
sledek Bézoutovych podminek () napsati ve tvaru (S4rky
mezi indexy vynechdvime)

Conr Cozry  -++ Con
C11s €123y <+ C1n
Cao1» Cas» <ery Can = 0. (0)

€n—1.1> Cn—12s *-*» Cn—1m
Presvéddte se, Ze je pravé napsany determinant symetricky.
Také jinak lze vyjédfiti disledek identické platnosti rov-
nic (B). Snadno si ovéfite, Ze tyto Zddaji, aby viechny dvou-
fadové determinanty matice
Tpy @y, Ay ...y Ay

0 blv b2 ey bn (L)
byly rovny nule. Ze ma tento novy disledek v zdpé&ti auto-
maticky platnost vztahu (#), je samozfejmé. Otdzkou, ktery
z obou disledkid vyjadfuje vice, event. zda jsou oba ekvi-
valentni, se zde nebudeme zabyvati. S tdvahami tohoto
piikladu tizce souvisi vyjiddienf resultantu dvou bindrnich
forem téhoZ stupné » soumérnym n-fadovym determinantem.
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9. DISKRIMINANT BINARNI FORMY.

Definice. Je-li ddna bindrni forma
"
f = 2aizty, (89)
i=0
nazyvame resultant R( of 8/) bindrnich forem — of 6/ dis-

oz’ 0 oz’ oy
kriminantem dané formy f.

Skutedny vypolet diskriminantu je v obecném piipads,
kdy je forma déna ve tvaru (89), dosti pracny (v. pf. 24).
Pomérné jednoduse se d4 tento vypolet provésti, jestlize
je forma f rozloZena v soudin svych linedrnich faktord, tedy
pséna ve tvaru

f= H‘V"‘ +6).. (90)

V tomto pHpadd vyjdeme ze vztahu — v. vzorce (82) a
(83) —

o . of of of of
R( %Yoy ‘R("E’y) R( FriFm

=<—1)"R(y,x)-R(y. 31’:) (—1yn- 1>R(a’ )
of of
R(ay ax)
a1y f / of of
=(_l) + 1)R(yl x)R(?/, E)R(a_yvz R(ax ay

Je viak R(y, ) = — 1 a podle vzorch (86) déle
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0 0
R(y, 3_:7) NS l)"—la_:,:: (1,0) = (= 1)*'myyps ... ¥y

0 0
B (a_.z// 1= aT// (0, —1) = (—1)"+1nd;5, ... O
of of

?:;’E dané bindrn{

tim dostdvdme pro diskriminant R(
formy (89) vztah

of oty 1 1 of of
R(a_z' a_y) T e 7010 ...a,,R(’E’ya—x)' ®1)

Nyni uZ b&# jen o vypolet R (z gi Y g'f) Podle vzorce
(87) a Eulerovy identity pro homogenni funkce plati

o of of
R( ) (az "ot Y ay) (W’”’)' (=)

Ze vztahu (90) véak nalezneme snadno (logaritmickym de-
rivovanim)

e - zI‘I(m Yoy 3

1 YvT + 5y
= f;y.@y,,z + 8,9 (b)
poloZime.li pak

nf = H(r..z + 4uy), (92)

dostdvime podle (86)

R(x— n) HA I, =
r=1

= nA Z%H(r,, r,). (e)

v=1 e¢=1 pke
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Porovndme-li nyni vztahy (90) a (92) navzdjem, vidime,
#e miZeme kldsti na pfiklad
1 1
Pv=nTy'; A,=n”6,,v=1,2,...,n; (93)
dosazenim do (¢) pak dostaneme (doporuduji provésti po-
drobné)

B2, o) = Tra Tir,0— 7 =

= NYy ... Vabily ... O 1'[ H(y,, 8,¥)-

=]l uty

Vnitfni soudin upravime

1Ln v—1 n
L8 —8,) =18 — 8,00 T1 0 —8,p) =
7==1 u=1 p=v+1

v—1

= 1:[1@,,6. — 3,y (1) 11 (P, — by ) =

p=v+1
v—1 n
= (_1)"_v]._[(7p6' - 6/47') ]._[ (7'614 - 6'7/4)
u=1 p=r+1

a najdeme

(e =

= (—1)""("'1”""7172 7".5 62 .0 n(n" - 6/47') . (d)

Odtud pak dostaneme dosazenim do vzorce (91) a vzhledem
k (a) hotovou formuli pro vypodet diskriminantu formy (90):

(L) = Capnsinal Ty, 0, — 0. 08
0z’ 3y, wr ¥ g

Vzorec (94) poddvé ndvod, jak se urdi diskriminant formy

1, je-li tato ddna jako soudin svych linedrnich faktorf.

S timto tvarem diskriminantu souvisi vzce tvar dalif,
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k némui dospéjeme takto: Vzoree (23') pro hodnotu Vander-
mondeova determinantu (23) z dflu prvého pifeme ve formé

1,n
Vn(zlv 12» ce0y :E,‘ = (_l)“n("_l)]n(x/‘ - xv)n

p<r
poloZzime v ném z, = %1, v=12,...,n & povyiime pak
na druhou. Dostaneme
Y1 V2 T @b — 00 _
V'lz IR

— (—L)irn—Dlp—n _ 1 _» ( g/ , gf)
1‘[5 25,3 Y

u<v
. of of .
takZe miiZeme resultant R B By pséti ve tvaru

of of\
R(— a—y) =

ILn
= (_1)i[n(n—-l)]nn—2l_I¢§ 252,V ;(7’1 7’2’ - l,._) e)
H<v 4y O,

Nyni viak jest — v. vzorec (23) v dilu prvém —
- (ﬁ Y2 ¥m 1

" 61’52,.”’5_':):(5162---5")”_"
6 716 n—z, 71261"—81 . yln—l
. 6 e l 702" % 7226, .,y

6ﬂ"—1’ yﬂaﬂn_zl yﬂzaﬂn__a’ A | 711"_1

zdvojmocnéni, jehoZz potfebujeme, abychom mohli dosaditi
do vztahu (e), provedeme tak, Ze ndsobime determinant
privé napsany sebou samym po sloupcich. Dostaneme de-
terminant S s obecnym ¢lenem
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n
Cix = 7’g‘+k’_2602”—‘-_k = St r—a2n—i—ks % k= l’ 2' e N,
e=1

takZe miZeme psdti

- 2(ﬁ 7 h) _ 1
n ’ y Y - DY .
6, 0, 6n (6,05 ... 0,)2
‘90.211—2’ 31,2"-3; 82.21»—4, ey ‘90—1.15—1
| Suen—a I29n—0 Sa2n—5 - Snn—a

Sn—1.n—1> sn.n—z Sn+1,n—3 + -+ San—2,0
Dosazenfim tohoto vysledku do vztahu (e) dostdvdme po
mali¢ké 1ipravé definitivni vzorec:

af a/ — (_l)l[ﬂ(ﬂ—l)ln”—’ .

oz’ oy
So,.2n—2  Sp,2n—3) < Sn—1,n—1
| St2n—3  Saen—ar - Smn—a (95)
sn—Ln—'ly 3n.n—2, vy 32'!—2.0

Nalezli jsme tak vyjddfeni diskriminantu formy (90) po-
moci determinantu, ktery je typu persymetrického — v.
odst. 8. dflu prvého.

Pomoci diskriminantu formy (89) lze snadno rozhodnouti,
zdali mé tato vicendsobné lineirni faktory. Provedeme to
pfedpoklidajice diskriminant ve tvaru (94). M4-li forma
(89) alesponi dvojndsobny linedrni faktor, je ziejmé podle
(94) jeji diskriminant roven nule. Je-li naopak tento di-
gkriminant nulovy, musi nutnd existovati alesponn dva in-
dexy py < ¥, tak, Ze jo y,,0,, — Ouyv, = 0, b. j. Yy, = @Vus
d,, = 00,,; pak jsou oba d&initelé y,x + 6,y & Y,z + 4y
navzdjem stejné a forma m4 alespoii dvojndsobny linedrni
faktor. Lze tedy vysloviti

v&u 12. Nutné a postadujici podminka, aby bindrni forma
méla vicendsobny linedrnd faktor, jest anulovédni jejiho dis-
kriminantu.

Polozime-li ve formé (89) hodnotu proménné y rovnou 1,
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dostaneme zvldStnf jeji pfipad — mnohoélen f(z) proménné
z (stupeni budiZ m):

f(z) = Daz™t. (96)
i=0

Viechny pojmy a tivahy tohoto paragrafu se oviem pfe-
ndSeji také na tento polynom — jenom jest nutno je pfi-
zpisobiti pomé&rim zde panujicim. Také pojem resultantu
dvou bindrnich forem f a g a vde, co s nim souvisf, lze pre-
nésti na piipad dvou polynomd f(z), g(x), jez z danych
forem f, g vzniknou, poloZime-li v nich y = 1. Nazna&ime
zde stru¢né, jak se modifikuji difve uvedené pojmy a po-
znatky, pfejdeme-li od forem dvou proménnych z, ¥ k poly-
nomim proménné x.

Budtez ddny dva polynomy

fz) = Zaa™", (@) = 2bar 97)

Také zde plati vé&ta, %e lze kaZdy z nich rozloZiti jedinym
zplisobem v soudin linedrnich faktord, tedy

f(z) = ”Ul‘““ +4,), gle) = .Ul""”” +A).  (98)

Dikaz tohoto tvrzeni se providi zcela analogicky, jako se
stalo v odst. 8. — jsou zde jen nepatrné zmény zcela pfi-
méfené povaze véci.

Resultant R(f, g) obou polynomid (97) se definuje stejng,
jako se stalo u dvou bindrnich forem, takie

ay, @3, ..., 8y, 0, ..., 0
0, ay...,0,—, @y, ..., 0
00 ...................................
R 9) = g, 1. o"|- (99)
L 0
Or 0. o blr bz» !bn

78



Také zde je anulovéni resultantu nutnou a postadujiel pod-
minkou pro soudélnost obou polynomi (97). Dikaz se pro-
vadi stejné jako pfi formdch bindrnich.

Pro resultant polynomu f a linedrni funkce !l = axz 4 f§
nachdzime stejné, jako v odst. 8., vyraz
R(f, 1) = apff™ — a,xf™ ! + ay0?fm—2— ... + (—1)"a o™,

(100)

pouze je nutno jej nynf jinak interpretovat, neZ se stalo ve
vzorci (81). Najdeme snadno

R, = et~ £). (1o1)
Vzorec (82), tedy
R(t,1g) = R(, 1) R(, 9), (102)

podrzi svou platnost i kdyZ jsou f, g, | polynomy. Dikaz se
provédi analogicky, jako v odst. 8.
Také vztah (83) plati beze zmény, takZe je

R(f, 9) = (—1)™"R(g, f) (103)

a stejnd také
R{f,9) = H(y,,}.,—éﬂx,); p=42...,mrv=12..n
ey (104)

Tomuto poslednimu vzorci lze déti zajimavy tvar. Nulové
body polynomi f(z), g(x) oznatme znaky resp. «,, fi,. Pak
je ziejmé

5, A

4 =——’6 = — X ; y — — —, l,:—ﬂ'x';

» 7. * W B *
p=12...mr=12..,n (105)

a vztah (104) miZeme postupné upraviti takto:
R, 9) = [Ttruhr — 8,m) = T Iy onles, — o) =
"y v
= ao"bo"‘n(ocl, — By
v
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Méme tedy resultant dvou polynomb vyjddfen jejich nulo-
vymi body:
R(f, 9) = ag"b,"] [(y — B»)- (106)
B, v

Stejné snadno zjistime, jak se modifikuji vzorce (86).
Upravujice vztah (104), najdeme

R(f,9) = H[H(—x.)(y,,ﬂ. + 8,0 = H(—x.)"'/(ﬁ.) =

"L a8 16 - 160
anebo druhym zpisobem

Bif, o) = T Tratacs + 201 = [ Iplote) =

= a"g(0y) glxxg) ... g(xm)-
Vzorce pro resultant dvou polynomi, analogické vztahiim
(86), tedy znéji

R(f, g) = (=1)™"d"(B) (B2} - .- H(Ba),
R(f, 9) = ag*g(oy) glxp) .- glexpm)- (107)
Také vSechny ostatni ivahy z odst. 8. se pfen4Seji z forem
na polynomy; zvl4ité dilezitd je z nich véta 11. a vzorec (87).
Pokud jde o diskriminant D(f) polynomu (96), nemtiZzeme
jej oviem definovati tak, jek jsme uéinili pro bindrni formu
na poditku tohoto paragrafu (jeZto polynom mé pouze

proménnou z, nelze mluvit o jeho parcidlni derivaci %
podle y). Zato vSak jsou schopny pfeneseni vztahy (91) a
potom (a). UZivajice jich, definujeme diskriminant D(f)
takto:

mf), 1 =TD (108)

1
Dif) = ——

Tento definidni vztah lze oviem upraviti. Podle dosavad-
nich vysledkd totiz mdme
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R(zf', mf) = mmR(zf', f) = (—1)"'m™R(f, x) . B(}, ') =
= (—1y™m™(—1)" {(0) B(f, {') = m™a,R(f, ['),
takZe miZeme vzorec pro diskriminant polynomu (96) na-
psati ve tvaru

D(f) = - - mR(, ). (109)

PouZitim vzorch (107) dosté.vé,me pak diskriminant v ji-
ném tvaru

D(f) = (mag)™—2f'(o;) (g} - .. [ (0tm)- (110)

Existuje je§té dalsi vyjddfeni diskriminantu D(f) pomoci

kofent «,, oy, ..., & polynomu f(z). Od rozkladu (98) snadno

dosp&jeme pomoci vzorch (105) k rozkladu na ,,kofenové

initele*‘:

m

fz) = a] J(e— ) = ayla— o) G —xg) .. B — )y (111)
=

odtud pak nachdzime

fz) = f(x)Z ——

p=1%— /4

tak%e bude
1,m
g = ag] [(org—ar,)
7=

a vzorec (110) nabyvd tvaru

D(f) = mm—aim—2 ﬁ 1_[(0‘0 —0y)- (110)

e=1puzke
Postupem zcela stejnym, jakého bylo pouZito pfi odvozo-
vani formule (94), najdeme také zde

1,m
D(f) = (—1)itmim—1] pym—2g2m—2 T (a, — arg)? (112)
H<e
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a zavedenim Vandermondeova determinantu dile

1, &y, g2 oo™ |2
D(f) = (_l)l[m(m—l)]mm—zaozm—z 1’ Na, “22) veey “2"'_1
1) o‘m, &m®, y & m—1
(113)

Provedeme-li zdvojmocnéni determinantu zde figurujfctho
po sloupcich a oznaéime-li

8k =" + g + ...+ apk, (114)
dostaneme dalsf, velmi zndmy tvar diskriminantu polynomu

Hz):

S 81y e Sm—y
D(f) = (—1)Hmim—Dlym—2q 2m—2 S 82 -y 8m . (115)
81, Smy +-<; Sam—a

Determinant ze vzorce (115) je orthosymetricky (v. odst. 8.
dilu prvého).

Fakt, e m4 polynom f(x) vicendsobné kofeny, kdyZ a jen
kdyZ je jeho diskriminant roven nule, je nyni zfejmy z pou-
hého pohledu na vzoree (112) nebo (113).

S pojmem diskriminantu souvisi ovdem jedté zdkonitosti
povahy mnohem hlubsi, nez ty, které jsme tu probrali.
S nékterymi z nich se sezndmime v odstavei jednajicim
o aplikaci determinanti v theorii rovnic (v. odst. 11.).

Pozndmky. 1. Pojem resultantu byl dokonale znim uZ
Eulerovi (Introductio in analysin infinitorum, Lausanne
1748); methoda, které jsme zde uZili pro jeho konstrukei, je
zndma pode jménem ,,dialytickd‘‘ a pochdzi od Sylvestera
(Phil. Mag., 1840). Souvislost diskriminantu dvou polynomi
8 jejich nulovymi body studovali po prvé Euler (Hist. de
Yacad. de Berlin, 1748) a Cramer (Introduction 4 l'analyse
des lignes courbes, Généve 1750). Vyjédfeni resultantu dvou
forem bindrnich téhoZ stupné ve tvaru symetrického deter-
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minantu (jak jsme se 0 ném zminili na konci p¥. 23) provedi
jako prvy Bézout (Mém. Acad. de Paris 1764), zvI4std pak
elegantni zplisob pochdzi od Cayleya (Journ. f. Math,,
1857).

2. Pojem ,,diskriminant polynomu‘* pochdzi od Syl-
vestera (Philos. Mag., 1851). V ulebnicich algebry se de-
finuje diskriminant ponékud odchylné, nez se stalo ve
vzorci (108); tato odlinost m4 diisledek v tom, %e misto
vztahu (109) vychéz{ pro D(f) jiny:

D(fy = (—1ypmm—11 L ps ) (116)
@y

Pak je oviem nutno patfitnd pozménit i daldf vzorce pro
urdeni D(f).

Pfiklady.
24. Diskriminant bindrni formy 4. stupné
(@, y) = agzt + a2’y + a,2%* + ayzy® + ayt. (117)
0
T — tag® + 3oy + 209* + 0,

)
o= 0 + Zag'y + amy? + dog

Pro diskriminant dostdvdme
4a,, 3a,, 2a,, a5, 0, 0
01 4“0’ 301: 2(1,, ay, 0
a’ a’ 0» 0: 4%: 3“1) 2(12, Qg
R(a_":, E) T |a, 2a, 3ay, 44,0, 0 |° (118)
0, a,, 2a, 3a, 4a, O
0, 0, @, 2a, 3a; 4a,
Skutelny vypodet se provede tak, Ze pofadi fddek zménime
z daného — oznadme je 1, 2, 3, 4, 5, 6 — na nové: 1, 4, 2, 5,
3,6 (v. pt. 22). Determinant, ktery tak dostaneme, jeho
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hodnota je podle pf. 22 rovna — B (g—i, g—;), pak vypodi-

tdme zpisobem naznadenym v pf. 22. Najdeme po dosti
dlouhém poditéni

R(%, g—;) = (3a,® — Baya,) [(9a,2, — 4a,?) (Ba,a, —
— 3a,%) — (12a,8, — 2a,4a,)® + (8a,a,—3a;*)(16a,a,—a,a,)] +
+ (12a4a; — 2a,a,)[(12a,a, — 2a,a,)(8a,a, — 3a,%) +
+ (2,23 — 16a4a,)(12a,ay — 2a,a5)] + (aya3 — 16a4a,) .
- [(8aga, — 3a,?)(8a,0, — 3a;%) — (1622, — a,a,)*] =
= 8(3a,2 — 8aya,)(16a,0,2,2 — 6a,a,%a, —
— 18a,%a,? + l4a,a.a4a, — 3a,a,® — 4a,%a, 1 a,2a.?) +
+ B(Baya; — a,a,)(—48a,a,a,2 + 32a,a.a,a, —9a,a,® +
+ aya.a,2 — 4a,a,.%a, + 3a%asa,) + 8(a,ay — 16a4a,) .
. (—32aal + da.a,04a, + Baga,’a, — 3aya,a0,> —
— 3a,%a,a, + a,%ay?).
Provedeme naznaéend ndsobeni a dostaneme
R(g—:’;, %) = 16(256a,3a,® — 192a%a,a,a.> — 128a.2a,%a,® +
+ l44ala,a4a, — 27a2a,* + 144aa,%a,0,2 — 6aya,2as’a,—
— 80aya,a,%a,0, + 18a,a,a,a,® + 16a4a,%a, — (119)
— daga,a,® — 27a,%a? + 18a,%a,a,0, — 4a,%a,%a, +
+ alasta? — da,%a,’).
Sedteme-li v kaZdém é&lenu viechny indexy u velidin a,
dostdvime vidy soulet 12. Vyjadfujeme to réenim, Ze je

diskriminant bindrni formy 4. stupné isobarickou funkcf
koeficientd a to funkei vahy 12.

25. M4 bindrni forma
= 224 — 928y + 172%® — 16xy° - 6y
vicendsobné linedrni faktory?
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Diskriminant této formy (vypoéitejte jej pfimo podle de-
finice a také podle vzorce odvozeného v pf. 24) md hodnotu
— 1600, takZe lze formu f rozloZiti na soudin &ty¥ linedrnich
navzdjem riznych faktori. Koeficienty téchto faktori ne-
mohou oviem byti vesmés redlné, jeito by v tomto piipadsé
musil byti diskriminant podle vzorce (94) kladny. Skuteéné
lze psati

f=(e—y)2z—3Ylz— (1 —i)yllz— (1 +1i)y),
kde i znadi imagindrni jednotku. Vypoéitejte odtud znovu
podle vzorce (94) hodnotu diskriminantu dané formy.
26. Rozhodnéte otdzku soudélnosti polynomii

fx) =2®—2?—52—3, g(x) =23 — 522 4 32 4+ 9.
Snadno vypoditdme, Ze mé resultant obou mnohoélend
nulovou hodnotu, takZe jsou tyto soudélné. Maji tedy alespon
jeden linedrni faktor spoledny. Ve smyslu véty 1l., jejiz
platnost se pfendsf, jak bylo vyse uvedeno, také na polyno-
my, sestrojime matici M, a zkoumédme jeji hodnost ;.

Méme zde

1, —1, —5, —3, 0
0, 1, —1, —5, —3
M=\ _5 3 9 o
0 ]l _'5) 3-1 9

a snadno najdeme b, = 3, takZe maji polynomy podle v&ty
11. alespori dva spoledné linedrni faktory. Sestavime jeité
matici M,
], =1, —5 —3
=l = 7

jeji hodnost je k, = 2 a polynomy maji nejvétsi spoledny
délitel pravé stupné druhého. Urdete jej zndmym Euklido-
vym postupem a rozloite pak oba mnohoéleny na linedrnf
faktory.
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10. INVARIANTY.

Budiz F(z,, z,, ..., ,) homogennf polynom stupné m-tého
proménnych =z, z,, ..., z,; jeho koeficienty oznatme na
tomto misté (oznadeni se v algebfe provddi podle jistych
zdsad tak, aby uZ z ného bylo patrno, jaky tvar m4 piisludny
¢len polynomu) jednoduse znaky a,, a,, ... Podrobime nynf
proménné z,, %,, ..., ¥, polynomu (fikime také: formy)
F homogenni linedrnf transformaci (v. odst. 6.)

x = CX. (120)

Forma F(z,, z,, ..., z,) tim pfejde ve formu novych pro-
ménnych X,, X,, ..., X, téhoz stupné m, jaky mél pivodni
polynom — znaéme tuto novou formu znakem &(X,, X,, ...,
X,) a jeji koeficienty symboly a,’, a,’, ... Kazdd funkce
f(ay, a,, ...) pivodnich souéinitell, pro kterou plati vztah
— C znadi modul transformace (120) —

/(alli %'» )= Cw/(alv gy - ), (121)
se jmenuje snvariant dané formy F a to invariantem vdhy w.

Viimneme si tu jenom zcela béZnych invarianti, abychom
ukézali i zde uZitednost determinantd a matic. Musime si
viak byti védomi toho, Ze poditdni s invarianty vyrostlo
v celou velmi rozsdhlou theorii, v niZ hraji nemalou roli na
pfiklad také parcidlni diferencidlni rovnice (Cayley, Journ.
f. Math., 1854) a téch nékolik pfpadi, které miZeme
v tizkém rdmci této knihy uvésti, pfedstavuje jen nejprimi-
tivnéjsi prvopodatky celé theorie.

Také v pHpads, kdy je déno vice forem, miZe miti jistd
funkce jejich koeficientdi vlastnost vyjédfenou vztahem
(121). Rikéme pak takovéto funkei simultdnni invariant
danyjch forem.
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1. Soustava n linedrnich forem v n proménngch.

Budi? dén systém forem y,,y,, ..., y, proménnych z,,
Z, ..., £, maticovou rovnici

y = Ax. (122)
Transformaci (120) pfejde v soustavu
y = ACX = A'X, (122)
pfi ¢emZ ovdem plati
A’ = C4; (123)

je tedy determinant systému linedrnich forem (122) jejich
simultdnnim invariantem védhy 1.

2. Forma bilinedrni.

Bilinedrni forma s maticovym obrazem (v. odst. 6.)
xAy (124)

pfechdzi homogennimi linedrnimi transformacemi (kogre-
dientnimi)
x=CX, y=CY

opét v bilinedrni formu s obrazem
XCACY = XAY.
Plati proto vztah

A’ = C?*4, (125)
ktery ukazuje, Ze jest determinant bilinedrni formy dvou fad
proménnych invariantem vihy 2 viiéi véem linedrnim homo-
gennim a kogredientnim transformacim obou fad pro-
ménnych.

3. Forma kvadratickd.

Dand kvadratickd forma s obrazem
xAx (126)
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pfejde homogenni linedrni transformaci (120) v novou,
jejiZ obraz jest
XCACX = XA'X
takZze mdme
A’ = C*4. (127)

Je tedy diskriminant kvadratické formy invariantem vdhy
2 viéi kazdé homogenni linedrni transformaci proménnych.

Systém ¥y, ¥5, ..., ¥, linedrnich forem adjungovanych
k dané kvadratické s obrazem (126) ma v maticové symbolice
rovnici (122) a vzorec (122’) nds pouluje, Ze je diskrimi-
nant A formy simulténnim invariantem védhy 1 pro systém
linedrnich forem k oné kvadratické pfidruZenych. Je oviem
nutno déti dobry pozor, aby nedoslo k omylu: Linedrnf
formy adjungované ku kvadratické formé transformované
linedrni substituci (120) nejsou rovny formdm, které do-
staneme, jestlize podrobime téZe transformaci (120) systém
linedrnich forem piidruZenych k ptvodni formé kvadra-
tické — ukaZte si a ujasnéte tuto véc pomoci maticového
podtu. Pfi transformaci kvadratické formy se tedy jejf
linedrni adjungované formy netransformuji zdroven ve
formy pfidrufené k nové formé& kvadratické — Fikdme
struéné, %e adjungované formy nejsou kovarianty dané
formy kvadratické.

Srovndme-li navzdjem obraz poldry
yAx (128)
kvadratické formy plvodni a obraz
YCACX (129)

polary k forms transformované, vidime, Ze tento novy obraz
(129) vznikne z pivodnfho (128) stejnou transformaci obou
fad proménnych, jaké jsme pouZili pfi transformovéni pi-
vodni formy kvadratické. Je tedy poléra kvadratické formy
jejim kovariantem.
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4. Forma kvadraticka a linedrni.

Budi F(z,, x,, ..., z,) kvadratickd forma s maticovym
obrazem (126) a déle L(z,, z,, ..., z,) linedrni forma

n
L= Zb,-a:‘.
i=1
Sestrojme si nyni formu kvadratickou o » 4+ 1 proménnych
|=F+ 2x,,,L (130)

a podrobme ji homogenni linedrni transformaci s matici

€11y €12y ++vs Cipy O
Co1y Caay +:-» Comy 0

L ) (131)

0, 0 ..,0 1

Z piedchozich uvah vime, Ze se pfi této transformaci nd-
sobf diskriminant formy (130)

@11y Gqgy ooy Bppy Dy

Ay1y Gagy --+; Gan, by
................. PG =0ag, L, E=1,2,...,m (132)

pouze &tvercem C,? determinantu C,, t. j. &slem C?. Podle
tvaru nadf transformace (131) miZeme tento vysledek vy-
sloviti zfejmé také takto: Vyraz (132) je simultdnnim in-
variantem forem F a L viéj libovolné linedrni homogenni
transformaci (120); je to invariant vdhy 2.

Pfejdou-li pii takové transformaci formy F, L v nové @,
A 8 koeficienty a;,’, b, 1ze invarianci determinantu (132)
psiti podle theorie determinantt vroubenych také ve tvaru

zA‘k'b"bk' = Cﬁ . ZA‘kb‘bk.
5,k 1,
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5. Forma kvadratickd a 2r linedrnich.

Budiz vedle kvadratické formy F z pfedchoziho odstavce
déno je#td 2r forem linedrnich

n n
L, =.Zbl,,-a:,-, 0=12..,n4, =de,~z,-, o=12..,r
i=1 i=1 (133)
DokédZeme si snadno, Zze je determinant
@y, Gyay ooy Bygy bygy ooy by
Qg1 G +-+s Doy by -y bpg
anl» a’nz’ ey anm blm vty bru (134)
dllt dlz) bR ] dlm ) ’ 0
dpyy drgy oo dymy O, .. 0

vidi transformaci (120) invariantem vdhy 2 simult4énnim
pro formy F, L,,....L,, 4,,..., A,.

Tento determinant je totiZ determinantem bilinedrni
formy

1,n r r
ztaikxl'yk + len+o/lo(?/) + Zl?/n+0La(z)
1, e= Q=

proménnych z,, z,, ..., o4, Y1, Yay -+ Yntr Podrobime-li
je kogredientnim transformacim

€1y -+ Cpmy 0, ..., 0

kde jest potet vroubicich fddki i sloupct roven r, ndsobf se
determinant (134) podle odstavce o invarianci determinantu
forem bilinedrnich pouze &fslem C,2 = C.
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8. Dvé formy kvadratické.

Budte ddny dvé kvadratické formy

Ln

1,n
F(x) = Zian-‘”‘zm @y = ay; G(z) = Zkbu-‘tszm b = by (135)

s,

Zcela snadno si pro nd uréime n» 4 1 simultdnnich invariantd
tim, %e vezmeme v tvahu kvadratickou formu F 4 AG
(A zcela libovolné) ze svazku uréeného obéma formami da-

nymi.
Determinant této formy jsme uZ poznali v prvém oddilu —
byl tam uveden ve vzorei (54) — a nalezli jeho hodnotu

Ig+ Ay + 22, + ...+ Av M, + A0,

Z té okolnosti, Ze je tento diskriminant formy F 4 AG in-
variantem vadhy 2 a Ze je A libovolné, plyne, Ze velidiny —
jejich konstrukce popsina v prvém oddilu —

I 1, Iy . Iy, I, (136)

jsou simultdnn{ invarianty vadhy 2 obou forem F a G viéi
transformaci (120).

7. Kvadratické formy v podtu m.
Z danych m kvadratickych forem

,n

Fylzx) = Z‘au‘”x‘xk; e=L2..,m
L

vytvoime pomocf libovolnych soudiniteli 1, 4,, ..., 4,, formu
novou

1L,n »

F(z) = 2 AFola) = 2En2han®, =1 (137)
o=1 s, e=1
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Jeji diskriminant
M + 4.8, _‘L A Ay, ™, ...
( ) @ 4+ (m)
D(AI’ la- teny Am) = + lzan : + lmazl ) e

................................

anl(l) + ;.2(1,"1(2) + ... + lma'nl(m), v
a1,V 4+ 1,0, + ... + Ana,,M™
B2 + 198D + ... 4 A3y, ™

b Cun® + 4,0, @ + . Aa,,™

jest polynom proménnych 2,, 2, ..., 4,, stupns n-tého a jest,
jak vime, invariantem vdhy 2 vi&i transformaci (120).
Proto také kazdy z jeho koeficientdi, téch je obecnd
n+m—1
( m—1
Velmi &asto se vyskytuje piipad m = 3, n = 2; jde tedy
o tii kvadratické formy po dvou proménnych. Mdme zde

D(lz, }‘3) =

an® 4+ 4,8,® + 230,,®, ;™ 4 4,2, + 40, | _
8y + 49835 @ + 1305, ®, @y 4 21,85, 4 2305, |

(e o ) hat

), je invariantem védhy 2.

a,;, M, a,®

an a,M, a;,M

an®, a5,® ay ™, ap® ay®, agy®
+ ( 2,®, ,,® a,W, a,,M ) A+ ay®, 4|
ay®, ay,™ an®, a,® ay®, a;,®

a3 g..(3
CA2 4 | T Ta2

2 0’21(3): a,zz(a)
au(2)’ alz(3)
ay®, a;,®

.132+

n ( ) gy

Ze jsou invariantnimi koeficienty p¥i 4,2, Ag? a &len abso-
lutni, vime uZ z diivéjska, jsou to totiZ diskriminanty fo-
rem F, Fy a F,. Zato viak dostdvime jako vysledek in-
varianci koeficientd v ostatnich &lenech.

2, ®, ay,®
am(a), a%(z)
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8. Forma bindrnd.
Bindrni forma (90), t. j.

/= E(y.w + 8,9),

ptejde transformaci
z=cyX + €Y, ¥y = cuX + ¢cyY (139)
vV novou

F = 1_—![(0117- + €30)) X + (craps + €206,) Y] =

(X + 4,Y).

v=1

Jeji diskriminant — faktor (—I1)H#n—Dlyn—2 nebereme
v ivahu — mé hodnotu

1,n
p=[lora—a,ry=

u<v

- ﬁ cu¥u + cudu ouys + uds rz
u<v! C12¥ g + 6226/,, C15¥» + Cae0y
- ﬁ ‘11> C21 2. Yuw 6/4 2
u<y Ciz» Caz Vo 67 ’
&ili
1,n 1,n
1:[(1“,,4. — AT = v U(y,,a, — 3,2 (140)
u<y u<y

Vidime, Ze je diskriminant bindrni formy =»-tého stupnd
invariantem vdhy n{(n — 1) vidi homogenni linedrni trans-
formaci (139) jejich prom&nnych.
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9. Resultant dvou bindrnich forem.
Transformaci (139) pfejdou bindrn{ formy

/= ﬁ(?,ﬂ +6y), 9= E(m + Ay)
v nové
F= f_}l(r,,x +4,7), 6= i]l(K,X + A7),
kde jest

Fp =Yy + 621614' Ap = C1g¥,u + ‘7226/‘;
K., = C11%» + 0211,, A' = Cy9¥y + cznl,.
Platf tedy déle

y— K, = ¥y + 0216,‘, C12¥u + 6226;4 _
PpA A,u Cu¥y + €y, Cpa¥y + Coply

__ {6 |}’ , ] _ .

- c12) czz ”'F, }.:‘ - 0(‘}//‘},’ 6va),

takZe pro resultant R(F, @) transformovanych forem mdme
R(F,¢) =[] —4,K)=
u,v
= "] [(y b —8,0) = C™*R({}, g). (141)
v

Tato rovnice ukazuje, %e jest resultant dvou bindrnich
forem stupiili resp. m, n invariantem vdhy mn vidi trans-
formaci (139).

10. Symbolika Aronholdova.

Ve v&dich matematickych a fysikdlnich se uZ odeddvna
uZfvd symbolickych poéetnich method. Jejich spoleénym
podstatnym rysem jest vhodnéd ndhrada velidin a operaci
danych jistymi velitinami a operacemi symbolickymi tak,
aby matematickd préce s témito ,,obrazy‘ byla snazii a
prithlednéjsf, nez tomu jest v oboru veli¢in piivodnich. Jako
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pfiklad takovychto method uvedeme zndmé pouZiti La-
placeovy integrélni transformace, kde se misto pivodnich
funkei berou do poltu jejich Laplaceovy obrazy, dalim
piipadem tohoto druhu jest feSeni nékterych problémi podtu
pravdépodobnosti pomoci vytvofujicich funkei (zndmé La-
placeovy ,fonctions génératrices*‘), analogické prvky vy-
kazuje té% komplexni methoda elektrotechniki, Schwarzova.
Christoffelova methoda sdruZenych funkei a fada dalsich
podetnich zplisobi. )

Také algebraické ivahy spély mnohdy stejnou cestou. Zde
se zminime alespofi o jednom pfipadé tohoto druhu, ktery
mé svrchovanou dileZitost v theorii invariant®, forem atd.
Zékladni myslenka je ta, Ze po¢itdme podle potieby misto
8 bindrni formou

n
Zoﬁ‘ WV T (142)

n-tého stupnd radéji s jejim obrazem, k ndmuZ podle wvah
Aronholdovych (Crelle’s Journ. sv. 39 a 55) dosp&jeme
takto:
Bindrnf formu (142) n-tého stupnd v proménnych =z,,
z, pifeme ve tvaru
n

fulxy, 2) = Zo (:) a,z,"x, (143)

v=

a jejim ,,obrazem'' F (z,, x,) nazveme kterykoli z vyrazd

(@12 + ;)" = a,”, (b + byz,)™ = b,",
(611 + %) =%, (dy2y + domy)” =&, ... (144)
Veli¢iny a,, a,, b,, b,, ... jsou pouhé symboly, budeme jim
fikati symbolické koeficienty formy (143) na rozdil od sku-
teénych jejich koeficientd a,. Skuteény soulinitel a, je pak
symbolicky vyjddfen kterymkoli z vyrazd a,"—a,,
b " by, " Ve, di"vdy?, ... tuto skutetnost budeme za-
pisovati vzorci
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a, == o,"ay¥, @, = b," by, a, == ¢," ¢y,  (145)

@, = d,"—dy, ...
Okolnost, Ze m4 ptvodni bindrni forma f,(z,, x,) — &asto
pro ni pouzijeme pojmenovani ,origindl‘“ — za svij obraz
vyraz F,(z,, x,), tuto skutednost budeme se zfetelem ku

zvyklostem technické praxe vyjadfovati kterymkoli ze
vztahl (zdmény s oznadenim matic se neni tfeba obdvati)

Fo(zy, 75) = Alfalzy, 22)},

/n(xla 372) = Aﬂl{Fn(xlt 5‘2)}- (146)
Tato symbolika neni sice zavedena v odborné literatufe
matematické, technikiim vSak prokdZe bez nejmensich po-
chyb cenné sluzby a usnadni pochopeni toho, co jest na
véci podstatné a to svou alespori formélni analogii se zobra-
zovacimi pochody technické praxe: Pravé tak, jako vyjadfu-

je inZenyr zndmy symbolicky vztah

L{f(t)} = F(p) = z:)f 1(t) e—7t dt

slovy: ,,Funkce F(p) je Laplaceovym obrazem k origindlu
f@)*, miZe bez obav vyjadfiti relaci
A{fa(@y, 75)} = Folzy, )
réenfm: ,,Vyraz F,(z,, z,) jest Aronholdovym obrazem k bi-
narni formé f,(z,; z,).
Utelnost té skuteénosti, %e je k dané bindrni formé& (143)

ve smyslu vztaht (144) pfitadéno vice ,,obrazii‘‘, se objevi
v dalsich tdvahéch.

PFtklad 27. Danou bindrni formu (143) s obrazem a " =
= (#,7, + a,r,)" podrobme transformaci
Ty = yu¥r + V1Y T2 = Pal1 + Vel (147)

Stanoviti symbolické koeficienty 4,, 4, formy @,(y,, ¥;)
timto zpisobem z f,(z,, ,) vzniklé.

Nové forma bude miti tvar
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PalY1 ¥2) = falPu¥s + V1e¥e Yt + Vael¥a) =

= Zo (17:) @yt + 719Y2)" ™ (Yt + Vasla)

a jeji obraz @, (y,, y,) dostaneme tim, Ze skutedné koefici-
enty @, nahradime podle rovnic (145) symbolickymi a. Vy-
chdz{ postupné

n

n
Py, ¥a) = ZO (v) a," " (YuYr + V1Y)

-(ath + Ya¥s) = [(yuo + y28) Y1 +
+ (71281 + V2222) 12" = (A1, + Agye)™ = 4%,
takZe mdme vzorec
D,(y1, ¥o) = (Ayyy + Aayn)™ = Ay™ (148)
hledané symbolické koeficienty 4,, 4, jsou pak dény vztahy
Ay =y + Yuls, A; = Y120 + Yy (149)
Priklad 28. Pomoci symbolickych koeficientd formy

fo(@y, Ta) = @y2y® + 20,77, + ag2g? (150)
vyjédfiti vyrazy
D = aa, — ap?, (151)

E=(— 60 + dl + az)(d()—&l + ‘iz)(‘io + &'1 - &2)-

Napfed upozornime na tuto dileZitou skutednost: Symbol
pro vyraz na pitklad @z, musf oviem byti toho druhu,
abychom z ného mohli jednoznaénd pfejiti nazpét k vyrazu
pivodnimu. Mechanickym zobrazenim podle (145) bychom
dostali

ag'a, == (a,%)? a;® = a,'a,?
a zmin&ny zpdteéni pfechod by nebyl jednozna&néd provedi-
telny. PiSeme-li totiZ
a,a = aa,. 0, .02 = a,t. a),

dostdvédme dva rdizné , origindly‘:
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‘iodlz» c_l’ode'

Této obtiZi se vyhneme tak, Ze misto jediné dvojice sym-
bolickych koeficientt a,, a, pouZijeme pfi zobrazovani to-
lika réiznych dvojic, kolik m4 zobrazovany vyraz skuteénjrch
(to jest nikoli symbohckych) faktord a@. V naSem piipad
ao a, = 0, . 0, - 4, jsou takovéto faktory tii a proto pouil-
jeme tii dvojic symbolickych soutinitelt: a,, a; by, by; ¢4, €.
Dostaneme tak

aya, == a,%;%,?
a vySe zmfnény zpétny pifechod je nyni zcela jednoznaény.

Zobrazeni vyrazfi (151) nedini po této piipravé Zidnych
obti#i. Pro D dostdviéme bud

D = a,a, — a,* == a,’b,* — a,a,b:b, = (a;b, — a.b)) a1b,,
nebo ekvivalentni vyraz

D = b%a,2 — b,ba,a, = (ab, — a,b,) ab,.

Seétenim obou téchto formulf dostdvdme jednoduchy

symbolicky vztah
D = a\a, — a,* == }ab, — azb, )% (152)

Zobrazeni velit¢iny E provedeme pomoci t¥i dvojic sym-
bolickych koeficientdi a najdeme
E = (—a® + aya, + a?)(d* — byby + bP)(e,® + €405 — o).
Zpiisobem obdobnym k tomu, jenZ vedl k odvozeni vzorce

(152), bychom dostali vedle uvedeného symbolického vztahu
pro £ jesté pét daldich s nim rovnocennych.

K zobrazeni formy (143) pouZijme nyni dvou fad symbo-
lickych soudiniteld, takZe jest

A{fﬂ(xli xz)} = a;" = bz"

a transformujme ji linedrni substituci (147). Obraz @, (y,, ¥,)
transformované formy ¢,(y,, ¥,) pak bude podle vysledku
pr. 27
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din(?/l) Y2) = Al/” = an,
kde jest
Ay =yt + Y, Ay = Y1201 + Vasly
B, = yuby + paubs, Ba = y12b; + Vasbss
plati tedy (viz pravidla o ndsobeni determinantd v prvém
svazku) vztah

4,, 4, — I}’m Yiz{ (% G| _ p % G|
v By Vi2s Vs by, by v by
Zavedeme-li ¢asto pouZivanou zkratku
My, Mo | _
e T | = (mm), (163)

nabyvd pfedchozi rovnice tvaru
(AB) =T'. (ab); (154)
- pki tom oviem znaéi I' modul transformace (147).

Symbolické koeficienty a, b bindrni formy (143) souvisi
tedy se symbolickymi soudiniteli 4, B formy vzniklé z nf
transformac{ (147) vztahem (154).

Pomocf této skutelnosti najdeme snadno ddlezity in-
variant dané formy (143). Jest jim vyraz, ktery mé za svilj
symbol mocninu

< n
(ab)* = 2,;(_'1)" (,,) 4" a,"by by,
t. j. vyraz
Io=D(—1y (:‘) B s; (155)
v=0

podle vztahu (154) je to invariant véhy » vii¢i transformaci
(147).

Pro lich4 » jest I,, = 0, jak ukazuje tento jednoduchy vy-
podet:
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2m
Ippiy = Z(—l)' ( + )aﬂamﬂ—w +

2m+1 9 n_
+ 2 (—1)”(m+ )a’va2m+1—l’=

v=m+1

m 2 1 _
= Z("‘l)" ( + ) om+1— —

2m + 1 _ ~
—QZ:(S_I)Q (2m + 1 — e) a’2m+1—9a«9 = 0;

proto predstavuje vyraz I, skutednou invariantni funkei
soudiniteli @ dané formy (143) jen pro piipad, Ze jest tato
sudého stupné. Tak dostdvidme pro

n=2 I,=2(aa,— a2,

n=4: I, = 23, — 48,3, + 3a,%), (156)

n=6: I,=2(a,as— 6a,a; + 15a,a, — 10a,?).

Jeito zprostfedkuje transformace (147) rovnost mezi
symbolickymi vyrazy
A, = Ay + Agys, 0 = 0,2, + 057,

tedy
4y = a,,
miiZeme vzhledem k (154) psati
(AB)?A,B, = I'®(ab)?a,sb,’. (157)
Pro

gq=r=n—p
jest pravd strana vztahu (157) symbolem pro jistou funkei
h(z,, z,; @) proménnych z,, z, a skutednych koeficientd a
puvodnf formy f,,(zl, z,), jeho levd strana pak symbolem pro
funkei h(y,, y,; 4) proménnych y,, y, a koeficientt 4 trans-

formované formy @,(y,, ¥.). Plyne tudiZ ze vztahu (157)
rovnice
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by, 5 A) = I? . bz, z5; @) (158)
a funkci h(z,, z,; @) nazyvéme kovariantem formy (143)
vidi transformaci (147) a to kovariantem véhy p.
Tak jest ku pifkladu vyraz

(@b)’azb,

symbolem pro kovariant véhy 1 u formy f,(x,, z,). Skuteény
vyraz pro tento kovariant dostaneme pfechodem k piivodnim
soudinitelim a; vychdzi

2[(@o2; — a,%) 2,2 + (@23 — 813,) 2175 + (2,85 — @y?) 2,7).
(159)
Analogicky jest
(ab)? (ac) beo.?
symbolicky vyraz pro kovariant vihy 3 téZe formy f,(x;, x,).
Jeho skutednd hodnota jest
(3a,a,a, — ala; — 2a,%) z,° —
— 3(aya,a; — 2a,a,2 + a,%a,) z,*z, +
+ 3(808,85 + 6,0,° — 2a,°8y) 7,7,* +
+ (@0a5® — 3a,a,05 + 2a,°) z,*. (160)
U% z téchto nékolika ukdzek je patrna plodnost a G&elnost
symbolického poéitdni Aronholdova. Daldim rozvedenim a
dislednou aplikaci této symboliky lze dokonale vybudovati

celou theorii invariant (podrobnosti nalezne ¢tendi v knize
P. Gorpax, Invariantentheorie).
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11. ALGEBRAICKE ROVNICE.

Také v theorii algebraickych rovnic lze pfi mnoha diile-
#itych otdzkdch s vyhodou pouZiti theorie determinanti.
Nékteré, sem patiici vypolty jsme provedli jiZ d¥ive, takZe
budeme &asto moci vysledky tam ziskané prosté pfenésti do
»mluvy rovnie*‘.

Zékladni ilohou nauky o rovnicich jest dkol nalézti nu-
lové body polynomu s komplexnimi koeficienty. Lze na-
hlédnouti snadno, Ze je moZno bez ujmy obecnosti vyjadFiti
tuto zdkladni dlohu matematicky poZadavkem: Uréiti
viechny hodnoty (jsou-li jaké) x tak, aby bylo

f@) = 2" + ayz"t + a2 + ... + Gpy® + a, = 0; (161)

¢isla ay, a,, ..., a, jsou komplexni.
Jiz d¥ive jsme nalezli vyjddienf polynomu f(z) takto:
fl2) = (& — z,) q(2) + f(z,); (162)

¢(x) je polynom stupné (n — 1)-ho, jehoZ koeficienty podi-
tdime nejsndze Hornerovym schematem. Je-li z; kofenem
rovnice (161), takZe plati f(x,) = 0, méme

[@) = (z — =) glx); (163)
je tedy v tomto pfipadé f(z) délitelno vyrazem (¥ikd se
také kofenovym &initelem) z — x,. JestliZe jest naopak f(x)
délitelno dvojélenem x — z,, lze psiti f(x) ve tvaru (163),
z n&hoZ je ihned patrno f(z,) = 0. MiZeme tedy vysloviti
vétu:

Nutnou a postadujict podminkou, aby méla rovnice (161)
kofen z,, je délitelnost polynomu f(x) vyrazem z —z, ¢. j.
moZnost vyjddfiti f(x) ve tvaru (163).

Pokud jde o zédkladni otdzku, mé-li algebraickd rovnice
viibec néjaké kofeny, odpovidd na ni fundamentélni véta
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algebry. Vyslovime ji (oviem bez dikazu; ten je pfedm&tem
algebry, nebo, v jednoduché formé&, theorie funkei komplexn{
proménné) tieba takto:

KaZdd algebraickd rovnice n-tého stupné s komplexnimi
koeficienty md prdvé n komplexnich kofend; tyto mohou byis
zédsti (nebo také vlechny) navzdjem stejné.

Oznadime-li kofeny rovmice (161) znaky =z,, z,, ..., Z,,
dostaneme postupnym uZitim vztahu (163) vyjddfeni rov-
niéniho polynomu f(z) pomoci t. zv. kofenovych &initeli:

@) = (@—m) @—2) ... @—=).  (164)

Prévé napsany vztah vede k daliim zajimavym disled-
kiim. Provedeme-li ndsobeni a porovndme pak koeficienty
pfi stejnych mocnindch z na obou strandch rovnosti (164),
dostdvime

(—1)ya, = Z TiZiy . Ty, v=12,...,n (165)

S e by

séitdni se provadi pfes viech (:") kombinaci 1y, t, ..., &,

v-té tiidy z prvkid 1,2,...,n. Vyrazim na pravé strand
rovnic (165) se ¥ikd zdkladni symetrické funkce kofenii z,,
Zy, ..., T, plvodni rovnice. Kaidy z nich se v matematice
charakterisuje svym prvym ¢lenem (to se ostatné &ini vibec
pii kaZdé symetrické funkci kofenil) a vztahy (165) se pisi
téZz ve tvaru

(—1ra, =Zxyzy...2, v=1,2,..., 0. (165")

Ze symetrickych funkci kofen’ se velmi dasto setkdvdme
8 t. zv. potenénimi soulty s,, sy, 8, ...; tyto jsou definoviny
vzorci

kY

s, ="+ +...4+=°,v=012,.. (166)

a existujf mezi nimi a koeficienty dané rovnice jisté vztahy,
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fik4d se jim relace Newtonovy, jeZ dovoluji vypodisti jedny
pomoci druhych. Odvodime je z rovnosti
oz, .y = () 2 L)
(T T T F Ty T Ty L) =
= (g Hlzy ..z + )+ (@ T, ) =
= Xz g, Loz, 4 BE T, L Ty,
&ili
@8 —x = (—1) T+, ... 2, +
+ (1B ey By, = 1,2, ..,k — 2, (167)
sedtenim
E—2
20,8 = Z(—l)"Z}:u:l"f—"“a:2 e Ty —
x=1
k=1
— (1) ety |, = — Tk +
2

=
+ (—1) 2z 2z, ... )y
a dodatednym pfipodtenim vztahu daldfho (dokaZte jej)

A8 = (1) 120, ... 2y + (—1)F1.

)X S (167')
Tak dostaneme Newtonovy vzorce ve tvaru
80—y + 88—y + ... + 8,0, + 8, = — kay;
k=1,2,3,.. a =l (168)

Byly sice odvozeny za pfedpokladu, Ze jest & < =, plati viak
také pro viechna k > n, poloZime.li jen a, =0 pro k =
=n+1n+2...

Z jednotlivych rovnic (168) lze postupnd poditati potenéni
soudty sy, $,, ... & naopak zase vyjddfiti koeficienty rovnid-
niho polynomu f(x) pomoci potenénich soudtii kofend pfi-
slufné rovnice. Tyto vypodty je téZ mozno provésti pouzitim
soustavy linedrnich rovmic. Dostaneme tak piehledné for-
mule
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ay, 1, 0, 0, 0
2a,, a, 1, 50, 0
sl w0 e
»—1la—,;, ar >, a, 4,...,a,, 1
va,, Ay yy By gy o.ny Oy, Gy
»=2,3,...; o=m, 8, = —a,,
s, 1, 0, O, .,0, 0,0
8, 8, 2, 0, ..,0, 0 0
(=18, 8, 8, 3, .,0, 0,0 (170)
LY T !
81, S5, Sy—g, Sy—ygy .-y 3py 8y, ¥ — 1
Sy S8y—1, Sv—gy S4—3, .- 83, Sy 8
v=2,3,4,..;8, = —3s,.

Dalif diilleZitd otdzka, jeZ se pfi studiu algebraickych rov-
nic naskytd, je ta, zdali m4 dand rovnice vicendsobné kofeny.
Abychom ji zodpovédéli, stadi ve smyslu ivah odst. 9. vy-
potitati pro pfedloZenou rovnici jeji diskriminant; je-li tento
roven nule, existujf kofeny vicendsobné, v opa¢ném piipads
nikoli (dtikaz viz v odst. 9.). Misto obecnych vzorcii uve-
denych v odst. 9. vystadime v theorii rovnic s jednodussimi
a budeme pod pojmem diskriminantu rovnice (161) rozuméti
jeden z téchto t¥f navzdjem stejnych vyrazi:

1,n
A(f) = (—1)re=01 _R(f, ) = [ [(@, — o2 =

v<o
8, 8y, 8a, ceey Sp—my
8, 8y, 383, ey 8g
= | &, 33, 84, PRYR. PO (171)
Sp—1) %ny Snt1r 0o San—2

Pfi tom znadi R(f, f') resultant polynomu f(x) a jeho prvé
derivace f'(x).
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Pouhym pohledem na druhy tvar diskriminantu ve vzor-
cich (171) nahlédneme nyni spravnost této véty o vicendsob-
nych kofenech rovnice:

Nutnd a postaujict podminka, aby algebraickd rovnice méla
alespoti dva stejné kofeny, jest anulovdni jejtho diskriminantu.

Hodnota diskriminantu jest v3ak spolehlivym voditkem
také pfi podrobnéjSim zkoumdani povahy kofeni piedloZené
algebraické rovnice v tom piipadé, Ze md tato vesmés
re4dlné koeficienty. O rovnicich tohoto druhu jest znimo,
Ze jejich nikoli reidlné kofeny se vidy vyskytuji v parech
navzdjem komplexné sdruZenych; m4i-li tedy rovnice s re-
Alnymi koeficienty komplexni kofen z, = £, + in,, m4 nutné
za kofen téz &slo konjugované x, = §, —in, & oba tyto
kofeny maji stejnou ndsobnost (dikaz nalezne &tendf ve
vétsiné ulebnic algebry; je ostatné tak jednoduchy, Ze si
jei kazdy miZe bez nesndzi provésti sdm).

Nechf mé rovnice s redlnymi koeficienty kofeny navzdjem
rizné. Jejf diskriminant je pak oviem nenulovy. UkdZeme
si, Ze jest to realné &islo, které ddva svym znaménkem cenné
informace o bliZ$i povaze kofend. Oznaéme tyto kofeny
(sefadivie je tak, Ze napfed stoji pary komplexné sdruZenych
a teprve za nimi ndsleduji redlné) symboly

Zy, Xy, T3, Ty, Tpy Ts5 +- - Lam+1 Lam+15
Tom+3s Tam+4s +-+» Tn—1y T (172)

a vypotitejme pomoci nich diskriminant A(f) dané rovnice,
pouzivajice k tomu druhého tvaru daného vzorcem (171).
Snadno najdeme, Ze md tento diskriminant tvar

A(f) = (—=1)m+1P?, (173)

kde jest P ¢&islo redlné.

Odtud vyvodime lehko tento disledek o povaze kofent
dané algebraické rovnice:

Nutnd a postabugjici podminka, aby algebraickd rovnice s re-
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dlnyms koeficienty méla sudg polet pdri kofend komplexn&
sdrufenyjch, je ta, aby byl jejt diskriminant kladny.

Sprédvnost tohoto tvrzeni je zcela evidentn, kdyz uvdZime,
%e m4 ve smyslu oznadeni (172) rovnice pravé m + 1 pari
takovychto komplexné sdruZenych kofeni, tedy pravé tolik
pari, kolik &ini mocnitel zdporné jednitky ve vzorci (173)
pro diskriminant A(f) té rovnice.

V technickych aplikacich theorie determinantd (v prvé
fad$ pfi studiu spfaZenych kmitovych soustav) maji znaénou
dileZitost hlavni minory A,(f) diskriminantu A(f) rovnice
(161), definované vztahy

‘90) '51) 82, » av—-l
8y, 8, 83, ceey 8y
A,(f) = | 8, 83, 84 -0y Syig (174)

81y Suy Syqpy e S—p ;v =12..,n—1

Potfeby fysikdln&-technické praxe zidaji &asto vyjddFiti
tyto veli¢iny A,(f) jednak pomoci kofent z,,x,,..., z,,
jednak piimo pomoci koeficientd a,,a,, ..., a, dané rov-
nice (161).

Prvni problém roziesime snadno tim, Ze vezmeme v ivahu
¢tverec matice

1, 1, 1,  ..,1, 1
1) T,y 3’3’ ’ xﬂ_‘ll T,
2
xlzv T 3 » Ta—1 zua
—1 —1 —1 —1 —1
TP LT, X, L, T, X,

potitany jako fddkovy souéin dvou stejnych matic (definici
viz v prvém svazku na str. 21).

Podle definice je &tverec pravé roven determinantu 4,(f),
na druhé strané viak m4 tyZ étverec podle vzorce (47) a pfi-
sluiného pravidle z prvé &4sti této knitky hodnotu

107



pii demZ se stitd plese viech (:L) kombinacf g, g,, 03,

..., 05 ¥-té tiidy z &isel 1,2, ..., n.
Méme tedy hledané vyjddfeni determinantii (174) pomoci
kofenl x,, x,, 2, ..., z, dané rovnice (161) ve tvaru

1, 1, 51 2
Ty, Top  +oo Ty,
2 2 2
A() = Z | %b T T, (175)
vr—1 v—1 v—1
Zo,  » Tgy s eens T, ;i v=012...,n—1.

Tento vzorec plati i pro ¥ = n a ddvd pak oviem hodnotu
diskriminantu A(f) dané rovnice (161).

Abychom zavedli do vyraza A,(f) koeficienty a,, a,, ..., a,
rovnice (161), nabizi se vzhledem k platnosti Newtonovych
relaci (168) piimo tento postup: K (¢ + 1)-mu sloupci
8¢y 894+1) St - -+» Sg+v—y determinantu A,(f) pti¢téme line-
érni kombinaci viech sloupcii pfedchozich prvym poéinajice
a to kombinaci se soudiniteli a,, @, @p—y, ..., a,. Prvek
doo+1 = Sp+0—1, ktery stdl plivodné na g-tém misté onoho
(o + 1)-vého sloupce (¢ = 2, 3, ..., »), pfejde touto tipravou
podle Newtonovych formuli v novy

€ag+1 = ~— Qe+1850—2 ~— T +280—3 — - -+ — Bgto—g51 —
—(+o—1)ape; (176)
€lo+1 = S¢ T @gSo + Ge—181 + Cp—o83 + .- + 018 =
= (n—p) a,

Provedeme-li popsanou operaci postupné pro ¢ =1, 2,
...,»— 1, objevi se determinant A4,(f) ve tvaru
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8, (m—Nay,...,(n—v+1)a,,

8y, €99, ceey oy
Av(f) =8 €32, -ees €go
8y—1, €y ceey Epy

Tento determinant podrobime obdobné tipravé, jakd byla
prévé provedena s pivodnim tvarem A,(f): K jeho (z 4+ 1)-
vému Fidku 8%, €r41,2) €x+1,9) -0 05 Crtre Pﬁéteme linedrn{
kombinaci viech f4dkd pfedchézejicich drubhym poéinajice
a to kombinaci s koeficienty a,,, a;,, a;—, ..., a,. Tam,
kde stdl v determinantu 4,(f) prvek e;; . (0 =2, 3,...,7),
bude nyn{ novy

hitro =Crir0 + Bl + B g0+ ... +

+ @s—€30 + Q16345 (177)
ht+l.1 =8+ 08— + y83— + ... +
+ @335 + Ar—y8; = — Ty

Provedeme-li prdvé zminénou ipravu postupné pro
1T=2,3,...,vy—1, dostdvime pivodni determinant ve
tvaru

30, (n—l)a].,"') (n—v+l)a,_1
8y, €99, crey Cgy
Ar(/) = | —2a,, haz» LR ha- ’
_(’, — 1) a'_l, h'n, ....... , h" ............
v=34, .. ,n—1 (178)

vztahy (178) budeme povaZovati za FeSeni naseho problému,

jeZto lze velidiny A, e zde figurujfcf snadno vyjddfiti po-

uZitim vzorcd (176) a (177) pomocf koeficientd a,, a,, ..., a,.
Tak dostdvdme obecnd

1
Prtre = — %(w +17—1—2) a.0uts—g—n
17=23 ..,v—1, ®=23,...,¥ (179)
o =—wa,;, W =2,3,...,¥ 8=mn, 8§ =—a,.
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Vysledek dany vzorci (178) a (179) — ty ostatnd plati
i pro v = n a vedou pak piimo k vyjddfeni diskriminantu
A(fy-dané rovnice (161) — zcela postadi pro potifeby béiné
praxe a nebudeme se proto zabyvati daldi jeho upravou.
V rdmci tohoto svazku radéji pouZijeme prévé ziskané sku-
tetnosti k dikazu této dilezité v&ty (L. Baur, Math. Ann,
50, 241, 1898):

Nutnd a postadujici podminka, aby méla rovnice (161)
prévé » navzijem riznych kofenid, jest vyjiddfena vztahy

Avis(f) = Auiol) = ... = Auif) = A(H = 0,
4,(f) # 0. (180)

M4-li totiz rovnice (161) praveé » rliznych kofend, obsahuje
kaZdy s¢itanec ve vyrazu utvofeném podle vzorce (175) pro
4,4 ,(f), p=1,2, ... alespoit dva stejné sloupce, takZe je
roven nule a tim i determinant 4,4 ,(f) samotny. Naproti
tomu neni roven nule determinant A4,(f), jeZto jest soudtem
samych navzdjem stejnych nenulovych séitanci — kazdy
z nich je étvercem Vandermondeova determinantu utvofe-
ného z » riznych kofent rovnice (161), podle piedpokladu
existujicich.

Ze jsou podminky (180) pro existenci prdvé » navzdjem
riznych kofenil rovnice (161) postadujici, dokdze si &tendi
zcela snadno sdm — stadi ukézat, Ze by disledky existence
jiného poltu riznych kofend, neZ jest », byly ve sporu
8 predpoklddanymi vztahy (180).

Kdy?% jsme se pomoci diskriminantu A(f) dané rovnice pfe-
svédéili o tom, zdali tato mé vicendsobné kofeny a kdyZ ndm,
v pifipadé, Ze vicendsobné kofeny existuji, ukdzala fada
minori 4,(f), kolik mé rovnice celkem navzijem riiznych
kofenl, muzZeme je§té snadno sestrojiti novou rovnici, kterd
mi tytéz koteny, jako rovmice dand, kaidy vSak pouze
jednoduchy.

Je-li f(z) = O rovnice ptivodni, m4 tato novéd rovnice tvar
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Ha)
d(x)

pii demZ jest d(x) nejvétiim spoleénym délitelem pivodniho
rovniéniho polynomu f(z) a jeho prvé derivace f'(z).

Sprdvnost této konstrukce jest diisledkemn zndmé skuted-
nosti (¢tendt si ji ostatné dokdZe zcela snadno sdm), Ze jest
kaZdy kofen rovnice f(z) = 0 také kofenem rovnice f'(z) = 0,
av3ak s ndsobnosti o jednidku niZ&i.

Zajimavé tivahy se poji k otdzce spoleénych kofend dvou
algebraickych rovnic

fz) =0, g(x) =0 (182)

=0, (181)

stupnf resp. m, n.

O tom, maji-li takové rovmnice vitbec néjaky spoleiny
kofen, nds informuje resultant (99) polynomt f(x), g(x).
Je-li roven nule, existuje takovy spoletny kofen alespon
jeden. MiZe jich ov3em byti vice a o tom, kolik jich vskutku
jest, se poudime vhodnym pouZitim véty 11., kterou snadno
pfeneseme na pfipad rovnic a vyslovime ji zde, vzhledem
k jeji dilezitosti, jeSté jedenkrite takto: '

Maji-li rovnice (182) alespon r + 1 spolenych kofenii
(potitdme je i co do ndsobnosti — tedy na piiklad kofen
trojndsobny jako tfi kofeny), jest hodnost matice M,,
vzniklé z resultantu E(f, g) zplisobem popsanym ve vété 11.
(str. 66), mensi neZ m + n — 2r a naopak.

Dikazy vSech téchto tvrzeni byly uZz provedeny, nebo
asponn dostateéné naznadeny v odst. 8. a bylo by zbytedné
je zde opakovati. Misto toho si radéji ukdZ%eme, jak je prin-
cipielnd moZno nalézti &fselnou hodnotu spoleéného kofene §&
rovnic (182) v pfipads, Ze je takovy spoledny kofen jediny
a jednoduchy.

Tu plati zfejm8 rovnice

H§) =0, £f(§) =0, £f(§) =0,...,2f) =0
9(6) =0, £g(§) =0, £g(5) =0,...,§m*g(§) = 0, (183)

111



které predstavuji systém m + n — 2 homogennich rovnic
prom + n—1 velidin 1, §, £, ..., é7+7—2 a podle piikladu
11., vzorce (22) je moZno tyto veli¢iny jednoznadné stanoviti.

V obecném pifpadd oviem urdfme spoleéné kofeny rovnic
(182) tim, Ze stanovime nulové body nejvétsiho spoleéného
délitele obou rovniénich polynomi f(z), g(z). Tyto nulové
body jsou pak hledanymi spoleénymi kofeny.

Nyni si jedté viimneme jisté skupiny algebraickych rovnic,
které maji zdsadni dileZitost nejen v celé fads otdzek &istd
matematickych, ale také v mnoha pfipadech fysikdlnich
a technickych. S prisludnymi aplikacemi se obezndmime
v dalsich svazcich této knizky, zde prozatim upozornime
zcela namdtkou alesponi na nékteré pifpady, kdy se zminé-
nych rovnic a jejich vlastnosti s vyhodou pouZiva: V theorii
kmitovych soustav, pii fysikdlnfm pouZitf tensorového
podtu, pfi Fedeni nékterych uloh z theorie pruZnosti, v ne-
beské mechanice atd.

Zgkladni tilohou pro nds bude studium vlastnostf kofeni
rovnice D(z) = 0, pfi ¢emZ vznikne rovni¢ni polynom D(z)
tim, Ze ke vSem hlavnim prvkim Hermiteova determinantu
(definici a zdkladnf vlastnosti nalezne étendf v prvém svazku
na str. 45) 4 = |a,|; ¢,k = 1,2, ..., n pfiddme nezndmou
veli¢inu z.

Tato rovnice — nazyvime ji rovnici Hermiteovou — nemé
kofend ryze imagindrnich. Ze vztahu D(if) = 0, & redlné,
by totiZ plynulo D(if) . D(— i£) = 0, to jest — provedeme-li
naznadené zde nésobeni tak, %e kombinujeme fddky deter-
minantu prvého se sloupci druhého —

¢ + &% ¢y, veos Cin
Ca15 Con 1 &% ..., Cop =0, (8)
cnl’ cn2) » Can + Eﬁ
pHi demz jest
n
Cir = 28l 4 k=1,2,...,n. (b)
ve=1
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Prédvé napsany vztah (a) je viak moZno podle vzorci (85)
a (87) v prvém svazku vyjddiiti také rovnosti

HE) =80 4 9,800 + 9,800 + L+ ye a8+ ¥a =0,
(c)
v niZ znaéi y, soudet viech r-fadovych hlavnich minord de-
terminantu C z relace (a).
Ka2dy takovyto r-Fadovy hlavni minor |cie,°|; g,0=1,
2, ..., r viak jest fddkovym soudinem matice

8 maticf, kterd z ni vznikne vzdjemnou vyménou obou in-
dexti u jednotlivych prvki [tuto skutednost si étendf s po-
uZitim vzorci (b) snadno ovéf podle definice f4dkového sou-
¢inu dvou matic ve svazku prvém] a podle vzorce (47) prvého
dflu tohoto spisu lze tedy kazdy takovy r-fadovy hlavni
minor Ic,‘,‘a] psati ve tvaru

@ ai.z: ceny Qg

ai,l’ ai,z’ st a’i,.n

Qi iy -0 a’i,v' Qy,5ys Dygiyy <oy ar,i,

|c,o‘a| =0 R B N ,
iy a’i'v.’ LKD) a’i,v, av,i,’ ar,ir, crey a’v,i'

pli ¢em?Z se stitd pfese viech (:") kombinacf »,, ,, ...,,

dsell, 2, ..., n.

Podle definice Hermiteova determinantu viak platf zcela
obecnd a,; = a,; (slem Z oznadujeme, jak jest zvykem,
komplexni &slo sdruZené s &slem z) a proto jest kaidy
stitanec ve vyrazu |c,, | &islo nezdporné (jakoito soutin
dvou ¢fsel, zde determinant#, komplexné spolu sdruZenych);
tuto vlastnost pak mé té% minor |, | samotny a tudiZ takeé
soudinitel y, ve vztahu (c).

M4 tudiZ pro kaZdé redlné & & 0 funkce f(§), jak jsme ji
zavedli v (c), zcela jistd hodnotu kladnou a dochézime tak
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ke sporu se vztahem (c), jenZz byl disledkem pfedpokladu
existence ryze imagindrniho kofene i§é Hermiteovy rovnice
D(z) = 0. Tato tedy opravdu nemd ryze imagindrnich ko-
feni.

Pomocf této skutednosti a na zdkladé toho, Ze vznikne
z pivodniho Hermiteova determinantu A pri¢tenim libo-
volného redlného &fisla k elementim hlavnim zfejmé opét
determinant typu Hermiteova, nahlédneme snadno, Ze ne-
mize miti Hermiteova rovnice D(z) = 0 ani Zddnych kofent
komplexnich a proto jest viech jejich n kofenid redlnych.
Tuto dilezitou skuteénost vyslovime

vétou 13. Viech n kofenid Hermiteovy rovnice

| @y + =, a5, A |
D)= |%v Ot Bl =0, (184)
aﬂll aﬂz) R | aﬂﬂ + x
a=0a L,Ek=12...n

jsou &isla redlnd.

Prvym skoro bezprostfednim dusledkem této véty jest
fakt, Ze mé rovnice obdobnd ku (184), pfi niZ viak jest
zdkladni determinant A4 determinantem polosoumérnym
8 redlnymi prvky (definice a hlavni vlastnosti jsou uvedeny
v prvnim svazku), kofeny vesmés ryze imagindrni (také
nulu poklddédme v pifpadé potieby za éislo ryze imagindrni).

Zvl4stni pozornosti zasluhuje ten pfipad, kdy jsou kazdé
dva sdruZené prvky a;;, a,; determinantu ze vztahu (184)
stejné, takze jest zdkladni determinant pfisluSné rovnice
determinantem soumérnym s elementy vesmés redlnymi.
Rovnici se pak fikd sekuldrni (saeculum — stoleti; rovnice
m4 svou roli pfi studiu stoletych poruch v pohybu obé&Znic)
a jeji kofeny jsou oviem podle véty 13. vSechny redlné.

Abychom se mohli vénovati diileZité otdzce vicendsobnych
kofent rovnice sekuldrni, pfipomeneme si jisté jednoduché
skutednosti z theorie determinanti.
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Matici h-fadovych subdeterminantt daného determinantu
A =la,l; i,k=1,2,...,n nazveme kaidou (;:)-i"a,dovou
&tveretnou matici, v jejiz obecné Fddce stoji jako elementy
viechny A-fadové subdeterminanty, které lze vytvofiti
z tychZ h Ff4dkl determinantu 4 a v obecném sloupci viech

h
daného determinantu A4.

Pouzivajice tohoto pojmu, dokdZeme si tuto dilleZitou

vétu 14. Matice h-fadovych subdeterminantd n-fadového
determinantu 4 o hodnosti 2 mensi neZ » mé hodnost 1.

Bez 1ijmy obecnosti lze u takového determinantu A totiz
poklddati za navzijem nezdvislé fddky s pofadovymi &isly
1,2,...,h a podle definice zdvislosti &{selnych soustav (viz
odst. 1.) psiti

(n) subdeterminanti, které lze sestaviti z urditych & sloupci

h
Qo ='gl;~aqaw; 0, 0= L2..,mn, (d)

Pii ¢em? m4d ovient pro p =1, 2, ..., & veli¢ina 4,, hodnotu
Kroneckerova symbolu §,, (definice ve svazku prvém na
str. 14).

V disledku vztahu (b) jest h-Fadovy subdeterminant
M, =|a .|, #»¢=1,2, ..., determinantu 4 soudinem
determinantu A, = |i,,; #,v=1,2,...,h a subdeter-
minantu 4, = |a,. |; w,7 = 1,2, ..., b téhoZ determinantu
A a to soudinem vzatym po sloupcich. Plat{ tedy

M), = A,4,, (e)

takZe jest kaidy k-fadovy subdeterminant M, determinantu
A dmérny subdeterminantu A4, stejnolehlému s nim v ma-
tici prvych kb (navzijem nezdvislych) f4dki determinantu 4.

Koeficient dmérnosti jest pro viech Z) subdeterminanti

vzatych z tychZ ¥4dkd (u nds to jsou Fddky s pofadovymi

g* 115



&isly i,, 4y, ..., ¢,) determinantu 4 ty% a roven A,; méni se
pouze v tom pifpads, Ze tvoiime subdeterminanty M,
z prvkd jinyeh A ¥f4dkd daného determinantu A.

Odtud jest platnost véty 14. vzhledem k znimym vétém
o hodnosti matice (specidlné viz vétu 11., svazek prvy, str.
24) jhned patrna.

Je-li ve zvldstnim pipadé dany determinant 4 soumérny
8 redlnymi prvky (tak jako prdvé u rovmice sekuldrnf), vede
véta 14. k tomuto dileZitému a &asto pouZivanému disledku:

V soum&rném determinantu A = |a,f; 1,k =1,2,...,n
8 redlnymi prvky a s hodnosti & existuji nenulové hlavni
minory h-fadové a jsou viechny téhoZ znaménka.

Ka%dy dvoufadovy determinant matice k-fadovych sub-
determinanti naSeho determinantu 4 je totiZz podle véty 14.
roven nule. Toté% tedy plati i o téch dvoufadovych deter-
minantech oné matice, v jichZz hlavni dhlopfiéce stoji ele-
menty rovné néjakym dvéma hlavnim minorim A-fadovym
M,, N, daného determinantu 4. Je%to je tento podle pfed-
pokladu symetricky, jsou pak zbyvajici dva prvky kazdého
takového dvoufadového determinantu sobé rovny — jejich
spoleénou hodnotu (tato je oviem redlnd) oznadme P,.
Platf tedy

M,N, = P;? f)

a kdyby byly hlavni A-fadové minory determinantu A
viechny rovny nule, mél by tento determinant nulové viibec
vBechny h-fadové subdeterminanty a jeho hodnost by byla
mensf neZ h, coZ odporuje pfedpokladu. Existuji tedy
vskutku v determinantu 4 nenulové hlavni minory h-fa-
dové a tyto maji pak oviem vzhledem ku vztahu (f) v8echny
totéZ znaménko.

Nyni uZ snadno dokdZeme tuto dileZitou vétu o vice-
ndsobnych kofenech sekuldrni rovnice D(z) = 0:

Redlné &islo & jest (n — h)-ndsobnym kofenem sekuldrné
rovnice D(x) =0, kdyZ a jen kdyZ md determinant D(£)
hodnost h.
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Je-li totiZz & koFenem oné rovnice a to s ndsobnosti n — &,
plati (jak zndmo z nauky o algebraickych rovnicich) soudasné
vztahy

D) =0,D'(&) =0,D"(£) =0, ..., Din=h=1)(&) = 0,
D#=m(£) % 0. (8)
Uvahy obdobné t&m, které byly provedeny v souvislosti
se vztahem (86) v prvém svazku, nds vedou kekonstatovéni, Ze
jest v-t4 derivace D®)(x) rovni¢niho polynomu D(z) imérna
soudtu S, (xr) viech (n —v)-fadovych hlavnich minord
determinantu D(x) a proto jest moZno psiti vztahy (g) také
ve tvaru
D(§) = 0,8,4(5) = 0,8, 4(8) =0, ..., 8p41(§) =0,
Sy(&) + 0. (k)
Tyto relace jsané ukazuji, e nembze byti hodnost deter-
minantu D(£) vysii neZ k, jeito by pak podle véty o hlavnich
minorech soumérného determinantu platilo S,(£) 4 0 pro
r > h, co? odporuje vztah@im (k). Ze nemiiZe byti ona hod-
nost niZ8f neZ k, je patrno ihned z posledni relace (k); pod-
minka uvedend v nasi vété jest tedy nutnd.
M4-li determinant D(£) hodnost %, plati zfejmé vztahy (k)
a tedy i relace (g). To oviem znadi, Ze je & prdvé (n — h)-n4-
sobnym kofenem rovnice D(z) =0 a véta jest dokdzéna
v celém rozsahu.
Nakonec si je$té v8imneme rovnice

ay® + by, 1% + by oy Gy + byp
Flz)=| @ T 0a 0a® +bas s 0 +bun | _ (185

A + bnli Aol + bnz: o> Bpn® + bnn
v niZ jsou a,y, by redlnd &isla, o kterych opé&t plati
Qi = Qpiy by = byss 1,k =1,2,..., 0. {0
Také tato rovnice (pravé studovand rovnice sekuldrnf jest
zfejmd jejim zvldStnim piipadem) se dasto vyskytuje v apli-
kacich fysikdlnich a technickych.
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Za predpokladu, Ze jest
F(x + i) = 0, (m)
m4é systém

zl[(,)( + iﬂ) Ay + bvo] To = 0; »= 1) 2’ e M (n)
o=

n homogennich rovnic rozhodné nenulové feseni z,, z,, ..., z,.
Pigeme-li takové feSeni obecné ve tvaru

T, =& +in,0=12,..,n
dévaji soustavy (n) tyto dva disledky

Zl[(oca.,o + b Eg— Pl =0 v =1,2,...,n
=

Zl[ﬂa,,afo + (08, + byg) ] = 0; ¥ = 1,2, ..., 1.
e=

Nésobime-li rovnice prvé soustavy po fadé &isly #, 7,
.-.sNn, @ pak sefteme, rovnice druhé soustavy &isly &,
&, ..., £, a opét setteme, dostaneme odedtenim takto zis-
kanych vysledkd vzhledem k platnosti vztahli (1) postupné

0=

v

M=
M=

[(aa,.e + b|0 EQ”]V 5a1’9n977"] -

1

e

lM:
|‘[\/]3

ﬂavq£g§v (‘Xavq + bvo) 7]0&»] =

V=

1,n
= - ﬂ[z;,a'eo(fqz + 7792) + 2;“00(50‘50 + 779776)]'
e= eFo

Za dodateéného piedpokladu, Ze jest kvadratickd forma

Ln

Zai w2 definitni (viz odst. 12.), odtud plyne § = 0 a rovnice
3,
(185) tedy mé vesmés redlné kofeny.
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Ptiklady.

Obecné vyvody tohoto odstavce si oziejmime vzhledem
k jejich zvldstni diileZitosti pro fysikdlni i technickou praxi
na nékolika p¥ikladech.

Pfiklad 29. M4 rovnice
f(x) =25 — 62® + 2822 — 43z + 20 =0  (186)

celistvé kofeny?

Tato rovnice jest algebraickd, stupnd pitého s redlnymi
koeficienty, takZie m4d podle fundamentdlni véty algebry pét
kofent, z nichZ komplexnise mohou vyskytovat pouze v pérech
navzéjem sdruZenych. ProtoZe je dand rovnice ddle pfimo
typu (161), plati vzorce (165), tedy specidlnd pro y =5
vztah

— a5 = — 20 = I, %,Z57,T5,
pri éemz znadi z,, ..., z; kofeny nasi rovnice (186).

Je tedy kaZdy kofen dglitelem &sla 20, takie stadf k zod-
povédéni uvedené otdzky vyzkoufeti, vyhovuje-li rovnici
nékterd z hodnot: 4 1,4+ 2,4+ 4,4 5,4 10, 4+ 20. PH-
sluiné vypodty provddime oviem Hornerovym schematem
a snadno se pfesvédéime, Ze z téchto dvandcti &isel spliiuji
rovnici (186) dvé, totiz —4 a 1. To jsou tedy dva kofeny nasf
rovnice a z nich jest kofen 1 dvojnisobny, jeito plati vedle
f(1) = 0 také jest& f'(1) = O, aviak f’(1) = 0.

Zbyvajici dva kofeny si uz StendF snadno urdi sim.

Priklad 30. Vygetiiti vlastnosti kofenh kubické rovnice

f(#) = 2° + 30,2 + Boxg7 + 43 =0, (187)
jsou-li &y, &y, oy &sla redlns.

Pomoci Newtonovych vzorct (168) nebo ptimo podle vzor-
ce (169) si uréime napfed potendéni soudty sy, s,, $;, 85, 84. Jed-
noduchy podet ddvi

8 = 3, 8 = — 3y, 8, = 9,2 — B0y,
83 = — 270, + 270,00 — 3oxg,
8 = 8loy® — 1080%x, + 120005 + 180 2
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a fada (174) hlavnich minord A4,(f), A,(f) diskriminantu
A(f) rovnice (187) zde jest:
A,(f) = 3, Aa(f) = 18(0s2 — ).
Diskriminant A(f) samotny mé pak podle vzorce (171)
hodnotu
A(f) = 27(— 40,30 + Bory20,® + Boyoxgong — 4oy — oig2).
(188)
Podle vztahli (180) a véty k nim patfici dostaneme po

malém poéitdni nutné a postadujici podminky, aby méla
rovnice trojndsobny kofen:

(xlz = \'xg, 0‘13 = aa. (189)

Tento kofen jest pak oviem redlny a roven &fslu — ;.
K tomu, aby méla rovnice (187) prdvé dva rizné kofeny,
jest nutno a stadi, aby bylo

4o, 30cg — 3ouBong? — Bocyogong + 4ocy® + g2 = 0,
0(13 — az =‘= O- (190)
V tomto pif{padé mé naSe rovnice kofeny vesmés redlné
a jeden z nich je dvojnésobny.
Podminka
406,30cq — 30,2000 — Boxjog0rg + do® + 2 0 (191)

je kone&né nutnou a postaditelnou k tomu, aby byly viechny
tfi kofeny rovnice (187) navzdjem rizné. Je-li vyraz (191)
zdporny, jsou kofeny vesmds redlné, je-li kladny, existuje
pér kofend komplexnd sdrufenych; to jest diisledkem
vzorce (173) a véty k nému patei.

Prfiklad 31. Studovati povahu kofendi rovnice bikvadra-
tické

fx) = z* + 40,7® + 6og2® + doyz + o, =0 (192)

8 redlnymi soudiniteli «,, g, g, o4
Pro hlavni determinanty A,(f), 4,(f) mime zde podle
vzorch (174) a Newtonovych vztaht (168) pfimo hodnoty
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A\(N) =4, Ay(f) = 8¢8, — 8,° = 48(x® — ), (193)

A,(f) a diskriminant A(f) = 4,(f) uréime podle vztahd (178)
a (179).

Pfedné vypoditdme podle vzorcid (179) hodnoty

ey = — 12y, €39 = — 123, €y = — 4,5

o = — 12(x5 + 20y005), kg3 = — 4(ox, + Boxjong),
hyy = — 120,004;
by = — 4(0rq + Boyrg), hyg = — 12(0004 + 20050x),
by = — 12090,

a pomoci nich nachdzime, pouZivajice vzorce (178), pro
A4(f) a A,(f) dlouhé vyrazy, jimZz viak lze déti aplikaci
pokrotilejdi theorie invariantl jednoduchy tvar

Ay(f) = 192(3J — 2IH), A(f) = A(f) = 256(I% — 27J2).
(194)

Pii tom jest vyznam zkratek H, I, J uréen formulemi
H = 062 —_— 0(12,
I =0, —4005 + 302 (195)
J = op0y + 200009009 — 0g? — 02y — xg®.
Tyto vysledky ndm uZ dovoluji é&initi zdvéry o povaze

kofeni rovnice (192) s redlnymi koeficienty. Pfisluiné
moZnosti sestavime v tabulku:

I. A(f) & 0; vSechny &ty¥i kofeny rovnice (192) jsou na-
vzdjem rizné, jak ukazuje véta navazujicf na vzoree (171).

IA. A(f) < 0; existuje jeden par kofend komplexné sdruZe-
nych a dva navzdjem rizné kofeny redlné. Je to di-
sledek vzorce (173).

IB. A(f) > 0; kofeny jsou bud vSechny redlné, nebo viechny
komplexni. Podrobndjsi theorie ukazuje, Ze prvy pfpad
nastane, plati-li soutasnd nerovnosti

H <0, I —12H®* <0,
druhy pro
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H >0, [ —12H2>0.

II. A(f) = 0; existuji kofeny vicendsobné, jak ukazuji

vzorce (171).

IIA. Viechny &ty kofeny jsou stejné, kdyZ a jen kdyz
plati H = I = J = 0, jak ukazuji véta a vzorce (180).

IIB. Rovnice (192) m4d jen dva rizné kofeny, kdyz a jen
kdy? jest H =0, 3J = 2IH, I} = 27J% opét v du-
sledku vzorca (180).

IIC. T¥i navzajem riizné kofeny existuji, kdyz a jen kdyZ
plati soudasné vztahy

3J —2IH £ 0, I3 = 271J2

Atkoli neni tato klasifikace provedena do viech podrob-
nosti (body IIB. a IIC. lze je5té déle rozvésti), pfece zcela
staéi — kombinujeme-li ji eventuelné vhodnym zpiisobem
s vysledky ptedchoziho pifkladu — ve vSech béinych pii-
padech fysikilni a technické praxe.

Priklad 32. Eliminace nezndmé ze dvou rovnic.

Soustava dvou algebraickych rovnic o dvou neznidmych
z,y md obecny tvar

flz,y) =0, g(x,y) = 0; (196)
I, g jsou polynomy.

BudiZz z,, y, néjaké feSeni systému (196) a dosadme do
obou rovnic misto y hodnotu g, Dostaneme dvé rovnice
f(z, ¥5) = 0, g(z, y,) = 0 s nezndmou velidinou = a o téch
vime, Ze maji spoleény kofen — je to privé ¢islo x,. M4 tedy
jejich resultant nulovou hodnotu a vztah tuto skutednost
vyjadfujici obsahuje vedle koeficientd danych rovnic (196)
uZ jenom veliinu y,. Vznikd ndm tak algebraickd uréovaci
rovnice pro y, a obdobnym zplisobem bychom dospéli také
k rovnici pro urdenf z,.

Podrobnéjdim rozvddénim téchto myslenek se zde ne-
budeme zabyvati a ukdeme si radéji ne dileZitém piikladsé
dvou rovnic druhého stupné se dvéma nezndmymi, jak se
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zminénd eliminace skuteéné providi. Pii tom pouZijeme u%
dfive zavedeného oznaleni

(ab) = ab, — azb,.
Chceme-li z danych rovnic
ax®+bay + eyt +dx +ey+ £, =0 1=12 (197)
vylouditi na pfiklad nezndmou y, piSeme je ve tvaru
¢y +bxt+e)ytat+da+f;=01=12

a poloZime-li rovny nule jejich resultant, poklddajice jejich
levé strany za polynomy v y.

Vznikne ndm tak rovnice

c, bz 4+ e, a;x? +dx 4 f, O

0, ¢, bx + e, a2+ dx+ f; -0
627 bzz + 32, az-":z + dzx + f2) O ’
0, c,, by + ey, a,x® + dyx + [,

kterou snadno (tfeba rozvojem daného determinantu pomoci
Laplaceovy véty) uvedeme na tento vysledny tvar
[(ab)(be) — (ac)?] * + {— (ab)(ce) + 2(ac)(¢d) —
— (be)[— (ae) + (¥d)]} «® + {2(ac)(cf) — (be) [(bf) — (de)] —
— (cd)? + (ce) [— (ae) + (bd)]} 2* + (198)
+ {— (be)(ef) — 2(cd)(cf) + (ce)[(bf) — (de)]} = +
+ (ce)(ef) — (¢f)* = 0.
Analogicky si étendf odvodi vysledek eliminace nezndmé
x z obou danych rovnic (196) (ostatné jej lze pfimo napsati
uZ na zdkladé formule (198) — jak?):
[(ab)(bc) — (ac)] y* + {(ab){(be) — (cd)] —
— 2(ac)(ae) + (ad)(be)} y* + {(ad)[(bf) + (de)] —
— 2(ac)(af) + (ad)[(be) — (cd)] — (aef’} y* +  (199)
+ {(@b)(df) + (ad)[(bf) + (de)] — 2(ae)(af)} y +
+ (ad)(df) — (af)* = 0.
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Priklad 33. Nakonec se budeme zabyvati soustavou

n
Dagt, =gz i=1,2,..,n (200)
r=1
n homogennich rovnic o n nezndmych z,, z,, ..., z, za téchto

predpokladi:

ay =a,; (1,y = 1,2, ..., n) jsou dand redlnd &isla;

%, (1 = 1,2, ..., n) jsou dand redlnd &isla vesmé&s riznd od
nuly a téhoZ znaménka;

A jest parametr.

Nutnou a postaéujici podminkou pro existenci netrivial-
nich feleni naSeho (technicky duleZitého) systému (200)
jest anulovéni jeho determinantu, tak%e md soustava (200)
nenulovd feSeni jen pro zcela urdité hodnoty parametru A.
Rovnici pro tato A dostaneme tim, %e do determinantu nasf
soustavy zavedeme misto koeficienti a,, nové o, rovnicemi

@y =[xty i,y =1,2,...,m (201)
a tento pak poloZime rovny nule.

Tim se objevi podminka pro urdeni A ve tvaru sekuldrni
rovnice

xpn—4, 83, | .. 01a

Kars Ogg — Ay +iey Kop —0, (202)
- ]

Kals X n2s -'-»O‘nn—l

kter4 mé n redlnych kofend A, A, ..., 4,,; ¥ik4 se jim cha-
rakteristické konstanty problému (200).

Ke ka%dé charakteristické konstant® 4, (w = 1,2, ..., n)
piislusi pak feSeni =z, x4 ..., T,, soustavy (200) a to
fefeni urfené aZ na libovolnou multiplikativni konstantu.
Stanovime-li ji tak, aby pro pFisluiné feeni platil vztah

n
2Zul; = 1, (203)
il
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dospivéme tim ku w-tému normovanému feden{ ulohy (200).
Takovito normovand fefen{ budeme v daldim mlky pfed-
pokléddati.

Mezi dvéma FeSenimi
T yis Lais = 1, 2, R (2

patiicimi ke dvéma riznym charakteristickym konstantém
Ay, A¢ (nejsou-li ovlem vSechny tyto konstenty navzdjem
stejné) plati dileZity vztah

n
_zl"ixwf%d = 0. (204)
=

Takovito dvé fefenf jsou tedy navzdjem orthogondlni.
Dikaz se provede zcela snadno pomoc{ rovnosti

n n n n
Z"’aizair’”m = Z%‘Zafﬂw
t=1 wv=1 i=1 y=1

a za pouZiti rovnic (200) timto vypoétem:

n 12 n 1 2 n
Z"ﬂ’m-’”w =1 meZas-zw =7 Z%‘Zaazm--
=1 ogi=1 v=1 wi=1 v=1

ProtozZe jest podle ptedpokladu 4, == A,, dostévdme odtud
jako nutny disledek privé vzorec (204).

Otdzkami souvisicimi s pipady, kdy m4 charakteristickd
rovnice (202) problému (200) vicendsobné kofeny, se budeme
zabyvati a% pozdgji.
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12. FORMY HERMITEOVY.

V tomto odstavei se zminime o jistém zobecnéni pojmu
redlné bilinedrni formy redlnych proménnych (viz odst. 6.).
Protoze pijde o uvahy, které vykazuji mnoho obdobnych
bodd s vyvody pfedchozich odstavcl, budeme se vyjadfo-
vati co nejstruénéji.

Cislo konjugované s komplexnim &slem @ ozna&ime jako
obvykle symbolem a. Soudin aa takovych dvou velitin je
vidy redlné a nezdporné &islo (vidycky kladné pro a = 0).

Jsou-li

Elv 52’ bR} én; 7711 772, R ] nn (205)

dvé soustavy komplexnich ¢isel, budeme nazyvati vyraz

(&n) = Zlem, (208)

jejich vnitfnim soudinem. V piipad&, Ze nenf prvé ze soustav
identicky nulovéd a %e jest », = £, pro viechna y =1, 2,
..y 1, jest oviem (&n) = (££) > 0. Oznadeni (én) bylo sice
jiz pouzito v odst. 10. pfi studiu invarianti, oviem v docela
jiném vyznamu; nedorozuméni se neni v tomto ohledu
tieba obavati.

Je-li pro fady (205) soudin (&%) nulovy,; ikdme Ze jsou
navzdjem orthogondlni; jsou-li specidlné viechna £, redlnd a
(§6) = 1, mluvime o fadé ve tvaru normilnim a stejnym
nizvem oznadujeme také fadu komplexnich &fsel

El; 52) bR ] Eﬂ!
plati-li pro ni vztah (££) = 1.

Definice: Vyraz H utvofeny z komplexnich konstant a;,
(hk=1,2,...,n) a z fady z, 2, ..., 2z, komplexnich pro-
ménnych podle piedpisu
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l.n

H = Da,z2i (207)
ik
se jmenuje Hermiteova forma, je-li
@ =0y (i, k=1,2,...,n), (208)

¢ili jinymi slovy, je-li determinant®d = |a,l; 4,k = 1,2,
..., n determinantem Hermiteovym.

Pozndmka. Snadno lze nahlédnouti, Ze nabyvd takovito
forma jen redlnych hodnot.

Charakteristickou rovnici Hermiteovy formy (207) nazy-
véme kteroukoli z obou rovnic navzdjem identickych (do-
kazte pomoci vlastnosti (208) koeficientii a,;):

|a‘k—6”¢9| = O, ‘6ik '—6”‘9| = 0, i, k= l, 2, ceuy N (209)

Z predchoziho paragrafu vime, Ze jsou kofeny g,, gz ..., 0n
této rovnice — ifkd se jim charakteristické konstanty
formy (207) — vesmés redlné.

Systém n homogennich rovnic

n

Z(a(k — 00 2, =0, 1=1,2,..,n {210)
k=1

o n nezndmych z,, z,, ..., , budeme pro technické potfeby
nazyvati soustavou ptidruZenou k charakteristické konstante

os-
Znakem §;;, oviem oznadujeme stdle Kroneckerliv symbol.
DokéZeme si nyni tuto vétu:

Systém (210) md prdvé tolik navzdjem nezdvislych fedent,
kolikandsobnou jest p, charakteristickou konstantou Hermiteovy
Jormy (207). :

Je-li toti% ona konstanta r-ndsobnid, m4 rovnice

1(0) = |asx — bixloy + 0)| - |@sx — Siiloy — ) = O;
k=12 ...,n

zfejmé 2r-ndsobny kofen ¢ = 0, tak¥e obsahuje rovniénf
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polynom f(o) a% teprve mocninu ¢* a vy3si. Provedeme-li
nazna&ené ndsobeni determinantd, shleddme v dusledku
toho (\ivahy jsou obdobné jako v pfedchozim odstavei pii
studiu rovnice Hermiteovy a sekuldrni), e md determinant

D(g,) = |aix —bixos|; 1,k =1,2,...,n
soustavy (210) hodnost % — r a tato mé tedy — viz odst. 3. —
skutedné pravé r feSeni navzdjem nezdvislych.

Viechny riizné charakteristické konstanty formy (207)
budtez g,, @, ..., 01; pHslusné nédsobnosti pak r,,r,, ..., 7.
Soustava patficf k charakteristické konstantd o, md podle
ptedchozich Gvah celkem r, navzdjem nezdvislych Fedeni.
Oznadime je

Ty, 2,00, 2@ x=1,2, ..., 7, (211)
a ukdZeme, Zo lze viechna bez Gjmy obecnosti poklddati za
orthogon4lni s jednim z nich — tfeba s prvym.

Neni-li totiz uZ pfmo

n
(Z o0z, (00) = Zar(oz)z“(m =0,
y=1

nahradime druhou ze soustav (211) soustavou novou
Ty @1 — g, (@), 0,0 — g2, (@), ., ., @) — g, (1), (212)

kters jest pfi libovolném ¢ se vBemi ostatnfmi rovnéZ nezéi-
vigld. Volime-li pro ¢ hodnotu

(31(“)52("‘))
bude fedeni (212) rovnic (210) — kde oviem misto p, stoji
o, — orthogondlni s prvou ze soustav (211).

V soustavé feSeni (211) 1ze tedy poklddati prva dvé (t. j.
pro indexy »x = 1, x = 2) za vzdjemné& orthogondlni.

Nahradime-li nyni v pipadd potfeby — t. j. v pfipadé,
kdy soustava majici index x = 3 nenf sou¢asné orthogondlni
8 obéma pfedchozimi — tFetf soustavu novou

q (213)
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25,00 — sz, (@) gz fe2); y = 1,2, ... n,

lze snadno uréiti konstanty s a ¢ tak, aby tato soustava byla
uZ orthogondln{ jak k soustavs prvé, tak i ke druhé. Stanoveni
konstant s, ¢ je elementdrni otdzkou a prenechdvdm ji
&tendii.

Opakujeme-li naznadeny postup tak dlouho, a% vyderpime
v3ech r, Fefeni (211), dospéjeme k soustavé celkem 7, na-
vzdjem nezdvislych Fefeni systému rovnic obdobnych ku
(210), aviak pfidruZenych k charakteristické konstants g,
a kaZd4 dv& z téchto fefieni jsou spolu orthogonalni.

Jezto jest kazdé z onéch fedeni urdeno aZ na libovolnou
multiplikativni konstantu, 1ze zminény ,,orthogonalisovany**
systém také jeStd normovat, t. j. dosshnouti ndsobenim
kaZdého Fefeni vhodnou konstantou toho, aby byl vnitini
soudin onoho FeSeni a soustavy s nim sdruZené roven jed-
niéce.

Theoreticky je zminény proces normovdn{ a orthogonaliso-
véni dané soustavy sice zcela elementdrni a prithledny, jeho
praktické providéni je viak znaéné pracné a proto se hledaji
riznd zjednoduSeni. Zde se spokojime konstatovinim, Ze se
d4 provésti a budeme v diisledku toho poklddati uz soustavu
(211) za normovanou a orthogonalisovanou.

Napieme-li pod sebe vSech r; normovanych a orthogonaliso-
vanych feSenf soustavy pfidruZené k charakteristické kon-
stanté p,, pod né potom viechna obdobni feSenf piisludnd
ku g, atd., dostaneme &tverednou n-fadovou matici

C= ”cik”; t k=1, 2,..,n (214)

a ta jest orthogondlni. To znamend, Ze jsou kterékoli dva jejf
fidky navzdjem orthogondlni a Ze tvofi kaid4 Fidka sama
pro sebe soustavu normélni.

Vzéjemnd orthogonalita dvou fddek patiicich k téZe cha-
rakteristické konstanté je ptimym disledkem konstrukce
matice (214), takZe stadi dokdzati tuto vlastnost jesté pro
takové dvé Fddky, které patif ke dvéma riznym charakte-
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ristickym konstantdm. Tento diilkaz probfhd analogickym
zpisobem, jako v piikladé 33., jsou zde jen zcela bezpod-
statné zmény vlivem toho, Ze pracujeme nyni stile s &fsly
komplexnimi.

Necht tedy patii tddek c,,,c,y, .., €., matice (214)
k charakteristické konstant§ g,, Fadek cgy, cgo, ..., €5, pak
k jiné konstant® g,. Matematicky jsou tyto poméry vyjéd-
feny relacemi

n n
ngikcak = Qacahkzla’ikcﬁk = 0405 1 =1,2,...,,n.

Z prvé z nich plyne
Ln

n
Qa_zlcaic#i = Zkalkcakcﬂi’
= ik

7z druhé pak pouzitim vztahid (208) dostdvdme postupnd
n i,n I,n _ 1,n )
nglcﬂzcai = Z&ikcﬂkczi = z‘:akicﬂkcai = zk:a«kcﬂicak-
1= t, K LN %
Odtud ovsem plyne dile

n
(Qﬁ - Qa) .zlcaiéﬂi =0
i

e vzhledem k piedpoklidané nerovnosti g, # g5 koneénd
aniaﬂi = 0. (215)
io1

Tato rovnice jest viak prdvé matematickym vyrazem pro
vzdjemnou orthogonalitu obousoustavc,,, ¢5; 1 =1,2, ..., n.

Nahradime-li v orthogonédlni matici C (dokaite, Ze jest
reguldrni) kaZdy element c,; ¢&islem komplexné sdruZenym
a pak jesté vyménime fddky a sloupce matice tim vzniklé
navzdjem, dospivime k matici dilezité pro dalsi vyklad —
oznadime ji znakem D.

Aby nedodlo k nedorozuméni, budeme v tomto odstavci
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oznadovati znakem B matici vzniklou z dané B nahrazenfm
viech jejich prvki &sly komplexné sdrufenymi a symbolem

B matici k B transponovanou (viz str. 87 ve svazku prvém).
Danou formu (207) nyni podrobme reguldrni linedrni (a
orthogondlni; dokaZte) transformaci
z=DZ, (216)
takZe je nutno pséti téz
z=DZ=Cz
Maticovy obraz (viz odst. 6.)
‘ zAz
nasf formy (207) tim nabude tvaru
ZDACZ
a forma sama tedy uvedenou transformaci ptechdzi opét ve
formu typu Hermiteova, ovéem v proménnych Z, 7, a
8 matici
R = DAC = CAC. (217)
Rédky matice C viak jsou FeSenimi soustav tvaru (210),
ptidruzenych k jednotlivym charakteristickym konstantdm
dané Hermiteovy formy (207). Oznaéme nyni tyto konstanty
po fadd x,, x,, ..., %, (mezi témito &¢isly je oviem r, navzdjem

stejnych a rovnych g,, r, stejnych se spoleénou hodnotou
0, atd.). Plati tedy

n
D UnCry = HaCry 0, k=1,2, ..., n. (218)
v=l
Obecny prvek r;, matice R mé pak podle elementdrnich
pravidel o ndsobeni matic (viz svazek prvy, odst. 9.) a
vzhledem k orthogonalitd matice C hodnotu

n n n
T = chzlamcm = "kalmckw = Bunrs
= Py

w=1 v

k=12 .. n (219)
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Vysledek vdech dosavadnich Wvah o Hermiteovych for-
méch vyslovime nyni touto daleZitou

vétou 15. Existuje vidy takovd orthogondlni linedrni trans-
formace reguldrni, kterd pfevdd{ Hermiteovu formu

H = Z(l‘kz,-ik; 1,k=12...,n
i

na jednoduchy tvar, i{kd se mu normélni,

SuZZ, (220)

vyl
s redlnymi koeficienty .

Jest to transformace (216), pfi emZ souvisi matice D
vySe popsanym zplsobem s charakteristickymi konstantami
dané formy.

Jak jsme se uZ zminili, miZe Hermiteova forma nabyvati
jen hodnot redlnych. Jsou pak mezi formami tohoto typu
takové, které nikdy nemaji hodnotu zdpornou a na druhé
strané opét takové, které daji vidy vysledek nekladny, at
dosadime za proménné z,, z,, ..., z, jakychkoli n komplexnich
dsel. Formdm t&chto dvou druhi se ¥ikd definitni, ostatni
Hermiteovy formy se jmenuji indefinitnimi.

Normélnf tvar (220) Hermiteovy formy (207) vede pak
piimo k této vété: Nutnd a postadujici podminka, aby byla
Hermiteova forma (207) definitni, jest ta, aby mély jejf
charakteristické konstanty x,, x,, ..., », totéZ znaménko.

M4-li forma hodnost r (t. j. mé-li tuto hodnost jeji matice;
srovnejte 8 daldimi vyvody Wdvahy o redukei bilinedrnich
a kvadratickych forem na normélni tvar v odst. 6. a 7.),
jest v jejim normdlnim tvaru (220) prdvé r nenulovych
koeficientii »,. BudiZ obecné p z nich positivnich, ¢ negativ-
nich (p + g = r); vyraz p —q se pak jmenuje signaturou
dané Hermiteovy formy a jeji vyznam jest daleko hlubsf,
neZ by se zdédlo z téch ndkolika slov, kterd jsme tu uvedli.

Lze totiz ukdzati, Ze nezdvisi signatura formy (207) na
zplisobu, jakym jsme ji uvedli na normdlni tvar (vedle
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redukce popsané vyse existuji totiZ jesté jiné moZnosti, jak
dospéti od obecného tvaru formy k normdlnimu). Tato
konstantnost signatury jest diisledkem t. zv. zdkona setrvad-
nostt Hermiteovyjch forem, jehoZ pfesné znéni jest toto:

Polet positivnich (a tedy ani negativmich) soudinitelt »,
nezavisi na tom, jakou linedrni reguldrnf{ transformaci byla
dané forma (207) pfevedena na normdlni tvar (220).

Piejde-li totiz dand forma (207) o hodnosti r reguldrni
linedrni transformaci C, ve tvar

r
H, = ZGI,Y ,f’.,,
v=1

pfi &emZ jest mezi (vesmés redlnymi) soudiniteli c,,, (v =1,
2, ...,7) k, kladnych a druhou transformaci €, na tvar

T
Hy = 2,27,
v=1
obsahujicf celkem h, kladnych koeficienti c,,, ptevid{ regu-
ldrnf a linedrni transformace
Z=C,C\Y (221)
formu H, pfimo v H,.

Pfedpoklidejme nynf, %e jest na p¥. k, < k, a volme
hodnoty vesmé&s nulové pro onéch %, proménnych Y, jei
maji ve form& H, kladné koeficienty ¢,,. Hodnoty ostatnich
proménnych Y (v podtu n — h;; my z nich oviem upotfe-
bime jen r — kb, hodnot ve formé H, vskutku figurujicich)
potom urfeme tak, aby byla rovna nule viechna Z, opatfend
ve formé H, zipornymi soudiniteli.

PrsluSny systém n — h, linedrnich homogennich rovnic
o 7 —hy nezndmych Y mé v nafem pipads (n —hy <
< n —bh,) podle véty 6. (str. 21) nenulovych Fedeni Y poZa-
dované vlastnosti dokonce nekonedné mnoho a ka?dé z nich
vede spolu ve spojeni s prve zvolenymi nulovymi %, hodno-
tami Y k soustavé n &fsel, kterd dosazena za proménné ¥ do
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formy H,, &ini tuto odividnd zdpornou, kdeZto Z, pfislusni
k této specidlni soustav® hodnot Y transformaci (221),
vedou vzhledem k jeji reguldrnosti ku kladné hodnotd
formy H,.

Tim v$ak dochdzime ke sporu — formy H,, H, musf totiZ
ddvati pro kterékoli dv& soustavy Y, Z, souvisici spolu
transformaci (221) tutéZ hodnotu, jeZto pfevddi zminénd
transformace druhou z onéch forem pfimo v prvou. Neni
tedy pFedpoklad %, << h, spravny a stejné nemoZné jest
hy << hy; plati tedy nutné h, = h, a zdkon setrvaénosti je
tim pro Hermiteovy formy dokézdn.

Také u forem Hermiteova typu zavidime dilezity pojem
ekvivalence. Dvé takové formy nazyvidme ekvivalentnimi,
existuje-li linedrni a reguldrni transformace, kterd prevadi
jednu z nich ve druhou. Plati pak toto kriterium:

Nutné a postadujici podminka pro ekvivalenci dvou Her-
miteovych forem je ta, aby mély stejnou hodnost a stejnou
signaturu.

Dikaz jest tak snadny, Ze jej miZeme prenechati &te-
nafi. S vyhodou pfi ném pouZije jestd jednodusifho tvaru
formy (207), ne% jest tvar normdlni (220); vznikne z ndho
transformacf

\
- l/_x,, . 8gNx,

Jetto jsou kvadratické formy pouze dosti jednoduchym
zvlddtnim p¥pedem forem Hermiteovych, lze prévé pro-
vedené tvahy i vysledky pienésti té%Z do oboru kvadratic-
kych forem; zde nabyvaji &asto pfehledngjstho tvaru. Pokud
jde o podrobnéjsi rozvedeni téchto vah, odkazuji &tendfe
na stat v Bydiovského knize o determinantech (viz citdt
v Z4véru).

Z

Liv=12..n (222).
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Zdvér.

Atkoli nevyderpdvé latka v tomto druhém svazku vyloZend ani
zdaleka dany pfedmdt (mnohé partie musily zustati viibec bez po-
viimnutf), pfece podle autorovych zkusenosti z dennf praxe primys-
lové zcela postalf pro pfevdinou vétlinu potfeb technickych a fysi-
kélnich. Pokud by pak v dalsich svazeich vyZadoval nsktery problém
pfece snad dalSich poznatkia, budeme vidy miti pfileZzitost tyto na
patfiném mistd prednésti.

Nejdilezitdjsi literdrni idaje uvedu aZ na konei celého dila v sou-
borném seznamu. Plesto viak musfm i tentokrate, jako uz v prvém
oddflu, citovat jiZ nyni dv8 znamenité knihy, které mi byly pfi spiso-
véani této druhé &dsti velmi &asto vérnymi rédei a spolehlivymi
pomocniky: Je to pfednd stary uZ spis Einfiihrung in die Determinan-
tentheorie od G. Kowalewskiho (pivodni vydénf v Lipsku 1909)
a pak 8 moderntho hlediska pojatéd ulebnice Ziklady teorie deter-
minantt a matic & jich uZit{ z pera mého uéitele, universitniho pro-
fesora Dr B. BydZovsakého, (JOMF, Praha, 1930; druhé vydéni
1947).
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normovanéa 129
redukované 19, 22, 24, 26, 44
transponovand 31 -
soustavy orthogonélni 128, 129,
130
Stern 16, 17
substituce linedrnf 29, 30
superdeterminant 8, 9, 10
svazek kvadratickych forem 91
Sylvester 82, 83
symbol Kroneckerav 41, 42, 115,
127
symbolika Aronholdova 94, 101
systém fundamentdlni 19, 21, 22,
26
homogennich rovnie 18, 21, 22,
24, 60, 61, 72, 112, 118, 124,
127, 133

Toeplitz 3
transformace inverani 28, 48, 51,
kogredientnf 87, 90
kontragredientnf 33
kvadratické formy 47
Laplaceova 95
linedrni 28, 29, 51, 52, 86, 88,
89, 93, 131, 133, 134
orthogondlni 131, 132
regularn{ 28, 36, 37, 39, 40, 44,
45, 47, 48, 50
singulérni 28
unimodulédrni 29

tvar normélni 40, 132, 133, 134

Véta Cramerova 12, 13, 14, 15,17
Eulerova 45
Frobeniova 238

fundementélni v algebte 68,
102

vzorce Newtonovy 104, 108, 120

Zékon setrvadnosti 133, 134
zévislost forem binédrnich 66

soustav &iselnyoh 5, 6, 7, 8,
10, 11.
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