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PREDMLUVA

MnozZina viech redlnych &isel se déli na dvé disjunktni
podmnoZiny: mnoZinu vSech raciondlnich ¢&isel, kterou
zpravidla oznaujeme Q, a mnoZinu viech iraciondlnich
¢isel, kterou budeme oznacovat |. Tim je ddno i rozdéleni
této knizky:

I. Raciondlni &sla.
I1. Iraciondlni &isla.
III. PouzZiti fetézovych zlomkd.

Ze sttedoSkolské matematiky budeme potiebovat jen
zédkladni pojmy o délitelnosti: relaci | (je délitelem)
a pojem nejvétiiho spoleéného délitele (pro nejvétsiho
spoleéného délitele &isel a, b viak nezaviadime symbol (a,
b); tento symbol si rezervujeme pro uspofadanou dvojici).
V kapitole o kongruencich budeme také potfebovat relaci
ekvivalence.

Knizka je doplnéna seznamem literatury, na kterou
étendfe pfileZitostné odkazujeme. Perronova kniha [4] je
z#kladni dilo o fetézovych zlomcich, Chin¢inova knizka [3]
je struéna monografie, k niZ jeji pfekladatel Karel Rychlik
pfipojil cenné dodatky. Hardyova-Wrightova kniha [2] je
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ucebnice teorie ¢isel, obsahujici také kapitolu o fetézovych
zlomcich. Na rozdil od této knihy je Rychlikova kniha [5]
také uCebnici teorie Cisel, ale bez vykladu o fetézovych
zlomcich. Tuto knihu také nikde necitujeme, neuvadime ji
viak v seznamu literatury nadarmo: kdysi vy$la v SMM
kniZka o kongruencich — také bez fetézovych zlomkd.
Koneéné knizky [1] a [6] jsou malé rozsahem, obé vSak
obsahuji partie o fetézovych zlomcich. [6] navic obsahuje
velmi struény vyklad o Pellové rovnici.
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1. CAST

RACIONALNI CiSLA

1. ZAKLADN{ POIMY

Retézovym zlomkem budeme nazyvat vyraz tvaru

nebo

1+

2+-1—1
3+§

Hodnotu takového vyrazu miiZeme snadno vypoditat ,,od-
zadu*. V prvnim pfipadé dostdvame

¢ JTRUNE S S S S ..




a ve druhém

1 1 _ 1 _53
1+—1 141 143 90
1 16 53
1+—— 1432
N 37
16

Vidime, Ze jsme v obou pfipadech dostali kladna racionalni
&isla. To je pochopitelné, nebot jsme k vysledku dospéli
raciondlnimi operacemi — s¢itdnim a délenim — s pfiroze-
nymi &isly.

Budeme se tedy zabyvat fetézovymi zlomky tvaru

— (M

'+l
q’l

q:+

kde q2, ¢, ..., g.€N. Pro g, budeme pfipoustét g,eN,
(mizZe byt tedy i ¢q,=0, jako v nasem druhém pfikladu).
Retézovy zlomek (1) s g2, g3, ..., g.€N budeme nazyvat
pravidelnym. O q, se v definici pravidelného fetézového
zlomku obvykle pfedpoklddd ¢,€Z; mize tedy byt i ¢, <O,
jak to zavedeme v 8. kapitole. Prozatim vSak budeme
uvaZovat jen q:€No.

Cislim ¢, ¢, ..., . fikdme neiipIné podily (tento nizev
souvisi s Euklidovym algoritmem, jak bude vyloZeno ve 2.
kapitole) nebo prvky fetézového zlomku (1). Upravami (1)
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dostavame (pfi q1€No) kladné racionalni &slo 13. Pozdéji

uvidime, Ze 5 je dokonce zlomek v zikladnim tvaru, tj.

éisla p, g jsou nesoudélna.

Hodnotu fetézového zlomku (1) miZeme — a také
napiisté budeme — poditat ,,zepfedu*. Dostdvame postup-
né zlomky

1 Pl

9= 1 _OI’

y1_agtl_ 2

T q2 q: Q)

1l _9@p+qitq_Ps @)

+
1 q2q++ 1 Qo

1
+—
9> PR

1
+ p——
9> q
_99Pgt @2t qiqat gsqatl_ Py
G2q3qa+ G2+ qa Q.




Vidime, Ze viechny zlomky g (1=i=n) maji tvar

P(q. g2, .0 9n)
O(q2’ qss - q")

kde P, Q jsou celistvé funkce pfirozenych argumenti, tedy

pfirozena &isla, a §= g" je kladné raciondlni &islo.
Zlomkim %, %, - OP: fikdme sbliZené zlomky teté-

zového zlomku (1). Jak uvidime ‘pozdéji, jsou to vesmés

zlomky v zdkladnim tvaru (o zlomku %=§ jsme to uz

n

fekli prve). Rozumi se, Ze je nebudeme poéitat podie
vzorcti (2), které jsou s rostoucim indexem stéle delsi ; pro
jejich vypocet odvodime ve 3. kapitole jednoduché reku-
rentni vzorce.

Sblizeny zlomek ﬁ nazyvame i-tym sbliZenym zlomkem

fetézového zlomku (1) nebo také sbliZenym zlomkem
i-tého rddu. Misto n-ty sblizeny zlomek budeme také fikat

posledni sbliZeny zlomek —g—" =§ fetézového zlomku (1).

SbliZzené zlomky maji mnoho zajimavych vlastnosti; tém
je vénovina 4. kapitola.

Piiklad 1. Zkusme vypocitat sblizené zlomky prvnich
dvou fetézovych zlomki z ivodu této kapitoly bez dosazo-
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vini do vzorci (2) (stejné bychom s nimi nevystadili).
Nezapomefime, Ze ve druhém pfiklad€ je ¢, =0.

Regeni. V prvnim ptipadé je —gll = % =3, % =3+ % = %,
R S out o
3 4
2+ 1 2+ T+1
%=%=B je posledni sblizeny zlomek.
. v . ¢ S P,
Ve druhém pfipadé je prvni sbliZeny zlomek 6=0,
1
vypoétem dostaneme posloupnost $esti sbliZenych zlomka
01131053
777275717 90°

Uvedeme si typograficky vyhodné;si zpisoby zapisu fe-
tézovych zlomki. Retézovy zlomek (1) se v riznych publi-
kacich zapisuje napf. takto:

1

1
+—...—
Tt g

1 1
+r—L+...+‘—L.
" Tq qn

Oba tyto zdpisy maji sice tu pfednost, Ze pfipominaji, Ze
jde o déleni, ale typograficky pfili§ vyhodné nejsou. Nejsou
ani zvl4$t instruktivni po matematické strance, nebot to, co

nebo také:
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nds zajima, jsou Cisla qi, ¢, ..., g.; vypiSeme tedy prosté
posloupnost téchto Cisel, a to, Ze jde o fetézovy zlomek,
vyzna¢ime tim, Ze tuto posloupnost ddme do zivorek.
Misto (1) budeme tedy psat

(ql, qz, ... q,.). (3)

Od zépisu (3) snadno piejdeme, kdykoli to potfebujeme,
k zapisu (1).
Retézové zlomky, kterymi zadind tato Kapitola, tedy
piSeme (3, 2, 1, 1, 2), popt. (0, 1, 1, 2, 3, 5).
Sblizené zlomky fetézového zlomku (3) zapiSeme stej-
1

) . P P _ P _
nym zpisobem: 0. (9)=q, o, (g1, q2), 0.
(qla q, qJ) veey obecné

o

|
—
1A
A
=

i=(q17 q, ... q")’ (4)

Q

Poznamka. V literatufe se casto nalezne zapis fetézové-
ho zlomku

[qO, qu tr ey qn]-

AzZ dosud jsme hledali vyjiddfeni fetézového zlomku
raciondlnim &slem. Re$me nyni obricenou ilohu: ke klad-

nému raciondlnimu ¢islu g nalézt fetézovy zlomek (3) tak,

aby platilo
§=(qh qzs -- . qﬂ)’
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tj. nalézt Cisla g, € No, g2, ..., 4. € N. Protoze §>0, staci
uvaZovat p, g€ N. Déle nas nebude zajimat ptipad q|p,
nebot pak je EGZ; také nas nebude pfili§ zajimat pfipad
p =1, ktery il:lned vede k vyjadfeni

1_
;_(0’ ‘I)

K vypoétu &isel qu, g2, ..., g. potiebujeme védét néco
o celé &asti redlného Cisla a. (Mohli bychom se prozatim
omezit na celou &ast kladného raciondlniho &isla; ale v 8.
kapitole budeme potiebovat celou ¢ast ziporného racional-
niho é&isla a v 9. kapitole celou éast iraciondlniho &isla,
a vzhledem k tomu, Ze celd Cist je ve vSech téchto
piipadech definovana stejné, zavedeme uz nyni tento po-
jem pro jakékoli redlné &islo.)

V algebie se dokazuje, Ze ke kazdému redlnému ¢islu a
existuje pravé€ jedno k e Z takové, Ze

k=a<k+1.

Toto celé &islo k se obvykle oznaéuje [a], v cizi literatufe
také Ea nebo E(a), a nazyva se celd &st &isla a. Pro &islo a
pak plati a=[a]+p, kde 0=8<1. Cislo B se nazyvi
lomend st &isla a a obvykle se oznatuje {a}. Celkem
tedy

a={a]+{a}.
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Pokud neni aeZ, je 0<{a}<1, a tedy {}T}>l.

Priklady.
(@) a= S5:a]= 5,{a}=0;
b a=-2:{a]=-2,{a}=0;

© a= 3:fa= 2(a)=1;

@ a= —%:[a]= —2,{a}=§;

rozklady iraciondlnich ¢isel na celou a lomenou cist se
budeme zabyvat v 9. kapitole. Nds ted budou zajimat
rozklady typu (c).

Bud dino kladné raciondlni &islo a4, a éN. PoloZme
q:=[a], ai=1/{a}. Zfejmé pak plati

1
a=qi+=—,
q a

kde a,>1, a,€Q. Odtud plyne

__1
a-q’

a,

Pro a, cely postup opakujeme. Definujeme tedy cislo

qz:lad:[a-lqn]




a dislo

oL
P @)
Pak plati
1
a —q2+az,

kde a.>1, a.€Q. Z posledniho vztahu dostavime

1
ar— q2

a,=
a opét definujeme podobnym zpiisobem ¢isla g, as, qa, a4,

Postup se zastavi, jakmile je nékteré a,_, celé éislo; pak
je g» =[an.-1] posledni prvek fetézového zlomku raciondlni-
ho disla a.

Postup mé dvé nevyhody:

1. Je zbyte¢né pracny; Euklidiv algoritmus ddvd mnohem
jednodus$i zpusob vypoctu &isel qi, gz, ..., g». (Ale pfi
pocitani prvkd fetézového zlomku iraciondlniho &isla ho
nebudeme pouZivat, nebot pro iraciondlni &isla Ziadnou
obdobu Euklidova algoritmu neméame.)

2. Hordi je skuteénost, Ze postup, tak jak jsme jej popsali,
neddva Z4ddnou zdruku, Ze viibec skondi. Rekli jsme, Ze se
zastavi pfi nékterém celém a.-,, ale odkud vime, Ze
v posloupnosti &isel a, ai, a2, ..., skutené existuje celé
&slo ? Opét teprve Euklidiv algoritmus nim umoZni tvrdit,
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ze &sel qi, q2, ..., 9. je koneény poet (jednoznalné
uréeny Cislem a =§)

Budeme nyni tento postup ilustrovat na pfikladu.

43

Pkiklad 2. Vyjadieme raciondlni Cislo a =30 fetézovym
zlomkem.
Reseni.
[30]-1
T 307"
43_ . 1 __1 30
A S €
30
30
w=[5]=2,
30_,.1 __ 1 13
B2, "2‘3(_)_2_4’
13
13
93 [7] 3,
13_..1 1
4—3 3, 03—2_3—4,
4
q4—[4]—4
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Tim je vypocet ukoncen a dostidvime

43 _
3—0—(1,2, 3,4).

Doporucujeme Ctendfi vypocitat jesté hodnoty sbliZe-
310 43

Vyjde posloupnost 1, = 2°7°30°

nych zlomkﬁ% g
1
Rekli jsme uz, i kdyZz jsme to zatim nedokazali, Ze
sbliZzené zlomky jsou vesmés zlomky v zdkladnim tvaru, coZ

plati i pro posledni z nich -g Co se tedy stane, jestlize

n

vypocitdme posledni sblizeny zlomek néjakého (kladného)
raciondlniho disla 5, kde p, g, nebudou nesoudélnd Cisla ?

Tomu vénujeme posledni piiklad této kapitoly.

Priklad 3. Hledejme fetézovi zlomek a pak sblizené
zlomky raciondlniho &isla WO (coz zfejmé neni zlomek
v zdkladnim tvaru).

Vyjde 36 =(1, 4, 1, 3, 5). SbliZené zlomky ]souporadé

56 23 121

'23°519° 100" Posledni sblizeny zlomek

1 OO ]C skutecné

363 - . «
vychozi zlomek ~—, ale ve zkridceném tvaru; je to skutec-

300’
né zlomek v zdkladnim tvaru.
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Co se tedy stane, jestlize budeme rovnou hledat fetézovy

zlomek raciondlniho &isla 1(2)0 Odpovéd zni, Ze nic. Opét

vyjde (necht se ¢tendf piesvédé&i) %=(1, 4, 1,3,5).

363

To oviem neni prili§ pfekvapujici, nebof zlomky 300

}(2)(1) vyjadtuji totéZz raciondlni Cislo. Vede nds to jen

k podezfeni, Ze vyjddfeni raciondlniho Cisla fetézovym
Zlomkem je jednoznalné. Toto podezieni je opravnéné
pravé tehdy, jestliZe pro posledni prvek fetézového zlomku
q. plati g.>1. V pfisti kapitole uvidime, Ze tato podminka
plyne z rovnosti Euklidova algoritmu. Ponechme prozatim
otazku jednoznacnosti do pfiSti kapitoly — vzhledem
k souvislosti s Euklidovym algoritmem — a poloZme si nyni
jesté otdzku, co tedy s fetézovym zlomkem, jehoZ posledni
prvek je 1.
Ve 3. kapitole dokdZeme vztah

(qqu2’~'-)qn7 1)=(¢71, q2"-'7 qﬂ+1) (5)

Tento vzorec ukazuje, Ze jednoznacnost je porusena, je-li
posledni prvek fetézového zlomku roven jedné. Nemusi
nds to vSak mrzet: ve 2. kapitole se nau¢ime po€itat prvky
fetézového zlomku z Euklidova algoritmu, a pfi tomto
vypoltu, jak uvidime, nikdy nedostivime jako posledni
prvek jednicku.

Tato dvojznaénost je dokonce vyhodna: V nékterych
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teoretickych ivahdch je totiz tfeba vyjadtit racionalni ¢islo
fetézovym zlomkem, pfi€emZ je piedepsdno, Ze pocet
prvki md byt sudy (popf. lichy). Této podmince lze podie
(5) vidy vyhovét, nebot na levé strané (5) je (n + 1) prvka,
na pravé strané n prvki; a jak vime, z ¢isel n, n + 1 je vidy
jedno sudé a druhé liché. Této iivahy vyuZijeme v jednom
pfipadé i my, a to v 7. kapitole.

Cviceni
1. Vypocitejte sbliZzené zlomky fetézového zlomku
(2)(2,3,1,4,2);(b)(3,4,7,1,2);(c) (0,3, 8,2); (d) (10, 10, 10, 10).

137
11’(b) 37’ ()170

3. Ovéfte si vztah (5) na &selnych pfikladech.

2. Vyjadtete jako fetézovy zlomek (a)

2. EUKLIDUV ALGORITMUS

V ucebnicich algebry se dokazuje tzv. algoritmus déleni
v Z. Spocivad v tomto:

Ke kaZdé usporddané dvojici celych cisel (p, q), kde
q#0, existuje prdvé jedna takovd uspofddand dvojice
celych é&isel (qi, ), Ze plati

p=qq+r, 0=r<]|q|.

Cislu q, fikdme nedplny podil (pro r,=0 je to ,,uplny*
podil), &islu r, zbytek.



Neni-li r; =0, miiZeme algoritmus déleni pouZit na uspo-
fadanou dvojici celych &isel (g, ri): existuje pravé jedna
uspofddana dvojice celych &isel (g2, r2) tak, Ze plati

q=hnq+nr, 0=r<nr.

Pro r,#0 miZeme cely proces opakovat atd., aZ nakonec
bude nékteré r, =0. K tomu musi nutné dojit, nebot pro
nezdpomad Cisla r, ra, ... zfejmé plati

n>n>...>rn,>r.=0. (1)
Posledni vztah (s r, =0) je tedy
Fh—2= rn—lqn .

Tato fada rovnosti se nazyvd Euklidiv algoritmus.
V algebfe ho pouzivime k ureni nejvétsiho spole¢ného
délitele dvou celych ¢isel p, g: timto nejvét§im spolecnym
délitelem je posledni nenulovy zbytek r._;.

Jsou-li &isla p, g ptirozena, nesoudélna, pak v Euklidové
algoritmu je

rnoi=1, 0<r<g.

VypiSeme nyni viechny rovnosti Euklidova algoritmu pro

pfirozend nesoudélna p, ¢ a vedle nich zapiSeme dalsi
vztahy, které ziskime z jednotlivych rovnosti délenim:

1

=qp+n—-E=q,+=,

P =qq 1 q q_x q

r

18



q=nw+n~1=m+l, )
r ﬂ
r;
1

N
n=rngt+no—=q+—,
r r

rs

— r"—z_
rn—Z—rn—lqn_') _qn.

n—1

JestliZze v (2) dosadime -:Z ze druhé rovnosti do prvni, ?ze
1 2

tfeti rovnosti do druhé atd., dostivime

1
Loge—>L |
Toeto T

T
qn

9+

tedy vyjadieni kladného raciondlniho ¢isla g ve tvaru

fetézového zlomku.

Pfitom plati: 1. Toto vyjidfeni je jediné moZné, nebot
neuplné podily ¢q., 42, ..., ¢. jsou rovnostmi Euklidova
algoritmu uréeny jednoznaéné'v souhlasu s algoritmem
déleni v Z.

2. Musi byt g, > 1, nebot pro g, =1 diva posledni rovnost
vztah r,_,=r,_,, ale podle (1) musi byt

19



Tn-2 >r n—1:
Odtud ihned plyne véta o jednoznacnosti.

Véta 1. Jestlie dva pravidelné fetézové zlomky

(ql, qz, .. q,.), (q:, Qzy -y q,,.)
Jsou vyjddrenim téhoZ raciondlniho Cisla a pritom plati
g.>1, g=.>1, pak je n=m a oba retézové zlomky jsou
identické.

Vidime ihned, Ze z rovnosti Euklidova algoritmu nemi-
Zeme dostat ¢, =1.

Euklidiv algoritmus poskytuje pohodlny a velice Géinny
zpusob, jak vypoditat &isla ¢, gz, ..., g. . Prakticky vypocet
byvé riizné modifikovan. Uvedeme postup, ktery je prav-
dépodobné nejstruénéjsi (i kdyZ ve své obecné podobé tak
nevypadd). UkdZeme nejprve tuto obecnou podobu, a to
pro vét§i srozumitelnost v nékolika krocich:

(1) P q=a
—q99:
ry
(2) Pfed ¢&islo r; napiSeme symbol g a délime, takze
méme celkem
P-9=q
—4q99:
n=q

— g2

r:

20



(3) Pted é&islo r, pfedepiSeme &islo r; a opét délime ; cely

vypoclet ted vypada takto:
P4=q

atd.
UkédZeme si ted, jak tento postup vypada pﬁ numeric-

kém poéitani. Zvolime za piiklad racionalni élslo 36’ s nimz

jsme uz potitali ve 2. prikladu 1. kapitoly. Vime tedy
pfedem, co mé vyjit: ;—g=(1, 2,3,4)

Priklad 1. Vypoditejme ¢, ..., g. €isla 5(—)
Reseni. 43:30=1
-30
30:13=2
—26
13: 4=3
-12
4: 1=4
21



Vypocet zkracujeme tim, Ze nezbytnd odg¢itdni providime
zpaméti. To se podoba postupu pii obyCejném déleni.
Politime tedy takto:

43:30=1
30:13=2
13: 4=3
4: 1=4

Ted je uZ dosti nizorné vidét rychlost tohoto postupu.

Priklad 2. Vypocitejme q, ..., g. Cisla %;—g
Reseni.
1156:375=3
375: 31=12
31: 3=10

3: 1=3
Vypocet metodami 1. kapitoly by znamenal dosti dmor-
né poditani.

Na ukizku pfedvedeme dosti dlouhy vypocet. Nové zde
je to, Ze budeme pocitat fetézovy zlomek raciondlniho &isla
2,3547. (Ve skutecnosti na tom oviem nic nového neni;
bereme prosté p =23 547, g =10 000.)

Priklad 3. Vypocitejme g, ..., ¢. &isla 2,3547.
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Reseni. 23547 : 10000=2
10000 : 3547=2

3547 : 2906=1
2906 : 641=4
641 : 342=1
342 : 299=1
43 pokracovani:
299 : 43=6
43 : 41=1
41 : 2=20
2:1=2

Tedy 2,3547=(2,2,1,4, 1, 1, 6, 1, 20, 2).

Naudili jsme se pocitat nelplné podily €ili prvky fetézo-
vého zlomku kladného raciondlniho €isla; jesté vSak nezna-
me Zadny efektivni zplsob vypoétu sblizenych zlomkd,
jestlize naopak zndme prvky. Tomu bude vénovana pfisti
kapitola.

Cviceni
1. Vypoditejte znovu zplisobem popsanym v této kapitole cvi¢eni 2(a),
(b), (c) ptedchozi kapitoly.
2 Vypoéltejte timto zpusobem fet€zové zlomky raciondlnich ¢iscl
308 10301
() 22, () 203, () 32, (@) 0.

Srovnejte s cviéenim 1(a), (b), (c), (d) ptedchozi kapitoly.
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3. Vypoditejte tetézovy zlomek raciondiniho &isla 26504

(Budte pfipraveni na dlouhy vypoZet.)

3. VYPOCET
SBLIZENYCH ZLOMKU

Pro sbliZeny zlomek L] fetézového zlomku

Q«
(g1, g2, ..., q.) plati pro k=3 rekurentni vzorce, které
jsme slibili uz v 1. kapitole. Vyslovime je v nasledujici vété.

Véta 1. Pro dtatele P. a jmenovatele Q. sbliZeného
zlomku fetézového zlomku (q:, q.,...,q.) plati tyto
vztahy:

P] ql, Ol=1)
Pz=q|q2+1, Oz=qz,
Pk=quk_|+Pk_2, k;3, (1)

Oc=qQu-1 + Qu2, k=3,

Prvni dva vztahy (pro P, Q:, P, Q,) dostaneme
z obecnych vztahi

P.= quk 1+ P -2,
Q= quQi-1 + Qx-2,
jestlize v nich polozime P,=1, P_,=0, Q=0, Q-,=
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Pak pro k=1 dostivime P,=gq,, Q:=1; pro k=2 je pak
P,=q: P+ Po=qiq:+ 1, Qe=q: Q1+ Qo=¢q:.

Prozatim v3ak budeme davat pfednost tomu, definovat
vztahy pro P\, Q,, Pz, Q,, protoze provedend uvaha ma tu
vadu, Ze se v ni pocita se ,,sbliZenym zlomkem nultého fadu

ﬂu

Qo

, a dokonce i se ,,sbliZenym zlomkem (—1)-ho fidu

.
o,
zavedli.

coz odporuje tomu, jak jsme sblizené zlomky

Dijkaz provedeme matematickou indukci. Prvni krok:
Podle (2) z 1. kapitoly je

£3_= Bpg+ g+ q
Qs g:q2+1 ’

tj. P3=q;((I|(I2+1)+CI1=¢I3P2+P1, Q:=q:q2+1=
=q:Q:+ Q; pro k=3 tedy nase vzorce plati.
Druhy krok: Necht (1) plati pro néjaké i> 3, tedy

P_gP+P, @
Q. ini—l + Q-2

chceme dokazat, Ze pak plati i pro i + 1. Pro vétsi nazornost
budeme fetézové zlomky zapisovat ve tvaru (1) z prvni
kapitoly. Je tedy

P_ 1
_‘_q1+q2+ ’
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Py _ 1
Qi 1 q:+

1
1

qi+1

+

a+

i+1

Qin

ku L , jestliZe v ném prvek ¢; nahradime souctem ¢; +

Q q.'+1.

TotézZ tedy provedeme v (2), ¢imZ ze zlomku g— dostaneme

Sblizeny zlomek tedy dostaneme ze sblizeného zlom-

P,
zlomek —**:

Qin’ 1
P... B (%"'E) Pi,+P.,

Qi+1_(q‘_+ 1 )Q,-_,+Qi—z,

i+l

Pi., = qiqLHPi-l + P, +qi+1Pi—2
Qivi 94 Qici+ Qi1+ qin1Qi2”

Dile budeme opét pocitat P;.;, Q,,; samostatné:
Pii=qis(qPioi+Pi )+ Py,
Qir1=qi+1(qiQi-1+ Qi) + Qi
a po dosazeni z (1)
Pi=qinPi+Piy,
Qii=qin1 Qi+ Qi-y,
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cozZ jsou skutecné dokazované vzorce pro i + 1. Tim je véta
dokazina.

Jiny diikaz je uveden v Chincinové kniZce [3]. Opira se
o pojem zbytku, ktery v této kniZce také pozdéji
pouZijeme.

Méjme fetézovy zlomek

(q,,q;,..., Qi-15 Gk s Greiy - - qn)- (3)
Retézovy zlomek
14 =(qk, qk+l,--'1 q")

nazyvame zbytkem fetézového zlomku (3). Méjme na
paméti mezni pfipady rn=(q, g2, ..., »), 1 =(gn)=qa.
Pro (3) zfejmé plati

(g1, g)=(qu, ..., G, 1. 4)

Retézovy zlomek (qi, ¢2, ..., g.) mizeme podle (4) psat
jako (q1, ry); zde je

rz=((I2, q37 seey qn)a

(4, =1+ )

Symetricky charakter vzorcl (1) umozZiiuje sestavit vy-
pocty do tabulky:
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9« q q> g | ... qn
Py U]l q9:+1 (6)
Qi 1 q:

Prvni dva sloupce tabulky (pod ¢ a ¢;) vyplnime, jak je
naznaceno, a pro ostatni pouZivime vzorct (1). V§imnéme
si, Ze podily ¢isel P., Q, obsaZenych ve druhém a tfetim
fadku tabulky, se rovnaji sbliZenym zlomkim; pod g.

2-
q

najdeme posledni sblizeny zlomek P _

n

Priklad 1. Sestavme tabulku (6) a vypocitejme sblizené
zlomky fetézového zlomku (3, 2, 1, 1, 2, 3).

Regeni.

@ 3 2 1 1 2 3
P, 3 7 10 17 44 149
O 1 2 3 5 13 44

I .. o 1 10 17 44 149
Posloupnost sblizenych zlomkii je 3,2, 3' 513" 44"
Priklad 2. Vypocitejme sbliZzené zlomky fetézového

218
zlomku é&sla — 161"
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Reseni.

218 : 161=1
161 : 57=2
57 : 47=1
47 : 10=4
10 : 7=1
7 :3=2
3:1=3
218
m—(l, 2,1,4,1,2,3)
q 1 2 1 4 1 2 3
P, 1 3 4 19 23 65 218
O 1 2 3 14 17 48 161

SbliZzené zlomky: 1 3419 23 65 218

’2°3714° 177 48’ 161°
Priklad 3. DokaZme vzorec (5) z 1. kapitoly:

(q1s--es Gu-1s @, 1)=(q1, ..., Go-1, g. +1).

Reseni. Vzorec dokazeme vyplnénim tabulky (6). Sesta-
vime dvé tabulky, nejprve pro levou stranu dokazované
rovnosti, potom pro pravou stranu. ProtoZe aZ po prvek
g.-1 jsou obé strany rovnosti identické, ddvaji obé strany

totéz P.-,, Q,-i, a stali tedy sestavit jen pravé okraje
tabulek.
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Leva strana:

q"“ ] qn 1
T P., guPos + Poy (@o + V)Poy + Py
Qo GnQn + Q2 (gn +1)Qns + Qnoa

Prava strana:

gn- q, +1
Poy G+ )Py + Poy
Qn—l (4:- + 1)erfl + Qn—z

Skuteéné tedy pro oba fetézové zlomky dostivime totéz
vyjadfeni raciondlnim ¢islem, totiz

(qn + 1) Pn—l +Pn—2

(qn + 1) Qn—l + On—z.

Cviceni
1. Vypoditejte sbliZené zlomky Fetézovych zlomki:
(a) (0,2,1,2,1,2); (b) (1,1,2,3,2);

(o) (2,5,1,1,2,7,10); d) (0,5,1,4,2,3,3,5);
(e) (0,3,3,3,3,3,3).

2. Vypoﬁtejte sblizené zlomky ietézovich Zlomku &sel

2001 697 1557
(a ) 41 + () 760 1760°  (c )505 @ 3361 3361' (¢) 5697 9697°
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3. Fibonacciho posloupnost {u.} je uréena svymi prvnimi dvéma &leny
u, = u; =1 a rekurentnim vztahem .2 = Ui., + s, k € N. Zalina tedy
éleny 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..... Vypotitejte sblizené zlomky
fetézového zlomku (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) a poviimnéte si souvislosti
s prvnimi leny Fibonacciho posloupnosti.

4. Dokazte (srovnejte s pfikladem 3 a cviCenim 3 pfedchoz kapitoly):
(@) (2.2,1,4,1, 1,6, 1, 20, 2)=2,3547;
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(®) (1.1,3,3,3,1,5, 4,4, 1, 3)=5220.

4. VLASTNOSTI
SBLIZENYCH ZLOMKU

Budeme vySetfovat vlastnosti posloupnosti sblizenych
zlomkt fetézového zlomku kladného racionalniho ¢isla.
13 411

< . 1
Vezméme napf. posloupnost 0, 2°3'8° 11’ 30 sbhzenych

Zlomki fetézového zlomku cisla u Utvoime rozdi]y O
2

30°
P P, P
"o @ e M o™ 5T
v daném piipadé k=6):

kde k=2 (a

P, Pi_1 o 1 1
Q O 2 2 QO
P P11 _-1_ -1
Qo Q. 3 2 6 Q0
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P, P,_3 1_1__1

P, P_ 4 3_-1_ —1

Patrné plati
P_P..__ %1
Ok Qk 1 Okok 1
se znamenim + pro suda k, — pro licha k.

Véta 1. Pro rozdil dvou sousednich sbliZenych zlomki
kladného raciondiniho Cisla plati

P Py (D' 5y, )

O‘! Ok 1 Okok 1 ’
Diikaz provedeme nikoli pro vztah (1), nybrZ pro vztah
Pka—l_Pk—IQk=(_l)ky (2)

ktery dostaneme z (1) odstranénim zlomki. Vzorec (2) je
velmi uZiteény a €asto se s nim setkime.

Pfedev§im dokaZeme, Ze (2) plati pro k =2, a to dosaze-
nim zndmych hodnot P,=gq,, P,=qq.+1, Qi=1, Q,=
=q,:

(g2 +1).1-qug2=1=(-1)".
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Ozna¢me rozdil na levé strané (2) symbolem A, . Je zfejmé
A,=1. Do (2) dosadime za P., Q. ze vzorct (1) piedeslé
kapitoly; dostavime

A =(qiPi + Pk—z) Q.- _Pk—l(qkok—l + Qk—z) =
= _(Pk—IOk—Z—Pk—ZOk—I)= — Ak

Je tedy A, = — A,_; a opakovanim téhoZ postupu dostane-
me rovnosti
Ak= —Ak_|=Ak_2=...= iAz;

je-li k sudé, je na konci znameni +, je-li k liché, je tam
znameni —, pfiemz A,=1.
Tedy celkem

Ay =Pk0k-|“Pk-lOk=(— l)k

Ze vzorce (2) plyne tvrzeni o nesoudélnosti &isel Py, Qx,
které jsme vyslovili uz v 1. kapitole: Nejvétsi spolecny
délitel &isel P., Q. totiZ musi délit pravou stranu rovnosti
(2), tj. &islo *1, je tedy 1 nejvétsim spoleénym délitelem
Cisel P, Qi a —g—" je zlomek v zdkladnim tvaru.

k

(Ctenaf, kterému vadi, ze vzorec (2), a tedy také tvrzeni
o nesoudélnosti &isel P., Qk, plati pro k=2, nechf si
uvédomi, Ze pro k=1 je %=-‘{-’, tedy nejvétsi spolecny

1
délitel &isel P1 a Q; je opét 1.)

Na posloupnosti sblizenych zlomki ze za¢dtku této kapi-
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toly si ukdZeme dalii vlastnost sblizenych zlomkid. Jde
o posloupnost sbliZzenych zlomku fetézového zlomku ¢isla

11
% Plati , 0
4
0.~ %<3’
P_1_11
0. 2730’
P, 1_11
0. 330
P 3_11
Q.- 8730
P_4_n
o._ 11530
a koneéné ovsem
p_1
Qs 30

Vidime, Ze hodnoty sblizenych zlomkt jsou stfidavé
mensi a vétsi neZ hodnota daného raciondlniho &isla, az
ovSem na posledni sblizeny zlomek, pro ktery plati rovnost.
Pfitom mensi hodnoty maji sbliZzené zlomky lichého fadu

iR ic B i vétsi hodnoty sbliZzené zlomky sudého fidu

Q' 0’ O
P P,
Q. Qs
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Véta 2. Sbiizené zlomky lichého fadu L, B2 P

Q’ 0’ Qs
kladného raciondiniho disla 5 tvoii rostouci posloupnost,
sbliZzené zlomky .sudého fidu gzz (I;: Z‘ . klesajici

posloupnost.
Dikaz. K dikazu potiebujeme vzorec
Pk—sz-Pka—z=(— l)qu, k=3. (3)

Jestlie jako prve dosadime za P., Q. ze vzorcl (1)
predeslé kapitoly, dostdvame

Pi2(qiQx-1+ Qu-2) —(qiPr-1+ Pi-2) Qu-2= — A,

kde oznaéeni A._, je pfevzato z dilkazu pfedeslé véty: je
w-1=(—1)*"" coz dokazuje vzorec (3). Vydélime-li (3)
&islem Qi Q:-2, které je oviem kladné, dostdvame

Pz P _(=1)" g
Ok 2 OI( Qka—z )

Tedy pro sudé & je

Pk—2 Pk
————=—>0 k=
Qs Q0 Pro k=3
a pro sblizené zlomky sudého fadu je
Pk Pk 2
. 0’
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tvofi tedy klesajici posloupnost. Pro liché k je viak

Pk sz
Qk ka

tj. sbliZené zlomky lichého fadu tvofi rostouci posloupnost.
Z této véty a z véty 1 vyplyvd, Ze plati

P| Pg E P Pz
Q<03< <q< <04<02.

Slovy: SbliZzené zlomky lichého fadu fetézového zlomku
kladného raciondlniho é&sla qu jsou vesmés mensi neZ 5,

sblizené zlomky sudého fidu jsou vesmés vét§i. Toto
tvrzeni se netykd posledniho sblizeného zlomku

P._p
Q. q

Toto tvrzeni se Casto vyskytuje v této zjednodusené

formé: g lezi mezi dvéma sousednimi sbliZenymi zlomky.
Plati vSak silnéjsi véta:

Véta 3. Pro kaZdé k (i pro k=n) plati, Ze hodnota

zlomku 5 je blize hodnoté sbliZeného zlomku L] nez

Q:
hodnoté zlomku h; tj. plati
k-1
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P_ p_Pi ,
q Qk'<’

Diikaz. Méjme fetézovy zlomek
(915 @25 -5 Gis Guory o1 Gn) 4

a ozna¢me pismenem r jeho zbytek:
r=(ques15 .. qn).
Misto (4) tedy piSeme
(91, G2, -, qu, 7). (%)
Raciondlni &islo 5, které je vyjadieno fetézovym zlomkem
(4), resp. (5), zapiSeme takto:
p_ P+ P,

q_ rQ+ Q.-,’

E"‘Qk +B Qu.1=rPi+ P,
q q

E' rQ.—rP,=P,_, —5 Ok—l,

alt-B)-o-(52-2)

Pro r>1, Qi > Q.- odtud dostdvime
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[e-&< ©)

qu

Pkl El ,E_Pk—l
Ok 1 q Qual’

Diisledek. Z toho, ze 5 leZi mezi dvéma po sobé jdouci-

mi sbliZenymi zlomky, feknéme By P

Qk Ok+l’ plyne
\e_ﬂ <

Piu_ P
q Qu

Ok+l Ok ’
coz podle véty 1 dava

p_P 1
7 0l 00 Q)

Tento vzorec plati pro k<n; uvédomime-li si viak, zZe
Qi+1> Qx, dostivime vzorec
1

p_PB|_1
7 oo ®)

ktery plati i pro k=n.

Poznimka. Vzorec (8) udiva horni mez vyrazu

’11_&

7 ol )

Vyraz (9) je absolutni hodnota chyby aproximace éisla s

sblizenym zlomkem i Samotna chyba je rozdil
k
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p_P.
q Q’

miZe to byt i zdporné Eislo.

Existuje také vzorec pro dolni mez vyrazu (9). DilezZitéj-
§i vSak je otdzka, zda odhad (8) nelze zlepsit. V Chin¢inové
kniZce [3] i v Perronové knize [4] se dokazuji tato dvé

tvrzeni :
1. Ze dvou po sobé jdoucich sbliZenych zlomkii retézo-

vého zlomku éfslas md alesporn jeden tu viastnost, Ze plati

p_A|_1
\q Qx 20%

2. Ze tfi po sobé jdoucich sbliZzenych zlomkii fetézového

zlomku ¢isla 5 md alesporni jeden tu vlastnost, Ze plati

1
V5.Q%

’e_ﬁ <
q QO

Véta 4. Hodnota sblizeného zlomku % se méné lisi od
k

hodnotyg neZ hodnota kteréhokoli jiného zlomku ;, pro

jehoZ jmenovatele plati y < Q., tj. plati nerovnost

,e_ﬁ <|e_x

, 10
g Qi lq vy (10)

pokud je y< Q.
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Jinak: Mezi zlomky se jmenovateli nejvyse rovnymi Q.

aproximuje sbliZeny zlomek Ly dislo 5 nejlépe.

Q.
Dijkaz sporem. Necht existuje zlomek ';t vyhovujici

podminkdm véty. ProtoZe zlomek —- je blize zlomku 5 neZ

Ok

zlomek Py a zlomek = je bliZze zlomku P nez zlomek L

Okl y q e’

je zlomek 3,- £ blize zlomku g neZ zlomek LS . ProtozZe dile
k—1

glem mezi Ok ) Ok plati
X P, ﬂ_ P,
y Qi Q. Quil’

Odtud s pouZitim véty 1

Ika 1 ,VPk II 1
yOk 1 OkOk—l.

Z y< Q. plyne yQi-1< QiQi-1, a tedy

lek-l —yPk-1|< 1.

Protoze x, y, Pi-;, Qi1 jsou celd Cisla, je i vyraz
v absolutni hodnoté celé &islo, ale to je mozZné jen tak, Ze je

xQuy —yPk—n =0,
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tj.
E_ Pk—l

y_Ok—x.

To je viak hledany spor, protoze sblizeny zlomek gk—l by
k—1

se podle toho mél méné li§it od zlomku 5 nez sblizeny

zlomek ﬁ, zatimco podle véty 3 se lisi vice.
k

Budeme definovat pojem nejlep$iho pfiblizeni. Zlomek
(—I; se nazyva nejlepsim pribliZenim zlomku 5, jestlize
kterykoli jiny zlomek, ktery leZi blize nebo stejné blizko

zlomku g, mé vétstho jmenovatele ; necht je tento zlomek

x . N .
;, pak slova ,,lezi blize nebo stejné blizko* znamenaji, Ze

plati

P_Pl |p_x
qg Ql g y

(11)

pro y>Q.
Podle véty 4 jsou tedy sbliZené zlomky fetézového
zlomku disla g nejlepSimi pfiblizenimi zlomku g

P P
Q’ Q7
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nemusi viak platit pro prvni sbliZzeny ziomek . UkadZeme

Q

si to na piikladé.

Priklad 1. Zvolme s tak, aby bylo g.=1. Sestavme

napf. tabulku

P 2 3 n | 2s
O 1 ] 4 9

Sblizené zlomky %= 3, %, % jsou podle véty 4 nejlepSimi

piiblizenimi zlomku 29—5 Tvrdime, Ze sblizeny zlomek % =
1

=%=2 neni nejlep§im pfibliZzenim zlomku 29—5 podle nasi

definice. Je totiZ zfejmé

2_5_&52_&!
9 @l al
tj.
25 .| -|25
5-3l=[5-2]
2.7
9=9’

pficemZ pro jmenovatele obou zlomki plati Q;=Q,=1.

42



Véta 5. Prvni sbliZzeny zIomek Q je nebo neni nejlepsim
pribliZenim zlomkug podie toho, zda q.>1 nebo q,=1.
Diikaz je téméf samoziejmy. Pro ¢;=1 je Q,=Q,=1,

pfiCemZ plati nerovnost (11). Je gz g%l %—%—

ziejmeé
E_ﬁls E-ﬂ’
q Q. q Q ’
-enfefe-a|.
protoze
g—ql—1’=’§—ql+(—l)'§|§—ql’+l.
Cvideni

1. Ctenéf si jisté pov§iml teoretického rézu této kapitoly. Pfitom viechny
dokdzané véty lze ilustrovat na néjaké posloupnosti sbliZenych zlomkd,
tak jako jsme to provedli pfed uvedenim vét 1 a 2. Doporu¢ujeme
&tendt, aby si podobnou ilustraci proved] sdm i u dalsich vét s pouZitim
napf. nékteré posloupnosti sbliZenych zlomki ze cviZeni 1, 2 pfedeslé
kapitoly.

2. Vlastnosti sbliZzenych zlomki, které jsme zde popsali, pfipousté;i velmi
nizomou geometrickou interpretaci. Necht se o ni &tendf pokusi.

V soustavé pravoihlych soufadnic vyznalime d&islo 5 na svislé ose
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a vedeme rovnobéZku s vodorovnou osou. Pak zobrazime v 1. kvadran-
P 1 P 2

tu sblizené zlomky —- 0.0’ .. body, jejichZ prvni soufadnice budou 1,
2, ... a druhé soufadnice ¢&isla % gz .... K tomuto cvi¢eni Ize opét
1

vybrat nékterou z posloupnosti sblienych zlomkd ze cviéeni 1, 2
pfedeslé kapitoly.

3. Naleznéte pity sbliZeny zlomek fetézového zlomku ¢&isla 0,317317

a urfete horni mez vyrazu

tejte chybu 6=0 317317—%.

S

5. NEROVNOSTI MEZI
RETEZOVYMI ZLOMKY

Ktery ze dvou fetézovych zlomki (3, 2, 4), (3, 3, 4) je
vétsi ? Byli bychom mozZna ochotni prohlasit za vétsi (3, 3,
4), protoZe ve dvou prvcich se shoduje s druhym fetézovym
zlomkem a tfeti prvek je vétSi. Ale snadno — prevedenim
fetézovych zlomki na raciondlni &isla — se pi'esvédc':ime ie
je tomu pravé naopak: (3, 2, 4) =3 3, 3 4=
3; ‘;g, tedy také (3, 2, 4)>(3, 3, 4)

A dile, ktery ze dvou fetézovych zlomka (1, 2, 3, 4), (1,
2, 3, 4, 3, 2) je vétsi? Zatim to dovedeme zjistit jen
pfevedenim fetézovych zlomku na raciondlni Cisla. Je (1, 2,
3,4)>(1, 2, 3, 4, 3, 2); provedte vypocet.

Presvédcite se, Ze také plati (3, 2, 4)<(3, 2, 5) a (1, 2,
3)<(1, 2, 3,4,5).

13’
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V této kapitole odvodime véty, které nim umozni srov-
ndvat fetézové zlomky bez jejich pfevadéni na odpovidajici
raciondlni cisla.

Vysetfovani nerovnosti rozdélime na dva pfipady. Nej-
prve se budeme zabyvat nerovnostmi typu (1, 2, 3, 4)>(1,
2,3,4,3,2)a(1,2,3)<(1, 2, 3,4, 5). Vidime, co maji tyto
dva priklady spolecného. Porovniavame dva fetézové zlom-
ky (15 G2, --» q<) @ (qu, @25 -, Gks Gus1y ---s §n). Druhy
fetézovy zlomek dostaneme z prvniho pfiddnim n—k
prkal Gisty eovy Gn.

Véta 1. Budte raciondlni &sla a, b ddna ve tvaru Fetézo-

vych zlomkd a=(q, q2,...,q), b=(q\, q25-.., qx,
Gists ---5 4n). Pak plati a>b, je-li k sudé, a<b, je-li k
liché.

Diikaz. Oznaime zbytky fetézového zlomku é&isla a

pOStupné ri, i1, T2, ..., 1.
Je

re=(qe) = qx,
"k-1=(CIk-1, ‘Ik),
rk—z=(qk—2, qi-1, (Ik),

Podobné zbytky fetézového zlomku cisla b oznaéme s,
Sk—1y Sk=2, .-, S1. J&

5c=(qus Gusts oo Gn),
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sk-l=(qk—|, qk, AR ] qn)’
sk—2=(qk—2, Gr-15 -+ q’l),

PiedevSim je s =(qx, gx+1, ---» )= g = rv.. Déle plati

1 1
re-1=qeat—, Sia1=quat+—.
quklrk quklsk

Protoze podle hotej§iho je r <s« a ri i s« jsou kladnd &isla,
je

_>_’

e Sk

a tedy

Fe—1>>Sk-1.
Daile plati

1
re-2=(qx-2+ y Sk2=qr-2t—
-1 Sk-1

a vzhledem k nerovnosti mezi r.—, S«—: je
riee2<Sk-2.

Postup Ize opakovat tak dlouho, aZ skoncime nerovnosti
mezi r, a s, tj. mezi @ a b. Dostivime posloupnost
nerovnosti, v niZ se stfidaji znaky <, >:

rk<Sk,
Ti-12>Sk-1,
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Yi-2<Sk-2,

Pocet té€chto nerovnosti je k. Proto pro liché k bude
v posledni nerovnosti znak <, pro sudé k znak >. To je
tvrzeni nasi véty.

Nyni jsou uZ jasné dva piiklady, které jsme uvedli pied
vyslovenim véty: (1, 2, 3,4)>(1, 2, 3, 4, 3, 2) (sudé k), (1,
2,3)<(1, 2, 3, 4, 5) (liché k).

Druhy typ nerovnosti, ktery budeme zkoumat, je charak-
terizovén piiklady (3,2, 4)>(3,3,4)2(3,2,4)<(3, 2, 5).
Nase idvaha vSak bude obecné;jsi, tj. neomezime se na dva
fetézové zlomky s tymZ poctem prvki. Pfedem vylouc¢ime
fetézové zlomky, jejichZ posledni prvek je 1, nebot uz z 1.
kapitoly zndme vzorec

((11, qZ, ey qn, 1)=(41, (12, ey qn+1)-

Véta 2. Budte diny dva fetézové zlomky, netvorici prd-
vé uvedenou dvojici. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

(a) Nejsou-li zlomky identické, pak si nejsou rovny.

(b) Oznacime-li

a=(q1, qz, ... q,.),b=(q;, qéy---’ qn’l),

pak pro q,.>q; plati a>b, pro q:<q; plati a<b.
(¢) Nechtqi=qi, g2=q5, ..., qc=qk. Je-li k sudé, pak
Pro qes1>qie1 je a>b, pro qua1<qiw je a<b. Je-li k
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liché, plati naopak, Ze pro q.+1> qi+1 je a<b, pro q.+: <

<qi+1 je a>b.

Dikaz. Tvrzeni (b) i (a) plyne z (c). Budeme tedy
dokazovat tvrzeni (c). UvaZzujme fetézové zlomky raciondl-

nich &isel

a=(q1, G2y ey Gy Gty --ey Gn)s

b=(q1, G2y .- Qs Gicrts -oey Gm).
Budiz
qi+|>qk+|.

Ozna¢me jako v dikazu predeslé véty r., ri_1, ..
zbytky fetézového zlomku &isla a, s, si-1, ..., 1=

ky fetézového zlomku &isla b.
Predevsim plati

S 1 2 Qi1 = Guent + 1= Fiea,
tedy

5k+|§fk+1,

Hwh=a

b zbyt-

kde rovnost plati jen v pfipadé, ktery jsme predem

vylouéili.

Jako predtim dokdZeme posloupnost nerovnosti

Fir1 <Sk+1,

a=nZs,==5.

Tyto nerovnosti jsou opa¢ného smyslu neZ nerovnosti
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v dikazu pfedeslé véty. Proto pro g..: < qi.: (pfedpoklad
dikazu) pro sudé k je a<b, pro liché k je a>b. Pro
qi+1>> @i+ Se smysl nerovnosti mezi &isly a, b zméni: tj.
pro sudé k je a>b, pro liché k je a<b.

Tato véta, zdénlivé slozZitd, ddva ihned (3, 2, 4)>(3, 3,
4),(3,2,4)<(3, 2, 5), ale také napf. (3,2,4)<(3,2,5,7,
1) nebo (3, 2, 4)>(3, 3, 3, 3, 3).

Poznimka 1. Pfi dukazu véty 1 jsme viibec nepouzili
ptidanych prvkid g.+1, g«a2, - .., g-. Podobné nikde v dika-
zu véty 2 jsme nepouzili &isel n, m, tj. poftu prvkid
fetézovych zlomku &isel a, b.

Poznimka 2. MiiZe se stat, Ze z néjakych divodid mame
k dispozici jen prvnich k+ 1 prvki srovnavanych fetézo-
vych zlomki. Podle pozndmky 1 plati: srovnavame-li fetc-
zové zlomky podle véty 1, je

(ql, qz, .- q")<(q11 qz;s -5 Gx> Gu+1s )
nebo

(41, qz, ..., q’()>(q1’ g2 .-y iy Qi+, ),
podle toho, jaké je &islo k. PouZivime-li véty 2, plati

(ql, q2y ..oy Qrs1, )2((]1, qz, .. q;(+|) pOdle tOhO, ]aké
je Cislo k a zda plati gi+1 S Glsr.

6. APROXIMACE
IRACIONALNIHO CISLA

Iraciondlni &slo vyjadfujeme riznymi zplisoby; napf.
nekoneénymi neperiodickymi desetinnymi rozvoji nebo
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hodnotami riiznych funkci (jako je odmocnina, logaritmus,
goniometrické funkce apod.)

Ke kaZzdému iraciondlnimu &islu a a neN existuje ra-
ciondlni &slo a, takové, Ze plati

la—a,|=0,5.107". (1)

Toto Cislo a, nazyvame n-mistnym nebo n-cifernym za-
okrouhlenim iraciondlniho Cisla a ; také se pouZiva nazvu
n-mistnd (n-cifernd) raciondini aproximace iraciondlniho
cisla a.

Napf. zaokrouhleni ¢isla 7w na dvé deseti_nné mista je 3,14 ;
na Ctyfi desetinna mista 3,1416; na deset desetinnych mist
3,1415926536. Tyto hodnoty se naleznou v béznych loga-
ritmickych tabulkdch, které obsahuji nékteré konstanty
zaokrouhlené na dostateny pocet desetinnych mist.
U jinych cisel, napf. druhych a tfetich odmocnin, logarit-
mi, hodnot goniometrickych funkci, v§ak zpravidla najde-
me jen zaokrouhleni na pét nebo urcity maly pocet desetin-
nych mist. Tak napf. najdeme V2=1,41421, V5=
=2,236068, log 2=0,30103, &slo e (zdklad pfirozenych
logaritmi) = 2,71828 atd. Cisla a,, pro néz plati (1), uréu-
jeme také méfenim: Odhad chyby je dan tim, Ze prostym
okem dokdZeme rozli§it, zda rucicka méficiho pfistroje
nedosdhla nebo naopak pfekrocila polovinu posledniho
dilku stupnice.

Nas viak bude zajimat néco jiného. Budeme iracionalni
&isla (ve skutegnosti jejich raciondlni zaokrouhleni) aproxi-
movat zlomky, které maji vlastnost nejlepsiho pfibliZeni,
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definovanou v kapitole 4. Tam jsme také dokazali, Ze tuto
vlastnost maji sbliZzené zlomky, aZ snad na prvni.
Existuji viak jeSté jiné zlomky, které maji vlastnost
nejlepéiho pﬁbliieni. Rik4 se jim vsunuté zlomky.
Budte — P dva po sobé jdouci sbliZené zlomky
Ok Quss
fetézového zlomku (¢, g, ..., 4.). Utvofime posloupnost
Aomki: P Pe.+Pi 2P+ Py 3P+ P
T Qe+ QY 2Qin+Qf 30Qun+ Q)
cPi. + P, (qk+2—1) Py + Py
I Qi+ Q) I (Qk+2—1) Qk+l+0k,
Gi+2Px+1 + Py _ Pii2
(Ik+sz+1 + Ok_ (090
Prvni a posledni ¢len této posloupnosti jsou sblizené zlom-
ky Pk P Lis2
Qk O k+2

jsou to vesmés zlomky tvaru

. Z4dny jiny &len vSak neni sbliZeny zlomek ;

Py + Py
—_— 2
Qi+ QL @)

kde ceN splfiuje nerovnosti
1§C§qk+z—1. (3)

Pravé témto zlomktim fikdme vsunuté zlomky. Je ziejmé,
Ze néjaké zlomky dostaneme jen pro gi+2>1; pro gi+2=1
vsunuté zlomky neexistuji.

Pripomeneme si definici ,,sblizeného zlomku nultého
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fadu* o kterém jsme se zminili v kapitole 3: P,=1,

Oo
Qo =0. Definice vsunutych zlomkld mé totiz smysl i pro
k=0.
Ne viechny vsunuté zlomky jsou viak nejlepSimi pfibli-
Zenimi. Perron v [4] dokazuje vétu:

Vsunuty zlomek (2) je prdavé tehdy nejlepsim pfibliZe-
nim, jestliZe 2¢> q..: nebo jestliZe 2¢=q... a pritom

Plati (qklz, Gr+1y ooy q2)>(qk+2, qx+3, Qk+4,---)- Pro
2¢ < q«+2 neni vsunuty zlomek (2) nejlep$im pfbliZenim.

Perron ilustruje disledky tohoto tvrzeni na nejlep$ich
piibliZenich &isla n. Uvedme jeho piiklad; k vypoctu
pouzijeme hodnoty m, zaokrouhlené na deset desetinnych
mist. Mensi pocet desetinnych mist by nezarucil dostate¢-
nou pfesnost; &tendf se milZe sdm presvédCit, Ze pro
hodnotu t=3,1415926 nedostane s dostateénou pfesnosti
uz prvek gs.

Priklad 1. Urleme nejlepsi pfibliZeni &isla .

Reseni. 3,14159 26536 : 1 00000 00000=3
1 00000 00000 : 14159 26536="7
14159 26536 : 885 14248=15
885 14248 : 882 12816=1
301432
pokra&ovéni:
882 12816 : 301432=292
301432 : 194672=1
194672 : 106760=1"
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V déleni nebudeme pokracovat ; dostali jsme pravé ¢,=1;

uvidime viak, Ze uzZ sbliZeny zlomek £ maé piili§ velkého

Qs

Citatele i jmenovatele, a takové zlomky se k aproximaci
nehodi. Prvnich Sest sbliZzenych zlomki: ﬁ—%, %=%,
1
ﬁ_ﬂ &_355 Ps 103993 Ps 104348
Q, 106’ Q. 113 Os 33102’ Qs 33215°
Budeme ted hledat vsunuté zlomky: Hodnoty Po=1,

P.=3, Q=0, Q,=1 ddvaji vsunuté zlomky

3c+1

, kde 1=c=6;

hodnoty P, =3, P,=22, Qi=1, Q,=7 dévaji

22¢'+3 < =14
7o+ 1’ kde 1=c¢c'=14,;
hodnoty P,=22, P,=333, Q,=7, Q;=106 by ddvaly
333¢"+22 .
q06c7+7 2k =1
hodnoty P;=333, P.=355, Q;=106, Q.=113 d4vaji
355¢"" +333 < < '
113¢7 +106° kde 1=c"""=291.

Avsak podle citované véty zlomky 36—:—1 poskytuji nej-
lepdi ptiblizeni pro hodnoty c=4, 5, 6: odtud po snadném
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L . 13 16 19 22¢'+3
vypoCtu vsunuté zlomky 25 & Zlomky 7o+ 1
poskytuji nejlepsi pfibliZzeni pro ¢’ =8, 9, 10, 11, 12, 13,
179 201 223 245

57’ 64’ 71’ 78’
%, z%, % Zlomky —ﬁgi,” ::1;82 poskytuji nejlepsi
priblizeni pro ¢’’’ =147, 148, ..., coZ jsou zlomky s velky-
52518 52873
16717 16830’ °
292; pro c¢'''=146 tedy plati 2¢''' =gqs; tedy to, zda
dostaneme nejlepsi pfiblizeni také pro ¢’’’ =146, zavisi na
tom, zda plati nerovnost (gs, qs, g3, 42)>(qs, gs, q7, --.).
Vzpomenime si na pozndmku z pfedeSlé kapitoly. Vice
prvkd neZ sedm jsme nevypoditali, ale podle zminéné
poznamky to staéi. Skute¢né plati (292, 1, 15,7) >(292, 1,
1,...) podle véty 2 z pfede§lé kapitoly. Dostivime tedy
52163
16604°

14; odtud sedm vsunutych zlomki

mi Citateli a jmenovateli: ... Zde je gs=

nejlep$i ptibliZeni i pro ¢’’’ =146; je to zlomek

Uz jsme se zminili o tom, Ze zlomky s pfili§ velkymi Cisly
se k aproximacim nehodi.

Utelem téchto aproximaci je najit zZiomek pokud moZno
s malymi Cisly, pfiCemz je ovSem takova aproximace tim
lepsi, ¢im je chyba menSi. U ¢&isla mt byly nékteré dobré
aproximace znamy uZ pied vybudovianim teorie fetézovych

zlomkd. Tak napi. Archimédes védél, Ze m lezi mezi %
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223

a=7, Adrian z Metz, zvany Metius (okolo roku 1600) znal
ac 333 . 355
aproximace T~ 106 | 113°

Vypocitejme hodnoty téchto zlomkd a jejich chyby:

2—3—3 142857...; chyba= -0,001;
23:; =3,14084 5 ...; chyba= +0,0007;
333
106 =3,1415094...; chyba= +0,00008;
355
m—3 14159 29203 5 ...; chyba= —0,00000 02667 6.
Vidime, Ze ——— je velmi dobra aproximace.

1 13

O aproximacich iraciondlnich €isel raciondlnimi existuje
fada znacné hlubokych vét; v této elementdrni kniZce se
viak omezime jen na to, co jsme fekli aZ dosud. Nékteré
véty o aproximacich nalezne ¢tendf v Chin¢inové knizce
[3].

Nasledujici dva piiklady maji zcela odliSny charakter;
jejich vyznam je pfedevdim heuristicky. Jsou pfipravou na
kapitoly o fetézovych zlomcich iraciondlnich ¢isel. Nahra-
dime-li totiZ iraciondlni Cislo a jeho raciondlnim zaokrouh-
lenim a, , bude zfejmé pfesnost vypocti zaviset na Cisle n;
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uvidime v3ak, Ze pfitomn narazime na jistou charakteristic-
kou vlastnost prvkd fetézového zlomku, kterou oviem
prokdzeme aZ v kapitole 9, pojedndvajici o fetézovych
zlomcich iraciondlnich &isel.

Ptiklad 2. Politejme prvky fetézového zlomku disla
1,41421, coZ je pétimistné zaokrouhleni iracionalniho ¢isla
V2. Dostaneme =12 q:=q3=q.=qs=qs=q,=2. Bo-
huZel g, kazi tento dojem periodicity, protoze je gs = 3. Ale
kdybychom vzali zaokrouhleni &isla V2 na vice desetinnych
mist, dostali bychom patrné dal§i dvojky. Rozhodné je zde
podezieni, Ze fetézovy zlomek dCisla V2 je periodicky,
pfi¢emzZ jednoprvkova perioda je 2.

Priklad 3. Ve cviceni 3 kapitoly 3 jsme vySetiovali feté-
zovy zlomek (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). Toto &slo je jistym

V5+1
7
Zkusme vzit za zaokrouhleni &sla V5 hodnotu 2,236068,
uvedenou na zaditku této kapitoly. Pro raciondlni za-

raciondlnim zaokrouhlenim iraciondlniho d&isla

V5+1

2
¢me se, Ze fetézovy zlomek tohoto &isla je (1,1,...,1,..));
zkusme, kolik jedni¢ek takto dostaneme. Jak se ukaze
vypoétem (snadnym, ale zdlouhavym), ktery si Ctenaf pro-
vede ve cvieni, vyjde dokonce g1=¢q,=...=qs=1; aZ

okrouhleni d&sla

dostaneme 1,618034. Pfesvéd-
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teprve g1, ¥ 1. Zde uzZ je tedy podezfeni z periodicity velmi
silné.

Rozumi se oviem, Ze vypoétem prvki Zadného raciondl-
niho zaokrouhleni nemiZeme nikdy periodicitu prokazat.
Pojem periodicity je totiZ spjat s pojmem nekoneéného
rozvoje, v pfipadé fetézovych zlomkid s pojmem nekonec-
ného fetézového zlomku; ten vSak zavedeme aZ v
kapitole 9.

Smifme se tedy s tim, co jsme fekli pfedem o heuristické
cené takovychto pfikladd.

Doufame, Ze &tendf nyni nepojal podezieni, Ze fetézovy
zlomek kaZdého iraciondlniho &isla je periodicky. Viz
k tomu cviCeni 3.

Cviceni

1. Vypogitejte prvnich Sest sblifenych zlomki &isla V2. Vypoditejte
cPs + Ps

0.1 0. a urdete, které z nich jsou nejlepSimi

vsunuté zlomky aZ do
pfibliZzenimi.
2. Provedte podrobny vypolet pfikladu 3 az do s =1 a urcete g,o # 1.

3. Jisté raciondlni zaokrouhleni &isla e je ddno fetézovym zlomkem (2, 1,
2,1, 1,4, 1, 1, 6). Zjistéte, zda k vypoctu t&chto deviti prvki posta&i
pétimistné zaokrouhleni &isla e, uvedené na zatdtku kapitoly. JestliZe
ne, provedte vypolet s vicemistnym zaokrouhlenim. (Devitimistné
zaokrouhleni je 2,71828 1828.)
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7. SYMETRICKE
RETEZOVE ZLOMKY

Prvni pojem, ktery zde zavedeme, je inverzni fetézovy
zlomek. Néazev napovida, o jde: k fet€zovému zlomku (2,
3,5, 4, 2) je inverzni fetézovy zlomek zfejmé (2, 4, 5, 3, 2)
a obricené.

Priklad 1. Vypotitejme fetézové zlomky (2, 3, 5, 4, 2)
a(2,4,5,3,2).

Reseni. o | 2 3 p 7 ;
P, 2 7 37 | 155 | 347
0. 1 3 16 67 | 150
P37 L
Je tedy (2, 3, S, 4, 2)—05—154. Poviimnéme si, Ze
P.=155.
G 2 4 5 3 2
P, 2 9 47 150 347
o) 1 4 21 67 155
347 _P. . . ” .
Je (2,4,5,3,2)=155 P’, kde &sla P, Ps jsou ditatelé

sbliZzenych zlomki inverzniho fetézového zlomku (2, 3, 5,
4, 2).

Tento piiklad je ilustraci nasledujici véty:
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Véta 1. Necht je (q., q2, ..., g.)= g"

ditatel predposledniho sblizeného zlomku. Retézovy
zlomek

a necht P,_, je

(q" yGn-1y .00 ql)
nazyvime inverznim k fetézovému zlomku (¢, gz, - -+ G»)

a plati P,
(q"’ Gn-15 .. ql)—

n l

Diikaz. Sestavme posloupnost rovnosti pro ¢isla P,
poc€inajic P:

P1=ql-11
P,= q1q2+1 q:. P1+1
P3 q3 P2+Pl
Pn=qn-Pn—l+P"_2'
Odtud
P,_ 1_ 1_
P Ut R =@ ),
P 1
oal sl CRLIERE
P,
P, 1
P, 9tp =4 grs s @)
Pn—2

Tim je véta dokdzana.
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Jsou-li si oba inverzni fetézové zlomky rovny, je ¢: = g,
G2=qn-1, .... Mohou nastat dva ptipady. Retézovy zlomek

(@, Gms Gy ooy @) (1)
ma sudy pocet prvkl 2m; fetézovy zlomek

(ql,..., qm, qmn,qM,-wa) (2)

ma lichy pocet prvkia 2m+ 1.

Retézovy zlomek tvaru (1) nebo (2) se nazyvd
symetricky.

Odvodime nyni jednu vétu o symetrickych fetézovych
zlomcich ; omezime se pfitom na fetézové zlomky se sudym
poétem prvkd. (Pro pfipad (2) plati obdobnd véta, tu v§ak
nebudeme v dal§im potfebovat.)

Véta 2. BudiZ 5 zlomek v zdkladnim tvaru, p>q>1

(p, g eN). Potom P jpe vyjddrit fetézovym zlomkem, ktery
je symetricky a mZ sudy pocet prvki n=2m pravé tehdy,
kdyZ plq*+1.

Didkaz ma dvé éés;ti, protoZe dokazujeme (logickou)
ekvivalenci. BudiZ tedy nejprve 5 zlomek v zidkladnim

tvaru a necht jeho fetézovy zlomek je symetricky o sudém
poétu prvki n=2m:

s=(qlv sy qm, qm, cany ql)-
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ProtoZe je tento fetézovy zlomek roven svému inverznimu
fetézovému zlomku, plati Q,=PF,_,; je oviéem p=P,,
q = Q.. Ze vztahu (2) v kapitole 4 plyne pro sudé n

PnOn—l _Pn—lOn= 1 .
Dosadime-li za P,, Q,, P._,, dostivime

pOn—l=q2+1,

tedy p|q°+1.
Druh4 ¢&ast ditkazu je obtiZzné;si. Necht tedy nyni p|q* +
+ 1, tj. existuje teZ tak, Ze je

@ +1=pt.
ey vta P _P,
Budiz fetézovy zlomek cisla p roven (q, 42, ..., q,,)—a-.

Nyni musime pfipomenout to, co jsme fekli na samém
konci kapitoly 1; snad to ¢tenaf dosud nezapomnél. Rov-
nosti

(15 gn, D=(q1, ..., g. +1)

1ze vyuzit k tomu, abychom podie potieby zvolili v fetézo-
vém zlomku kteréhokoli kladného raciondlniho ¢isla za
pocet prvku bud &islo sudé, nebo liché. Volme v naSem

fetézovém zlomku &sla £ za pocet prvki n sudé &islo, takze
je (—1)"=1, a plati stgjné jako v prvni &dsti dikazu
P.Q.-,—P,_.,Q.=1.
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Je p=P., q=Q, a podle pfedpokladu véty P.>Q,, tj.
existuje teZ tak, Ze

Pt=Q%i+1
¢ili

Q:+1=Py.
Jestlize k této rovnosti pfipojime

Q.P..,+1=P,Q,,

a obé rovnosti odecteme, dostaneme

QAQ.—P._))=P.(t- Q..y),

coZ znamena, Ze

Plen(On _Pn—l)-
ProtoZe vSak cisla P., Q, jsou nesoudélna, je
Pn l On - Pn—l .

Je viak P, > Q, — P.-,; jediné celé €islo, které je délitelné
vét§im dislem, je nula. Musi proto byt

Qn - Pn-l =O)
tj.
On=Pn—l-
. p_P.
Plati tedy pro zlomek &==—= rovnost
qg Q.
P._P
On Pn—l’

to znadi, ze fetézovy zlomek ¢isla 5 je symetricky, a to se
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sudym poétem prvki n=2m, tj. je to fetézovy zlomek
(91, .--s Gms Gm, ..., q1). Tim je diikaz véty ukonéen.

Této véty Ize pouzit k feSeni nasledujici dlohy: Je ddno
¢islo p>1 a chceme najit ¢islo g>1 téchto vlastnosti:
p>q, Cisla p, g jsou nesoudélna (to jsou podminky véty)

a fetézovy zlomek racionalniho cisla g je symetricky a méa
sudy pocet prvki. Nase véta o existenci takového &isla ¢ nic
nefikd; fka jen, Ze nutnd a postacujici podminka je
plq* + 1. UkazZeme si to na nékolika pfikladech.

Priklad 2. p =12; g vyhovujici podminkdm tlohy miiZze
byt jen nekteré z Cisel 5, 7, 11; neplati viak ani jeden ze
vztaht 12|52+ 1, 12|7*+1, 12|11>+ 1. Tedy pro p =12 je
naSe dloha nefeSitelna.

Priklad 3. p=17; g miZe byt nékteré z dcisel 2,
3, ..., 16. Vyhovuje g =4, nebot 17|4*+ 1. Pfislusny feté-

zovy zlomek éisla % je oviem jednoduchy: }%=(4, 4).

Priklad 4. p=34; q miiZe byt jen né€které liché ¢is-
lo kromé 17, pro které 3=¢g=33. Vyhovuje ¢=

=13;34|13%+ 1. Retézovy zlomek je%=(2, 1,1,1,1,2).

Priklad 5. p=5 davd g=2, ¢=3. Je %=(2, 2), avSak
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s Cislem g =3 uloha na prvni pohled nevychazi: §=( 1,1,
2). Uvédomme si viak, Ze jsme v dikazu véty pouzili
vzorce

(g1, ..s g0, )=(q1, ..., g. +1).

ys -

PouZijeme tedy tohoto vzorce také v nasi dloze. Podle néj
plati
(1,1,2)=(1,1,1, 1),

coz je fetézovy zlomek pozadovanych vlastnosti. Pro p=5
ma tedy dloha dvé feSeni.

Cviceni

1. Reste popsanou dlohu pro p=10.

2. Ctendf, ktery vyfedil cvigeni 2(a), (b) v 1. kapitole, vi, Ze fetézové
% a 1—:::;- jsou symetrické a maji sudy polet prvkl. Pro
takto zadand &isla p, g tedy plati véta 2; presvédéte se o tom.

zlomky &isel

8. ZAPORNA
RACIONALNI{ CiSLA

Hleddme pravidelny fetézovy zlomek zaporného racio-
nélniho &isla, tj. chceme, aby bylo ¢, ¢s, ..., ¢, € N. Toho

Ize dosahnout jediné tak, Ze ¢q, bude ziporné ceié &islo.
Pouzijeme celé hodnoty zidporného raciondlniho &isla. Je

1
a—[a]+a—l,
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6. .
a=q1+;l,

a pro a<0 je ¢:<0, a:>0, tj. q2,..., g. €N.

Priklad 1. Najdéme fetézovy zlomek Cisla -4

30°
. ;. _43_ 17
Reseni. Pfedevsim je 30- ~2%30° ; dale j je 30 =(0,1,
1, 3, 4); celkem tedy
———( 2,1,1,3,4).
Vypocitadme sblizené zlomky.
4% -2 1 t 3 4
P -2 -1 -3 -10 -43
Q 1 1 2 7 30
P o . 3 10
Posloupnost sblizenych zlomki je —2, —1, 3 T
_43
30°

Poviimnéte si dvou véci:
1. VSechna &sla P, jsou zdpornd, viechna isla Qx jsou
kladna.

2. Véta 2 z kapitoly 4 (sblizené zlomky lichého fadu jsou

vesmés mensi nez g a tvofi rostouci posloupnost, sblizené
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zlomky sudého fadu jsou vétsi a tvofi klesajici posloupnost)
zustavd v platnosti i pro zdporné 5 Také ostatni véty

o sbliZzenych zlomcich plati i pro zidporné raciondlni ¢islo.
Nasli jsme vyjddfeni zdporného racionalniho éisla ve
tvaru pravidelného fetézového zlomku. Prvky tohoto feté-
zového zlomku jsou opét neidplnymi podily v rovnostech
Euklidova algoritmu ; v prvni z nich oviem musime pfipus-
tit zdporny neuplny podil. To neni nikterak v rozporu
s algoritmem déleni v Z; protoZe jsme se vSak dosud
omezovali na pfirozené p, q, vypiSeme si rovnosti Euklido-
va algoritmu pro p = —43, g =30 (¢imz dostaneme prvky
fetézového zlomku z pfikladu 1). Bylo by mozZné volit také
p=43, g= —130; dostali bychom tytéZ rovnosti. Pro p=

~43,9=300e 45 _30.(=2)+17,
30=17.1+13,
17=13.1+4,
13=4.3+1,
4=1.4.

L . 43
Dostdvidme opét — 30 (-2,1,1,3,4).
Cviceni
Majdéte fetézovy zlomek éisla — % a vypoditejte jeho sblizené zlomky.
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IL CAST
IRACIONALN{ CiSLA

9. NEKONECNE
RETEZOVE ZLOMKY

V této kapitole zavedeme nekonecné fetézové zlomky,
které zapisujeme (qi, g2, ...). Striktni postup, vyloZeny
v Perronové knize [4], je tento: RozSifime definici pravi-
delného fetézového zlomku (qi, g3, ..., ¢.) na nekoneény
pocet prvki qi, g2, ... a prokiZeme, Ze nekonecny fetézo-
vy zlomek (g1, 42, ...) konverguje, a to k néjakému iracio-
ndlnimu &slu, které nazyvame hodnotou nekonecného
fetézového zlomku.

Ponechidme si viak tyto ivahy aZ do nasledujici kapitoly.
V této kapitole budeme postupovat obracené : vyjdeme od
iraciondlniho éisla a a dokaZeme, Ze je lze vyjadfit fetézo-
vym zlomkem, ktery v§ak musi mit nekonecny pocet prvkii.
Odtud také vyplyne zpiisob, jak takovy fetézovy zlomek
vypocitat, coz pfedvedeme na numerickych pfikladech.
Tak asi postupuje student, ktery se na vysoké $kole sezna-
muje s nekoneénymi fadami: z dfivéjska, totiz ze stfedni
Skoly, uZ pfedem i, Ze nekone¢né fady maji nékdy soucet,
a zna piiklady nekoneénych geometrickych fad s kvocien-
tem g, pro néjz je |q|<1.

(K analogii s nekonetnymi fadami se je§té vritime
v ptisti kapitole.)
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Budiz tedy a>0, ael. Zopakujeme postup vyloZeny
v 1. kapitole :

1
a=[a] +E;,
zde je
q1=[a), a;>1, a; €l
(kdyby totiz bylo a,eQ, bylo by i aeQ),

__1
a—-q’

a
q2=[al]1
1
a=q+—, &;>1, a;€l,
az

1
a—q.’

a =

q3=[az],

1
a=¢g+—, a:>1, as€l,
as

Viechna &isla a, a;, az, as, ... jsou iraciondlni, a proto
postup nemiiZe skonéit, jako v 1. kapitole, nalezenim néja-
kého celého a,._,. Dostivime tedy skutetné nekonecny
fetézovy zlomek (qi, q2,...), ve kterém je qi€No,
gz, 3, -..€ N. Pro @ <0, a el bude ziejmé q, zaporné celé
éislo, ostatri ¢, eN, i=2,3,....
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Nyni si ukdZeme na pfikladech, jak skuteéné probiha

vypocet Cisel ai, az, ... a qi, q2, ... Vypolet se bude po-
dobat vypoctu piikladu 2 v 1. kapitole. Hledani celé &isti je
oviem komplikovano tim, Ze jde o iracionalni &sla.

Prikiad 1. Najdéme fetézovy zlomek &isla V2.

Reseni.
1
\/§=1+_, q1=1,
a
1 V2+1
a=—— = \Gr1, g=2,
"TVZ-1 2-1 h
Va+1=24- L _Va+1 2
= -, as= = , =2,
az ’ \/i—l ?
Jea,=az,atedyov§ema.=az=ag=...=\/§+1,aqz=

q3=q4=...=2.
Dostavime V2=(1,2,2,2,...).

Dostali jsme nekoneény fetézovy zlomek, a to periodic-
ky, jak jsme predpovédéli ve 2. piikladu 6. kapitoly.
Perioda je jednoprvkovd (nefikdme jednomistnd nebo
jednociferna, nebot vime, Ze prvky fetézového zlomku
mohou byt nékolikaciferna Cisla) a za¢ind prvkem g,.
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PFiklad 2. Zkusme totéZ pro néjaké ,sloZitéjsi* a, tteba
_24-VI15
17 -
Reseni. Pfi vypoitech se ndm budou hodit nerovnosti
3<V15<a4.

24-V15 1
17 —1+;l’ ql_17
7+V15
1= ) ’ =35,
7+\/’1§=5+l’

2 as
_V15+3 )
2= y 3 y

3
\/E+3_2+L,
3 as
V15+3
3= 2 , q4_—3,
\/E+3_3+l,

2 as
V1543
4 = 3 ’ qsl_ ’
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3 as
_V15+3
5= 2 3 q6_3,
Jeay=a,, as=as,tedy o= =as=...= 1§+3aq3=
=qs=q,=...=2; dile je a;=a5=...=¥, tedy
q+=qs= qs=...=3. Dostavame opét nekoneény periodic-

ky fetézovy zlomek, tentokrite viak s dvouprvkovou peri-
odou (2, 3), zacinajici prvkem g5, a s dvruprvkovou
predperiodou (1, 5):

24-V15
17

=(1,5,2,3,2,3,...).
Dalsi pfiklady si ¢tendf vypocitd sam:
(a) V3=(1,1,2,1,2,1,2,...);

(b) V5=(2,4,4,4,4,..);

(c) V6=(2,2,4,2,4,2,4,..);

(d) 2-V2=(0,1,1,2,2,2,..).

71



Pro periodické fetézové zlomky

(g1, G2y s Gy Gusrs ooy Gy Grsry . 2) (1)

budeme pouzivat podobného zipisu, jakym se oznacuji
periodické desetinné rozvoje raciondlnich ¢isel. Misto (1)
budeme psat

(ql’ qzy o Qus Quais s q")' (2)

Periodické nekoneéné fetézové zlomky z této kapitoly tedy
piSeme

V2=(1,2),
24-V15 _
—5—=(1,52,3),

V3=(1,1,2),

V5=(2,4),

V6=(2,2,4),

2-V2=(0,1,1,2).

Nyni by se snad mohlo &tenafi zdat, Ze bud vSecky
nekoneéné feté€zové zlomky jsou periodické, nebo Ze jiné
nas zdsadné nezajimaji. Pravda je ta, Ze periodické fetézo-
vé zlomky hraji v teorii fetézovych zlomki zvlastni lohu,
jak ukdZeme za chvili a podrobné dokdZeme v 13. kapitole ;
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ale tvofi jen nepatrnou mensinu mezi viemi nekonecnymi
fetézovymi zlomky. Tak napi. plati

n=(3,7,151,292, 1,1, ....)

(pro n zaokrouhlené na deset desetinnych mist jsme to
spocitali v 1. pfikladu 6. kapitoly).

Pro &islo V2 uvadi Davenport v [1] nekoneény fetézovy
zlomek (1,3,1,5,1,1,4,..).

Z4dny z téchto dvou fetézovych zlomki neni periodicky ;
pfitom nejsou zndmy Zadné zakonitosti pro jejich prvky (tj.
neni zndm Zadny vytvarny zdkon pro tyto fetézové
zlomky).

Jind je situace u é&isel e, €?, pro néZ takové vytvarné
zdkony jsou znidmy. Plati

e=(2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,...)

(po prvnich dvou prvcich 2, 1 nasleduji po sobé jdouci suda
Cisla 2, 4, 6, 8, ..., oddélend od sebe vidy dvéma
jednic¢kami),

e’=(7,2,1,1,3,18,5,1,1,6,30,8,1,1,...);
vytvarny zdkon pro prvky fetézového zlomku uZ neni tak
jasny. Perron v [4] dokazuje oba vytvarné zdkony a zapisu-
je je uZitim snadno pochopitelné symboliky takto:

e=(2,1,2m, )7,

e’=(7,2+3m,1,1,34+3m, 18+ 12m);-o.
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Pokuste se podle téchto vzorci znovu rozepsat oba fetézo-
vé zlomky!

Ceho jsme zatim dosdhli? Dokazali jsme sice, Ze iracio-
nélni &islo ma nekonecny fetézovy zlomek, pficemz jsme
odvodili jakysi algoritmus pro vypocet jeho prvki, ale
tohoto algoritmu dovedeme ke skutecnému numerickému
vypoctu pouZit jen pro iraciondlni ¢isla s druhou odmocni-
nou, takova jako v nasich pfikladech 1 a 2. Divod je v tom,

Ze pfi vypoétech provadime tzv. usmérnovéni zlomku. Uz

s ws

pro velmi jednoduché iracionalni ¢islo V2 tento algoritmus
selhdvd: dovedeme sice uréit g,=1, pomoci vzorce
(a — b)(a*+ ab + b*) vypolitime jeité g.=3, ale pak do-
1
stivime a,=-———— a se znalostmi stfedoSkolské
Y Na+32-2

matematiky uZ nevystatime. Nekonecny fetézovy zlomek

gisla V2, ktery jsme prve uvedli, byl ziskdn metodou
uvedenou v 6. kapitole (viz cvieni 5), stejné jako nekonec-
ny fetézovy zlomek ¢isla m. Vypocet fetézovych zlomkl
&isel e, €? je pak mnohem sloZitéjsi neZ na$ algoritmus.

Vime tedy alesponl to, Ze kaZdé iraciondlni ¢islo ma
nekoneény fetézovy zlomek. Zbyva jesté dokazat obracené
tvrzeni, Ze hodnotou kazdého (pravidelného) nekoneéného
fetézového zlomku je néjaké iraciondlni &islo. To dokaze-
me postupem naznacenym v prvnim odstavci této kapitoly,
ale aZ v pfisti kapitole, ktera se zabyvd konvergenci neko-
neénych fetézovych zlomkd.

Necht nyni
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(91, 2, .-) 3)

je nekonecny fetézovy zlomek. Sblizené zlomky jsou defi-

novany stejné jako v 1.cCasti. MiZeme tedy pocitat

P P sy » _ Sl

00 stejné jako dfive, nyni oviem neexistuje Zadny
1

»posledni‘ sblizeny zlomek. To se projevuje ve vzorci pro

horni mez absolutni hodnoty chyby ( a —%), pro kterou
k

jsme ve 4. kapitole odvodili vzorec (7) (piSeme nyni a
misto B):
q

1

P, _
. <00 )

oy

pro konecné fetézové zlomky o n prvcich plati tento vzorec
jen pro k<n, ale pro nekoneéné fetézové zlomky ovsem
toto omezeni odpadé a vzorec plati pro vSechna ke N. Pfi
vySetfovdni konvergence ho vydatné vyuZijeme.

Nekoneény fetézovy zlomek (3) mizZzeme vZdy nahradit
konetnym fetézovym zlomkem

(ql, qz2, ..., 4n, aﬂ), (5)

kde ovéem a, je iraciondlni &islo. Vypada to, jako by byla
porusena podminka pravidelnosti, ale zrovna tak byla tato
podminka ,,porufena“ na pravé strané rovnosti (4) ve
3. kapitole, kde jsme jako posledni prvek fetézového zlom-
ku psali jeho zbytek, coZ bylo raciondlni (a nikoli pfiroze-
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né) &islo. Také nyni neni @, nic jiného nez zbytek fetézové-
ho zlomku (3):

an=(qn+l; qn+2, --.).

Znamend tedy (5) totéz co (3) a o Zadné poruseni nejde.
Je tedy
a=(qu g2y -5 4n, an)1

tedy podle vzorci (1) 3. kapitoly

- anPn +Pn—l
a= anOn + On—l ’ (6)

Zname-li P,._,, P,, Q.-, Q., a., miZzeme odtud pocitat a.

Priklad 3. Vypocitejme podle (6) hodnotu fetézového
Zomku a=(1,2,V2+1). Zde je qi=1, ¢:=2, a,=
=V2+1. Vime oviem, Ze podle pfikladu 1 musi vyjit
a=V2. Z hodnot qi, ¢, uréime P,=1, P,=3, Q,=1,
Q=2 a dosadime do (6):

a=3(\/§+1)+1=3\/i+4=
20V2+1)+1 2V2+3

_(3V2+4)(2v2-3)

T v

Na zavér si je§té fekneme néco o vyrazech s druhou
odmocninou, jejichZz nekonecné fetézové zlomky dovede-
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me potitat podle algoritmu uvedeného na zaéatku kapitoly.
Obecny tvar toho, cemu jsme zatim fikali ,,vyraz s druhou
odmocninou*, je

P+VN
O Y

(M

kde P, Q jsou celd &isla a N )e pfirozené Cislo, které neni
druhou mocninou celého &isla: N# a?, kde aeZ. Jinak

fe€eno N je takové pfirozené ¢&islo, Ze VNel. Velké N
bude od nynéjika znaéit jen takovito pfirozend &isla, na
rozdil od malého n, které bude nadale oznacovat jakékoli
pfirozené &islo. (Zavedeni pismene N je uZiteiné také
protot Ze se nam v né€kolika pfipadech pfihodi, Ze budeme
mit oba ,,druhy** pfirozenych &isel v tésné souvislosti, napf.
budeme mluvit o n-tém prvku fetézového zlomku ¢isla

\/ﬁ.) Pokud jde o to, Ze celd ¢isla P, Q zapisujeme velkymi
pismeny, k tomu nds vede jednak to, Ze mame-li jedno
velké pismeno N, vypadd snad lépe, jsou-li i ostatni
pismena velkd, jednak také skute¢nost, Ze malym pisme-
nem p budeme vZdycky oznacovat prvocislo. Uvédomme si
viak, Ze P, Q v (7) nemaji nic spoleéného s Pi, Q, kterymi
oznaCujeme citatele a jmenovatele sbliZenych ziomki.
Kazdy takovy vyraz (7) je kofenem néjaké kvadratické
rovnice ; budeme pro néj pouZivat ndzvu kvadratickd ira-
cionalita (nékdy se fik4 iraciondla, napf. v dodatcich, které
k Chinéinové kniZce [3] napsal jeji pfekladatel K. Rychlik).
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N. . y - —p
iraciondlnim kofenem néjaké kvadratické

Jedia=EF

Q

Q

nem, a rovnice ma tvar

Lo N. . PP y
rovnice, je a’' = jejim druhym iraciondlnim kofe-

(x—a)(x—a')=0.

Pro vyrazy a=VN, kterych jsme n&kolik vypoditali, je

a=-VN a piisluSnd kvadratickd rovnice je obzvlast
jednoduchi: x>~ N=0. Pro a =¥, jehozZ retézovy

zlomek jsme pocitali v piikladu 2, zni kvadraticka rovnice :
17x* —48x + 33 =0 (pfesvédite se o tom).

Druhymi odmocninami ¢&isel N (kde N ma uvedeny
vyznam, tj. N¥a°, kde aeZ, N je phirozené &islo) se
budeme soustavné zabyvat az ve 12. kapitole. ProtoZe je
vSak budeme potiebovat k nékterym vypoCtim uZ dfive
a protoZe jejich fetézové zlomky dovedeme pocitat uz nyni,
uvddime tabulku fetdzovych zlomkd viech VN, N=50.
Tabulka je pfevzata z Davenportovy knizky [1]*) a po-
tiebuje né€kolik vysvétlivek. Pfedevdim pro zjednodu-
Seni sazby jsou vynechdny vodorovné pruhy, vyznacujici
periodu. Jak bude dokazano ve 12. kapitole, pro kazdé N

*) Podobni tabulka je pro N=99 také v Perronovi [4]
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N Retézovy zlomek &isla VN x y Xt~ Ny?
2 1,2) 1 1 -1
3 (1,1,2) 2 1 +1
5 2, 4) 2 1 -1
6 (2,2,4) 5 2 +1
7 (2. 1,1,1,4) 8 3 +1
8 2 1,4) 3 1 +1
10 3,6) 3 1 .
11 3,3,6) 10 3 +1
12 (3.2, 6) 7 2 +1
13 (3,1,1,1,1,6) 18 5 -1
14 (3,1,2,1,6) 15 4 +1
15 (3.1,6) a 1 +1
17 (4, 8) 4 1 -1
18 (4,4, 8) 17 4 +1
19 (4.2,1,3,1.2,8) 170 39 +1
20 (4.2, 8) 9 2 +1
21 4,1,1,2,1,1,8) 55 12 +1
22 (4,1,2,4,2,1,8) 197 42 +1
23 (4.1,3,1,8) 24 5 +1
24 (4.1,8) 5 1 +1
26 (5, 10) 5 1 -1
27 (5, 5. 10) 26 5 +1
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N Retézovy zlomek &isla VN x y x* = Ny?
28 (5.3,2.3,10) 127 24 +1
29 (5.2.1,1,2,10) 70 13 -1
30 (5.2.10) 11 2 +1
31 (5,1,1,3,5,3,1,1,10) 1520 273 +1
32 (5.1, 1,1, 10) 17 3 +1
33 (5.1,2, 1. 10) 23 4 +1
34 (5.1,4,1,10) 35 6 +1
35 (5.1,10) 1 +1
37 (6, 12) 6 1 -1
38 (6.6,12) 37 6 +1
39 (6.4, 12) 25 4 +1
40 (6.3,12) 19 3 +1
41 (6.2.2.12) EY) 5 -1
42 (6.2.12) 13 2 +1
43| (6,1,1,3,1,5,1.3.1,1,12) | 3482 | 531 +1
44 6.1,1.1.2.1,1,1,12) 199 30 +1
45 (6,1.2,2,2,1,12) 161 24 +1
46((6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,12)] 24335 3588 +1
47 (6,1,5.1,12) 48 7 +1
48 (6.1.12) 7 1 +1
50 (7, 14) 7 1 -1
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je totiZ \/I—V=(q., gz, ---, q-): jestlize je tedy pro N=3

uvedeno (1, 1, 2), znamend to \/§=(l,ﬁ); nebo pro
N=13znamen4 (3, 1, 1, 1, 1, 6), jak je uvedeno v tabulce,

ze V13=(3,1, 1, 1, 1, 6). Za druhé v tabulce nejsou uve-
deny jen hodnoty N a VN, nybrz v dalich sloupcich také
jakdsi x, y a x>~ Ny>. Téchto sloupcil si prozatim nevsi-
mejte ; pouZijeme jich teprve ve tieti ¢asti v kapitole 18 pfi
feSeni tzv. Pellovy rovnice.

Cviceni

1. Vypoditejte Sesty sblizeny zlomek fetézovych zlomki ¢isel (a) V2; (b)
V3; (c) V5 a urete horni mez absolutni hodnoty chyby podle vzorce
@. |

2. Vypotiteijte fetézové zlomky &sel (a) V41; (b) V59; (c) V61.

3. Vypolitejte fetézovy zlomek kladného kofene kvadratické rovnice (a)
x*=2x-7=0; (b) 3x’-7x-3=0.

4. Kvadratick4 rovnice x* —4x +2 =0 mi4 oba kofeny kladné. Vypoditej-
te jejich fetézové zlomky.

§. Vypoitejte prvnich sedm prvki fetézového zlomku &isla V2 ze

zaokrouhlené hodnoty V2 =1,25992.
6. Sledujte vypolet prvnich nékolika prvkii fetézového zlomku &isla
log 5:
O<log5<1, ¢,=0,
1
log5=;l, 59=10, q¢.=1,
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514]/111:5.5!/112:10, 29=5, g¢,=2,

2eve=s, (§)=2

Sy _125_,  (5)_625
() ="a<2 ()%
tedy

I<a:<4, q.=3,

1
a3=3+—,
aa

("=

(5)”"‘ 128

i ~ns

1,024%=1,25.
Plati
1,024°<1,25<1,024"°;

tyto nerovnosti viak zjistime nejspiSe logaritmicky, takZe pro vypoet
pétého prvku fetézového zlomku é&isla log 5 nemaji velkou hodnotu.
VySlo by ndm takto gs=9 a méli bychom tento nekonelny fetézovy

zlomek
log5=(0,1,2,3,9,...).

7. Podle pfedchoziho cviteni vypotitejte prvnich n€kolik prvki fetézo-

vych zlomki é&isel (a) log 2; (b) log 3; (c) log 25.

10. KONVERGENCE

V piedesi€ kapitole jsme sice zavedli nekoneény fetézo-
vy zlomek (q., ¢, ...) jako vyjadieni iraciondlniho &isla,

ale pfesto tento zipis ma dvé vady.
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1. Zatimco zdpis konecného fetézového zilomku ma
souvislost s Euklidovym algoritmem a tim i s racionalnim

Cislem 5, které je hodnotou tohoto fetézového zlomku,

u nekoneénych fetézovych zlomki nam takova souvislost
chybi. Zapis (qi, gz, ...) je formalni. Potfebujeme zavést
jeho konvergenci pomoci zndmého zipisu (¢, q2, - .., ).

2. Cely nas postup se stle ubird jednim smérem. AZ
budeme mit definovanu konvergenci nekoneéného fetézo-
vého zlomku (q, g2, ...), budeme oprivnéni tvrdit, Ze
néjaké iraciondlni ¢islo a je hodnotou fetézového zlomku
(q1, g2, ...), ale stéle je§té& ndm bude schizet diikaz, Ze také
obricené kazdy nekonelny fetézovy zlomek (qi, g2, ...)
md za svou hodnotu néjaké iraciondlni islo a.

Tyto dvé véci tedy probereme v této kapitole ; ikol je to
dosti snadny.

Nejprve ke konvergenci nekoneéného fetézového zlom-
ku. Pfipomeiime si, jak se definuje konvergence nekoneéné
fady ai+ a2+ a+ ...

Sestavime posloupnost éasteénych soudtd
S1=a,
s2=a,+ az,
s3=a1+az+ag,
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a definujeme : JestliZe existuje lim s, = s této posloupnosti,

pak ¢islo s prohldsime za soucet nekoneéné fady a, +a. +
+a+...

Podtrhli jsme prve slovo posloupnost. To proto, Ze pfi
definici konvergence nekonecného retézového zlomku po-
uZivame také posloupnosti, tentokrate posioupnosti sblize-
nych zlomki. Sblizené zlomky jsou definovany stejné jako
v piipadé koneénych fetézovych zlomki a pocitaji se tymz
P B P
Q' Q0O
nych zlomkt nekoneéného fetézového zlomku (g1, ¢, ...).
Definujeme :

zpusobem. Budiz tedy .. posloupnost sblize-

.y Y . _— .
Jestlize plati lim — = a, fikdme, Ze ¢islo a je hodnotou

O’I
fetézového zlomku (g, q2, ...). Pro dikaz konvergence
fetézového zlomku (g:, ¢z, ...) stai dokazat, Ze vyraz
Q.

pouZivime vzorce

'a— konverguje k nule pro n—«. Privé k tomu

P, 1
Q.| Q0.
ktery jsme pfipomnéli v piede§lé kapitole.

Plati totiz, Ze posloupnost Q,, Q., Q, ... je rostouci (az
snad na prvni dva ¢&leny; pro g.=1 je totiz Q,=Q,=1);
pro k=3 to plyne ze vzorce

Q= qQx—1 + Q2.

<

’a_
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Tedy Q. a také Q... konverguje k+® pro n— + ®, ke
kazdému £>0 existuje tedy n takové, Ze

1
Q.Q. 1

<Eg, 1)

tedy |

1 )
< >0.
Q o € pro kazdé £>0

Vsnmneme si, Ze provedené uvahy plati pro kazdy pravi-
delny nekoneény fetézovy zlomek, nebot posloupnost Q,,
Q:, Qs, ... je ve viech piipadech rostouci (aZ snad na prvni
dva cleny). Dospivime tak k tomuto vysledku: Kazdy
pravidelny nekonelny fetézovy zlomek konverguje. Zde
konéi analogie s nekone¢nymi fadami, nebot ne viechny
fady jsou konvergentni.

Piiklad 1. Dokaime, Ze (2,4)=V5. Posloupnost
Q., Q., O, ... je v naSem pfipadé (vypoditejme to) Q, =
—1 Qz 4 03—17 04—72 05—305 Os=1292 07—
=5437, Q:=23184, Q,=98209, Q,0=416020 ... (Jak
vidime, &sla Qi rostou pro k=3 velmi rychle.)

Zvolme £=107?; pak postadi vzit n =3, nebot ——; 17 72 je
3
<1073,
mensi nez —— 1000, o 10
Budiz tedy €£=10"%, pak musime vzit n=6;
1

1 P
<} ] -—=|<10".
12925437 ~10° 1© tedy ’\/3 osl 10
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Do tretice zvolme &= 107'°; pak musime vzit n=9, a je

1 1 PIO

58209 416020 <107 * | V>~ 0,

Vidime nazorné, Ze ke kazdému &> 0 lze najit n takové,
Ze je

<107'.

1
OnOn-H

V pfikladu jsme se zminili o tom, Ze ¢isla Q. rostou velmi
rychle. O tom hovofi nasledujici véta.

Véta 1. Pro k=3 plati
Qk ;2“—1)/2. (2)

Cisla 27" tvofi pro k, k+1, k+2,... geometrickou
posloupnost :

<E.

k—1)/2 ki2 -1/2
U2z ghz -z

2k12=2k/2 20

. ’
k+1)2 _ ~Ak/2 1/2
U2 = k2 U2

jejiz prvni &len je 2~V a kvocient 2">= V2. Rostou tedy
&isla Qs, Q., ... alespori stejné rychle jako cleny geomet-
rické posloupnosti s kvocientem V2.
Diikaz. Pro k=3 je
e = qiQu1+ Qi 2= Quoi + Qu2=2Qi2;
86



odtud postupné dostavime
Qx zzk . Ozgzk_z, Ozk+1§2k .Q =2k>-

Tim je (2) dokdzdno pro sudy index 2k i pro lichy index
2k + 1. Tedy (2) plati pro vSechna k=3.

Iracionality = nekoneéného  fetézového  zlomku
(g1, g2, ...) se tyka tato véta:

Véta 2. Hodnota nekonecného pravidelného fetézové-
ho zlomku je iracionalni dslo.

Dijkaz. Oznacme
a=(ql’ q2, "')=(q11 qz2, ... qn, an);
je
a= a.P.+P,_,
anOn + Qn—l )
Odtud dostaneme po snadném vypoctu

=OnPn—l_On—an= (—l)n_l
anon+ On—l an0n+ On—l )

aOn_Pn

Z toho plyne, Ze vyraz |aQ, — P,| s rostoucim n stile klesa,
ale nikdy neni roven nule, coZ je mozné jen pro iracionalni

a. Skuteéné pro raciondlni a=§ je

Qn_ Pn
4

’

’E Qn_Pn
q
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. oy 4o o 1 . .
coZ nemize byt mensi nez m , a tedy nemuze s rostoucim n

stéle klesat. Je tedy hodnota a nekonecného pravidelného
fetézového zlomku iraciondlni &islo.

Pozndmka. Chybi nam je$té protéjsek véty 1 z kapitoly
2 o jednoznacnosti fetézového zlomku (qi, ¢, ...). Tato
véc vyplyvd ze srovnidni dvou nekonecnych fetézovych
zlomki podle velikosti; zminime se proto o ni aZ v kapito-
le 14, ktera je zobecnénim kapitoly 5 z prvni &asti.

Cvideni

Dokaite, 2e nekonedny fetézovy zlomek (qi, g2, ...) konverguje pravé
tehdy, kdyZ nekonetnd fada q.+ s + g« +... diverguje k +o.

Mohlo by se zdit, Ze je toto cvileni zbyteéné, kdyZ pfece viechny
pravidelné fetézové zZlomky konverguji. Ve cvifeni 7 v nasledujici kapitole
viak budeme mit co délat s nekoneénym fetézovym zlomkem, ktery bude
obsahovat nuly i na mistech jinych prvki neZ prvniho. Takové fetézové
zlomky jsme v definici pravidelného fetézového zlomku nepfipoustéli.
UkdZe se viak, Ze tento fetézovy zlomek konverguje podle pravé uvede-
ného kritéria.

11. RYZE PERIODICKE
RETEZOVE ZLOMKY
Tak nazyvime fetézové zlomky tvaru

(quqz,-n,qk,ql,qz,---, qk,ql,...). (1)
Jejich perioda je k-prvkova a misto (1) piSeme pro k> 1
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(ql’ 92 ... qk)' (2)
Pro k=1 je pfisluSny zapis tento:

(qv).

Piedeviim je tfeba fici, Ze ryze periodické fetézové
zlomky existuji, tj. existuji iraciondlni ¢isla majici rozvoj
v periodické fetézové zlomky. Priklad 3 v kapitole 6,
vnémzZ ndm vydlo ¢, = q.= ... = q1s = 1, vedl k podezfeni, Ze
patrné plati

V541
- =);

v kapitole 6 jsme to oviem nemohli dokazat, dokdZeme to
ted.

Vs+1 —
Pfiklad 1. Dokazme ——=(1)

Reseni. Protoze je

2<V5<3,
je
[\/§+1]
2 =¢11=1,
V5+1 1 2 V5+1
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V5+1
2

q|=q2=q3=...=1.

Priklad 2. Perioda ovSiem nemusi byt jen jednoprvkova.
Napr. s tfiprvkovou periodou ryze periodického fetézové-
ho zlomku uzZ se ctenar setkal, jestlize vyfeSil cvi¢eni 3(b)
kapitoly 9, v némZ mél najit kladny kofen rovnice 3x*—

jetedy a=ai=a;=...= a odtud

—7x—3=0. Tam vychazi a=(2, 1, 2) (coz je totéZ jako
2, 1,2, a)).
PiSme a =(2, 1, 2, a) a pouzijme vzorce (6) kapitoly 9:
a= anPn + Pn—l
anOn + On—l )

Z danych prvki ¢,=2, ¢.=1, ¢;=2 miiZeme vypoditat
¢isla P;, P;, Q:, Q; a psit

a= GP3+P2
aQs+ Q;’
tj.
a=8a+3
3a+1’

coz dava kvadratickou rovnici pro a:
3a’-~7a-3=0,
tedy rovnici, z niZ jsme vysli (aZ na to, Ze misto x je zde a).
Diive neZ vyloZime vlastnosti ryze periodickych fetézo-
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vych zlomki, vypofitime podobnym zpilsobem jesté dva
priklady.

Priklad 3. Budiz a=(2,1,3). PiSeme opét a=

=(2, 1, 3, a). Pfedeviim si zapamatujme, Ze je a>1.
Sestrojme kvadratickou rovnici pro a za pouZiti vzorce

a= aP3+P2 _11a+3
TaQs+ Q. 4da+1’

tj.
4a*~10a—-3=0, (3)

a nahradime-li pismeno a pismenem x, abychom rozlisili
neznamou a kofeny, mame

4x*—10x—3=0. (4)

Jednim kofenem rovnice (4) je €islo a, o kterém vime, Ze je

L +Q\/N, kde P, QeZ,

NeN a VNel. (Znameni +, protoie a je kladné.)

to kvadratickd iracionalita typu

O druhém kofeni a’ vime, Ze je a' = _O\/Ns tymiz P, Q,
N.

Takova dvé &isla a, a’ €l se nazyvaji sdruZend a kazda
dvé iraciondlni Cisla, jeZ jsou kofeny néjaké kvadratické
rovnice, jsou sdruzend. Tak napf. sdruZzené kofeny rovnice

x>~ N=0 (N+a? kde a€2) jsou &sla a=VN, a'=
-V
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Priklad 4. Provedme totéZz pro f=(3, 1, 2). Perioda
¢isla B vznikla — v tom je podstata véci — z periody ¢isla a
tim, Ze jsme prvky psali v obriceném potfddku. Je opét
B>1 a plati

,3=£M
3BT
t.
362 -106-4=0, )
3x’—10x—4=0. 6)

Rovnice (4) a (6) budeme nazyvat konjugovanymi. Po-
vSimnéme si jejich tvaru. Je-li

ax’+bx+c=0

néjakd kvadratickd rovnice, pak kvadratickd rovnice s ni
konjugovand ma tvar

cx*—bx+a=0.
Podivejme se jesté na rovnice (3) a (5). Jestlize do (3)

dosadime a = —l, dostaneme (5), jak se snadno pfesvéd-

B
¢ime. Je tedy d&islo —% jednim z kofend rovnice (3).
1
B

Je tedy _1 druhy kofen rovnice (3), sdruZeny s a, tedy
B

NemiiZe viak byt a = — =, protoze ¢&isla a, f jsou kladn4.
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'

a'=-

i

ProtoZe f>1, je ~1<a’'<0.

Uvahy, které jsme provadéli nad piiklady 3 a 4, plati
obecné. Dokdzeme vétu:

Véta 1. Budte a=(q., ..., q), B=(4s, ..., q) dva ryze
periodické Fetézové zlomky, pficemZ perioda fetézového
zlomku B vznikne obracenim periody fetézového zlomku
a. Pak kvadratické rovnice pro a a B (presnéji rovnice,
které z nich vzniknou, piSeme-li misto a, B nezndmou x)
Jsou vzdjemné konjugované. Ma-li prvni kvadraticka rov-
nice kladny kofen a>1, druhd kladny kofen B> 1, plati
pro sdruZeny kofen a' prvni rovnice rovnost

1
B

!

a'=-—
aje —1<a’'<0.
Ditkaz je v podstaté opakovinim vypoéti z piikladu
3 a 4. Retézové zlomky pro a, f pi¥me ve tvaru

a=(q1, ceer iy Q)

ﬁ=(q"’ -eoy G, ﬂ)
Odtud
= aP..+Pk_,
aQ+ Qi-r’
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_ BPi+ Pi,
T O+ Qi

kde hodnoty P;_,, Pi, Qi-(, Q% odpovidaji samoziejmé
periodé &isla B, skladajici se z prvki gx, Gi—1, ..., gi1.
Chceme-li ve vztahu pro 8 dostat tytéZ hodnoty P;_,, P.,
Q:i-1, Q. jako ve vztahu pro a, musime pouZit vzorcl
z kapitoly 7 (resp. jejich zobecnéni pro nekonedné fetézové
zlomky).
Retézové zlomky

(9, Ge-1s - @),

(915 925 > q4)
jsou inverzni. Podle véty 1 z kapitoly 7 plati

_Pi P,

Pr (qu qz - q“)=a

Podobné jako ve zminéné vété se dokazZe, Ze pro inverzni
fetézové zlomky

(qk—l, -2, -y 41)1

(qh q, ..., q"—l)
plati (diikaz nalezne &tendf v [3))

% _ _ P
Oy 4y 820 Q)= 7

Odtud dostivame
Pi=P., P._1=Q«, Qi=Pi_1, Qi-1=CQ1;
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rovnice pro B je tedy

= BP. + Q.
BPi-i+ Q-1

Kvadratické rovnice pro a, 8 pak jsou
0@®+(Qw1—-PY)a—Pi,=0,
P f’+(Qui—PYB— Qi=0,
které jsou ziejmé konjugované: M4d-li tedy prvni z nich
kladny kofen a>1, je jeji sdruzeny kofen a’' = —%, kde

B>1 je kladny koten druhé rovnice; z 8> 1 oviem plyne
-1<a’'<0.

Plati také obracené tvrzeni: Jsou-li a, a’ dva sdruiené
kofeny kvadratické rovnice takové, Ze a>1, —~1<a’<0,
je nekoneény fetézovy zlomek &isla a ryze periodicky. Toto
tvrzeni nebudeme dokazovat.

Cviteni

1. Urete hodnoty ryze periodickich fetézovych zlomki: (a) (2); (b) (4);
(c) (8); (d) (10). Vyuiijte tabulky Fetézovych zlomkd druhych odmoc-
nin v kapitole 9.

2, Totéz pro fetézové zlomky (a) (m); (b) (g,_i); (c) (Ej) ; (d) (10, 5);
(e) (12, 6).

3. Totéz pro fetézové zlomky (a) (1, 2, 3); (b) (3, 4, 1); () (1, 2, 3, 4).
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4.

»

96

. Napifte periodické fetézové zlomky kvadratickych iracionalit

Oznatte fetézové zlomky ze cviteni 1(a) — (d), 2(a) — (e), 3(a) — (c)
po fad& pismeny a,, aa, ..., @:2. Sestavte kvadratické rovnice, jejichZ
kladnymi kofeny jsou &isla a,, a,, ..., ai2. NapiSte k témto rovnicim
konjugované rovnice a vypocitejte jejich kladné kofeny ., ., ..., Biz.
é é,..., a;2=—i. Podle
vyloZené teorie napiste bez jakéhokoli pociténi ryze periodické fetézo-
vé zlomky &isel By, B, ..., Pia.

Napiste konjugovanou rovnici ke kvadratické rovnici 4x> - 18x—5=
=0. Uréete kladny kofen a dané rovnice a kladny kofen B konjugova-

Pfesvédtte se, Ze plati a1 = —

[
, Q2= —

né rovnice a ovéfte vztah a’' = —l.

B
P+VN
Q

pro (a) P=Q=2, N=8, (b) P=1, Q=3, N=7. Pfesvédtte se, Ze
vychdzeji ryze periodické fetézové zlomky.

. V nekoneéném fetézovém zlomku lze ptipustit i nékteré nulové prvky,

rizné od prvniho. Pak oviem n&které sblizené zlomky nejsou definova-
ny, ale, jak si ukdZeme, konvergence miiZe zistat zachovdna. Ukazeme

to na ryze periodickém fetézovém zlomku (1,0,2). Sestavime
tabulku:

q 1 0 2
P, i 1 3
O 1 0 1

PiSeme-li a=(1, 0, 2, a), mame

Ja+1
a=—-,
a

a-3a-1=0,



a kladny kofen je

3+V13
>

To by tedy méla byt hodnota naseho nekoneZného fetézového ztomku
za pfedpokladu, Ze konverguje. Jak to vypadd se vztahem (1)
z kapitoly 10? Je jasné, Ze posloupnost Qi, @z, @, ... neni rostouci;
ve vztahu (1) oviem hraje dlohu posloupnost 0, ., @:Qs, QQ., ....
Abychom si to ujasnili, rozZiifime tabulku:

a=

qu 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2

Pl 1 1 3 4 3 (10]13]10(33]43( 33109

Q| ! 0 1 1 1 3( 4| 3|j10]13]10] 33

Vidime, Ze s nedefinovanosti sbliZenych zlomki to neni tak z1é: jediny,

ktery neni definovdn, je % Sestavine nyni posloupnost
QQ, G, 0,...:0,0,1,1,3, 12, 12, 30, 130, 130, 330, ...

Neni to sice rostouci posloupnost, ale je neklesajici. To viak stadi, aby

vyraz O,.(l),... konvergoval pro n— k nule. Tedy lim g=a, kde
a=(1,0, 2); smime tedy psdt
3+V13
2 =(1,0,2).

Ctensf, ktery vykesil ilohu z kapitoly 10, m&l oviem leh&i préci, nebot
zfejmé plati:
04+2+1+0+2+1+...
diverguje spolu s fadou
2414241+,
k 4+,
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12. RETEZOVE ZLOMKY
DRUHYCH ODMOCNIN

Vyrazem ,,druhd odmocnina* budeme rozumét vyhrad-

né &slo VNel (tedy N+ a?, kde ae€Z). Pro N=50 jsme

tabulku fetézovych zlomkil takovych odmocnin zafadili uz

do kapitoly 9. Snad si étenaf povsiml nékterych zakonitosti

v této tabulce ; 0 jedné z nich jsme se ostatn€ zminili tésné

pred uvedenim tabulky, Ze totiZ jde o periodické fetézové

zlomky, pficemZ perioda za¢ind druhym prvkem g.
Pfedev§im plati téméf samozfejma véta:

Retézové zlomky iraciondinich Cisel VN nejsou ryze
periodické. Nebot je-li a= \/Nkladn)"m kofenem kvadra-

tické rovnice x> — N=0, je pro N+ 1, coZ pfedpokladame,
a> 1. Pro sdruzeny kofen a' je v§ak a' < —1, coZ odporuje

podmince —1<a’'<0. Tedy é€islo VN nevyhovuje vété
1 z pfedesié kapitoly, a tedy nema ryze periodicky fetézovy
zlomek.

Jak vypada perioda fetézového zlomku &isla VN, o tom
miuvi ndsledujici véta.

Véta 1. Pro fetézovy zlomek Cisla \/I_V, NeN, VNel
plati

VR= (a1, T Gy s G0 40200,

Slovy: Perioda fetézového zlomku disla VN se sklada ze
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dvou <&asti: ze symetrické &asti (g2, g3, ..., q3,q2) a
z posledniho prvku 2q,, ktery je dvojnidsobkem prvniho
prvku, jenZz oviem neni soucisti periody. Prohlédnéte si
tabulku fetézovych zlomkid druhych odmocnin v kapitole
9 a uvédomte si, Ze znéni nadi véty nikterak nevylucuje

ptipady jako (gi,2q:) (polet prvkii v symetrické Easti

periody je roven nule) nebo (qi, ¢z, 2q:) (poéet prvki
v symetrické asti je roven jedné). Symetricka &ast mizZe
mit prostfedni prvek (pak obsahuje lichy pocet prvki) jako

V54=(7,2,1,6,1,2,14)

nebo nemd prostiedni prvek (a obsahuje sudy pocet prvkii)
jako

V53=(7,3,1, 1, 3, 14).

(Doporucujeme c¢tendfi, aby si tyto dva pfiklady, které
nejsou uvedeny v tabulce v kapitole 9, pfepocital.)

Diikaz. Budeme vySetfovat Cislo ¢, +VN, jehot fetézo-
vy zlomek je ryze periodicky. Piiklady takovych isel:

1+V2=(2,2)=(2),
1+V3=(2,1),

2+V5=(4,4)=(3),
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2+V6=(4,2),

2+V7=(4,1,1,1),

7+V50=(14, 14)=(14).

Dokazme toto tvrzeni obecné. Oznaéme a = ¢, + VN.Je
q1=[\/ﬁ] a vime, Ze ¢, €Z a plati

G =VN<g +1.

Je oviem
a=q1+\/-ﬁ>1.

Pro &islo a’ sdruZzené s a, tj. pro €islo a’ = q, — VN, je pak
(stdle pFfedpokliddme VN> 1)
-1<a’'<0.
Nerovnosti pro &isla a, a’ jsou viak podminkou, aby
a=q + VN mélo ryze periodicky fetézovy zlomek, jehoZ
perioda zfejmé zacind prvkem 2¢4;,:
a=q:+VN=Q2q:, ¢, .-, 4.

Z véty 1 pfedesié kapitoly vime, Ze ryze periodicky fetézo-
vy zlomek
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(G, Grs - 42, 2q1)

je vyjaddienim é&isla —%, kde a’ je sdruzené s a, tedy

a'=q|—\/ﬁ.
Je
1
_?=(qk, Gu-1y .- G2, 2q1, G, o)

zaroven viak také

=(09 qZ’ seey qk, 2qu--').

Vyraz na pravé strané posledni rovnosti rozepiSeme :

1 1
1 —q2+q3+.

0+ — :
e g
2q1+ qz + 2q1 +q2+

Miéme tedy —$=(qz, Gy -ees Gis 21,5 G2, -..). Srovna-
. . 1 .y
me-li oba vyrazy pro — dostdvame qi=¢q2, Gi-1=

101



= qs, ..., @2 = qx. Tim jsme dostali symetrickou st periody.
Zbytek periody je tvofen prvkem 2q;. Retézovy zlomek

&sla VN dostaneme z &isla a = ¢ +VN ihned odeétenim
q

VN=(q1, 42, 45, .- 93, G2, 21).-
Tim jsme vétu dokazali.
Posledni véta této kapitoly se tyka Cisel Vp, kde p je
prvocislo tvaru 4n+1, neN, tedy jedno z Cisel
5,13,17,29,37,41, ...

Diive nez vyslovime vé€tu, povSimnéme si téchto pfikla-
dd, na jejichz ovéfeni staci tabulka v kapitole 9:

V5 =(2, 4): potet prvkii v symetrické &sti periody =0,
V13=(3,1, 1, 1, 1, 6): podet prvki tamtéz =4,
V17=(4, 8): poket prvkii tamtéz =0,
V29= s, m) : pocet prvki tamtéz =4,
V37=(6, 12): pocet prvki tamtéz =0,
Va1= (6, M) : pocet prvkil tamtéz=2.
Zd3 se tedy, Ze plati tvrzeni: BudiZ p prvocislo tvaru 4n + 1
a oznacéme n pocet prvkii v symetrické Casti periody fetézo-
vého zlomku disla \/;_7; potom je n sudé &islo a plati
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VP=(q1, 2, ey Gy G s G24 241)-

Diikaz tohoto tvrzeni nebudeme uvadét.
Cviceni
1. Vypotitejte fetézové zlomky Gsel (a) V58 (b) V85; (c) V101.

2. Co miizete vypozorovat z tabulky druhych odmocnin a také ze cvieni

1(c) pro fetézové zlomky &sel Vn®+1, kde ne N? Pokuste se svilj
zavér dokazat.

13. LAGRANGEOVA VETA

Tato kapitola je vénovana dikazu Lagrangeovy véty,
ktera tvrdi, Ze fetézové zlomky kvadratickych iracionalit
jsou periodické, a obracené, Zze hodnoty periodickych reté-
zovych zlomkd jsou kvadratické iracionality. Vlastné jsme
ji mohli dokdzat uZ dfive, kdybychom napfiklad pouzili
diikazu uvedeného v Chinéinovi [3]. Zde viak divame
pfednost ditkazu podle Davenporta [1] pro jeho struénost;
protoZe tento diitkaz se opird o pojem ryze periodického
fetézového zlomku, je Lagrangeova véta zafazena aZ nyni.

Souvislost mezi periodickymi a ryze periodickymi fetézo-
vymi zlomky je v tom, Ze kaZdy periodicky fetézovy zlomek

(qn,Qz,---, Gis Gr+1y ooy q,.,qk+|,...), (1)
kde n> k, lze psit ve tvaru

(ql’ q21 sy qka rk+l),
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kde zbytek r..: je ryze periodicky fetézovy zlomek

i+t =(qk+| y euny q,.).
Véta (Lagrangeova). KaZdou kvadratickou iracionalitu,

P+VN

0 (P,Q€eZ, NeN a VNel), Ize
vyjadrit periodickym retézovym zlomkem. KaZdy periodic-
ky fetézovy zlomek je hodnotou néjaké kvadratické iracio-
nality.

tj. vyraz tvaru

P+VN , P-VN
o """ a
ny néjaké kvadratické rovnice. Mezi a a kterymkoli a,

plati vztah

sdruzené kore-

Dijkaz. Budte a =

a= aP: + Pi -,
Qi+ Qi
TyZ vztah plati mezi a’, ai:
,_ P+ Py

a ===~
@ Qi+ Qi

(rozumi se ovSem, Ze &isla Pi_;, P, Qi—1, Qi v obou
vztazich jsou riznd ; nehodi se ndm viak ve druhém vztahu
psit Pi_,, Pi, Qi-1, QJ).

Pro dostate¢né velkd k se hodnoty sbliZenych zlomki

Poi P
0’ @
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pfili§ nelisi a lze dokdzat, Ze

konverguje k 1, pficemzZ posledni zlomek je stiidavé mensi
a vétdi neZ 1. Déle je Q. >0, Q«-,>0, ai<O0. Jestlize tedy
volime k tak, aby zlomek

byl mensi neZ jedna, pak vzhledem k tomu, Ze Q- < Qx,
bude —1<ai<0. Pro toto k je oviem a,. kvadratickd
iracionalita a plati a, >0. Od prvku g.., bude tedy fetézo-
vy zlomek ryze periodicky a dostivame skute€né vyjadieni

(1).
Druha &ast véty se dokazuje podobné. Budiz (1) peri-
odicky fetézovy zlomek a piSme jej ve tvaru

a=(qi, g2, .- qx, Q).

Cislo sdruZené k &islu a oznadime a' a pi§eme
a'=(qi, gz, ..., qu, QL.

Jako prve piSeme
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_ akPk + Pk_l

a= aQi + Qut’
o =GPt Py
aiQx+ Qi
a dokaZzeme platnost nerovnosti
-1<ai<0,
a>1.

Od prvku g..+1 je tedy fetézovy zlomek pro a ryze periodic-
ky, tj. plati
a=(q, Gz, -.., i, Q).
To v$ak dava vyjadfeni pro a:
aP.+ P._,

a=—=—-—-—,
aQ.+ Q-
jez vede ke kvadratické rovnici pro a:
aa’+ba+c=0.

Je tedy a kvadraticka iracionalita, tj. plati

P+VN
O ’

kde P, QeZ, NeN, VNel. Véta je dokdzina.

Dovedeme vyjadfit kvadratickou iracionalitu periodic-
kym fetézovym zlomkem; takové piiklady jsme pocitali
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v kapitole 9. Nyni se budeme zabyvat ur¢ovanim kvadratic-
ké iracionality, ktera je podle Lagrangeovy véty hodnotou
periodického fetézového zlomku.

Pro ryze periodické fetézové zlomky jsme tuto dlohu
fesili v kapitole 11. Zbyva nam tedy hledat hodnotu neryze
periodického fetézového zlomku (1). Poznamenejme, Ze
skupina k prvki

(915 G2, -5 q)
se jmenuje pfedperioda a skupina n — k prvki
(Gus1s -evs Gn)
se jmenuje perioda neryze periodického fetézového zlom-

ku (1).
Jsou dvé metody: neryze periodicky fetézovy zlomek
pfevést na ryze periodicky (to bude ukdzino v pfikladu 1),

pfi¢emZ pouZivime vzorce pro a=(qi, gz, ..., qx, @):
a= aP/(+Pk_1
aQi+ Qi

Nékdy (pfi malych n, k) se obejdeme bez tohoto vzorce
(pfiklad 2). Druha metoda je obecnéjsi a hodi se v kazdém
pfipadé. Pii ni pouzivime vzorce @ =(q., qa, ..., gx, Ox),
kde zbytek ax je ryze periodicky a dovedeme jej vypocitat
metodou z kapitoly 11; pak uZijeme vzorce

a= akPk +Pk—1
aka + Ok—l '

Tento postup ukdZeme na piikladech 3 a 4.
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Pfipomenme si, Ze je (2)=1+V2; v nékterjch pfikla-
dech toho pouzijeme. (Ctenar to vi ze cviéeni 1(a) kapito-
ly 11; pokud toto cviceni nefeSil, ovéfi si tento vztah

pohledem na fetézovy zlomek Cisla V2 v tabulce v kapitole
9.)

Priklad 1. Uréeme hodnotu neryze periodického feté-

zového zlomku a=(1, 2).

Reseni. L
a+1=(2,2)=(2),
a+1=1+V2,

a=Va2.

Piiklad 2. TotéZ bez uZiti teorie fetézovych zlomkil (tj.
bez znalosti hodnoty (2) =1+ V2).

Regeni. a+1=2+ 11 ’
Proe
1
a+1—2+m,

at+2a+1=2a+3,
a’=2,
a=V2.
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Poznimka. Modifikace tohoto postupu:
a-1=(0,2,2,..),

o1 1
@ T .l 2+a-T
2+

1
=5
a’l-1=1,
at=2,
a=V2.

Priklad 3. Uréeme hodnotu neryze periodického feté-
zového zlomku a=(0, 1, 1, 5).

Resen a=(2,2,..)=1+V2,
a=(0v 1) 1’ a3)1

@ 0 1 1

P, 0 1 I
Q 1 1 2

a= a;P3+Pz
G+ QY

_ 1+V2+1 B V2+2 s
T Va1 V243
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Priklad 4. Uréeme hodnotu neryze periodického feté-
zového zlomku a=(1,5, _2,_3)
Reseni. a=(1,5, @),

a= azP2+P|
a:Q:+ Q’

qi 1 S

P 1 6
O 1 5

=6az+l
5(12+1,

a;=(2,3, ay):

qi 2 3

P, 2 7
Qs 1 3

=7a2+2
3a;+1°

az
3ai+a=Ta.+2,
3a3—6a,—2=0,

6+V60 3+V15
B=""¢ ~ T3
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3+\/E+

3 _21+6V15
3+V15 18+5V15’
3 t!

6

5
a=24—\/1'§
17

Ctenifi jisté neuslo, Ze jsme poditali ,,obricené" piikla-
dy z kapitoly 9; tim je také zarucena kontrola spravnosti
vysledkd.

Cviceni

1. Metodou pfikladu 1 a 2 potitejte hodnotu fetézového zlomku (1, 1,_3).
2. Metodou piikladu 3 a 4 poéitejte hodnotu fetézového zlomku
(2,3,10,1,1,1).

14. NEROVNOSTI

Pohled na tabulku druhych odmocnin nds presvédéi, Ze
se musime zabyvat také vztahem nerovnosti mezi nekonec-
nymi fetézovymi zlomky. Je napf.

V26<V27,
COZ znamena

(5,10)<(5, 5, 10)
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neboli
5, 10, 10, 10, ...)<(5, 5, 10, 5, ...).

Déle napf. z nerovnosti
V38<V39<Va0< V42
plyne
(6, 6, 12)< (6, 4, 12)< (6, 3, 12)< (6, 2, 12).

Také musime umét porovnat koneény fetézovy zlomek
s nekone¢nym, nebot je napf.
(1,2,3,4)>(1,2,3,4)=(1,2,3,4,1,2,..)).

Nastésti véty, které jsme odvodili v kapitole 5, plati i pro
tyto pfipady. Pozndmku, Ze ve vété 1 nezileZi na ,,poctu
pfidanych prvkd*, nyni chdpeme jako ,,pocet prvkii miiZze
byt nekoneény“.

Jako v kapitole 5 rozli§ime dva pfipady. Nejprve budeme
spolu porovnavat fetézovy zlomek

(91, 425 -0 q),
ktery je oviem koneény, a fetézovy zlomek
(ql’ q2y ..y Qi s Qi1 Grs2, ...),

ktery vznikne z prvniho pfidinim nekone¢né mnoha prvki
Ggu+1s qusz,-.. Jako piiklad miZe poslouZit uz uvedena
nerovnost

(1,2,3,4)>(1,2,3,4,1,2,...)
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nebo také ,
3,2,5)<(3,2,5,3,2,...).

Déme-li pozndmce z kapitoly 5, Ze nejsme schopni uréit
dostate¢ny polet prvki ve srovnidvaném fetézovém zlom-
ku, ten smysl, Ze toho nejsme schopni prosté proto, Ze
prvki je nekoneiné mnoho, vidime, Ze véta 1 z kapitoly
5 tedi tento pfipad: pro sudé k je

@1y ooy @)>(qy ooy Gucs Grars Grazy --2),
pro liché k je naopak
(q|, ey qk)<(ql, vory Qs Gicr15 Gir2, )

Druhy pfipad se tykd nerovnosti typu (5, 10)<
<(5, 5, 10), ale také nerovnosti mezi dvéma fetézovymi
zlomky, z nichZ jeden je koneény, napf. (3, 1, 2) < (3, 2)=
=(3,2,2,..).

V tomto piipadé poskytuje feSeni véta 2 z kapitoly 5.

BudiZ k=1 pofet identickych prvnich prvki fetézovych
zlomkii

a=(q1’ qzs ..y Jus i+, -..),
ﬂ=(qlv qzs -y Gis q;(-o-], ...);

pfitom nevyluCujeme moznost, Ze néktery z obou fetézo-
vych zlomki je koneény a md pravé k + 1 prvka.

Druh4 véta kapitoly 5 pak fikd : Nerovnost mezi &isly a,
pB zdvisi na &isle k a na nerovnosti mezi prvky gus1, Gis.
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Je-li k sudé, je pro gu+1> qis1 také a>f; je-li k liché, je
PrO gi+1> qisr obricené a<pB. Pro gi.1<gis1 je smysl
nerovnosti mezi a, 8 opacny.

To dokazuje uvedené pfiklady: (5, 10)<(5, 5, 10),
(6,6,12)<(6, 4, 12)<(6, 3, 12)<(6, 2,12), (3, 1, 2)<
<(@3,2).

Pornamka 1. V prvni ¢asti v kapitole 6 jsme méli
nerovnost mezi fet€zovymi zlomky

(an, Gi+1s -ony (I2)>(q“2, gr+3, )

Tam jsme jeSt€é nemohli mluvit o tom, Ze fetézovy zlomek
na pravé strané je nekonecny; snaZili jsme se celou véc
odbyt poukazem na poznamku v kapitole 5, podie které
nezileZzelo na dalSich prvcich tetézového zlomku disla
n=(3,7,15,1,292, 1,1, ...), abychom mohli tvrdit, Ze

(292,1,15,7)>(292, 1,1, ...).
Nyni je véc teprve v pofadku.
Pozndmka 2. V kapitole 10 jsme postradali tvrzeni
o jednoznaénosti nekoneéného fetézového zlomku. Uvé-

domme si, Ze jediny piipad, kdy nastidva rovnost dvou
fetézovych zlomku s neidentickymi prvky, je

(qh---, q-, 1)=(q1"'j’ q"+1)’

cozZ jsou dva konecné fetézové zlomky. Mame-li tedy dva’
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fetézové zlomky s neidentickymi prvky, z nichZ aspoi
jeden je nekonelny, plati mezi nimi vZdy znak nerovnosti.
Je tedy nekonecny tetézovy zlomek

(41, q2, )

jednoznacné uréen svymi prvky.

15. GEOMETRICKE ZNAZORNEN{
SBLIZENYCH ZLOMKU

V této kapitole se budeme zabyvat geometrickym zna-
zoménim, zachycujicim kladné redlné Cislo a a sblizené
Zlomky jeho fetézového zlomku. Nejprve zavedeme pojem
miiZovy bod.

MifiZovym bodem soufadnicové roviny Oxy budeme
nazyvat takovy bod, jehoZ obé soufadnice jsou cela &isla.

BudiZ nyni a néjaké redlné (racionalni nebo iraciondlni)
¢islo, které chceme geometricky znadzornit. PouZijeme
k tomu piimky

y=oax,

ktera pro a >0 probiha 1. a 3. kvadrantem. Omezime se na
1. kvadrant, nebot jen v ném budou zndzornény sbliZzené
zlomky fetézového zlomku ¢&isla a. Obrazy téchto sblize-

nych zlomki viak nebudou obrazy &isel Lall e atd., nybrz

Q’Q
QO Q . « o
obrazy (isel PP atd. (jinak bychom ¢&islo a musili
1 2

znazorfiovat pfimkou x = ay).
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Pfimka
y=oax 1

prochdzi pro raciondlni a nekoneéné mnoha mfiZovymi
body. Budiz a=§, tedy

qy =px;
mfiZové body, kterymi prochdzi pfimka y=§x, jsou

(qv P)7 (2q, 2p), N
Zajimavéjsi je pfipad a €l; pak pfimka

y=ax
prochézi jedinym mfiZovym bodem (0, 0).

Sestrojime obrazy bodd A,=(Q,, P\), A:=(Q:, P)
atd. a doplnime je obrazy bodi A,=(1,0), A,=(0,1).
Ziejmé je A,=(Qo, P,). Abychom také A, mohli psit
jako ,,sblizeny zlomek*, definujme jest€ P_,=0, Q-,=1;
pak je A,=(Q-,, P-y).

Poznidmka. Pfi Po=1, Oo=0, P-|=O, Q..=1
plati vztahy

Pi=qiPi.1+Pia, Qu=qiQi-1+ Qi (2)
pro kazdé keN.

Zavedeme rovinny vektor PO jako uspofadanou dvojici
bodl (P, Q). Bod A miZeme vidy vyjadfit jako vektor
OA, kde 0=(0, 0) je potdtek soufadnic.
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Rovnice (2) miZeme napsat jako jedinou vektorovou
rovnici

OAk= qx . OAk—: + OAk—;,

platnou pro viechna k e N. ProtoZe je

Ak-ZA: = OAk - OAk-z 1y
je

A A= OA;— OAk—; =dqx. OA;_y,
—_—  —
tj. vektory Ai—2Ax a OA,_, jsou rovnob€Zné. Tedy plati
A A OA;,

A2A4" OA3 ’
atd.

Sestrojme alespoii pro jedno a grafické znizornéni.
p 1 P 3 P 7 P 17

Budiz a=V2. Je o O P A A N Vs

»a
tedy

A=(1,1),A2=(2,3), A3=(5,7), As=(12,17)....
Body A: s lichym indexem leZi pod pfimkou y = ax, bo-
dy se sudym indexem leZi nad ni. To plati i o bodech
A,=A_,, A,=A,. Plimka y=ax déli prvni kvadrant na

dvé &asti. V kaZzdé z nich vznik4 lomena €ara. Rohy obou
téchto ¢ar jsou body zobrazujici sbliZené zlomky. Kon-
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A,

0
strukce obou &ar je patrnd z obrazku. Mezi obéma ¢arami
nelezi Zddné mfiZové body. Je-li a iraciondlni, jsou obé
lomené €ary nekoneéné.

Cvi¢eni

Sestrojte podobny obrazek pro a=V3.
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111. CAST

POUZITiI RETEZOVYCH ZLOMKU

16. RESENf KONGRUENCE
ax = b(mod m)

Dfive nezZ se pustime do nasi ulohy, fekneme si par slov
o kongruencich. Nebudeme vytvafet Ziadnou teorii; jde
ndm jen o to, aby ¢tendf mohl s vétSim pochopenim
sledovat vyklad o feSeni linearni kongruence ax=
= b (mod m). Nebudeme dokazovat vSechny mozné véty
o kongruencich, nybrZ jen ty, které budeme v dalSim
vykladu potiebovat. (Ostatné ditkaz nékolika jednodu-
chych vét pfenechdme ¢tenafi za cviceni. Viechny se doka-
zuji bezprostfedné z definice kongruence.)

Budte a, beZ, meN, m=2; jestliZe plati
mla—b,

tj. jestliZe existuje feZ takové, Ze

a—b=mt,
piSeme

a=b (mod m) (1)

a ¢teme a je kongruentni s b podle modulu m.
Tedy napf. 25=11(mod 7),

119



38= 3(mod5),
12= 4(mod 8).

Véta 1. Kongruence mezi dvéma Cisly a, beZ je ekvi-
valence v Z, tj. pro kaZzd4 tfi a, b, ce2 plati

(a) a=a (mod m),

(b) jestlizZe a=b (mod m), pak b=a (mod m),

(c) jestliZe a=b (mod m) a zdroveri b= c (mod m),
pak a=c (mod m).

Vlastnosti (a) se fika reflexivnost, (b) symetri¢nost, (c)
tranzitivnost kongruence.

To, Ze bindrni relace =je ekvivalence, se oviem proje-
vuje tak, Ze v Z existuje k relaci = pfisludny rozklad na
tfidy ekvivalence, kterym v tomto pfipadé fikdme zbytkové
tridy, aplnéji zbytkové tfidy (mod m); jsou totiZ uréeny
modulem m. Zbytkovych tfid (mod m) je pravé m. Ozna-
éime-li je Zo,2,,...,Zmn-1, jsou to tyto mnoZiny C¢isel
vzdjemné kongruentnich (mod m):

Z={.,-3m,-2m,-m,0,m,2m,3m, ...},

Zi={...,-3m+1,-2m+1,-m+1,1,m+1,2m+
+1,3m+1,...},

Zo={.,-2m—-1,-m-1,-1,m-1,2m-1,...}.

Protoze Z,,Z,, ..., Zn- jsou tHidy ekvivalence mnoZiny
Z, plati:
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(a) ZUzU...UZn1=2,

(b) Z.(\Z.=0 pro kaZda dvé m, neN,, m# n.

Odtud: KaZdé &islo a €Z patii pravé do jedné zbytkové
tiidy (mod m).

Priklad 1. Budiz m=3. Zbytkové tfidy oznaime Z,,
Z,, Z,.
Jsou to tyto mnozZiny:

Z={...,—6,-3,0,3,6,...},
Z,={.,-5-2,1,4,7,..},
Zz={..., —4, —1, 2, 5, 8, }

Indexy u oznaleni zbytkovych tfid, totiz ¢isla
0,1,...,m—1, volime tak, Ze je jednak 0OeZ,,
leZ,,...,i€e2;,... m—1€eZ,_, a jednak tak, Ze jsou to
v piislus$nych zbytkovych tfidich nejmensi nezdporna &isla.
Mnozina &isel {0, 1, ..., m—1} se nazyva dplnd soustava
nejmensich nezdpornych zbytkd (mod m) a kazdé d&islo
a e€Z je kongruentni (mod m) pravé s jednim &islem této
soustavy, zatimco Zidna dvé disla této soustavy nejsou
kongruentni (mod m).

Pro¢ vlastné mluvime o zbytcich a zbytkovych tfidach?
Pfipomefime si algoritmus déleni v Z pro &isla aeZ, meN,
mZ2:

2 a=mq,+n, 0=n<m.
Miize tedy zbytek r eN, nabyt privé jedné z hodnot
0,1,...m-1.
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Véta 2. Jestlize

a=b (mod m)

c=d (mod m),
pak také
a+c=b+d (mod m),
ac=bd (mod m).
Disledek. Plati
c=c (mod m)
(reflexivnost kongruence) pro kazdé ceZ, a tedy, plati-li
a=b (mod m),
pak plati také
a+c=b+c(mod m),
ac=bc (mod m)

pro kazdé ceZ.
Ze vztahu (1), tj.

a—b=mt pro teZ,
okamzité plyne
a=b+mt. 2)
Ziejmée je
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mt=0 (mod m)
pro kazdé teZ, tedy také
0=mt (mod m)

(symetri¢nost kongruence), a jestliZe tuto kongruenci pfi-
éteme podle véty 2 ke kongruenci

a=b (mod m),
dostavame kongruenci
a=b+mt (mod m). 3)

Kongruence (3) a rovnost (2) maji stejny vyznam pfi
zapisovani feSeni linedrni kongruence.
Druhé tvrzeni disledku véty 2 mluvi o tom, Ze obé strany
kongruence
a=b (mod m),

tj. obé &isla a, b € Z, Ize vynasobit libovolnym celym &islem,
aniz se tim porusi platnost kongruence.

Z platné kongruence
25=11(mod 7)
dostivame tedy napf. tyto platné kongruence:
50=22 (mod 7),
100=44 (mod 7),
—-25=-11 (mod 7).
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S délenim kongruenci jsou viak potize. Vezméme plat-
nou kongruenci

12=4 (mod 8)

a délme obé strany kongruence tak, jako jsme je doposud
nasobili. MiZeme je délit Etyfmi:

3=1 (mod 8);

tato kongruence viak neplati.
Pro déleni kongruenci plati sloZitéjsi véta.

Véta 3. Necht plati
a=b (mod m).

Necht dile
(a) existuje deN, pro které d|a, d|b, d|m. Pak plati

d d )’

(b) existuje deZ, pro kteréd|a, d|b, ale neplati d|m.
Pak plati

‘—353 (mod m).
Ptiklad, ve kterém jsme ob€ strany kongruence
12=4 (mod 8)
délili &étyfmi, se tedy mél poditat podle véty 3(a), tj. méli
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jsme délit €tyfmi i modul. Skute¢né tak dostdvame platnou
kongruenci
3=1 (mod 2).
Vztah (3) ma ph feSeni kongruenci dilezity prakticky
vyznam. Dovoluje ndm totiz zmensit Cisla v dané kon-
gruenci. UkaZeme si to na pfikladu:

38=3 (mod 5).

Na levé strané kongruence miZeme pfiist (—6)-ndsobek
modulu:

38—6.5=3 (mod 5)
a dostavime kongruenci s mensimi &isly
8=3 (mod 5).
Kongruenci
ax=b (mod m) 4)

nazyvime linedrni kongruenci s nezndmou x; a, beZ,
meN, mZ2. Cela &isla x, kterd vyhovuji (4), jsou feSeni
kongruence (4). JestliZe takové x existuje, pak jich existuje
nekone¢né mnoho a dostaneme je podle (2) nebo podle
(3). Budeme viak vidy vybirat takové feSeni xo, které je
prvkem udplné soustavy nejmenSich nezdpornych zbytkd
(mod m). Takovych x, neni ovéem nekone¢né mnoho.
Uvidime, Ze to nikterak neznamend, Ze by kongruence (4)
méla jediné takové feleni, ale Ze je jich koneény pofet
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(jestlize koneénym poctem feseni nazveme také 0 feSent, tj.
Zadné feSeni).
Nez toto vSechno dokdZeme, zabyvejme se nejprve jed-
nodussi kongruenci
x=b (mod m), (5)

kterou dostaneme z (4) pro a =1. Ale x= b (mod m) je uz
svym vlastnim feSenim. Podle (3) miZeme psat

x=b+rt (mod m),

kde ¢ je libovolné celé &islo ; to md podle (2) ten vyznam, Ze
je

x=b+mt.
Kongruence (5) ma tedy vidy nekonecny pocet feSeni.
Vhodnou volbou reZ dostaneme feSeni x,, které je
prvkem mnoZiny {0, 1,...,m—1}. Obecné feSeni se
z tohoto x, ziska prictenim mt, te Z.

Priklad 2. Re$me kongruence

(a) x=5(mod 11),

(b) x=22 (mod 3),

(c) x=—4 (mod 20),

(d) x=-10 (mod 10).

Reseni jsou po fadé: (a) xo=5, (b) xo=1, (c) xo=16,
(d) x=0.

Nyni se obratime k feSeni kongruence (4). MiiZe nastat
nékolik pfipadi.
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Véta 4. Nechf v kongruenci (4) plati:

(1) Nejvétsi spolecny délitel &isel a, m je d = 1. Pak md (4)
prdvé jedno reseni x, ze soustavy {0,1,...,m—1}.
(Toto byl ovSem piipad kongruence (5).)

(2) Nejvétsi spolecny délitel &sel a, m je d>1. Pak
mohou nastat dva pripady:

(a) Neplati d|b: pak (4) nem4 feseni.
(b) Plati d|b: pak (4) m4 pravé d feseni, z nichZ kazdé
je prvkem soustavy {0, 1,...,m—1}.

Diitkaz. Budeme potiebovat znit je$té pojem iplnd
soustava zbytkii (mod m) (tedy nikoli nejmensich nezipor-
nych). Uplnd soustava zbytkéi (mod m) vznikne z tplné
soustavy nejmenSich nezdpornych zbytkd (mod m)
{0,1,..., m—1}, jestliZe v ni kaZdé &islo nahradime libovol-
nym ¢islem s nim kongruentnim (mod ). Vezméme na-
piiklad m=3: uplnd soustava nejmenSich nezipornych
zbytki je {0, 1, 2}, ipind soustava zbytkd (mod 3) je napf.
{6, —2,11} nebo (3,10, —1}. Zejména je oviem iuplna
soustava nejmensich nezipornych zbytkd (mod m) také
uplnou soustavou zbytkt (mod m).

(1) Budiz d=1. Je-li x; € Z néktery prvek tplné sousta-
vy zbytkld (mod m), je také ax,€Z prvek uplné soustavy
zbytkd (mod m), nebot z kongruence ax;= ax; (mod m)
plyne podle véty 3(b) x;=x; (mod m). Pro pravé jedno xo
kongruentni s nékterym z ¢isel 0, 1, ..., m —1 patii ax, do
téze zbytkové tfidy jako b, tedy pro pravé jedno xo je

axo=b (mod m).
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(2) Budiz d>1. Pak existuji a,, m eZ tak, Ze je a=
=a,d, m=md . (4) pak znamend

m=m1d|a,dx—b,
tj. existuje reZ tak, Ze je
aldx—b=m1dt.

Ale tato rovnost miiZe platit jen tehdy, existuje-li b,eZ
tak, ze je b=b.d, tj. d|b; jestlize neni d|b, uvaZovani
rovnost neplati pro Zidné reZ a (4) nema feseni.

Pro d|b, tedy b= b,d, viak (4) pfechdzi v kongruenci

a;x=b, (mod m,),

kde nejvétsi spolecny délitel &isel a,, m, je 1. Tato kon-
gruence ma tedy feSeni xo, ale také xo+my, xo+
+2m,, ..., Xo+(d—1)m,. Zidna dvé z té&chto feSeni ne-
jsou kongruentni (mod m) a viechna jsou prvky soustavy
{0,1,..., m—1}. Téchto feSeni je celkem d a jsou to
viechna feSeni plvodni (,,nezkricené*‘) kongruence (4).
Pro d|b ma tedy (4) d fedeni, jeZ jsou vesmés prvky tiplné
soustavy nejmensich nezipornych zbytkd (mod m).

Pfi feSeni kongruenci 1ze tedy ptipad (2)b snadno (krace-
nim) pfevést na pfipad (1), kterym se budeme zabyvat
podrobnéji. Pfipad (2)a je nezajimavy; jde o takové kon-

gruence jako
3x=2 (mod 6),

které na prvni pohled nemaji feSeni, protoZe pro Zadné celé
x nemiiZe byt 6|3x —2.
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Budeme tedy fesit kongruenci

ax=b (mod m)

za predpokladu, Ze nejvétsi spoleény délitel Cisel a, m je 1.

v.: _— . SPTIV E m, ..
PouzZijeme fetézového zlomku raciondlniho ¢isla 5 > vsim-

néme si, Ze vhodnou tpravou vidy miZeme dostat kladné
raciondlni &islo. Necht je tedy a, m e N. SbliZzené zlomky

kladného raciondlniho é&isla % necht jsou

PP P P_m
Q'R 0..."Q. a’

PouZijeme vztahu (2) z kapitoly 4:

P.Q._— Pn—lQn= (—1)"
¢ili
mQ,-,—aP._,=(-1)".
Odtud
aP,_ = —(-1)"+mQ,_,.

Prvni ¢len na pravé strané miiZeme psat jako (—1)""

protoZe Q.-,€Z, plati
aP,_,=(-1)"" (mod m).

Ndsobme obé strany této kongruence &islem (—1)""'b:

a(—1)""'P._..b=b (mod m).

To vSak znamend, Ze je

1
, a
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x=(—1)""'P._ib (mod m). (6)
Jestlize takto vypocitané x neni prvkem soustavy
{0,1,..., m—1}, - dostaneme x, pfiCtenim mt, kde ¢ je
vhodné celé &islo.
Priklad 3. Resme kongruenci
42x=11 (mod 95).
Reseni. Je 42,95€eN a &sla 42, 95 jsou nesoudélna.
Vypo€itime nejprve prvky fetézového zlomku &isla 2.

42°
95 : 42=2
42 : 11=3

Tcdy —(2 3, 1, 4, 2). Sestavime tabulku:

@ 2 3 1 4 2
P 2 7 9 43 | 95
o 1 3 4 19 | 42

Népadné jsme oznadili &islo P,._; = P, =43, které vystupuje
ve vzorci (6). Je oviem n=15 a mame

x=43.11 (mod 95),
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x=473 (mod 95),
xo=.473—4.95=93.
Priklad 4. Re$me kongruenci
285x=177 (mod 924).

Reseni. Nejvétsi spoleény délitel &isel 285, 177 a 924 je
3; dostaneme tedy tfi feSeni. Podle vzorce (6) feSime
,»Vykrdacenou‘‘ kongruenci

95x =159 (mod 308),
v niZ je nejvétsi spolecny délitel Cisel 95 a 308 roven 1.
Dostaneme (vypocty necht si provede étenaf sam) 3—=

P, 107
Q. 33"

x=107.59 (mod 308),
x=6313 (mod 308),
x=6313-20.308=153.

=(3,4,7,1,2).Odtud n=5,— Jetedy P,=107 a

Reseni ptivodni kongruence jsou &isla

153, 153+ 308, 153 +2.308,
tj. cisla
153, 461, 769.

Thned vidime, Ze jsou to ¢isla nekongruentni (mod 924)
a Ze viechna tfi jsou prvky soustavy {0, 1, ..., 923}.
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Priklad 5. V piedeslych dvou pfikladech bylo n liché,
takze x ndm vySlo podle vzorce (6) kladné. To oviem
nemusi vZdycky tak byt. ReSme proto jest& kongruenci

102x =49 (mod 121).

Reseni. Nejvétsi spolecny délitel &isel 102, 121 je 1; ddle
je (vypotitejte to) %=(1, 5,2,1,2,2), tedy n=6. Je
Ps =51 a vzorec (6) dava

x=-51.49 (mod 121),
x=-2499 (mod 121),
Xo=-2499+21.121=42,

Nedostali jsme oviem nic nového; ¢ v Ciniteli mt je zde
kladné a dostaneme opét neziporné xo.

Cvideni

1. DokazZte véty 1, 2, 3 z definice kongruence.

2. V textu jsme se zminili, Ze byvd prakticky vyhodné pfi feleni kon-
gruence (4) na jedné nebo druhé strané nebo na obou pfiéist vhodné
ndsobky modulu. Nékdy takto dojdeme aZ ke kongruenci (5), tj.
k feSeni. Na ukdzku phklad takovych dprav kongruence:

11x=25 (mod 9)
upravime na

2x=16 (mod 9);
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protoZe nejvétsi spoleny délitel obou stran kongruence, totiZ 2, nedé&li
maodul, mdme podle véty 3(b)

xr=8(mod9),
x=8.

Reste timto zpisobem kongruence:
(a) 39x=11 (mod 53); (b) 196x=77 (mod 13).

3. Uiitim vzorce (6) feSte kongruence:
(a) 5x=7 (mod 8); (b) 15x=35 (mod 55); (c) 17x=25 (mod 28);
(d) 7x=10 (mod 18); (e) 25x=1 (mod 17); (f) 13x=232 (mod 28);
(g) 28x=21(mod 35); (h) 111x=75(mod 321); (i) 256x=
=179 (mod 337); (j) 1215x=560 (mod 2755).

17. RESENf NEURCITE ROVNICE
ax+by=c

Budte a, b, c € Z. Ulohu najit &isla x, y € Z, kter4 spliiuji
vztah ax+by=c, nazyvidme linedrni neuréitou (dio-
fantickou) rovnici o dvou neznamych x, y. Zniame-li jedno
fefeni (xo0, yo), dovedeme okamZité¢ napsat nekonelné
mnoho feSeni (x, y): budte x, yoeZ a necht plati

axo+ bys=c. 1

Hledejme nyni néjaka dvé jina &isla x, y € Z, pro ktera také
plati

ax+by=c. 2)
Odeéteme-li (1) od (2), dostdvame
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a(x—x)+ b(y—yo)=0,
a(x —x0)=—b(y = yo). (3

Leva strana této rovnosti je déliteind Cislem a € Z, tedy jim
musi byt délitelna i prava strana:

alb(y — yo).
Ptedpoklddejme nejprve, Ze neplati a|b; pak je
aly—yo
y—Yyo=at,
kde teZ. Dosadime-li odtud do (3), dostdvame
xX—xo=-bt.
Celkem tedy mdme feSeni (x, y), kde
x=x—bt,
y=yotat,
kde ¢ je libovolné celé &islo a plati
axo+ byo=c,

tj. (xo, yo) je feSeni rovnice (2).
Je-li a|b, musi, aby rovnice byla fesitelnd, byt také a|c;
pak celou rovnici vydélime &islem a a dostdvime piedesly
pfipad.

Otéazka existence feSeni je spjata s jednou vétou
z algebry, kterd je disledkem Euklidova algoritmu. Plati:
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Budte a, b € Z, d nejvétsi spolecny délitel &isel a, b. Potom
existuji Cisla x, y € Z takova, Ze plati

ax+by=d. 4)
Tato ¢isla 1ze najit Euklidovym algoritmem, jak ukazuje
ndsledujici pfiklad.
Piiklad 1. Nejvétsi spolecny délitel Cisel 326, 72 je 2.
Existuji tedy &isla x, y € Z takova, Ze plati
326x+72y=2.
Najdéme tato ¢isla x, y.

Reseni. NapiSeme rovnosti Euklidova algoritmu pro
Cisla 326, 72:
326=72.4+38,

72=38.1+34,

38=34.1+4,

34=4.8+2,
4=2.2.

(Posledni nenulovy zbytek 2 mimochodem znovu dokazu-
je, Ze 2 je skutecné nejvétsi spolecny délitel &iset 326, 72.)
Rovnosti Euklidova algoritmu pfepiSeme ve tvaru:

38=326—-172.4,
34=72-138.1,
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4=38-34.1,
2=34-4.8.
Odtud postupné dostavame:
34=72-(326—-72.4).1=
=-326+72.5,

4=326-72.4—(72.5-326).1=
=326.2-72.9,

2=-3264+72.5-(326.2-72.9).8=
=-17.326+77.72.
Srovname-li tento vysledek s rovnici
2=326x+72y,
vidime, Ze jsme dostali
x=-=17, y=T77.

Vyfiesili jsme tedy svou prvni neuritou rovnici, kterou
bychom ovSem radéji psali ve zkrdceném tvaru

163x+36y=1.

Prozatim jsme se omezili na dosti dzkou tfidu rovnic.
JestliZe totiz rovnici

ax+by=d,
kde d je nejvétsim spolecnym délitelem &isel a, b, vydéli-.
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me &islem d, dostaneme rovnici
ax+by=1.

Neni oviem nutné omezovat se na pravou stranu rovnou
jedné. Z citované algebraické véty snadno plyne: BudiZ d
nejvétsi spolecny délitel celych Cisel a, b. Pak rovnice

ax+by=d 5)
md feSeni (xo, yo), tj. plati
axo+ by,=d.
Budiz nyni ¢ libovolné celé &islo. PoloZzme
X =xot,
Y =)ol.

Cisla x, y sice zfejmé nebudou feenim (5), ale zato pro né
bude platit
ax+by=dt.

Dostdvame podminku feSitelnosti rovnice
ax+by=c,

a, b, ceZ: Tato rovnice ma feeni x, yeZ pravé tehdy,
jestliZe nejvétsi spoleény délitel d disel a, b je také
délitelem é&isla c, tj. jestliZe plati d|c.

Véta 1. Budte a, b, ceZ; neurdcitd rovnice
ax+by=c (6)
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md feseni x,, yo v oboru celych Cisel, jestliZe nejvetsi

spoleény délitel d &isel a, b déli také &islo c. Reseni je pak
nekoneéné mnoho a jsou urcena vzorci

x=xo— bt .
y=yotat, ()
kde t je libovoiné celé Cislo.

Abychom nalezli jednu dvojici kofend xo, yo€Z, ktera
uréuje vSechna feSeni x, y podle (7), pouZijeme opét
fetézovych zlomki.

Vyjdeme jako pii feSeni kongruenci ze vzorce

PnOn—l_Pn-lOn=(_1)n (8)

a vypofitime fetézovy zlomek d&isla 3, coz je zlomek
v zdkladnim tvaru, jestlize rovnici
ax+by=c

délime spoleénym c¢initelem, nejvétSim spolecnym délite-
lem ¢&isel a, b.

Na rozdil od kongruenci se zde miiZeme setkat se zapor-
nym zlomkem. Na postupu feSeni se tim nic neméni, jen si
musime byt védomi (viz kapitola 8), Ze pro zdporna racio-
ndlni &isla jsou viechna &isla P zdporna. Urcime sblizené
P.., P,
Q.-,’ Q.
obou strandch éislem (—1)"c:

zlomky =-alz. Dosadime do (8) a vynidsobime na
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be(—-1)"Q.-1—ac(—1)"P._..=c,
v ac(—=1)""'Pac1+ be(—1)"Q.-1=c,
a[(=1)"""Pa-ic] + b[(—1)"Qn-ic] =¢,
odkud srovnanim s rovnici
axo+ byo=c

dostavame

xo=(—1)""P._ic, 9

yo=(-1)"Q.-ic.

Priklad 2. Budeme ted rovnici z piikladu 1 fe§it pomoci
vzorcu (9). Rovnici ov§em vykratime :

163x+36y=1.
Najdeme prvky fetézového zlomku é=—3—6:
a 163
36 : 163=0
163 : 36=4
36 : 19=1
19 : 17=1
17 : 2=8
2:1=2
36 L -
Je tedy ia=(0, 4,1, 1, 8, 2), n=6. Vypolitame sblizené

zlomky, pfi€emz silnou €arou ohrani¢ime Ps a Qs:
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o 0 4 1 1 8 2

P, 0 1 1 2 17 36

(o8 1 4 5 9 77 163

Je Ps=17, Qs=77 a podle vzorci (9)
x=-17.1=-17,
Yo=77.1=77

jako v piikladu 1.
Obecné feSeni je
x=-17-36¢,
y=77+163¢,

t € Z. Odtud napf. pro ¢ = —1 dostdvame feSeni (19, —86);
pro =1 feSeni (—53, 240).

Priklad 3. Re$me rovnici

Sx-3y=1.
Redeni. Zde je §=—§=—1+§=(—1,2,2); n=3a
tabulka vypada takto:
% -1 l 2 2
P -1 I -1 -3
o] N 5
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P,=—1, Q=2 a vzorce (9) davaji

Xo=-1,
Yo=-—2.
Obecné feSeni je
x=—1+3¢, .
=-2+5¢t.
Pro t=1 dostdvime odtud kladné hodnoty x, y:
x=2, y=3.

Cviéeni

1. Casto byvd dina iloha feSit neuréitou rovnici ax+ by =c v oboru
pfirozenych €&isel, tj. pro x, y € N. (Ale koeficienty a, b, c jsou stile
&sla celd, ne jenom pfirozend.)

Dokaite téchto né€kolik vét o feSeni rovnice ax+by=c v oboru
phirozenych disel. Ve viech pfipadech pfedpokldddme a>0, b>0.

(1) Rovnice ax — by = ¢ (kde nejv&tii spoletny délitel &isel a, b déli
&islo ¢) ma nekoneéné mnoho feSeni v oboru N.

(2) Rovnice ax + by = ¢ bud nemi Z4dné fedeni v oboru N, nebo
jich mé konetny pocet.

(3) Nékteré pfipady, kdy rovnice ax+ by=c nemd Zidné teleni
voboruN: (a) c=0;(b) c>0,alebud c<anebo c<b;(c) c=ab.

2. Reite v oboru pfirozenych &isel (x, y € N) rovnice: (a) x + 15y =25;
(b) x—13y=100; ,(c) 7x+2y=35; (d) 25x-21y=60; (e)
15x+2y=30.

3. Reste v oboru celych &isel (x, y € Z) rovnice: (a) 11x—9y=25; (b)
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10x+7y=97; (¢) 19x-23y=3; (d) 47x-25y=279; (e)
17x+21y=1001; (f) 23x+41y=1299; (g) 65x—37y=-212; (h)
31x+41y=1837; (i) 103x — 15y = ~882; (j) 96x +65y = 1000.

18. PELLOVA ROVNICE

Je to neurditd rovnice druhého stupné v x, y tvaru
x*—Ny’=1, 1)

kde N ma zndmy vyznam. Jako u kazdé neuréité rovnice
hleddme feSeni v oboru celych ¢isel a zapisujeme je jako
uspofadanou dvojici (x, y).

Pripustme pro okamzik, Ze N se rovnd druhé mocniné
néjakého celého é&isla: N=4? kde aeZ. Pak z (1)
dostdvame

x*—(ay)’=1.

Rozdil dvou druhych mocnin celych Cisel se vSak miiZe
rovnat 1 jen tehdy, jde-li o &sla 1, 0 nebo —1, 0 (v tomto
pofadi). Md tedy Pellova rovnice s N=a® teeni (1, 0)
a (—1, 0). Ale tyto dvojice jsou dokonce feSenimi Pellovy
rovnice pro jakékoli N. Nazveme je trividlnimi feSenimi
a v dal§im se jimi nebudeme zabyvat.

Zajimaji nds tedy feSeni (x, y), pro néz je x#0, y+0.
Budte x, y pfirozend d&sla, pro ktera plati (1). Zfejmé
jsou pak dalsi feSeni rovnmice (1) uspofadané dvojice
(x, —y), (—=x, y), (—x, —y). Abychom nasli v§echna feeni
Pellovy rovnice, pokud existuji, staci tedy najit jeji feSeni
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v pfirozenych ¢islech. Omezime se tedy nadéle na ta feSeni
(x, y), kde x, y e N. Pro néktera dosti mala N neni obtiZné
feSeni rovnice (1) prosté uhodnout. Pro N=2 ma zfejmé
rovnice x’—2y’=1 fefeni (3,2); pro N=3 je feleni
Pellovy rovnice (2, 1), pro N=5 je to (9, 4), pro N=6 pak
(5, 2). Jisté bychom takto uhodli fe$eni Pellovy rovnice
i pro néktera N> 6. Sotva bychom v§ak uhodli, Ze nejmen-
§im feSenim rovnice x*—13y*’=1 je uspofddana dvojice
(649, 180) (vzhledem k tomu, Ze hledame fefeni v pfiroze-
nych é&islech, je snad jasné, co minime ,,nejmensim* fese-
nim: ma-li rovnice x*—13y’=1 je$té néjaké jiné feSeni
v piirozenych &islech (x', y'), musi byt x' >649, y' > 180).
A rovnice x*—29y’=1 mid dokonce nejmensi feSeni
(9801, 1820), a¢ N neni nijak pfili§ velké. Nechf se étenaf
nedomniva, Ze s rostoucim N rostou také hodnoty nejmen-
Siho feSeni Pellovy rovnice : nejmensi feSeni Pellovy rovni-
ce x*—30y*=1 je (11, 2).

Plati toto tvrzeni: Ma-li rovnice (1) alespofi jedno feSeni
v pfirozenych &islech, ma jich nekoneéné mnoho. Budiz
(x0, yo) nejmensi feSeni rovnice (1). Pak vSechna feSeni
(x, y) v phirozenych &islech dostaneme ze vzorce

x+yVN=(x+ yoVN)" )

pro n=1,2,3,... (Pro n=1 zicjmé dostaneme feSeni
(xo0, yo).) Tento vzorec dokazuje Perron ve své knize [4].
UkdZeme si, jak se s nim pocita.

Pro N=2 jsme nasli xo=3, yo=2. VSechna ostatni
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pfirozend feSeni rovnice x’—2y’=1 jsou tedy dédna
vztahem

x+yV2=(3+2V2)
pro n=2,3,...
Pro n =2 dostavame

x+yV2=9+12V2+8,

x+yV2=17+12V2,
x=17, y=12.
Pro n=3 je

x+yV2=274+54V2+72+16V2,

x+y\/§=99+70\/5,
x=99, y=70.

Pro vétsi n bychom musili pouzit binomické véty a vypocet
by byl komplikovanéji, i kdyZ oviem uskutecnitelny. Pro
nds je dilezité, Ze vzorec (2) zarufuje existenci nekoneéné
mnoha feSeni rovnice (1), pokud znidme nejmensi feSeni
(XO., yo)'

Pozdéji si ukdZeme jednodussi vzorce, umoziujici vypo-
et vSech feSeni ze znalosti feSeni (xo, yo).

Piesvédéte se zkouskou, Ze uspofddané dvojice (17, 12)
a (99, 70) jsou feSenimi rovnice x*—2y*=1.
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Budeme tedy nyni hledat feseni (x, y) Pellovy rovnice.
Budeme pfitom pracovat s iraciondlnim Cislem VN.

Vyjadtime &islo VN nekoneénym fetézovym zlomkem
VN:(qlv qzs ... 4n, 2ql)-

Pocet prvkil v symetrické &asti periody je n — 1, coz miize
byt &islo liché nebo sudé. Cislo n udava podet prvkii
v piedperiodé, za nimiZ jsou vypsiany vSechny prvky
v symetrické ¢asti periody. Téchto n prvki je

qisq2s .. qn

a s nimi také budeme pfi feSeni Pellovy rovnice pracovat.
Cislo n je opét bud sudé, nebo liché. Pfi sudém n povedou
nasSe dalSi dvahy k feSeni Pellovy rovnice, pfi lichém n viak
k feSeni rovnice

x*—=Ny’=-1,

ale uvidime, Ze i toto feSeni lze pfevést na feSeni rovnice
(1).

P.., P, ¢ ey g y .
Budte -, = sousedni sblizené zlomky fetézového

On—l ’ n
zlomku &isla VN. Je oviem

n—

—Q,.—_l;=(q“ q25 .. q"—l)v

P,
E=("" G2s - Gn)
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a plati
a,.P,. + P,,-]

v.ﬁ= a= anOn + On—l )
Pro a, plati
a.=(2q, q, ...)=\/ﬁ+ q:.
Po dosazeni tedy je
_ (VN+q)P, +P._,
(\/N'*' ql) On + Qn—l

a odtud

VMVN+¢,) Q. +VNQ,_,=(VN+¢))P. +P._,.

Tuto rovnost lze pfevést na rovnost tvaru
a+bVN=c+dVN,

a, b, ¢, deQ, VNel. Z toho, %e mnoZiny Q, | nemaji
spole¢né prvky, plyne a=c, b=d. (Ostatné jsme uz této
ivahy pouZili v jednom numerickém pfipadé, pfi pocitani
podle vzorce (2). Ale protoZe zde jde o poéitdni s obecnymi
vyrazy, radéji jsme si to rozepsali.)

V na$em pfipadé tedy

N0n=q‘an+Pn.-l,
qun+On—l=Pn.
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Odtud

P, ,=NQ,-q.P.,

Q...=P,—q.0..
Tyto vyrazy dosadime do vzorce

P.Q.-1 = P..1Qn=(-1)";
dostaneme
P.(P.—q1Q.)—(NQ,—q:P.) Q. =(-1)",

coZ ihned dava

P.-NQ.=(-1)",
tedy pro sudé n feSeni Pellovy rovnice

x=P,, y=Q..

Takto dostaneme feSeni rovnice (1) pro N=3 (zde je
n=2), N=6(n=2), N=7(n=4), N=8(n=2), N=
=11 (n=2), ..., N=47 (n=4), N=48 (n=2) (viz ta-
bulku druhych odmocnin v kapitole 9).

Pro liché n pfiddme je$té jednu periodu a misto hodnoty

Oz" (bereme oviem 2q;— @.s1,
G2 Gn+2y 3= Gn+3s « .., §n—> G2, podle tohoto schematu:

qhqzy---,qmqu, q2y, .. qn
l |
qn+11 qn+2, ---,an).
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Cislo 2n je sudé; opakovini pfedeslych Gvah davi
Pi.—NQi.=1,
tedy pro liché n jsou kofeny Pellovy rovnice
x=P, y=Q:,.

Z na3i Gvahy a z vlastnosti sbliZzenych zlomk vyplyva, Ze
¢isla x, y jsou pfirozend a Ze jsou to nejmensi &isla, kterd
jsou feSenim Pellovy rovnice. Dostali jsme tedy v obou
pfipadech nejmensi feeni (xo, yo).

Vzhledem k platnosti vzorce (2) plati: Pellova rovnice

(1) m4 pro VNe nekone&né mnoho feleni v prirozenych
Cislech.

Prikdad 1. Re¥me rovnici
x’=21y’=1.
Reseni. Je V21=(4, 1, 1, 2, 1, 1, 8). Tabulku sestavime

zprvkii 4,1,1,2,1,1. Jetedy n=6 a &isla x=Ps, y= Qs
jsou nejmensi pfirozend &isla, kterd vyhovuji dané rovnici.

% 4 ] 1 2 1 1
P, 4 5 9 23 32 55
1o} 1 1 2 5 7 12

Je tedy x=55, y=12. Zkouska: 55°-21.12°=
=3025-21.144=3025-3024=1.
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Piiklad 2. Refme rovnici
x*—29y’=1.

Reseni. Zde je V29=(5,2,1, 1,2, 10), n=5, budeme
proto pofitat &isla Py, Qio:

s 5 2 1 1 2 10 2 i 1 2

Py 5 11 16 | 27 | 70 | 727 | 1524|2251) 3775|9801

O 1 2 3 5 13 ] 135} 283| 418 701]1820

Vychdzi x=9801, y=1820 (jak se &tendf dovédél ui
v dvodu této kapitoly). Zkouska: 9801>—29.1820°=
=96 059601-29.3312400=96 059 601—96059600=1.

Zbyva nalézt néjaké numericky vyhodnéj§i vzorce misto
vzorce (2). Sierpifiski ve své populdrni kniZce [6] uvadi bez
dikazu tvrzeni, Ze v§echna feSeni rovnice (1) dostaneme ze
vzorcl

Xie1=XoXx + Nyoys, 3)
Yi+1= YoXu + XoYx,
kENo,

kde (xo, yo) je nejmensi FeSeni.
DokaZme, Ze vzorce (3) davaji feSeni Pellovy rovnice.
Dikaz provedeme matematickou indukci. Plati

xi— Nyi=1;
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pfedpoklddejme, Ze plati
xi— Nyi=1.
DokaZeme, Ze pak plati také
Xini— Nyia=1,
kde xi+1, yx+1 jsou ddna vzorci (3).
Xirr = Nykor = (xox + Nyoys)® = N(yoxe + Xoye)' =
= x3x%+ 2Nxoyoxiy«+ N2y5yi— Nyixi— 2NxoyoXsys—
— Nxbyi=x¥(x5— Ny}) — Nyi(xi— Ny})=
=x;—Nyi=1.

BudiZ ddno N. Vyrazy (3) davaji p€kné rekurentni

vzorce pro feSeni rovnice x*— Ny’=1. Napf. pro N=2 je

x0=3, yo=2 a vzorce (3) davaji pro feeni rovnice x*>—
—2y*=1 rekurentni vzorce

X1 =3+ 4y,
Vi1 =2xc+ 3y
pro viechna keN,. Tedy
n=17, y;=12,
x2=99, y,=70,
x=577, y,=408,

Porovnejme s feSenim téZe rovnice podle vzorce (2).
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Vratme se nyni k tabulce fetézovych ziomkd &sel VN
v kapitole 9. Jeji posledni tfi sloupce se vztahuji k Pellové
rovnici. Sloupce nadepsané ,,x*“ a ,,y‘‘ uddvaji nejmensi
feSeni bud Pellovy rovnice (jestliZe totiz v fetézovém

zlomku &sla VN=(qi, ¢z, ..., 4=, 2q1) je n sudé &slo)
nebo rovnice x* — Ny*= -1 (je-li n liché). O kterou z obou
rovnic jde, je vyznaceno v poslednim sloupci bud ¢&islem +1
nebo &islem —1. (V tabulce jsou tedy pro sudé i liché n
zapsana &isla x=P,, y=Q,.)

Poznidmka. V této kapitole jsme se setkali nejen
s Pellovou rovnici, ale také s rovnici

x*—Ny*=-1. 4)

Mezi obéma rovnicemi je zasadni rozdil. Zatimco Pellova
rovnice mé feSeni pro kazdé N, rovnice (4) nemusi byt pro
nékterd N viibec fesitelna v celych &islech. Pfikladem toho
je napf. rovnice

¥*=3y’=-1,
kterd nemé celodiselné feSeni. Ctendf si to dokdZe ve
cviCeni 5.

Cviceni

1. Reste ty Pellovy rovnice s N=50, jejichZ fefeni nejsou uvedena
v tabulce v kapitole 9 (tj. v ¥ddku N je v poslednim sloupci &islo —1).

2. S pouzitim cviteni 2 kapitoly 12 dokaZte, Ze Pellova rovnice mi pro
N=n*+1, neN, tedeni x=2n>+1, y=2n.
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3. Ze vztahii (3) odvodte rekurentni vzorce pro feSeni Pellovy rovnice
pro (a) N=3; (b) N=8; v obou pfipadech z (x, yo) vypocitejte
(In f ,Vl). (Xz. ,Vz). (I:, }'3).

4. V textu kapitoly 12 jsou uvedeny fetézové zlomky isel V53, Vsa.
Redte s jejich pomoci Pellovy rovnice: (a) x*—53y*=1; (b)
x*—54y*=1.

S. Dokaite, Ze rovnice

x*=3y’=-1
nema4 feSeni v celych &slech.
Ndvod. Rovnici piSte ve tvaru

+1=3y%
ma-li byt x, y € Z, musi byt 3|x* + 1. Vy3etfujte zvla3( pfipady x =3k,
x=3k+1, x=3k+2; vyjde vdm, Ze ve viech pfipadech vychaz ph
déleni &sla x*+ 1 tfemi zbytek, a to bud 1 nebo 2. Dovedete timto
zplisobem dokazat nefeiteinost rovnice (4) pro néjaké jiné N?
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VYSLEDKY CVICENI

Kapitola 1:
7943 95 . 1394107308 18 17
1. (8) 2'3,4-E, 4_2-(b)31 4’29’ 33’ 957(C)0v3’257531(d) 10,
101 1020 10301
10° 101’ 1020 °

2.(3):(5,1,1,5);():(3,1,2,2,1,3),(c): (0,1,1,2,1, 1,6, 2).
3. Napt. (2, 1,3, )=(2 1, 4)=1—54.

Kapitola 2:
3.(1,1,3,3,3,1,5,4,4,1,3).

Kapitola 3:

113 4 11 517 39 11 13 24 61 451

1 (a)'O'E’S’E’ﬁ’iﬁ'(b)' "Z'S'Tﬁ'ﬁ'“)'2’?'?'?%'%'

4571 11 5 11 38 125 663 1 3 10 33
2098’

d): 0, 5529’ 83’ 221" 127° 386" (e): 0, 3'10°33° 109"
109 360
360’ 1189°

238 1130 8 25 83 274 2001 347

2. (8)20,1,5,Z,H,E,4—1;(b):1,7,55,7—3,m,m;(c)21 AyAV T

1129 69 98 167 265 697 . (113 4 15 49 64

8°21'50°71° 1217 192° 505"

177 241 900 014 9 13 22 57 250 1557
s61° 900’ 3361° )
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123581321, . Ui
3. 135 8 13 k-ty sbliZeny zlomek je s kde s, (Ues1)
oznaduje k-ty ((k+ 1)-ni) &len Fibonacciho posloupnosti.

Kapitola 4:
P, 13, 13 13 _
a. o= !0 317317 - i 2583<00004 6=0,317317- -
=0,0002.
Kapitola 6:
. L3717 4199 4 10 24
1. SbliZené zlomky: 1, 2'5'12° 29’ 70° vsunuté zlomky: 2, 717
%?, 194;) ; z nich nejlepsi pfibliZeni: ; f‘; %
2. q|9=2.
3. Posta&i hodnota e =2, 71828.
Kapitola 7:
1. 4=3 nebo 7.
Kapitola 8:
3 31 96
———( -2,1,1, 10, 3); -2, -1, 2 —i—l,.—gg.
Kapitola 9:
99 1 2889
1. @ 7 0 11830 =0,00008; (b) T¢ 15' <515~ 000165 () 1553
§< 1 < 1 =0,0000002.

1292.5473 1000.5000
2. (b)(7,1,2,7,2,1,18); (c) (7,1,4,3,1, 2,2, 1, 3, 4, 1, 14).
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3. (3 (3,1,9); (b) 2,1,2).

4.(3,2a(0,1,1,2).

7. (3 (0,3,3,9,...); (b) (0, 2,10, 2, ...); (¢) (1,2, 1, 1, 18, ...).
Kapitola 11:

1. (a) 1+V2; (b) 2+V5; (c) 4+ V1IT; (d) 5+V26.

2. (a) 2+V6; (b) 3+V12; (c) 4+ V24; (d) 5+V27; (e) 6+ V38.

4+V37 . 6+VIOl , 9+2V39
3 (0) = () — 55—

9+V101 , 9+VI0I
== P

3. (a)

5. 5x’—18x-4=0; a

6. (a) (2); (b) (1,4, 1, 1).

Kapitols 12:
1. (a) (7.1,1,1,1,1, 1, 14); (b) (9,4, 1, 1, 4, 18); (c) (10, 20).
2. Vn’+1=(n,2_n)‘

Kapitola 13:

-1+V21
l.—z—.

20-V2

8

N

2.

Kapitola 16:

2. (a) 3; (b) 12

3. (a) 3; (b) 6, 17, 28, 39, 50; (c) 13; (d) 4; (¢) 15; (f) 24; (8) 2,7, 12,
17, 22, 27, 32; (h) 99, 206, 313; (i) 81; (j) 200, 751, 1302, 1853,
2404,
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Kapitola 17:

2. (a) jediné feSeni (10, 1); (b) nekoneéné mnoho Feseni (100 + 13n, n),
neN; (c) dvé fedeni (1, 14) a (3,7); (d) nekoneiné mnoho feleni
(15+21n, 15+25n), neNo; (e) 24dné Feleni.

3. (u viech feSeni jsou vynechdna &isla —bt, +ar a jsou — s vyjimkou
cviteni (i) — uvddény kladné hodnoty xo, yo) (a) (8, 7); (b) (9, 1); (¢)
(5,4); (d) (7, 2); (e) (28, 25); (£) (3, 30); (g) (3, 11); (h) (9, 38); (i)
(_9! _3); (J) (Sv 8)

Kapitola 18:

1. N=2:(3,2); N=5:(9,4); N=10:(19, 6); N=13:(649, 180); N=
17:(33, 8); N=26:(51, 10); N=29:(9801, 1820); N=237:(73,
12); N=41:(2049, 320); N=50:(99, 14).

3 (a) X =2x0430, Y =xn+2y:(7,4), (26,15), (97,56); (b)
Xir1 =304+ 8y, yanr =2 +3y::(17, 6), (99, 35), (577, 204).

4. (a) (66249, 9100); (b) (485, 66).
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