Analytické modely systémiu hromadné obsluhy

» pfedmétem ,,teorie hromadné obsluhy*
« Kendallova klasifikace - typ SHO: X/Y /c/d/p
X...typ stochastického procesu, ktery popisuje piichody
Y ...typ stochastického procesu ktery popisuje délku obsluhy
C....poc¢et kanalti obsluhy, d... délka fronty, p.... velikost populace
nejjednodussi typ SHO: M/ M/ 1/ /0 (Castopouze M/ M/ 1)
— ptichody pozadavkl do SHO - Poissonilv proces
— pocet obslouzenych pozadavki - Poissontliv proces
— pocet kanalu obsluhy = 1

Poissoniiv proces — modelovani vyskytu nezavislych udalosti

predpoklady:

« pfichod pozadavku v intervalu dt -> 0 nezavisi na prichodech
pozadavku v predchazejicich intervalech,
» nechtpravdépodobnost prichodu jednoho pozadavku v dt: p=A . dt,
» pravdépodobnost zadného ptichoduvdt: q=1-A.dt,
o prointerval T=m. dt: m
— pravdépodobnost piichodu k pozadavka: p(K) = ( « ] p“g™*

(binomické rozlozeni se stfedni hodnotou m. A )

— prodt->0, T=konst. dostaneme pro pravdépodobnosti poctu
ptichodti Poissonovo rozlozeni:

p(k)=@T ".e*T/kl ,k=0,1,.....



Poissontiv proces

Poissonovo rozlozeni:

E(k) = Z K.p(k) =A.T ....stfedni hodnota po¢tu udalosti
0 zadobu T

_EK)
T

A ....prumérny pocet udalosti za jednotku ¢asu

o’ =Ek-EK)=AT ... rozptyl

» uzky vztah k exponencialnimu rozlozeni:

nezavislé udalosti -
1 2 3 4 { Poissonovo rozlozZeni:
l Lo L1 LEK=2 (proT=1)..
time

intervaly mezi prichody: spojitd ndhodna veli¢ina -
exponencialni rozloZeni se sttedni hodnotou E(A;) =1/A



Poissoniiv proces a exponencialni rozlozeni

graf prechodu Poissonova procesu:
(specialni pripad markovovského procesu)

stav 1......... skutecnost indikujici vyskyt 1 udalosti
@0 @@
Po(®  Pu(D) P,(t) P3(t) P4(t)

oznaceni: p; (1), resp. p; (t +dt)....pravdépodobnost, ze v Case t,
resp. t+dt se proces nachazi ve stavu 1

p; (t+dt) = p;(t) - p; (). dt (Gbytek o pravdépod. prechodu)
p; () +A.pi(t) =0, prop;(0)=1=>

p. ()=e " ... pravdépodobnost setrvani procesu ve stavu i
F(t)=1-e "... distribuéni funkce exponencialniho rozloZeni

p()=Ar.e ! ... hustota pravdépodobnosti (exp. rozlozeni)

F(t)

L

E(t) = _f t.p(t)dt =1/4  .stfedni hodnota exp. rozlozeni
0]

o’ =E[t-1/A) =1/ 7 .....rozptyl exponencialniho
rozloZeni 3



Analyticky model systému M/M/1

cile analytického modelu:

Ci: E(Nq)=?, D(Nq)=?, E(Tq)=?, D(Tq)=",........

e necht p,(t)=P[Nq@t)=k], k=0,1,.........

» piredpoklad: A, u.konstanty a A<u => p = A/lu <1
pak lze nalézt p,= limp,(t) prot->owo

mozné situace v SHO:
prichod nového  ukonceni

A

Nq pozadavku  obsluhy
k+1 O
) . ‘kl >0 b....... 0 0
k-1 O {' 1 1
Coernnn. 1 0
0 >time
t t+dt



Analyticky model systému M/M/1

pravdépodobnosti jednotlivych stavii v systému M/M/1:
p (t+dt)=p (O[Q-A-dt)Q— g -dt)+ g-dt-A-dt]+
Py (DA~ dt(L— - dt)]+
Pt (D[ -dt(A— A -dt)]

pro zjednoduseni vynechame mocninu dt:
P (t+dt) =[1- (24 + p).dt]. p, (t) + A.dt.p (t) + z2.dt.p, (1)

p, (t+ d;i "R ) p () AP (1) + 2P ()

poznamka: hleddme ustalené¢ hodnoty p, (t ->)
pokud A <p, pak existuje p, = lim p, (t) = % =0=
rovnice rovnovahy pro stacionarni stav:

stavove prechodny diagram:

(A+ )Py = APy + £L-Pyq

A A A i1
8. 8.8 ()
|
-~ ’U
T Y
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Analyticky model systému M/M/1

ur¢eni P, - zpodminky rovnovahy mezi stavy k a k+1:

A
AP =P = p1:;po = P-Po

Py = ? ...rozliSime 2 pripady:

a) neomezena fronta: (d=o)

Zpk :po+,0-po+p2.po—l— ......... = =1=
0

Po =1—p. P, == p).p"

Pozndmky:

1) podminka stabilniho stavu: © <1

2)pro o =1 nestabilnistav = Pp =1-p=0=p, = p,...

3) vystup obslouzenych pozadavku tvofi opét Poissonliv proces s
parametrem A", A°=7?; moZzné situace:

a) neprazdna fronta => odchod p poZadavki za jednotku Casu

b) prazdna fronta (p, =1-p ) => zadny odchod

, A
A=p11=py)+0.p, = u@A-Q1-p)) = p.p= Ho A



Analyticky model systému M/M/1

b) omezena fronta (d=n): kz_c; p, =1
> P =P+ ot P+ P At oot P ) =
k=0 “ _ — P
pe Po  _nn
0] ,On+
1 15
Po  Po N+l _ q _ 1— o
1—p 1—p 2 — po 1_pn—|—1
Poznamky:
1) pravdépodobnost plné fronty: P, = Po - 2"
1— V2 n o .,
Pn = - 2~ = P» ....pravdépodobnost blokovani
1— o o 0 )
dalSich pozadavkil
pro

u>>A,p<<l:p,=@0-p)p" =p, ..viz. neomezena fronta
2 ) vystupni proud: A'=A (1-p ,)---ubytek o odmitnuté pozadavky
Piiklad: p=0.5 n=7?
« ptipad p ,=0.001:
p,=0.081 (1-p).p"=(1-05).(05)"=(05)"""
(1/2)°~0001=>n+1~10 =>n ~ 9
* piipadp = 10°: n ~19

3 ) neni tfeba uvazovat podminku p < 1; prop > 1..oblast zahlceni
necht’ p -> o0, pak pg=p,; =P, =......... Ph.1->0, p,->1



Analyticky model systému M/M/1

piiklad: M/M/1 s neomezenou délkou fronty
a) ENg)=? (prumérny pocet pozadavkiu v SHO)

E(NG) =Y k-p, =S k-(1= p)p* = (- p)- p> k- p* =

=1-p)p-1+2p+3p° +....)=1-p)-p o = =

E(NQ) ;1 prumérny pocet v obsluze:
5 Po- 0+ (1-py).1=1-1+p =p
1
0.

" p

b) E(Tg) =?  (primérna doba setrvani pozadavku v SHO)
* pozorujme poZadavek, ktery stravil v SHO prave dobu E(T,)
(primérna doba setrvani pozadavku P)

» zadobu E(T,) ptijde do SHO v priméru prave A . E(T,)
novych pozadavkia = E (Nq),

A -E(Tq) = E(NqQ) ..Littleiv vzorec
A 1
E(NQ) ) 1
Yz, £

E(T,) = l/p pro p <<1 8



Analyticky model systému M/M/1
pokracovani piikladu - dalsi vztahy pro E (Nw) a E(Tw):
1
E(Tq) =E(Tw) + " [ ) ...Gekani+ doba obsluhy

A-E(TQ) = A-E(Tw)+ 2
y7;

E(NqQ) = E(Nw) + p pramér. pocet v SHO = primér. pocet
pozadavk ¢ekajicich na obsluhu +
primér. pocet v obsluze

normalizované zpozdéni: doba v SHO vztazena viici dobé obsluhy:

E(Tg) _ ooux 1

Y7,

b E(T)!
5
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Slucovani Poissonovych procesu

dalsi vlastnost Poissonova procesu:

I
i=1

necht N(t,t+dt)................ pocet udalosti vysledného procesu
vintervalu t, t + dt:
pravdépodobnost Zadne¢ udalosti vysledného procesu v intervalu t, t + dt:

P[N (t,t + dt) =O]:ﬁP[Ni(t,t+dt) — 0] =

=1-(4+ A, +...... A)-dt=1—A-dt . viz. definice
Poissonova procesu

zavér: sloucenim vice Poissonovych procesii dostaneme opét
Poissontiv proces s parametrem A, ktery je souctem parametrii
dil¢ich procest
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Analyticky model prepojovaci sité

priklad: zpozdéni paketii v prepojovacich sitich -

nahradni schéma prepojovaciho uzlu:

................................. : pf'edpoklad. do fronty VFI
@ m T pfichazi A; paketu /sec
odélce: f(l)=vevi=>
F(1) =1-e-V!

v...prumér. délka [paket / bit]

kapacita vystupni. linky: C, [bit/sec]
priumeérna délka paketu: 1 /v [bit/ paket]
pocet prenes. paketil vyst. linkou [paket/sec]: w,=C;/1/v=vC,
zpozdéni paketu v uzlu 1i: E(T)=1/(u-A)=1/(vC-A\;)

11



Analyticky model prepojovaci sité

Ptiklad 1: aplikace pfedchozich vysledkil na vypocet zpozdéni
paketl v pfepojovacich sitich; jsou dany prenosové kapacity
a zatéze linek v siti.

Vypoctéte: a) primérné zpozdéni paketl pro jednotlivé uzly,

b) primérné zpozdéni paketl v uzlu (anonymni),

©—

¢) prumérné zpozdéni paketl v siti.
A~ Ay /M /" Aaihg
B R CREEC
Ay
kapacita vSech linek.....C =20 000 [bit/sec]
« zatéze: A,=A->B: 10 [paket/sec],
A,= B->C: 10 [paket/sec],
A;=A->C: 10 [paket/sec],
A, =A ->D: 10 [paket /sec]
« prumeérna délka paketti = 1/v = 500 [bit/paket]
v . C = 1/500[ paket / bit] .20000 [bit/sec] = 40 [ paket / sec]
1 v I4 W ror
E(T) = ...stfedni hodnota doby ¢ekani paketu

v-C—Ai vevystupni fronté pro zatéz A;
Schéma SHO & informacni toky:

s
O\ A->E B->C C->D
3

M—/,» —»1_|—l—> Hi_rl—v e I S




Analyticky model prepojovaci sité

pokraCovani ptikladu: vypocet zpozdéni:

a) Cekani ve frontach na konkrétni linky + doba vyslani
linka A->B: E(T) =1/ (40 - (10+10+10)) = 0.1 sec
linka B->C: E(T) =1/ (40 - (10+10+10)) = 0.1 sec
linka C->D: E(T)=1/(40-10) =0.03 sec

piipad nezatiZené sité: 1 1
A{v-C=E()= — _— —0.025 sec/paket
v-C 40
ziti linky A->B:
vyRA Y A +A,+4, 30paket/sec
Pasp = = =0.75
v-C 40 paket/sec
E(TA->B) i
0.1 sec /
0.025 sec PA->B
0.75 1 '

b) primérné zpozdéni ramce v anonymnim uzlu:
suma zatézi na vSech linkach : A = 70 paket/ sec
E(T)=((A +2A3+2,)/A).0.1+
(A + At Ayl A.01+2,/A.0.03=
= (30/70).0.1+ (30/70).0.1+ (10/70).0.03 = 0.0903 sec
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Analyticky model prepojovaci sité

pokracovani ptikladu:

c) prumérné zpozdéni rdmce v siti = pramérné zpozdéni ramcu

v anonymnim uzlu * primérny pocet uzli na cesté =
= 0.0903 (1*1/2 + 2 1/4 + 3* %) = 0.0903 * 1.75 = 0.158 sec

Jiny pfistup: uvazujeme danou sit” (tj. strukturu obsluznych mist)
jako jediné obsluzné misto

- -
- ~~

~ -
- -
~—a_ I

- pouziti Little-ova vzorce: Ainp - E (Tq ) = E ( N . )
E (Ng)... primérny pocet ramct v siti,

E (Ty)... primérné zpozdéni rdmce v siti,

E(N,)=> E(Nqg,))=> A,"*E(Tq;)

=30*0.1+30*0.1+10*0.03 =6.33[ framej

E(T,) = 1 *E(Nq)=6'3350.158sec

inp

Note: A,’=10+10+10, A,’=10+10+10, A,’=10,

14



Analyticky model prepojovaci sité

Nahodné prepojovani:

Ay . Pin 2y pjj- ---pravdépodobnost smérovani
, : ramce do linky ]
3 7 ~ 2. P =LJ=>[Iviechny ramce jsou
n pi > J=1 w , e ’
M smérovany do n&jakého
m sméru

A
W
H1
& \ Al Mij
inp
/—pA - - — ).
Ay

N % i J
\@7
PR
Vstupni tok: A, b, Z A
A= Ainp, - Paa } zat€ze vystupnich linek
A = Ainp. - Pim

JZ:;;LJ" inp Z)Lk 15



Analyticky model prepojovaci sité

Dano: HJ (J - 1m), }\VJ ’ (J:lm)

E(NQg)=? .....pramérny pocet ramcii v uzlu i
E(Tq)=? .....pramerné zpozdeéni rdmce v uzlu i
1 o
E(Tqg;) = ....primérmé zpozdéni ramctl

. —2,. ' - y . W J4
Hj ] v uzlu i, které jsou smérovany

prave na linku |

Praimérné zpozdéni v uzlu i (bez ohledu na smér):

m m 1
E(TCIi) :ZE(TCIU)- Pi; :Z - P
i=1 o M — A

J

j=1 A — A" A

j inpi

Jiny pfistup: aplikace Little-ova vzorce na uzel |

Ainp, -E(TQ;) = E(NQ;) = Zm: E(Ng;) =

1 & A
A 2

L}
inp, i1 A A

E(Tqi) —

16



Analyticky model prepojovaci sité

Priklad 2: A,=20 r/sec

xl/:’i:>k2’:85/6
: A,=85/6

7

A,=20 r/sec

p=3/4 =
Ay’=15

A;=20 r/sec

A =170/6

p=1/2 =>);=35/2 ;\f8=275/6

A=+, +A4,=060r/sec=4, + 4, ="

1 1
E(Tqa,s) = +
15 /Ll 85

Hos —
1 1 1

E(Tq ) = ~+ ~+
1324 st —15 35 170

/usz_? ﬂ24_?

uw = v.C [ramec/ sec]
Primérné zpozdéni ramce na cesté uvnitr sité (Littleﬁv VZOrec):

E(Tq) =%- E(NQ) = = Z > -

j=1 vSechny
vystupni
fronty
vuzlui

17



Analytické modely se stavové zavislymi prechody

e zobecnéni Systému M/M/1/c0
« M/M/1l/o (1kanal, necomezena fronta)
« prichody a odchody jsou funkci k (k..poCet poZzadavki)

Ag M A, M1 My
8. 8 918 ®
" N4

Ho Hq Ho ... Hi-1 My

rovnovaha pravdépodobnosti: plati p, . A = Pyyq - Hygyg =

P, — - Po
ALy
k—1
I I/’L
Ag-Ageeeaa A : '
P, = o -t k—1 Po — |io - Po
Al Ay 7 ------n--- AL Hﬂi
Specidlni pripady:
« M/M/2/x0
‘O’S’”\ e o
Y~
oTH T2 1,320 W E2U =21
. |\/|/|\/|/oo

OC()”\‘ S_ONS

0= =20 =3 WK g =(KH)p



Systém M /M /2 /

Ay Ay, A, A Akt

pk ° /11 1 pO — - Kk —1 pO —
V7R S y7a e (240)
ﬂ,k

p=A/2upro k>2, py=7?

* nekonecCna fronta:

D> P =Po+2P00 +2P%Po +2P°Pg Frinniinnnn =1=
i=0
_1-p
po_1+p
E(N :d)K k.2
+p % D)
1 1 1

E(T,)=— E(T,) =

(Ty) P E(N,) = Ao ):>,u (Ty) 152

Primérna propustnost: A= p.p; +2pn (1-py-py) =7

7\‘ —> :7\‘9

19



Systém M /M /oo / oo

« A =Kkonst., u—k u

s s eole e

TR T2 =3 WS :u e =(K+1)p

Po=7?
zadna fronta => primeérna doba obsluhy =1/ y;

b&hem tohoto intervalu 1 / n: k novych prichodi s pravdépodobnostmi:
1

1 k ——A
p. =(—.A)".e ¥ .—
ya;

T Poissonovo rozlozeni

...stfedni hodnota

£
L
1 Yo, 1
E(Tqg) = E(Nq)./l =7 = — . E(TqQ) =1
ya;

Primérna prichodnost:

D~ — — A
A :Z/uk'pk :Zk-ﬂ-pk :ﬂzk-pk =pp=pH—=4
k=0 k=0 k=0 y2

20



Srovnani analytickych modelu

uE (Tg)...... normované zpozdéni
5 1 | |
-' I
M/M/2 (u) | .
4 T ‘\\ I )
MIM/L (), /
' _I.\‘\ .'
> T /
2.5 / F  MIMIA(2p)
2 1 /A Y A & i
/'/ N .'/ |M/M/eo
, S 2/ L
0 — | > 5= A2
0. 4 06 0.8 1

E(Tq) p=(1/p).p=1

E(Ty).n=(1/2p).n=1/2

21



Systtm M /M /c/d

* c¢=nobsluznych kanali, délka frontyd=n
* specialni ptipad M /M /oo /

o (e

Ho= “ Hpg= NY

e 1
P =" 1 Po . ..viz predchozi ptiklad

1
n 1 1 ,O Ty
NP opy=ls Po= = P
. pl-l i
i=0 I i—0

O .

« nedochazi - li k odmitani z diitvodu pIné fronty: chovani stejné
jako v ptipad€ M/ M/ => E(N,) =p
n AL

£ —
N!

Zp' 1.

* pravdépodobnost blokovani: Py

E(Ny) =p . (1-py); prachodnost: A’ =24 (1-p )

E(Ty) =L/X.E(Ny)=[p.(1-pp) I/[1 (1-pp) =1/

22



Systétm M/ M /1 /o s odmitanim

« vstupni tok pozadavkl je fizen: A, = A/ (k+1), A ..maximalni zatéz
* u=konst.

A M2 M3 M M(k+1)
'\_’ o "
1 m m h m
A 1 A
pk—l'E: Py -t = Py :E; P11 =
A 1 .
P =(—)" —-Po .... viz systtm M/M/o0o
w k!
p,=€" ... pro nekone¢nou frontu
< = Aw 1l 5 2
E(N)=> kp, =D k(&).—e “ ===
(Ny) kZ:(; Py kzzc; (/u) " P e
VIZ M/ M/ o

Poznamky:

» jde o Poissonovo rozloZeni se stfedni hodnotou p,
» fronta je stabilni pro jakékoliv p,

e prichodnost: A* =0.py+ 1 (1-py) = n. (1-e*)

* normovana pruchodnost: A’/ = (1-eP)

« zpozdéni E(T,)) =E(Ny) /A’=p/p. (1-e-°)

* normované zpozdéni: p. E(T;) =p/(1-e-P) 23



Systtm M/ G /1/ o

* @.... d¢lka obsluhy: libovolné, ale znamé rozloZeni

EN, )= (72115 a-p'o?)

-
-

/” ’
4

jako M/M/1

~
~

korekéni faktor : o® ..rozptyl doby obsluhy

i ) b ~ ~ ‘ :::t'.".. 1 ...‘. ‘. N
— =, —— |[1-—-(Q— o
iy e

~
~

~

A

E(, )=

Poznamky:
e« proM/M/1l: 6?°=1/u*> =>Xkorekéni faktor =1,

« pro o2 > 1/u2 je o2u2>1=>korekéni faktor >1 =>
zvétSeni fronty 1 doby ¢ekant,

« pro o2 < 1/42 je o?u2<1=>korekéni faktor <1 =>
zmenseni fronty i doby cekani,

24



Systétm M /D /1/

« D.... konstantni délka obsluhy =1/u =>¢2 =0

q 1_ 2
Poznamky:
e pro p malé: vysledky jako M /M / 1, 1
e prop->1: —
. E(N, )= L r E(Tq)ZEL
2 1-p 21— p
E (Nq)
............ —M/G/1]w
(oblast 62< 1/p?
[oeiis M/M/ 1/ 0
......... - M/D/1/w
. (2=0)
;p



