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1 Uvod

Pro ucitele je velmi dilezité ziskavat od studenti zpétnou vazbu. Praveé na

vvvvvv
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zptsobem studenti premysleji, jak konstruuji své poznatky, pro¢ voli zpu-
soby Teseni, které voli, jaké délaji chyby a co je jejich pri¢inou. I prestoze
se zakladni struktury uloh casto opakuji, studenti délaji stejné nebo velmi
podobné typy chyb. Co mé tedy vliv na vykon studentti?

Béhem své praxe jsem se setkala s velmi formalnim pfistupem studenti
k nerovnicim. Jednalo se o studenty 3. ro¢niki stiednich skol a velmi mé pte-
kvapil jejich pristup k feseni zékladnich linearnich nerovnic a celkem Siroka
paleta chyb. Zaujala mé myslenka, zda by analjza feSeni nerovnic studentt
mohla uciteli umoznit lépe odhalit, které znalosti ovliviiuji vykon studenti
u Teseni nerovnic.

Hlavnim cilem diplomové prace je zjistit, které znalosti a oblasti matema-
tiky ovliviiuji vyskyt chyb, které studenti délaji pfi feseni zédkladnich typt
nerovnic. Vedlejsim cilem je ziskat dostatecny ptrehled o problematice chyb,
které studenti délaji pfi feseni nerovnic, jak v jednotlivych oblastech nerov-
nic, tak v nerovnicich obecné. Podrobnéji jsem se zamértila na goniometrické
nerovnice. M4 prace vychézi z nékolika studii, jejichz autory jsou P. T'samir,
L. Bazzini a N. Almog, a knihy V. Kulice, které mi poskytly zakladni oporu
pri klasifikaci chyb. Pracuji se skupinou studentii, které vyucuji rtizni ucitelé
matematiky, pfesto ocekadvam, ze se tyto vlivy projevi v kazdé zkoumané
tride. Nejcastéji se bude jednat praveé o vliv znalosti z oblasti rovnic na ob-

last nerovnic.



V prvni ¢asti prace jsem se zaméfila na matematickou symboliku v riiz-
nych fazich feseni problému a pro¢ studentiim miize ¢init potize. Poté popisuji
dilezitost chyby ve vyuce, nejen jako hodnoticiho kritéria, ale i jako ukazatele
rizného stupné porozuméni matematickym pojmim, kterym se maji naucit.
Uciteltv pristup k chybé ovliviiuje piistup studenta k feseni problémovych
ukolt, proto je dulezité, aby se student s chybou naucil pracovat, podobné
jako se snazi pracovat se svymi znalostmi. Uvadim nékteré zakladni vysledky
dosavadnich vyzkumt vztahujicich se k tématu chyb v nerovnicich. V prak-
tické casti blize popisuji, s jakymi typy nerovnic jsem pracovala a jaké chyby
se v TeSenich vyskytly.

V zévéru shrnuji, s jakymi vlivy jsem se setkala pfi zadavani logaritmic-
kych a goniometrickych nerovnic. Ty jsou jadrem mé prace, a proto se jim
vénuji nejpodrobnéji. Zaveéry nelze zevseobecnit na vsechny studenty, protoze

dany vzorek neni dostatecné reprezentativni.



2 Formalismus a symbolika

2.1 Mira osvojeni symbolického jazyka matematiky

J.Mach (2002) ve své knize Co je matematika® cituje vyrok F.C.Kleina:
,Vzorce jsou silné, ale slepé.”, ktery jasné doklada, jak mize byt symbolicky
jazyk matematiky zradny, pokud si student pamatuje pouze vzorce a sym-
boly bez vztahu k néjaké situaci ¢i kontextu. Matematika se vyjadiuje sym-
bolickym jazykem, ktery mtize byt pro nékteré studenty obtizné ptistupny.
Forméalni pouzivani vzorci je jednim z nedostatki, ktery mize ovlivnit kva-
litu poznéavaciho procesu. Poznavaci proces lze rozdélit do nasledujicich fazi:
hladina motivace — tvorba separovanych modelt (ziskdvani zkuSenosti) —
tvorba generickych modeli — vznik abstraktniho poznatku — hladina krys-
talizace poznatku (Hejny, Novotna, Stehlikova, 2004).

Pterod separovanych modeli na modely generické je zalozen na poskyt-
nuti dostate¢ného mnozstvi zkuSenosti s riiznymi modely, které zak mize
tridit, organizovat a zapojovat do struktury starsich poznatkt. Predlozime-li
studentovi vzorec nebo symbol, mizeme vznik abstraktniho poznatku vy-
razné zpomalit. Zapamatovani jednoduchého vzorce je snazsi nez pochopeni
toho, jak se k nému doslo a jaké mnozstvi zkusenosti k nému vedlo. Student
konstruuje poznatky na zakladé toho, co zné, na zékladé svych zkusenosti.
Tato ¢innost vyzaduje studentovu aktivitu, ktera je ovlivnéna i jeho kogni-
tivnimi vlastnostmi i osobnosti.

S nadsazkou lze Tici, Ze mira formalismu nepfimo popisuje hloubku osvo-

jeni daného poznatku a jeho prenositelnost na nestandardni situace. Formalni
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poznatky jsou izolované od osobni zkusenosti studenta, maji pro néj smysl jen
jako pamétova stopa, kterou je nutno si udrzet jen po ur¢itou dobu a ktera po-
stupné slabne. Student vidi praktické pouziti poznatku pouze v ramci skolni
situace.

Rizné zdroje (Jirdnek, Soucek, 1969), (Kuli¢, 1971), (Kalhous, Obst
a kol., 2002) upozorfiuji na dilezitost ¢innosti, aktivity pifi uceni, prové-
déni myslenkovych operaci. Osobni zkuSenost a smyslové vnimani, manipu-
lace s objekty a pozorovani hraji dilezitou roli pii trvalejsim zapamatovani
poznatku.

Ucitel by mél ve vyuce vytvorit podminky pro to, aby se student se-
tkal s dostateénym mnozstvim problémovych situaci, které budou studenta
vnitiné motivovat, aby chtél investovat energii a prebudoval strukturu svych
dosavadnich znalosti. ,,Logické védecké formulky se nemaji déti ucit znat me-
chanicky. Jsou cenné a uzite¢né jen natolik, jak pomahaji rozvoji védomosti
déti, poji se organicky s jejich osobni zkusenosti, znalosti. Odtud vznika ne-
zbytnost vratit logické definice a formulky k oné zkusenosti, z niz historicky
vznikly.“ (Skatkin, 1951, str. 39)

Jednim z Bloomovych kognitivnich cilt vyucovani (Kalhous, Obst a kol.,
2002) je praveé aplikace osvojenych znalosti a dovednosti. Také Niemierko ho-
vofi o dovednosti pouzivat védomosti (Kalhous, Obst a kol., 2002). Pokud je
poznatek uchopen pouze pamétné a neni podepfen dostatecnym poctem se-
parovanych modeld, je univerzalni model netiplny nebo dokonce nespravny.
Problémy se projevi v situacich, které vyzaduji jiny zptisob uchopeni po-
znatku, nez je pouha reprodukce. Klasickym pfipadem je vysveétlit néktery

pojem, jev svymi slovy, uvést jiny nez citovany piiklad, vysvétlit selhani stan-



dardniho postupu v nestandardni tloze, aplikovat vzorec atd. (Hejny, 1990).
Prenositelnost poznatku je dilezitym ukazatelem, zda bude student schopen
poznatek pouzit v jiné situaci. Pfenos znalosti vSak miize ovlivnit nésledujici
uceni nejen pozitivné, ale i negativné (Havigerova, 2007).

Rizné stupné a hloubku porozuméni popisuje R.R.Skemp, ktery rozli-
Suje mezi instrumentalnim (procedurdlnim) porozuménim, jez kratce popi-

2 a relativnim pochopenim, kdy student vi,

suje jako ,rules without reason*
co déla a pro¢ (Vaiyavutjamai, Clements, 2006). Student je schopen adapto-
vat ziskané znalosti na 8irsi okruh problémii bez vnéjsi pomoci. Instrumen-
talni porozumeéni je nutné k posunu k relativnimu porozuméni. Tall (2004)
zminuje, Ze existuji tfi trovné algebry: evalua¢ni, manipulacni, axiomaticka.
Vyuka matematiky ve $kole se soustfeduje na prvni dvé z nich: popsat ma-
tematicky problém, sestavit vyraz, upravit ho a vycislit.

Vnitini strukturu jazyka matematiky objevuje student postupné, stejné
jako se ud¢i jazyku matefskému nebo cizimu. Je to jednim z dtvodi, proc
se vyzkumy zaméruji na propojenost jazykovych a matematickych doved-
nosti, napf¥. schopnost ¢ist s porozuménim zadani slovnich tloh. Uspésnost
modelovani matematické situace tedy souvisi nejen s trovni matematickych
dovednosti, ale i se schopnosti pracovat s jazykem. Pro jakykoliv jazykovy
systém je dtlezité, aby student dokazal pracovat s pojmem znak, znak urci-
tého jevu, znak dostacujici a znak nutny, byl si védom logického propojeni

znaki a jejich symbolického vyjadfeni (Landa, 1973).

Zpravidla bez rozmyslu ¢i pravidla bez diivodu



2.2 Prenos znalosti

Vyuka novych poznatkii se snazi navazat na jiz osvojené ucivo, studentovy
zkuSenosti a predstavy. Jednim z ukazateli, Ze si student osvojil poznatek
nebo dovednost, je to, Ze je schopen ho uplatnit v jiné situaci, nez ve které
se s nim potkal.

Vzéajemny vliv znalosti a zkusenosti na pribéh uceni je tedy prirozenym
jevem. V literatufe se setkdme s rozliSenim pozitivniho transferu (pfenosu)
minulého uceni na pribéh budouciho uéeni a negativniho transferu (pfenosu).
Nékdy se pro negativni prenos uziva pojmu interference ¢i atlum. Pokud ob-
sah a struktura latky obsahuje velmi podobné prvky, hovoiime o specifickém
(dzkém) transferu, pokud jsou méné podobné, pak o nespecifickém (vSeobec-
ném) transferu (Havigerova, 2007). Ve vyuce mé potencidl zejména vyuziti
specifického transferu. Lze ho usnadnit tim, kdyZ nové poznatky a ucivo je
studovano ve svétle diive osvojenenych poznatkii. Ty mohou studenttim slou-
zit jako analogie nebo metafora, kterd jim pomize pii uc¢eni (Perkins, 1992).

K vyuzivani transferu musi byt student veden, schopnost transferu ne-
vzniké automaticky. S prenosem a zejména negativnim se velmi casto setka-
vame, jsou-li si ¢innosti podobné. Ve vyucovani lze vyuzit dva mechanismy
pro uceni transferu. Pfi nacviku mechanickych ¢innosti, jejichz spravnost lze
kontrolovat, miiZzeme u studenta rozvijet neuvédomély transfer (reflexive, low
road transfer). Dulezité je, aby si tuto ¢innost osvojil bez chyb. Zamétime-
li se na rozvoj abstraktniho mysleni a hledani spojitosti, budeme rozvijet
uvédomély transfer (mindful, highroad transfer) (Perkins, 1992).

Reseni rovnic a nerovnic jsou ¢innosti, které jsou si velmi blizké svou

terminologii, postupy i symbolikou. Mezi témito dvéma oblastmi dochézi



casto k specifickému transferu. Pokud si student neuvédomi specifika nerov-
nic a aplikuje znalosti, které se naucil o rovnicich, velmi snadno se projevi
negativné, vznikem chyb. Cilem uceni je docilit zmény v mysleni studentt,
tedy k reorganizaci jeho znalosti, kterou doposud povazoval za spravnou.

Uc¢ivo samo tedy obsahuje zdroj nékterych chyb (Brousseau, 1997).



3 Chyba v procesu uceni

Chyba byla a je pfirozenym prvkem nejen vyuky, ale i procesu uceni samot-
ného. Ve skolnim prostfedi studenti vnimaji chybu spiSe negativné (Zitkova,
2010), proto se snazi na své potize upoutat co nejméné (Simon, 2006). ,Ne-
pifjemnym situacim se podle dosavadnich zkuSenosti miize® vyhnout tak, ze
(a) uhodne, co mé asi ucitel na mysli, (b) bez pfemysleni pfijme udajné
souvislosti nebo (c) bude predstirat, ze rozumi.“(Simon, 2006, str. 16)
Nejvice ptrinosny je pro zaka, s ohledem na jeho rozvoj, pristup konstruk-
tivisticky, ktery pracuje s chybou jako pfilezitosti k postupu dél (Hejny, Ku-
Fina, 2001). I pamét pii vybavovani poznatkt pracuje spise na zékladé rekon-
strukce nez presného obrazu (Havigerova, 2007). Chyby nejsou jen dtsled-
kem neznalosti, nepfesnosti nebo nédhody, ale i predchozich znalosti studenta
(Brousseau, 1997). Jeho znalosti mohou byt nepfesné, zjednodusené nebo
pouzitelné jen na limitovany pocet situaci. Chyby, které maji sviij ptvod ve
znalosti, G. Brousseau nazyva prekazky. Tyto chyby se budou prizptisobovat
a odolavat iplnému odstranéni, jsou stalé a daji se ocekavat v riiznych podo-
bach. Pri¢inou chyb-ptrekazek jsou znalosti, které v urcitych situacich funguji
(Brousseau, 1997). Tyto znalosti se tak stavaji vyznamnym faktorem, ktery
muze negativné ovlivnit dalsi uéeni (Havigerova, 2007), (Perkins, 1992).
Odstranovani tohoto typu chyb vyzaduje v podstaté podobny ptistup jako
budovani novych poznatki nebo naprava formalismu. Ucitel musi odhalit
nejen, v jakych situacich dana prekazka-znalost selhéva, ale i kde funguje
(Brousseau, 1997). Znamené to maximalné vyuzit pozitivni vliv osvojenych

znalosti a minimalizovat jejich vliv na budouci udeni (Havigerové, 2007).

3Student



Uceni je vzdy vysledkem interakce mezi zakladnimi prvky uc¢ebniho procesu:
ucitelem, studentem a systémem poznatkii.
Z didaktického hlediska G. Brousseau (1997) rozlisuje ptvod prekazek:
e Ontogeneticky ptvod
Tyto chyby jsou zavislé na tirovni vyvoje studenta a jeho schopnostech
v daném véku.
e Didakticky ptvod

Tyto chyby maji ptivod ve volbach uvnitt vzdélavaciho systému,
v socio-kulturnim ramci dané spolec¢nosti. Jsou to chyby, které mohou
mit ptivod v nepsanych pravidlech, ktera se vytvofi v ramci komunikace

mezi studentem a uditelem.

e Epistemologicky ptivod

Jedna se o chyby, kterym se nelze vyhnout, protoze hraji dulezitou
informativni roli v rtiznych stupnich osvojeni poznatkt. Lze je odhalit
i ve vyvoji pojmu samého. Mohou prispét k vyvolani potieby studentii
pochopit hloubéji n€jaky problém a motivovat ho tim, zZe u né€j vyvolaji

vnitini kognitivni konflikt.

Velmi ptehledné je podéava i V. Zitkova (2010, str. 37), jeji klasifikace chyb
vychéazi z J.- P. Astolfiho (Astolfi, 2006).

1. Porozuméni (neporozuméni) zadéni

2. Skolni navyky a zvyky

Jednd se o chyby, které vznikaji na zakladé didaktického kontraktu.
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3. Zakovy pfedstavy

Nesoulad mezi terminologii a ,,chudosti“ predstav.

4. Rozdily v logickém uvazovani ucitelii a studentii
Tyto chyby lze odstranit podrobnou analyzou zadani. Cilem je zamezit,
aby se u studenti vytvorila ,signalni slova“.

5. Neocekavané zplisoby Teseni ze strany studenta

6. Zahlceni nebo ,stav pretizeni®

Ptivod chyb je v nizsi schopnosti koncentrace.

7. Problém transferu z jiné discipliny
Problém transferu se vztahuje nejen k jiné discipliné, ale dochazi
k nému i v ramci matematiky samotné.

8. Prilis slozity a spletity obsah

I v této klasifikaci lze rozpoznat, ze castou pri¢inou chybného vykonu je

predchozi znalost studenta ¢i minulé zkusenost.

3.1 Vliv pristupu ucitele

Uciteltv pristup k chybé ovliviiuje i postoj studenta. Jednou z ¢innosti ucitele
je identifikovat, interpretovat a korigovat chybu. Uciteli je tak pfisouzena role
garanta spravnosti. Cilem vzdélani je vsak, aby se student naucil tuto roli po-
stupné vykonavat sdm, aby rostla jeho autonomie a odpovédnost za vysledky

svého studia. Student si musi uvédomit nejen, ze udélal chybu, ale i jakou,
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co bylo jeji pri¢inou. ,Vyznam autokorekce tedy spociva jednak v tom, zZe je
predevsim korekci nejen vysledku, ale také procesu, ktery k tomuto vysledku
vedl, jednak v tom, Ze zvysSuje aktivni zapojeni subjektu i v této fazi uceni.“
(Kuli¢, 1971, str. 127-128)

Objeveni chyby mutze byt studentu zprostfedkovano zvnéjsku (ucitelovo
upozornéni, porovnani se znamym vysledkem) nebo zevnitt (student provede
kontrolu operaci, tzv. ,operacni kontrolu vysledku“, nebo provede zkousku
pouzitim operace inverzni nebo dosazenim do puvodniho zadani u feSeni
rovnic ¢i slovnich tloh). Zavéry, které formuloval V. Kuli¢ (1971) ve své knize,
vyrazné prispivaji k novému pohledu na funkci chyby ve vyuce. ,,Chybna
odpovéd, pokud je jako takovd vcas identifikovéana, neohrozuje podstatné
uceni.“ Naopak ,,Chybny vykon, ktery neni identifikovan, efekt uceni znacné
snizuje.“ (Kuli¢, 1971, str. 118-119)

Ucitel musi brat v ivahu mnozstvi chyb, charakter chyb a jejich zavaz-
nost pro osvojovani dalsich poznatki. Interpretovat chybu znamena najit jeji
moznou pric¢inu. Volba reedukace a zptisob korekce jsou c¢asto ovlivnény zpt-
sobem vedeni vyuky, znalosti struktury a logiky uciva a také mechanismii,
jakymi si studenti vytvéareji predstavy o matematickych objektech (Kalhous,
Obst a kol., 2002). Jinak bude uéitel postupovat, pokud se chyba vyskytne
béhem uprav v feseni, ale kdy student spravné identifikoval problém; jinou
reedukaci zvoli, pokud student neidentifikuje problém jiz na zacatku.

Kritériem pro volbu zptisobu napravy také bude i to, u kolika zaktu se
vyskytne stejna chyba. V bézné vyucovaci hodiné je nemozné se zabyvat
kazdou chybou zvlast. S ohledem na Cetnost pouziti korekce béhem hodiny se

setkdvame se dvéma zakladnimi pristupy ucitele. Autori ¢lanku ,, New errors®
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and ,old errors“: The case of quadratic inequalities (Tsamir, Tirosh, Tiano,
2004) ve svém experimentu pozorovali hodiny zkuseného ucitele matematiky.

Rozlisuji tyto pristupy:

1. ekonomicky

Ucitel ignoruje chyby a pokracuje ve vyuce, zminuje pouze spravné
feSeni a v mnozstvi spravnych a chybnych feseni reaguje pouze na ta

spravna, aby udrzel plynulost a tempo vyuky.

2. propracovany

V tomto pripadé ucitel vyzve studenta, aby zopakoval své nespravné
feseni a vysvétlil své uvazovani celé ttidé. Pokusi se zjistit, zda i jini stu-
denti jsou stejného minéni. Dovede studenty k tomu, aby si uvédomili

nespravnost tohoto feseni a pricinu chyby.

Tyto pristupy ucitel, s nimz autori realizovali experiment, kombinoval a za-
fazoval do vyuky na zakladé toho, zda se vyskytly v ramci nové probiraného
tématu nebo v rdmci tématu, které zaci méli jiz ovladat (Tsamir, Tirosh,
Tiano, 2004).

Pti napravé chybného feseni, miizeme porovnavat rtizné prvky: samostat-
nost odhaleni chyby, rozdéleni celého procesu prace s chybou na jednotlivé
faze ¢i miru ndpovédi, kterou studentovi poskytne vnéjsi ¢initel. Kuli¢ (1971,
str. 128) popisuje metodu odstupniované pomoci. Uvadi tyto konkrétni moz-

nosti korekce.
1. Opakovani pokusu o feseni

2. Nova formulace tkolu, pfip. rozdéleni na fadu dil¢ich tloh
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3. Navrat do historie - zopakovani nebo douceni toho, co je predpokladem

k tspésnému zvladnuti tkolu

vvvvvv

poznatku

5. Zadani vedlejsi pomocné ulohy ¢i otazky, ktera predstavuje jednodussi

situaci nez uloha zadana na zacatku

Vv

7. Sdéleni spravného vysledku pokud selzou predchozi neptimé pomoci

8. Odlozeni korekce

Upozornuje vSak na to, ze tento vycet neni kompletni, protoze ucinnost
a vhodnost zvolené korekce voli ucitel sam na zakladé své zkusenosti s vyukou
a znalosti konkrétni t¥idy ¢i studenta (Kuli¢, 1971). Ucitel muze na zakladé
miry pomoci, kterd je nutna k vyfteSeni tlohy, odhadnout, do jaké miry si
vytvoril student univerzalni myslenkovy model tlohy daného typu.
Nahlédnuti do zptisobu, jakym student pojem konstruuje a chape, je ca-
sové méné€ narocné nez odkazani na zopakovani latky ¢i rozdéleni latky na
mensi kroky. Rozdélit uéivo na mensi celky a jednoduché algoritmy je jednim
z klasickych pristupti programového uceni, jak ovliviiovat pravdépodobnost
vyskytu chybného vykonu. Ale i rozélenéni tilohy na mensi kroky nezarucuje,
ze nedojde k tomu, ze student udéla chybu (Kuli¢, 1971). Davodi, pro¢ vy-
uku matematiky nelze zcela podiidit pozadavkim tohoto typu vyucovani, je

nékolik:
e Studenti vnimaji elementarni operaci rtizné.
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e Epistemologickym chybam se nelze vyhnout, nebot souvisi s vyvojem

pojmii.

e Rozdéleni uc¢iva na malé kroky a jejich nacvik neni spolehlivym postu-
pem, jak se vyhnout nejen formalismu, ale i chybam, protoze ,,Operace
vytvéareji struktury, nikdy se nevyskytuji izolované.“ (Jiranek, Soucek,

1969, str. 165).

Pokud vsak ucitel pracuje s celou tiidou, tomuto rozdéleni na jednotlivé
kroky se Casto nevyhne. Doplnéni pestiejsich separovanych modelid pojmu,
se kterym maji studenti potize, je zakladem kazdé reedukace. OvSem sa-
motné doplnéni separovanych model nemusi stacit, aby student prehodnotil
poznatek, pfebudoval ho a propojil pevnéji s dalsimi poznatky.

problém, a chtél ho odstranit. Skute¢né prebudovani poznatku vyzaduje stu-
dentovu aktivitu. Musi si uvédomit, jak k chybé doslo, co ho vedlo k udélani
chyby. I student se musi naucit pracovat s pozitivnim a negativnim transfe-

rem a s riznymi arovnémi jazyka matematiky.

3.2 Vliv pristupu studenta

Studentovy znalosti netvoii homogenni skupinu. Podle Fischbeinovy teorie
je studenttiv vykon ovlivnén jeho intuitivnimi, formalnimi a algoritmickymi
znalostmi.

»- - - formal knowledge is based on propositional thinking. It relates to ri-
gor and consistency in deductive construction, being free of the constraints

imposed by concrete or practical characteristics. Intuitive knowledge is a kind

14



of cognition, which is accepted directly and confidently as being obvious, im-
parting the feeling that no justification is required. Algorithmic knowledge is
the ability to use theoretically justified procedures” (Tsamir, Bazzini, 2002,
str. 22). *

Pokud bereme v tivahu tuto hypotézu, je reedukace chyby ve své podstaté
obdobou kognitivné-behavioralni intervence. Nestaci tedy na studenta ptiso-
bit pouze z kognitivniho hlediska, ale i na studentovo prozivani. Ucitel musi
vzit v avahu, ze velkou roli maji i studentovy potieby bezpeci, motivace.

Studie (Lim, 2006) se zabyva pfizptisobovanim a reakcemi studenti na
nové situace, na zakladé toho, jak studenti rozumi rovnicim a nerovnicim. Lim
rozliSuje anticipaci, jakym zptsobem studenti vyhodnocuji novou situaci,
a predikci, co je vede k jejich konec¢né reakci. Na zakladé této studie Lim

stanovil 5 druhi anticipace a 3 druhy predikce.

1. impulzivni anticipace
Student reaguje na problémovou situaci zcela spontanné, provede ope-
raci, kterd ho zrovna napadne, aniz by zvéazil vhodnost pouziti v dané
situaci.

2. strnuléd anticipace

Student neprehodnocuje jiz vytvofené znalosti a pevné se jich drzi,

4... formalni znalost je zaloZena na vyrokové logice. Vztahuje se k presnosti a ucelenosti
v deduktivnich konstrukcich, které jsou prosty omezeni vnucenych konkrétni nebo prak-
tickou povahou. Intuitivni znalost je druhem védéni, které je pfijimano pfimo a s jistotou
jako zfejmé, vzbuzujici pocit, ze zddné zdivodnéni/dikaz neni tieba. Algoritmicka znalost
je schopnost pouzivat teoreticky zdivodnéné/provétené postupy. (Z anglického origindlu

volné prelozila V. DubiSarova.)
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Lim

prestoze se v problémové situaci vyskytuje novy prvek.

. explorativni anticipace

Student jednotlivé napady zvazuje, aby ziskal lepsi pochopeni situace.

analyticka anticipace

Student problémovou situaci analyzuje, stanovi si cil nebo kritéria,

ktera povedou jeho ¢innost.

. zvnitinéla anticipace

Student Tesi problém spontanné bez analyzy, protoze vnitiné zpracoval

vhodnost pouzitych operaci.

. predikce zalozena na asociacich

Student déla zavéry na zakladé volné asociace dvou predstav, aniz by
meél pevnou zakladnu pro jeji vytvoreni. Tato volna asociace mize byt

jednou z pficin, pro¢ na jeden typ ulohy Tesitel reaguje riizné.

. predikce zalozena na srovnani

Studenttuv zavér je zaloZeny na srovnani dvou prvku situace.

. predikce zalozena na koordinaci

Zaveéry jsou délany na zakladé koordinace rtiznych veli¢in a vztaht mezi

nimi.

tedy bere v uvahu také intuitivni vlivy, které mohou vést studenta

k chybam. Formalismus se mtze projevit jak v obecném pfistupu k feseni

problému, tak v chdpani konkrétniho pojmu (Lim, 2006).
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Pro uditele je zvlasté dilezité rozpoznavat, zda ma student tendenci pfi-
jimat formalné pouze poznatky z urcité oblasti (napfiklad pouze z matema-
tiky), nebo je zasaZzen studenttiv zpusob, jakym piijima vétSinu poznatki
(tedy i z jinych vyudovacich predméti). Pokud u studenta pfevazuji intui-
tivni znalosti nad formalnimi a algoritmickymi, mohou modely, které si stu-
dent vytvori pro feseni problému a tuloh, vést k fadé chyb, které se projevi
v konzistenci, pfipadné nekonzistenci feseni rtiznych typt nerovnic (Tsamir,

Bazzini, 2001).

3.3 Faze reseni problému

Nez prejdeme k riiznym typtm chyb, popiseme jednotlivé faze feSeni pro-

blému, jak k nim pfistupuji A. Newell a H. A. Simon (Ruisel, 2000).
1. Orientac¢né-analyticka faze

V této fazi dochazi k aktivnimu zpracovani problémové situace a utva-
feni vnitinitho modelu. Student identifikuje druh problému, analyzuje
pocatecni udaje a strukturu problému vcetné cile. Oddéli dulezité in-

formace od téch méné dilezitych.

2. Strategicko-operacni faze

V této fazi student urcuje smeér svého feseni, porovnava pouziti riznych

metod a formuluje hypotézy, voli postup (Ruisel, 2000).

Na kvalitu obou fazi ma vliv vyse zminéna anticipace (Lim, 2006). Stu-
dent, ktery méa sklon k formalnimu pfejimani poznatki, se soustfedi
spise na operativni ¢ast feSeni problému nez na jeho identifikaci a po-

¢atecni analyzu.
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K problému mtze fesitel pfistupovat jako k algoritmickému nebo neal-
goritmickému. Vliv na to, zda tlohu vniméame jako algoritmickou nebo
nikoli, maji jeho predeslé zkusenosti s rtiznymi typy tloh a schopnost
analyzovat problém (Landa, 1973). Algoritmus je pfesny navod ¢ po-
stup, kterym lze vyiesit dany typ tlohy®. Po koneéném pocétu spravné
provedenych operaci student dospéje k feseni tlohy urc¢itého typu. Po-
kud student znéa algoritmus, mtize jeho pouziti oslabit vlastni mys-
lenkové procesy studenta (Landa, 1973), zvlasté pokud ma tendenci

k impulzivni anticipaci na zékladé prvnich asociaci (Lim, 2006).

Nealgoritmické typy tloh se fesi pomoci heuristiky. Heuristika rozviji
strategie TeSeni, které vedou k vyteseni tlohy, ale nezarucuji vytesSeni,
jsou neurcité a umoznuji na rozdil od algoritmut volnéjsi vybér operaci
(Landa, 1973). Velkou roli zde hraje nejen vhled, ale i schopnost kriticky
hodnotit vlastni kroky a postupy.

3. Synteticko-ovérovaci faze

V této fazi student ovéruje hypotézy a metody s ohledem na stanoveny
cil, pfehodnocuje vstupni informace. Ovéfovani muze byt postupné
nebo paralelni, kdy student zvazuje dopredu vice moznosti najednou.
Student hodnoti lohu napi. z hlediska spravnosti feseni, naro¢nosti,
srovnava s dosavadnimi zkuSenostmi. Pokud tloha obsahuje novy pr-

vek, snazi se ho srovnat s tim, co jiz zna.

Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Algoritmus
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3.4 Typy chyb a logicka struktura jazyka

L.N.Landa (1973) roz¢lenil chyby z pohledu programového uceni. Vztahuji
se tedy hlavné k formalnim a algoritmickym znalostem studentii. Popisuje
moznost jak presnéji urcit, kde k chybé dochazi béhem prvnich fazi feseni
problémové tlohy. Vyhodou je i to, ze naznacCuje moznou pric¢inu. K chy-
bam dochéazi, pokud student béhem prvni faze feseni problému nevycleni
vSechny podstatné znaky a nerespektuje logickou strukturu, nebo naopak
zahrne znaky, které jsou nepodstatné a neopravnéné. V nasledujicim vycétu
slovo znak popisuje vlastnost ¢i podminku, kterd popisuje néjaky objekt ¢i

situaci.

1. Student nebere v tivahu vSechny znaky, které jsou nutné

Piikladem mitze byt tato situace. Student fesi ulohu tg2zx > 0 <
0 + km < 2z a neuvede i podminku, ktera plyne z defini¢niho oboru

2r < 5+ k.
2. Student bere v tuvahu zbytecné nebo nepodstatné znaky nebo pod-
minky, coz v nékterych ptripadech vede k chybam.

Jednim z typickych pripadi ve studentskych feSenich je uvedeni pod-
minky, kterd neni nutna, ale kterda vylouc¢i néktery z korenti rovnice,
nebo naopak studenti napt. velmi ¢asto vytrazuji 0, ackoli to neni nutné.

3. Student nebere v itvahu nutné znaky.

Prikladem je situace, kdy student neurci predpoklady, které musi ovérit,

aby umocnovani bylo ekvivalentni upravou, viz tab. 14 na str. 89.
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4. Spravné znaky nejsou spojeny s nutnymi operacemi nebo pojmy.

Prikladem miize byt situace, kdy student napt. zaméni pojmy a misto

definice limity napiSe definici spojitosti.

5. Student nespravné vyhodnoti logické spojky mezi znaky, coz vede

k chybnym operacim.

Prikladem mtze byt situace, kdy student fesi soustavu nerovnic. Inter-

valy, které Tesi jednotlivé nerovnice, na zavér feseni sjednoti.

6. Tytéz znaky vyvolavaji u studenta rtizné reakce.

Prikladem mitze byt situace, kdy student ve stejném typu tlohy jednou
podminky uvede, podruhé neuvede. V tomto pripadé do ivah studenta
pravdépodobné vstupuje néjaky faktor, ktery neni vnéjsimu pozorova-

teli zcela ziejmy.

K chybé mohou vést i neobvyklé, neocekavané vedlejsi znaky objekti. Uziti
zdanlivych modeli, prekvapivych modelti a nemodelt hraje diilezitou roli ve
vytvafeni pojmu a obohacovéani predstav o objektech (Hejny, 1990). Tyto
modely studentiim ukazuji, jaké znaky, vlastnosti a podminky kladené na
objekty, jsou dulezité pfi jejich definovani. Studenti ¢asto zacinaji pracovat
na Teseni ulohy, napf. upravovat vyrazy, ostranovat odmocniny a zlomky,
aniz by analyzovali strukturu zadani a jeji jednotlivé prvky napi. podminky
fesitelnosti. Identifikaci ilohy (rozboru, co je FeSenim, jaké informace potie-
buji k vyfeseni tlohy, stanoveni pfedpokladanych kroki,...) tak vénuji ¢asto
méné pozornosti nez feSeni samotnému. Potom fesi llohu ne na zakladé du-

kladné analyzy, ale na zakladé srovnani libovolnych dvou prvki, které tiloha
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zminuje, ¢i zahrnuti prvki, které nemusi byt pro spravné feSeni podstatné.
O vlivu zaneseni nevhodného prvku do feSeni tlohy napi. na zakladé zamény
kontextu hovoii i C. Spearman (Kuli¢, 1971). C. Spearman i L. N. Landa tak
jen potvrzuji, ze chyby mohou vznikat béhem studentovy prace s jednotli-

vymi prvky tlohy i s jeji vnitini strukturou.
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4 Problematika nerovnic

4.1 Nerovnosti

Student se na zakladni skole setkava a seznamuje s pojmy ¢islo a proménna,
rovnice a ruzné zavislosti. I pojem nerovnosti se za¢ina utvaret na zakladni
gkole. Student je schopen porovnavat rtzné vlastnosti objektt, vnimé po-
jmy vétsi a mensi. Nerovnice jsou spjaty s riiznymi oblastmi matematiky
a zejména algebry. Studenty jsou vnimény spiSe jako podtéma rovnic (Tsa-
mir, Bazzini, 2002) a (Boero, Bazzini, Garuti, 2001), proto do feSeni velmi
casto prenaseji znalosti ziskané pii feSeni rovnic a neberou v uvahu jejich
specifické vlastnosti.

Téma rovnic a nerovnic je vnimano jako typicka c¢ast algebry. To ovliviiuje
zpusob vyuky na nasich skolach, ktery je prevazné soustiedén na algebraické
procedury. Ty jsou pro studenty tézko pochopitelné a kontrolovatelné (Boero,
Bazzini, 2004), (Radford, 2004), (Garuti, Bazzini, Boero, 2001), pokud je
pouzivaji bez porozumeéni a mechanicky.

Studenti, ktefi z rtiznych divodi maji sklon k formalnimu pfejiméni po-
znatkl, se pak soustfeduji spiSe na algebraické ipravy a manipulace s vyrazy.
Uciteld se ptaji spiSe na to, jak Tesit danou nerovnici, nez proc¢ resit timto
zptisobem. Reseni nerovnic je pak vnimano jako soubor pouc¢ek a pravidel,
ktera fikaji, co délat muiZete a co ne, a které se musite naucit nazpamét. To
vede k mechanickému zjednodusovani téchto poucek, jejich deformaci a na-
sledné k chybam.

Podle studie E. Warrenové (2006), ktera analyzovala uc¢ebnice zakladnich

skol v Australii, pouze 5 % obsahu uc¢ebnic poméhéa rozvijet koncept termint
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,mensi“ a ,veétsi“, které souvisi s rozvojem konceptu nerovnic. V bézném
zivoté Casto pouzivame vyrazy jako mensi, vétsi, alespon, prinejmensim, po-
hybovat se v rozmezi, byt mezi, obsahovat nejvyse, kratsi nez, starsi nez
a mnoho dalsich. Rozvoj pojmu nerovnice a nerovnosti mé tedy potenciél
byt ukotven v kazdodennich Zivotnich situacich.

Jazyk matematiky je pro nékteré studenty tézko pristupny, protoze si pod
symboly nedokazi vybavit zadnou predstavu pripadné je jejich predstava ne-
presna. I Teseni nerovnic je ovlivnéno intuitivnimi predstavami, které maji
oporu v redlném zivoté. R. Nunez (2000) uziva pojmu conceptual metaphors®.
Tyto metafory maji vliv na nase celkové abstraktni mysleni jako zakladni
kognitivni mechanizmus, kterym utvarime pojmy a predstavy na zakladé
dedukce. Popsal rozdil mezi grounding metaphors” a jinymi abstraktnimi
metaforami. Grounding metaphors tvori jadro nasich predstav a podili se na
projekci struktur z jedné oblasti do druhé. Tedy jejich vliv je zfejmy i v mate-
matice. Z praci R. Nuneze vychazeji P. Boero, L. Bazzini a R. Garuti (2001),
ktefi se ve svém experimentu zabyvali vlivem tzv. grounding metaphors pri
feseni nerovnic. Shromézdili data ze dvou tiid t¥inactiletych a ¢trnactiletych
studenti jedné italské skoly a studenty Ph.D. Jejich ¢lanek zminuje dveé tlohy.
Jednou z tloh bylo porovnat vyrazy z algebraického a grafického pohledu vy-
raz y = 12 —4x+4 a vyraz y = —2%+4. Zadani druhé tlohy bylo uréit, kde je
xsinz > 22 — 1. Konkrétnéji popisuji fazi hledani opérného bodu, ve které se
projevila metafora setkani se, metafora priiseéiku a metafora rovnovahy. Cast

studentd argumentovala rostoucimi a klesajicimi hodnotami funkci a nutnosti

Sabstraktni koncepéni metafory
"zakladajici metafory
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existence bodu, kde se porovnavané funkce protinaji. Sva vysvétleni studenti
doplnili pohyby rukou vyjadiujicimi rist, pohyb nahoru (dynamicky pfistup)
¢i zkiizeni rukou (staticky pfistup). Jind ¢ast studenti zminovala moznost
priblizeni se hodnot jednotlivych funkci, doprovazené pravidelnymi pohyby
rukou zleva doprava (Boero, Bazzini, Garuti, 2001).

Jednim z dtivodi, pro¢ studenti zanedbavaji specifika nerovnic, mize byt,
Ze uplatnéni nerovnic v prirodnich védach neni tolik zpopularizovano jako
uplatnéni rovnic (Tsamir, Bazzini, 2002). To ovliviiuje i rozsah transferu
znalosti rovnic do oblasti nerovnic. Studenti se denné setkavaji s osobami
pohybujicimi se po schodisti nahoru a doli, liniemi, které se protinaji, pfi-
blizuji a vzdaluji.

Vyuka nerovnic mtize poskytnout dopliujici perspektivu k tématu rovnic,

funkcim a analytické geometrii.

4.2 Specifika nerovnic

Nerovnice se od rovnice lisi v nékolika ohledech: mnozstvi feSeni, zptisobu
feSeni a vyznamu zkousky (Hejny, 1990). Vyfesit nerovnici znamena nalézt
obor jeji pravdivosti. ,Riesit nerovnice f(z) > g(z), alebo f(x) < g(x) zna-
mend upravit ich na jeden zo zékladnych Styroch tvaroch z < a, z < a,
x> a, x> a. (Hejny, 1990, str.218)

Necht f(x) = 0 je rovnice s oborem pravdivosti Pf, g(z) = 0 je rov-
nice s oborem pravdivosti F,. Obé rovnice maji spoletny obor nezndmé O.
»Rovnice nazyvame ekvivalentné, prave vtedy, ked Py = P,. Ak je Py C P,,
tak hovorime, 7e rovnica g(z) = 0 je dosledkom rovnice f(x) = 0. Upravu

f(z) =0 — g(x) = 0 volame ekvivalentnou (resp. dosledkovou) prave vtedy,
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ked rovnica g(x) = 0 je ekvivalentna s (resp. dosledkom rovnice) f(z) = 0.“
(Hejny, 1990, str. 200)

Tato definice neni pro studenty snadno pochopitelna. Pravé nerovnosti,
které popisuje tabulka 14 na str.89 prejatd z publikace Hejného (1990,
str. 166), jsou zakladem ekvivalentnich tiprav. Studenti si osvoji velmi dobte
myslenku, ze rovnice se nezmeéni, pokud s obéma stranami rovnice udélaji
ekvivalentni ipravu. Ale nerovnice klade na ekvivalentni tpravy navic i dalsi
podminky. Pokud tyto podminky student opomene, ¢asto dojde k chybnému
feSeni, jak ukazuji druhy chyb, které popsal L. N. Landa, a jsou uvedeny na
str. 20 této prace.

Ekvivalentni tpravy jsou pric¢teni a odecCteni stejného vyrazu od obou
stran, vynasobeni obou stran kladnym vyrazem, nebo vynasobenim zapor-
nym vyrazem pri zméné znaménka nerovnosti. Tento vyraz vSak nesmi zménit
mnozinu feSeni nerovnice. Vycet neni dlouhy, presto studenti ¢asto zaménuji
dtsledkové tpravy s ekvivalentnimi. Studenti vnimaji ekvivalentni tpravy
zjednodusené jako ,provést shodnou tpravu na obou stranach nerovnice®

(Tsamir, Bazzini, 2002), (Tsamir, Bazzini, 2001).

4.3 Jak zavést nerovnice?

Ve svém prispévku C. Kieran (2004) popisuje jednu z Gvodnich hodin do
problematiky nerovnic v Japonsku.

Uloha zni: Ichirova matka je jiz mésic v nemocnici. Ichiro se svym mlad-
§im bratrem se rozhodli davat kazdé rano prispévek/zaplatit modlitbicku
v mistnim chramu, aby se maminka brzy uzdravila. Ichiro ma v penéZence

18 desetijenovych minci, jeho mladsi bratr ma 22 pétijenovych minci. Roz-
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hodli se, ze budou davat do kasicky kazdy vzdy po jedné minci a pokracovat
v modleni, dokud nebudou mit oba prazdné penézenky. Jednoho dne po mod-
lidbé se podivali do penézek a zjistili, ze mladsi bratr ma vice nez Ichiro. Kolik
dni uplynulo od jejich prvni modlitby?®

V ¢lanku Kieran (2004) popisuje rizné strategie, které studenti volili pfi
feseni této tlohy: predmétnou manipulaci; tabulku s pribéznymi hodnotami;
rovnice, jejiz feseni je upraveno, aby vyhovovalo zadani; soustava rovnic; ne-
rovnice. Studenti na této uloze velmi dobre vidi, Ze rovnice v této uloze
presné neodpovida zadani tlohy. Je jim predlozen problém, jehoz feSenim
neni zjistit, kdy nastava rovnost, protoze rovnost nemusi nastat. Zavedeni
znaku nerovnosti a pojmu nerovnice neni pouze forméalni. Vychazi z potieby
modelovat novy druh problému. Ulohu vak studenti zvladli vy¥esit i pomoci
rovnic. Dalsi vyzvou, kterou ¢lanek zminuje, je dat smysluplny vyznam tpra-
vam nerovnic. Jednou z moznosti je kombinovat symboliku s naértky a grafy.

I zde jsou vsak tuskali.

4.4 Grafické vs. algebraické reseni

Graficka reprezentace miize pomoci si predstavit vztah, ktery nerovnice popi-
suje. Samo sestrojeni grafu nebo nacrtnuti jeho tvaru neni samoziejmou do-
vednosti. Nerovnice popisuje vztah mezi funkénimi hodnotami dvou funkci,
feSenim je ale podmnozina jejich defini¢nich oborti. Prechod mezi algebraic-
kym a funkénim zépisem se vaze s problémy, které popisuje C. Sackur (2004).
Jednd se o prechod mezi jednotlivymi semiotickymi registry matematiky

(Duval, 2000). Nerovnici student musi uchopit jako vztah dvou funkeci, re-

8ptesné znéni TIMSS-R 1999 video studie 8th grade, (Hiebert et al., 2003)
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prezentovat je pomoci grafu, porovnat funkéni hodnoty a uréit, jaké obrazy
a intervaly odpovidaji zadanému vztahu. Jak ukaze rozbor nékterych student-
skych praci v praktické ¢asti, symbolicky zapis feSeni, které student dokaze
zvyraznit v nacrtku, ¢ini studentiim potize. Porozuméni symbolickému za-
pisu ovliviiuje i prvky, které si student do nacrtku ¢i grafu zvyrazni. Vhodny
nacrtek muize studentovi poskytnout vice informaci najednou nez algebraicky
ZAapis.

Kvalita porozumeéni symbolickému zapisu pak ovliviiuje i to, zda zak do-
kéze predpovidat své dalsi kroky. V ¢lanku (Lim, 2006) se mluvi o ,,predicting
and foreseeing“? a pravé tento pfistup by mohl ovlivnit v pozitivnim sméru
formalni pristup k feseni nerovnic. Predicting se vaze k predpokladani vy-
sledku, foreseeing k provadéni operaci.

Mira porozuméni algebraické symbolice ovliviiuje i feseni tloh, které ob-
sahuji néjaky novy prvek. Podle T. Dreyfuse a M. Hoch (Dreyfus, Hoch, 2004)
studenti maji tendenci zamétovat se vice nez na struktury na proces reseni
samotny. Tedy na postup jak Tesit Glohu, nez proc¢ fesit zvolenym postupem.
Student se soustredi na prvky, které jsou mu povédomé, na prvky, na které
muize navazat se znalostmi, které jiz ma. Je to pfirozena faze. I algebraicky
vyraz a + 3 student chape nejdfive jako operaci ,scitej*, nez se u ného vy-
tvori abstraktni chapéani vyrazu jako celku (Jirdnek, Soucek, 1969). Dreyfus
rozlisSuje mezi aktualni formou algebraického vyrazu, rovnice, nerovnice a po-
tencialni formou, coz je forma, na kterou lze dany vyraz, rovnici ¢i nerovnici
upravit. To, jak student vyhodnoti aktualni formu, ovliviiuje jeho strategii

feSeni, volbu konkrétnich operaci a tprav. Predpokladem pro volbu vhodné

9odhadovani a predpovidani
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strategie je tedy rozpoznat shodné t¥idy objekti, struktury tloh a situaci.
Pokud mé student tendenci zamérit se spise na samotny proces feseni nez na
nerovnici jako celek, mize mit tendenci provést tpravu diive, nez zvazi jeji
vhodnost v celém kontextu nerovnice, napi. roznasobit vyrazy nez je pone-
chat v souc¢inovém tvaru. Je pak na uciteli, zda zvoli jednotny pristup k vyuce

vSech nerovnic, nebo nékolik metod pro rtizné typy nerovnic.

4.5 Strategie a obtize

Reseni nerovnic lze rozdélit do tii hlavnich krokt: uréeni korenti odpovida-
jici rovnice, urceni intervalu, jehoz body spliuji nerovnost, a nakonec za-
pis FeSeni. Podle studie, kterou uskutecnily P.Tsamir a N. Almog (2001),
maji studenti tendenci dé€lat neplatné zavéry na zakladé souvislosti mezi fe-
Senim rovnice a k ni vztaZzené nerovnice, nerozliSovat mezi ekvivalentnimi
a disledkovymi tipravami. Pravé zde se projevuje negativni transfer znalosti
a postupt z oblasti rovnic do oblasti nerovnic. Obtize studenttim déla i uzi-
véni logickych spojek a prace s krajnimi hodnotami (Tsamir, Bazzini, 2001).
Podle autorek studie existuji tfi hlavni strategie, které studenti pouzivaji
pri feSeni nerovnic: algebraickd manipulace spocivajici na upravach danych
nerovnic a jednotlivych vyrazi, grafické feseni a pouziti nacrtku ¢iselné osy
v kombinaci s algebraickymi tpravami.

V dalsi ¢asti se soustfedime na popis zakladnich typt obtizi. P. Tsamir

a N. Almog (2001) popisuji pét zakladnich typt obtizi. Kratce je zde popisu.

1. obtize s vyjimeénymi hodnotami

Jsou to obtize s hodnotami na okrajich intervali, body vyloucenymi
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z TeSeni na zakladé podminek, ¢i pfipady, kdy neexistuje feSeni nebo
je feSenim mnozina s jednim prvkem ¢i cely obor realnych cisel. Studie
(Tsamir, Bazzini, 2003) popisuje nékteré koncepty a reakce studentii
na otazku, zda feSenim nerovnice muze byt jednoprvkova mmnozina.
V tomto bodé se projevi chyby vychazejici z didaktického kontraktu.
Student predpoklada, ze feseni bude ve tvaru, se kterym se nejcastéji

setkal.

. obtiZe spojené s logickymi spojkami

Objevuji se v riznych fazich feseni, jak na zacatku, tak na konci pfi
zévérecné interpretaci vysledné mnoziny. Studenti si vliv téchto spojek

na spravnost feseni neuvédomuyji.

. obtiZe se znaménkem ruznych vyrazu

Tyto vyrazy se vyskytuji jednotlivé nebo v soucinu. Zde zminuji au-
torky castou chybu pfi feseni nerovnosti typu a.b > 0, kdy student
opomene, zZe i sou¢in dvou zapornych vyrazi je vyraz kladny. Pripadné
urci obé casti feseni, ale v kombinaci s obtizi typu 2 je spoji Spatnou

logickou spojkou.

. obtiZe se jmenovatelem racionalni nerovnice

Studenti casto nasobi vyrazem, ktery nemusi byt nutné kladny v celé
mnoziné piipustnych feseni. Jednou z metod, jak fesit nerovnici v podi-
lovém tvaru, je nasobit obé strany druhou mocninou jmenovateld a zis-
kat tak nerovnici ve tvaru polynomu. Aby studenti nemuseli zkoumat,
kdy je dany vyraz kladny a kdy zaporny, snazi se zajistit, ze vSechny

vyrazy jsou kladné, napi. tim, Ze obé strany umocni na druhou.

29



5. obtiZe ovlivnéné pojmem rovnice

Tato kategorie zahrnuje obtize vyvolané negativnim transferem mezi

pojmy rovnice a nerovnice. Studie identifikovala zejména tii typy obtizi:

e Student Fesi rovnici misto nerovnice.

e Student pouziva k TeSeni procedury pro pocitani s rovnicemi.
Algebraickym modelem je rovnice a jeji zptisoby feSeni. Studie
(Tsamir, Bazzini, 2002) popisuje dva zptisoby, jak ovliviiuje alge-
braicky model rovnic (model vah) feseni nerovnic. Prvnim z nich je
provadéni shodnych tprav na obou stranach nerovnice, bez ohledu
na nulové hodnoty ¢i znaménko vyrazi.

Druhym zptisobem je vylouceni kotenti vyrazi, se kterymi fesitel
pracuje, a poté provadéni shodnych tprav na obou stranach. Stu-
dent nerozlisuje, kde je vyraz, se kterym pracuje, kladny a kde
zaporny. Nezméni znak nerovnosti pfi nasobeni zapornym ¢islem.
Tuto chybu lze odhalit prostym dosazenim do nerovnice. Studenti
pak pii rozhovorech obhajuji spravnost své ipravy tim, ze je ,,po-

volené délat stejné ipravy na obou stranach”.

e Student vytvaii nesmyslné zaveéry na zakladé pocitani s rovnicemi
napf. ndpodobou zapisu Feseni rovnice: 22 = 25 = x = £5, zapise

feSeni nerovnice takto: 72 < 25 = x < +5.
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5 Prakticka déast

5.1 Popis experimentu

Experiment probihal na dvouch prazskych gymnaziich se vSeobecnym za-
méfenim. Sbér dat probihal formou zadavani pisemnych testid, které jsou
priloZzeny jako priloha této prace. V prvnim roc¢niku stiednich skol se stu-
denti setkavaji s linedrnimi a kvadratickymi nerovnicemi, piip. iracionalnimi
nerovnicemi. Resi nerovnice v sou¢inovém ¢ podilovém tvaru, nerovnice s ab-
solutni hodnotou. Ve druhém ro¢niku se ucivo rozsiruje o nerovnice exponen-
ciadlni a logaritmické, pozdéji i goniometrické. Pro experiment jsem si tedy
zvolila studenty 3. a vyssich ro¢niki stfednich skol, ktefi se setkali se vSemi
typy zminénych nerovnic. Pocty studentii v jednotlivych tiidach jsou uvedeny
u jednotlivych rozbort nize. Uvadim i nékteré dalsi informace o tom, jaké po-
uzivali studenti pomicky nebo jaké kladli otazky uciteli. Pracovala jsem s tlo-
hami, kde nebylo tfeba pouzit nutné substituci, aby student vytesil spravné
danou ulohu. Sama volba vhodné substituce souvisi s tim, zda student do-
kaze predvidat dopredu své dalsi kroky. Velice jednoduchym piikladem, ktery
mohu citovat, je napiiklad substituce a = 22 v tloze z* — 32% + 2 > 0, ktera
zjednodussi nerovnici na klasickou kvadratickou nerovnici. Ve tfidach jsem
nezadavala ani nerovnice s absolutni hodnotou. Z ucebnic pro stiedni skoly
jsem vybrala zakladni tlohy pro mnou zvolené typy nerovnic. Predpokla-
dala jsem, ze v jednoduchych tlohach se jasnéji projevi, které chyby vznikaji
vlivem prenosu znalosti. Tedy jaké druhy chyb lze ztotoznit s chybou jako
prekazkou, jak tento termin pouziva Brousseau (1997).

Nerovnice jsem rozdélila do dvou velkych kategorii, podle druhu funkci,
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jez jsou davané do vztahu pomoci znaku nerovnosti, piip. rovnosti:

e Nerovnice obsahujici polynomy - Porovnavané funkce jsou slozeny vy-
hradné z polynomii. V této kategorii pracuji s témito nerovnicemi: li-
nearni, kvadratické, linearni lomenna nerovnice, iracionalni nerovnice.
Zakladem feseni je rozloZeni mnoziny R (pfipadné mnoziny, ve které
ma smysl nerovnici fesit) na intervaly, jejichz hrani¢nimi body jsou ko-
feny polynomi, ze kterych se nerovnice skladaji, jsou-li v anulovaném
tvaru. Proto je dtlezité, aby si studenti osvojili rtizné strategie, jak

rozlozit polynom na soucin a nalézt kofeny.

e Nerovnice, kde aspon jednou z porovnavanych funkci je funkce jina nez

polynomicka.

Analyzu studentskych praci jsem zamérfila na urceni mist, kde dochazi
k transferu minulého uciva do oblasti nerovnic. Zaklad mi poskytla studie
P. Tsamir a L. Bazzini (2001), ktera popisuje obtiZe s FeSenim nerovnic. Po-
drobnéji se vénuji goniometrickym nerovnicim, protoze jsem se ticastnila ho-
diny, ve které probihala oprava testu, a prenos znalosti se projevil nejzietel-

néji.

5.2 Linearni nerovnice

Linearni nerovnice jsem zadala 24 studenttim sexty a 8 vysokoskolskym stu-
denttim. Je to viibec prvni druh nerovnice, se kterou se studenti ve skole set-
kavaji. Obecny tvar nerovnice v anulovaném tvaru lze zapsat ax +b < 0, kde
a,b € R (resp. jiny znak nerovnosti). Nejbéznéjsi strategii, jak Fesit tuto ne-

rovnici, je izolovat neznamou na jedné ze stran pomoci ekvivalentnich tiprav
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a urc¢it mnozinu bodti, po jejichz dosazeni je nerovnost pravdiva.
V feSeni linearnich nerovnic jsem predpokladala chyby, které vyplyvaji
z opomenuti otoceni znaménka nerovnosti, pouzivani neekvivalentnich tprav
a nespravnou interpretaci vysledné jednoduché nerovnosti. Studentské prace
obsahovaly chyby v oblastech ¢iselnych oborti, v tpravach algebraickych vy-
razl a praci se ¢leny nerovnice.
e Ciselné obory
Problémy nastavaji jiz u celych ¢isel, zejména obsahuje-li vysledna ne-
rovnice koeficient s 0, napt. u nerovnic 0z < —3 a Ox < 3, které mayji
nekonecné mnoho feseni. Pfesto nékteri studenti jako feseni vyse uve-
denych nerovnic napisou nemd reseni. Jednou z pri¢in mize byt prenos
z rovnic. Dalsimi misty, kde studenti délali chyby, je umisténi zlomku
obsahuji-li iracionalni ¢isla, nap¥. v/2 — 2 , popt. 2 — /2.

Déle se vyskytovaly chyby v nerespektovani mnoziny, ve které se dana
nerovnice fesi, nebo pfi zapisu mnoziny feseni.
e algebraické vyrazy
Predpokladem k tispésnému vyteseni nerovnice je iprava algebraickych
vyrazi. Mnoho chyb se vyskytuje pravé pri praci s algebraickymi vy-
razy. M. Hejny (1990) pracuje s prehlednou klasifikaci chyb, které se
vyskytuji u tprav algeraickych vyrazi.
1. Numerické chyby

Student soustifedi pozornost na nékolik tikont soucasné podle je-

jich slozitosti. Operace, které jesté nejsou plné automatizované,

33



jsou pak nachylné€jsi k chybam. Patii k nim i chyby, které popi-
suje V. Kuli¢ (1971), kdy student zaméni castéji pouzivany spoj
za méné casty.

. Chybné spojeni mezi operaci a symbolem

Symbolické zapisy vybizi studenta k néjaké ¢innosti, tpravée, vy-
tvofeni predstavy. Pokud napf. zapomene vzorce pro umocnovani
polynomt. Misto, aby zvazil, co dany symbol znamené, a provedl
piislusnou operaci, student upravuje vyraz 3(a + b)? napt. jako
3a? + 3b%. Ukon je ovlivnén nespravnym zobecnénim distributiv-
niho zdkona. Navic naznacuje, ze student symbol umocnéni dvoj-
¢lenu chape formalné. L. N. Landa (1973) hovoii o Spatném spo-
jeni mezi operaci a symbolem, ktery k ni vybizi, V.Kuli¢ (1971)
o chybé vzniklé na zakladé podobnosti. Do této kategorie fadim
i chyby, které vznikaji zaménou parametru a neznamé, zameénou
koeficientl riiznych ¢lent, zdménou znakt nerovnosti, ¢i logickych
spojek.

. Grafické chyby

Chyby vznikaji nedbalosti zapisu. Nedbalost zapisu snizuje jeho

srozumitelnost casto i pro pisatele samotného.

. Chyby velkych skokt

Jejich zdrojem je casova tisen nebo vira studenta, ze v preskoce-
ném kroku neudélé chybu, protoze jej jiz bezchybné zvlada. Mira
jistoty, ze student ovlada dovednosti a navyky souvisejici s feSe-
nim zakladnich tloh. Pokud se zvysuje mira automatizace operaci

zaroven se spravnosti, roste u studenta vnitini jistota o spravnosti
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provedené operace. Vnitini jistota vSak ,neni vzdy zcela spoleh-
livym ukazatelem objektivni spravnosti vysledku ¢innosti“(Kuli¢,
1971, str. 110). Klesd mira védomé kontroly, kterou student ope-
racim vénuje (Landa, 1973).

5. Strategické chyby
Volba strategie je ovlivnéna studentovymi zkusenostmi a vhledem
do problému. Prikladem této chyby muze byt iprava vyrazu, ktera
neni chybna, ale studenta k feSeni nepfiblizi a mnohdy ho zavede
do slepé ulicky. M. Hejny (1990) upozornuje, ze bychom méli stu-
denta ucit predvidat dopfedu vhodnost tiprav.

6. Bezradnost a bloudéni

Jde o pripad, kdy student ztrati orientaci v Gpravach, neumi nebo

jesté nenasel cestu k Teseni.

7. Jiné chyby
Kromé uvedenych chyb se mohou vyskytnout mnohé dalsi chyby
napt. na zakladé zapisu, ktery neni formélné spravny, ale obsa-
huje spravnou myslenku, nebo napt. na zakladé $patné opsaného

zadani.
e prace se ¢leny nerovnice

Resitel nepracuje se vSemi ¢leny nerovnice, s¢ita rizné ¢leny nerovnice,
koeficienty u linearnich a absolutnich ¢lentd, pfi nasobeni zapornym
¢islem neotoci znak nerovnosti, nerespektuje mnozinu, ve které ma ne-
rovnici Tesit.

Chyby se vyskytuji i v zavérecném zapisu feseni nerovnice, kde ma
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podle mé zkusenosti na chyby vliv nejen zdména znak® nerovnosti na

zakladé podobnosti, ale i smér ¢teni nerovnosti.

U feseni linearnich nerovnic zcela prevladalo feseni algebraickymi tpravami.

5.3 Nerovnice obsahujici polynomy

Test byl zadan ve t¥idé 8. F (4. ro¢nik). Zadavani jsem byla pfitomna. Stu-
denti o testu nevédéli dopfedu. Na feseni méli jednu vyucovaci hodinu, tedy
45 minut. TTida byla rozdélena na ptlky, kazdy student sedél samostatné,
celkem test psalo 21 studenti.

Studenti mohli pouzivat kalkulacku. Pani ucitelka napsani testu motivo-
vala jako pripravu na opakovani k maturité. Na zacatku zdidraznila, Ze se
jedna o nerovnice.

V prvni skupiné na zac¢atku zaznély dotazy na zptsob zapisu Feseni (,,Vy-
sledek musime zapsat v intervalech?“) a zpusob feSeni (,,Nepamatuji si, jestli
je to ucko nebo sttiska.“). Studenti byli nékolikrat upozornovani, ze se jedna
o nerovnice a ze to neni tak jednoduché, zvlasté u tukolu 3 a 5, viz Priloha
I. Ve druhé skupiné padl dotaz na existenci feSeni (,,Je tam néco, co nema
feSeni?“) a zda musi psat podminky (tento dotaz padl az ke konci hodiny).
Druhéa skupina byla upozornéna, aby si dala pozor na numerické chyby, pte-
vod z jedné strany na druhou a znaceni pii zapisu feseni. Po odevzdani vsech
testit byla druhéa skupina vyslovné upozornéna, ze nerovnice nemohou fesit
nasobenim do kitize.

V ramci testu (viz Pfiloha I) jsem zkoumala typy chyb, pouZziti nacrtki

a strategie feseni nasledujicich typt nerovnic:
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1. Kvadratické nerovnice

Jsou to nerovnice typu az? + bz + ¢ < 0, kde a,b,c € R,a # 0.1°
Tento druh nerovnice se fesi rozkladem mnoziny R na intervaly, jejichz
krajnimi body jsou kofeny polynomu az? + bx + ¢ = 0. Studenti upra-
vili nerovnici na anulovany tvar, uréili kofeny polynomu (rozkladem
na soucin, pfes diskriminant), poté uréili znaménko jednotlivych fak-
tord v kazdém z nich. Tato znaménka si zapsali do pomocné tabulky
(v néasledujicim textu budu pouzivat pro tuto tabulku zkraceny vyraz
tabulka se znaménky) nebo k danému intervalu, ktery si vyznacili na
Ciselné ose. Nékteri studenti si zapisovali znaménko celého vyrazu, kte-
rého nabyva v jednotlivych intervalech. Nékteri studenti pfi urcovani

znaménka pouzili i nacrtek dané kvadratické funkce.

2. Nerovnice ve tvaru 2£tt <
cx+d

Jsou to nerovnice tvaru Z;jis < 0, kde a,b,c,d € RN ac # 0. V testu

jsem zvolila nerovnici, kterou studenti museli na anulovany tvar upra-

vit. Strategie, které studenti pouzili, popisu u konkrétnich tloh.

0p§ip. jiny znak nerovnosti
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3. Iracionalni nerovnice

Zde jiz student musi brat v tvahu, které upravy jsou ekvivalentni
akteré ne. Dulezité je spravné urc¢it defini¢ni obor vyrazi. Tyto ne-
rovnice kladou velké naroky na pochopeni vztahi zminénych v tabulce

14 na str. 89.

Chyby, které studenti udélali pii feSeni polymonickych nerovnic, jsou tii-
dény na zékladé studie P. Tsamir a N. Almog (2001) a jsou uvedeny v ta-
bulce 1 na str. 39. Cislo uvedené nad sloupci se vztahuje k nasledujicim

chybam.
1. Obtize s vyjimeénymi hodnotami
2. Obtize s logickymi spojkami
3. Znaménka
4. Obtize se jmenovatelem racionalni nerovnice
5. Koncept rovnic

(a) Resi rovnici misto nerovnice
(b) Pouziti procedur pro rovnice

i. Nevytadi nulové hodnoty

ii. Vytadi nulové hodnoty, ale dal pocita bez ohledu na znaménka

(c) Chybné zavéry ucinéné na zékladé prace s rovnicemi
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Sloupec ,,Jiny typ“ zahrnuje chyby, které maji jiny ptivod, nez chyby po-
psané v predeslych bodech. Jedna se o chyby numerické, algebraické tpravy,
nepfrehlednost zapisu, nezapamatovani vzorce, Spatné dosazeni apod.

Tabulka 1 obsahuje i prehled Gspésnosti feseni. Symbol + se vztahuje ke
spravné vyrtesené uloze, symbol - k tloze, kde se vyskytla chyba, pripadné
chyby, které vedly k nespravnému vysledku. Sloupec oznaceny symbolem

0 udava pocet studenti, ktefi tlohu nedotesili ¢i nefesili viibec.

8F Spravnost Druh chyby

tloha + | -10]1[2]3|4]|5a]|5b(i/ii) | bc | Jind

1| 9—2>t+3 |4 /16| 1|1 |1|7]0]2]3@1/2 |0/ 9

2] i <1 |0 |12] 9|8 [0|1|0]0|4(2/2)]|0| 9
141
30| FE<3=l 11406 |5 |1)2(0]2]12(4/8)] 0] 4

4. v2r-l 1 O [11|10|13]|0|3|0| 1 | 7(4/3) 0| 6

5ol —2<E <3 1[10|11 )3 [2(0(0]2]8(2/6) 1| 5

Tabulka 1: Uspésnost a rozloZeni chyb ve t¥idé 8. F

Sloupec ¢islo 4 je prazdny, chyby, které bylo mozné zahrnout do této
kolonky, jsem zahrnula v kolonce 5b (i), protoZe chyby vznikly vlivem pfenosu
postupu, ktery studenti pouzivali u feseni rovnic. Studenti v tomto ptipadé
operovali s vyrazem s nezndmou ¢i parametrem, aniz by uvazovali nejen
o jeho znaménku, ale i o nulovych bodech.

Bod 5 se vztahuje k negativnimu transferu z oblasti rovnic do oblasti

nerovnic. Ta byla velmi vyrazna zejména u nerovnic obsahujicich lomenny
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vyraz. Tabulka 1 ukazuje, jak roste pocet chyb, kdy student vytradi pouze
kofen vyrazu, kterym nasobi.

Rozbor jednotlivych tloh

Prvni tloha je klasickou kvadratickou nerovnici. Ac¢koliv je tispésnost vétsi
nez u ostatnich tloh, ocekavala jsem ji vyssi. S vypocitanim koreni kvad-
ratické rovnice mélo problém 5 zaki, vétsinou se jednalo o Spatné dosazeni
nebo pouziti nespravného znaménka ve vzorci pro vypocet korent kvadra-
tické nerovnice.

Druhé tloha byla zaméfena na tpravu slozeného zlomku. Uprava alge-
braického vyrazu na levé strané nerovnice byla hlavnim zdrojem chyb. Na
spravné upraveé zaviselo i urc¢eni vsech podminek. Nékteti studenti spravné
upravili vyraz, v zavéru vsak nasobili vyrazem s neznamou bez uvazovani
jeho znaménka.

Ve treti lloze mohli studenti odecist algebraické vyrazy a upravit nerov-
nici na anulovany tvar a nalézt feSeni napf. pomoci tabulky se znaménky.
Druhou moznosti je nasobit vyrazem s nezndmou. Rozdélit praci do inter-
vali, jejichz krajnimi body jsou kofeny vyrazu, kterym se nasobi. A uvazovat
jaky vliv ma vyraz na znaménko nerovnosti ve vzniklych intervalech. Oce-
kavala jsem, ze nékteri ze studenti, ktefi budou fesit nerovnici ,,nasobenim
do krize. Tuto tpravu zvolilo 12 z 21 studentti. Nicméné i studenti, kteri
prevedli vyrazy na jednu stranu a dané zlomky odecetli (6 student1), nakonec
velmi Casto vynechali jmenovatel a nebrali v ivahu jeho vliv na znaménko
vyrazu. V této uloze jsem také ocekavala, ze studenti pouziji tabulku se
znaménky, nebot je to jedna z nejvyhodnéjsich strategii, jak feSit nerovnice

v podilovém ¢i soucinovém tvaru, kde jsou vice nez tii vyrazy. Pét studentt
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si zaznamenalo znaménka k intervalim vyznacenym do ¢iselné osy.
Iracionalni nerovnici nevyftesil nikdo. Pouze dva studenti urcili podminky
i pro odmocninu, jeden je naznacil, ale nerovnici v/2x — 1 > 0 skrtnul. Pani
ucitelka mi po hodiné fekla, ze tento typ tllohy moc nerozebirali. Tvar nerov-
nice byl jednim z divodi, proc¢ se velka ¢ast studenti tlohu ani nepokusila

fesit. Vétsina studentti, ktefi ji zkusili vytesit, pouzila jednu z téchto strategii:

e Studenti vSe prevedli na jednu stranu odectenim ¢isla 1.

\/2x—1—a:+2<0

r—2 -

Vysledny vyraz se rozhodl neupravovat dal a vzdat pokus o feSeni

1 student.

Dva studenti se pokusili vyfesit tlohu tvahou: ¢iselnou osu rozdélili
body 2, \/g , dosazovanim do vyrazu na levé strané nerovnice vyse zjis-
Y . 7 . 1 1 ~ ’

tovali znaménko v intervalech (—oo, \/;), (\/;, 2),(2,400). Treti stu-

dent pocital dal pouze s Citatelem vzniklého zlomku.

e Student vynésobil celou nerovnici vyrazem ve jmenovateli, poté umoc-

noval.

e Student umocnil celou nerovnici hned na zacatku a pak provadél dalsi

ope€race.

Soustavu nerovnic spravné vypocital jeden student, pét dalsich studenti do-
slo ke spravnému intervalu, jednotliva feseni nerovnic nebyla spravna, pro-
toze zanedbavali znaménka vyrazu ve jmenovateli. Dilezitym bodem v mé
praci ucitele bude dovést studenty k odhaleni chyby v postupu, i pokud se

dopocitaji spravného vysledku.
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Velka c¢ast studentii soustavu nefesila i z casovych divodi. Ve dvou z pti-
padi si student neporadil se zapisem soustavy, coz vedlo k nerovnosti, ktera

neméla smysl.

14

B kvadraticka nerovnice
sloZeny zlomek v nerovnici

racionalni nerovnice

W iraciondlni nerovnice

W soustava- racionalni

1 2 3 4 5a 5h 5C jiny typ

Obrazek 1: Rozlozeni chyb ve tiidé 8. F

Jak ukazuje graf na obr. 1, nejvétsi mnozstvi chyb souvisi s pfenasenim
operaci vhodnych pro tipravu rovnic i na nerovnice (chyby, které jsou popsény
v 5. bodé na str. 38). Druhou nejpocetnéjsi skupinou byly chyby, které maji

puvod napf. ve Spatném zapamatovani vzorce pro diskriminant, vzorce pro
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koreny kvadratické rovnice, v nepifehledném zapisu, neurceni vSech nutnych

podminek apod.!!

Z tabulky ¢. 2 lze vycist, jaké procento student de€la s nerovnicemi stejné

Upravy jako s rovnicemi. Tyka se to zejména nerovnic ve tvaru ‘;;Eis < 0,

které byly predmétem tloh 2 az 5.
Uloha 1 2 3 4 5
Pocet studentt, kteri doresili 20 12 15 11 11
ulohu (spravné i Spatné)
Pocet studentt, ktefi udélali 3 4 12 7 8
chybu vazanou na Upravu rovnic
Procentualni vyjadfeni 15.00% | 33.33% | 80.00% | 63.64% | 72.73%

Nyni se zaméfime na uzité strategie, které studenti pouzivali v celém
testu. Zcela prevladala algebraickd manipulace s vyrazy. Pouziti ¢iselné osy

a nacrtek grafu popisuje tabulka 3. Ve vsech pfipadech se jednalo o nacrt

Tabulka 2: Chyby vazané na tpravy rovnic

paraboly.

HSloupec Jing typ
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uloha | graficka opora
Ciselna osa | graf
1 ) 2
2 2
3 5 1
4 4 1
5 3

Tabulka 3: Pouziti grafické opory

Vliv na Gspésnost feseni mé i zptsob, jakym je nerovnice zadana. Na
gymndaziu jsem méla moznost zadat studenttim oktavy - t¥idy 8. G (22 stu-
denti1) tlohy, které jsou soucasti prilohy (viz Ptiloha III a IV). Test byl zadan
v rdamci opakovani uc¢iva s kombina¢nimi ¢isly, tlohy byly schvéaleny predem
vyucujicim matematiky této tiidy. Byly vytvoreny dvé varianty, aby se za-
mezilo opisovani. Test obsahoval dvé tlohy, jednu tlohu vedouci k linearni
nerovnici a jednu ke kvadratické rovnici. Obé tlohy obsahovaly kombinac¢ni
¢isla, ktera vyzadovala po studentech, aby uvazovali o mnoziné, ve které jsou
tato kombinacni ¢isla definovana.

U zadévani samotného testu jsem nebyla. VIiv na Gspésnost méla podle
pani ucitelky i informace, ze test nebude opravovan jejich vyucujicim a exis-
tuje moznost, ze nebude znamkovan. Po jeho napsani se pani ucitelka roz-
hodla klasifikovat jen ty studenty, ktefi chtéji. V nasledujici ¢asti rozebiram
pouze chyby tykajici se llohy s nerovnici. Chyby, kterych se studenti dopus-
tili pfi FeSeni nerovnic, t¥idim podle vySe zminéné studie (Tsamir, Almog,

2001).
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Obé ulohy spravné vyresili dva studenti. Variantu A fesilo 18 studenti.

Zadani tlohy znélo: Pro jakou mnozinu z, x € R, je dané nerovnost pravdiva?

(w51) =2()

Spravné urceni podminek zaviselo na vyfeseni soustavy linearnich nerovnic,
pouze jeden student pouzil nacrtek osy. Podminky pro kombinacni ¢isla ne-
urd¢ilo 5 studentt. Cést studentii zaménila poradi ¢lent v rozdilu, napf. misto
nerovnice 7 — x > 0 feSili nerovnici x — 7 > 0, nebo udélali chybu pii po-
¢itani se znaménkem — pfed zavorkou, kdyz rozepisovali kombinac¢ni ¢islo.
Variantu B Tesili 4 studenti. Podminky pro kombinacni ¢isla urcili pouze dva
z nich. Zadani tlohy bylo skoro stejné jako u varianty A:

Pro jakou mnozinu z, x € R je dana nerovnost pravdiva?

(o) =2()

Obé skupiny studentii pouzivaly vyhradné algebraické manipulace. Nacrt
¢iselné osy studenti volili pii feSeni soustavy linearnich nerovnic pfi urco-
vani podminek i pro urceni znaménka v jednotlivych intervalech kvadratické

nerovnice. Rozlozeni chyb popisuje tabulka 4.

Druh chyby

Uloha 112] 3 |4]|5a]bb|5c| Komb. ¢islo | Grafic. reprezentace

(J)<20)[s|1]12|-|-|3]- 8 7
) <2(C)2]-|1|-]-|2]- 2 1

Tabulka 4: RozloZeni chyb ve tiidé 8G
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Spravnost feSeni rovnic byla ovlivnéna numerickymi chybami a chybami
pri praci se znaménky a tipravé kombinacnich ¢isel. Rovnici spravné vytesilo
7 studentti. Studenti pouzivali prevazné algebraickou manipulaci, graficky si
pomohlo 7 studenttt. Ciselnou osu pouzilo 5 studentii, jednalo se o uréeni fe-
Seni soustavy linearnich nerovnic, ktera vznikla zahrnutim podminek vycha-
zejicich z definice kombinacnich ¢isel. Tabulku se znaménky pouzili studenti

pri Teseni kvadratické nerovnice.

5.4 Nerovnice obsahujici jiné funkce nez polynom

Reseni tohoto typu nerovnic jiz vyzaduje vétsi zapojeni znalosti o funkcich,
které se v nerovnicich vyskytuji. V experimentu jsem se soustifedila na ana-
Iyzu zakladnich logaritmickych a goniometrickych nerovnic. Vedly mne tyto
dtvody. Student potfebuje znat pribéh funkce, rozdilnost pribéhu pro rizné
zéklady a defini¢ni obor, aby nerovnici vytesil. U urcovani defini¢nich obort
se projevi i to, zda student umi spésné tesit algebraické nerovnice a jejich
soustavy. K zjednoduseni nékterych vyrazi je dilezité spravné uzivat vzorce
pro praci s logaritmy a exponenty. ReSeni goniometrickych nerovnic ma sva
specifika. Jednim z nich je urceni oboru fesitelnosti logaritmické nerovnice,
lisi se také prace s argumentem funkce. Predpokladem je znalost zakladnich
pojmi z oblasti funkci jako obraz, vzor, defini¢ni obor, obor hodnot, mono-
tonie, periodicita, body nespojitosti,... a samoziejmé vlastnosti funkci.
Studenské prace jsem oznacila ¢isly, abych se mohla odkazovat vzdy na
konkrétniho studenta. V nasledujicim textu budu jiz uvadét pouze identifi-

kacni ¢islo studenta v kulatych zavorkach, aby nedoslo k zadméné s poctem.
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Goniometrické nerovnice

Test zaméfeny na goniometrické nerovnice (viz P¥iloha VI) byl zadan ve
tridé 3. B. Zadani obsahovalo ¢tyti tlohy, které byly zamérené na jednoduchy
typ goniometrickych nerovnic. Pfesna podoba testu je uvedena v priloze.

Zejména u goniometrickych nerovnic je dilezité, aby student znal zakladni
vlastnosti odpovidajicich funkci, protoze tvar feSeni je ovlivnén prubéhem
a periodou. Priibéh a perioda jsou ovlivnény tvarem argumentu. Pomtckou
pro vyfeseni goniometrickych nerovnic jsou pro studenta grafickd znazornéni
(graf funkce, jednotkova kruznice), tabulka se znaménky a hodnotami funkci
pro zakladni velikosti thlii, protoze usnadnuji vybavovani znalosti potieb-
nych k vyFeseni nerovnic. (Tsamir, Bazzini, 2003)

Ve ttidé bylo 24 studentti, povolenymi pomuiickami byly tabulky se zaklad-
nimi hodnotami goniometrickych funkci a vzorci pro dvojnasobny argument
a souCtovymi vzorci, kalkulacky. Test byl zadan pani ucitelkou a studenti
se obraceli s dotazy na ni. Pani ucitelka je ujistila, ze by zadavané tlohy
meéli zvladnout. Jeden ze studentii se zeptal, zda méa tlohu Tesit jako nerov-
nici. Odpovéd znéla. ,,Ano. Nebo to miZete FeSit jako rovnici a premyslet,
co s tim, kdyz je to nerovnice.“ Tato rada naznacCuje, ze pri feSeni rovnic
a nerovnic studenti pouzivaji podobné postupy. Pani ucitelka se zminénou
radou snazila upozornit na moznost vyuziti jiz naucenych znalosti. I pti své
analyze studentskych praci se zaméruji na to, zda je student schopen vyftesit
rovnici, kterda odpovida zadané nerovnici.

U ¢tvrté ulohy byli studenti upozornéni na to, ze se hleda reseni v omeze-
ném intervalu, ktery ovlivni pocet feseni. Poté jiz pracovali samostatné. Jiz

béhem feseni testu davali studenti najevo, Ze jsou zaskoceni. Pani ucitelka
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jim slibila, Zze v pondéli si projdou opravu. Této hodiny jsem se zucastnila,
abych mohla sledovat zvolenou reedukaci pani ucitelky a reakce studenti,
které kratce popisuji u jednotlivych tloh. Pribéh opravy tlohy a otazky,
které pani ucitelka pokladala, ukazuji zakladni mista, ve kterych studenti
chybuji, jednotlivé faze feseni i mista, kde mize dojit k transferu.
Ocekavané postupy feseni a chyby uvadim u jednotlivych tloh.
Nerovnice v testu studenti fesili v celém oboru realnych c¢isel, pokud ne-

bylo uvedeno jinak.

§ 3

1. sing < —

Vzhledem k typu tlohy jsem ocekavala, ze si vétSina studentd nacrtne
jednotkovou kruznici, ze které urci kofeny rovnice a zapisi interval, ktery
je feSenim nerovnice. Mezi chybami, které jsem cekala, byly chyby v urceni
kofene z nacrtku, chyby v pfevodu mezi jednotlivymi mirami a opomenuti
periody.

Nejdfive popisi zpisoby feseni, které studenti pouzivali. Ve vétsiné tloh
studenti byli nuceni opustit aritmetické ipravy a pracovat se znalostmi o da-
nych funkcich. Nejcastéji studenti fesili tuto tlohu uzitim nacrtku grafu
funkce nebo jednotkové kruznice. Vyjimeéné se naslo feseni, kdy studenti (7,
10, 12) provadéli s nerovnici aritmetické upravy. Jednalo se o tyto tpravy:
vynasobeni obou stran nerovnice ¢islem 2, umocnovani obou stran nerov-
nice ¢ substituce za goniometrickou funkci. Ulohy byly voleny zamérné ze
stredoskolskych ucebnic, aby ¢iselné hodnoty odpovidaly zakladnim thltim

a k jejich feseni nebyly tfeba tabulky ani kalkulacky. Upravy néktergch stu-
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dentt vsak dokladaji, ze je takto nevnimali.

Strategie, které jsou pouzivané ¢asto u nerovnic obsahujicich polynomy
a zejména linearni funkci, ovlivnily feSeni nerovnic obsahujici goniometrické
funkce. Pfikladem je feSeni studenta (7) uvedené obr. 2 na str.50. Doslo
zde k negativnimu transferu z nerovnic obsahujici polynomy. Student se nej-
prve snazil odstranit odmocninu a poté prevést nerovnici na anulovany tvar.
V jeho feseni se vyskytuji i dalsi obtize: neekvivalentni tprava nerovnice
(umocnéni obou stran nerovnice), nevhodné substituce, funkéni hodnoty vy-
nesené na osu z, umocnéni —+/2, feSeni nerovnice jako rovnice.

U nékterych feseni bylo jedinou upravou prepsani zlomku na pravé strané
jako desetinného ¢isla sinx < —0, 71, ptipadné 0, 85.

Vétsina studentskych praci obsahovala nacrtek grafu funkce sinus nebo
jednotkové kruznice. Ze svého nacrtku se student snazil urcit kofen rovnice
sinz = —?. Tabulka 5 zjednodusené popisuje, ktery nacrtek student zvolil.

Lze vidét, ze studenti (1, 2, 7, 18, 20, 23) pracovali s obéma nécrtky.

nacrtek identifikator studenta pocet
graf 1,2, 7,11, 13, 18, 20, 23 8
jednotkova kruznice | 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 23,24 | 15
bez nacrtku 8,9, 10, 12, 14 5)

Tabulka 5: Volby nacrtkt funkce sinus

Prvni dlohu vytesil spravné jeden student (6), dalsi t¥i studenti zapsali
misto otevieného intervalu uzavieny (3, 4, 5). Jeden student tlohu nefesil
vibec (13), ostatnich 19 studentt tlohu nedofesilo. Vztah dvou funkci, ktery

popisuje dana nerovnice, se snazilo graficky nac¢rtnout 15 studentt, z nich 11
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studentii se dopustilo néjaké chyby. Nasledujici text popisuje chyby studenti.

e Studenti (1, 2, 7, 11, 15, 16, 17, 19, 20, 22, 23) zakreslili chybné dany
vztah nebo zvyraznili Spatné ¢asti sinusoidy. Pfimku popisujici rov-
nost zakreslovali rovnobézné s osou y. Pokud ji zakreslili rovnobézné
s osou x, zvyraznili ¢ast sinusoidy od libovolného priiseciku do neko-
necna bez ohledu na to, zda lezi nad ¢i pod danou hranici. Studenti

nebrali v tvahu pribéh funkce.

e Studenti (1, 13, 15, 16, 17, 19) opomenuli znaménka minus pfed zlom-

kem na levé strané.

e Student (24) zaménil osy jednotkové kruznice. Hodnoty funkce sinus
vynasel na osu x. Upravil nerovnici na tvar x < —45°, vedle napsal
dva kofeny z; = 135° = %Tﬂ + 2km a 1y = 225° = %’r + 2km (tedy

V2

kofeny rovnice cosz = —%*), ke kterym napsal poznamku ani jedno

nent menst, iloha nema reseni.

V2

e Student (7) vynesl funkéni hodnotu *3* na osu nezavisle proménné.

Uz zde se projevuje, ze student si nemusi byt védom, jak zaznamenat sym-
bolicky ¢i zvyraznit do obrazku ,funkéni hodnoty dané funkce mensi nez
hodnota zadana“ ¢i ,,pro kterd x € D fi plati nerovnost*.

Prvnim predpokladem pro ziskani vhledu do vztahu dvou funkci je, aby
byl student schopen spravné urcit priseciky téchto funkei, pokud existuji.
V nasem pfipadé se jedna o vyfeseni rovnice sinx = —?. V tabulce 6 na
str. b3 jsou zaznamendny koreny, které si studenti oznacovali do svych na-

¢rtki, a TeSeni, kterd zapsali symbolicky. Dodrzuji tvar Teseni tak, jak jej
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zapsali studenti, tedy i s tvarem jednotlivych zavorek a zapisem velikosti
thlu. V tabulce jsou i studenti, ktefi dany kofen oznacili alespon graficky
(teckou, ¢arkou, koleckem).
Uréeni prisecikii funkei je pouze prvni fazi feseni. Reeni studenti byla
casto neuplna jiz v této fazi. Spravné urcilo kofeny rovnice 7 studenti.
Podivejme se podrobnéji na néktera feseni studentii: Student (1) zvyraznil
Spatné oblouky, nejspiSe na zakladé symbolického zapisu svého fesSeni, jak

ilustruje obr. 3.

.rfj_, Aemutd —-,“_f_f ;
~} i
_L‘{r ¥4 é{%‘o{-ﬂ.ﬁzﬁ Efe[_:l :E+ny
)L MR Yo gy 12 e
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Obrézek 3: ReSen{ tlohy 1 studentem (1)

Student (2) spravné vycetl feSeni ve stupnich, dopustil se vSak chyby pii
zapisu pravého koncového bodu intervalu v mife obloukové.
Zapis studentskych feseni napovida, ze se zde dost vyznamné projevuje

vliv feSeni linedrnich nerovnic. U studenta (1, 11, 17, 19, 20, 22, 23, 24)

se v zévérecnych krocich vyskytovaly zapisy: v < —7 ¢i x < 45°, pripadné
x1 < 135° 4 2km, x9 < 315° + 2km. Zavedené zapisy z linearnich rovnic a ne-
rovnic ovliviiuji i nerovnice, kde ¢isté linearni pristup miize vést k chybnym

zéavérim. U studenti, kteri illohu spravné vyftesili, se tento zapis neobjevil.
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student

kofen v nacrtku

zapsané reseni

1

4,5

O o0 N O

11
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

45°;135°;225°%; 315°

225° 315°
45°; 135°; 225 315°

5w, 7w

4 4
225°; 315°
225°; 315°

315°

45°,135°
45°: 135°
45°; 135°; 225 315°

™

2
45°,135°

45°;135°; 315°

sipka nad ¢asti grafu(—oo, —

45°; 315°
135°; 225°

s

4

)

r € (=5 + 2km)
x < 135° 4 2km;x < 315° + 2k7
x € {¥ + 2km; I + 2kr}
x € (3 + 2km; ¢ + 2km)
x € (3 + 2km; I + 2km)
x € (3 + 2km; T8 4 2kn)
x1 = 225° + 2km; x9 = 315° + 2km
siny < —45°
re (-5
x € (—o00,315)
re—-Jtkmke”Z
r € 5+ 2km
x =3+ 2%km
x € (135° + 2km; 360° + 2km)
+2km)
x € (0, + 2km)
r e (—%,0)
T € 5+ 2km
r<—0,71
r < 315°

v € (=5 + 2km,

... nema reseni

Tabulka 6: Koreny, které studenti zvyraznili, a feseni, ktera zapsali
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Dalsim mistem fesSeni tloh, ve kterém jsem ocekavala chyby, bylo preva-
déni ze stupnové do obloukové miry. Sedm studentt ze 13 pocitalo béhem fe-
Seni se stupni, ziskané feseni vSak zapisovali v obloukové mife. Pfi¢inou mtize
byt, podobné jako u zlomki, mira pouzivani riiznych zapisi pro velikosti
uhli. Chyby, které se vyskytovaly v prevodech, nebyly tak casté, jak jsem
Cekala. Studenti (1, 7, 17) pouzivali smiSené zapisy feSeni, napf. 135° 4 2km.

V nékolika fesenich (7, 8, 11, 14, 18, 21, 22) se vyskytl zapis, ktery obsa-
hoval tyto kroky:

. V2
sinr < —7

sinx < —45° & —

Jiny ze studentii (9) zapsal feSeni takto:

. V2
sinr < ——
2
2
—45° < —£
2

T

ry = —Z

7
Ty = —T

Tyto zapisy naznacuji, ze studenti nerozlisovali mezi hodnotami, kterych na-
byva funkce sinus, a hodnotami, kterych nabyva argument, tedy vyraz s ne-
znamou. Nejlépe dany pfipad doklada Feseni soustavy nerovnic studenta (19),
viz obr. 14 na str. 71 a obr. 15 na str. 72.

Pouze jeden ze student (6) dofesil nerovnici spravné do konce véetné

formélniho zapisu feSeni (i s tvarem zavorek). Koncové body spravného in-
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tervalu do svého TeSeni zahrnuli studenti (3, 4, 5). Nicméné formalni zapis
tvaru zavorek muze byt zptisoben nepozornosti pti c¢etbé zadani.

Nyni popisu kratce hlavni otazky, které padly pii opravé testu.
- U: Rikali jsme si, Ze nejlepsi je fesit z obrazku. Co pouzivame?

- S: Graf a jednotkova kruznice.

Probéhla kratka diskuse o vhodnosti u jednotlivych prikladi. Byla zvo-

lena jednotkova kruznice.

- U: Kde hleddme sinus?

Vzdy néktery ze studenti odpovédél nebo pokud odpovéd trvala déle,

byl nékdo vyzvan ucitelkou.

- U: Beru to nejdrive, jako ze se rovna. Jaka kolecka zvolim, prazdna

nebo plna.
- U: Kde lezi hodnoty mensi nez —??
- U: Ktery oblouk je fesenim?
- U: Kolik je to stupna? A v radidnech?
- U: Jaky interval zapisu? Je otevieny nebo uzavieny? Jak to pozndm?
- U: Nezapomenu na periodu.

- U: Co kdyby byl zobacek obrécené? Jak bychom psali odpoveéd?

Tedy i v ramci reedukace se pani ucitelka snazila vyuzit pozitivniho transferu

znalosti z oblasti rovnic a prubéhu funkce do oblasti nerovnic.
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2. tg2z >0

V této tloze studenti méli pracovat s dvojnasobnym thlem, defini¢nim
oborem, ktery neni spojity, kratsi periodou. Strategie, které zde studenti
pouzili, lze rozdélit do dvou kategorii. Podobné jako u prvni tlohy se zde
vyskytla ryze pocetni feSeni a pocetni FeSeni opirajici se o nacrtek grafu
funkce. V této tloze si ani jeden z fesitelti nenacrtnul jednotkovou kruznici.

Volby jednotlivych na¢rtkt a postupti jsou zaznamenany v tabulce 7.

Uzita strategie Identifikator studenta Pocet
Graf 3,4,5,8, 11 5
Nacrt grafu s vypocty 1, 2,7, 18, 22, 23, 24 7
Ryze pocetné 9,12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21 9
Neresilo 10, 14 2

Tabulka 7: Pristupy k TesSeni 2. tlohy

Ve vétsiné pripadi si studenti nacrtavali graf funkce tg x misto grafu tg 2z.
Pouze (3) se pokusil na¢rtnout graf funkce s dvojnasobnym argumentem a do
jedné periody vkreslil dvé vétve. Nékteré postupy naznacovaly, ze studenti
v zadani nevidi vhodnost zjednoduseni pomoci substituce za argument. Ve
dvou piipadech (13, 16) se vyskytlo v FeSeni pouziti vzorce pro dvojnésobny
thel tg2zx = m. Student (13) tlohu po tomto kroku nedofesil a stu-
dent (16) vynasobil celou nerovnost vyrazem ve jmenovateli, ziskal nerovnost
2 > 0, ze které neucinil zadny zaver.

Pokud se zaméifime na spravnost feseni, viz tabulka 8, pak tuto tlohu

vyTesil spravné pouze student (2), ktery v zapisu feSeni pouze nahradil kulaté
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zévorky slozenymi. Formalné tedy zapsal dva body. Zvyraznéna cast grafu
a uziti nerovnosti naznacuje, ze slozenymi zavorkami nezapisoval dva body.

Asymptoty pro funkci tg x neuvedlo 9 studentu (7, 10, 12, 13, 14, 15, 16,
31, 24), spravné je pro tuto funkci uvedlo dvanéct studentt. Pfimou substi-
tuci 2z = a pouzili dva studenti (1, 2), jeden student (7) pouzil substituci za

celou goniometrickou funkeci.

identifikator studenta
Spravné feseni 2
Reseni s chybou 1,6,7,9, 12, 17,18, 19, 20, 21, 22,
Nedoteseno
Graf tg 2z 3 1
Graf tg = se spravnymi asymptotami 4,5, 11 3
Graf tg x s nespravnymi asymptotami 8, 23 2
Uziti vzorce pro dvojnasobny tihel 13, 16 2
Nedovolena operace s argumentem 15
Nefeseno 10, 14

Tabulka 8: Ptrehled feseni 2. tlohy

I zde se zaméfim na to, zda studenti dokézali vyfesit rovnici tgx = 0,
nebot vétsina studenti si nacrtla tento graf. Z tabulky 9 lze vy¢ist, Ze studenti
si jsou védomi, kde lezi nékteré kotfeny rovnice. I v této tloze se ukazalo, ze
studenti neberou v tivahu vSechny mozné kofeny rovnice. Student (2) feSeni
rovnice nezaznamenal, z jeho Teseni je zjevné, ze dané koreny v iivahu vzal.

Studenti (1, 2, 19, 20, 22) tspésné dokazali vyfesit nerovnici tgax > 0.

Student (1) ve svém FeSeni spravné zvyraznil ¢ast grafu, ktera spliiuje dany
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Urcené koreny Student
v € {0+ kn} 1,2, 17, 20, 22
r=0 Graficky | 3, 6, 7, 24
Pocetné 19, 20
z = {0,7} 11, 18
v = {0, -7} 4,5
rT=m 9
r ={0,27} 23
Neoznacené body v intervalech (0,7) a (,27) 8

Tabulka 9: Kofeny rovnice tgx = 0

vztah, a spravné zapsal vSechny kofeny rovnice tgx = 0. Ve svém TeSeni ne-

uvazoval o bodech, ve kterych neni funkce tangens definovana. Jeho resenim

jsou vsechna x > 0, nikoli sjednoceni intervalfi.

Studenti (19, 20) pouzili tento postup:
tg2z >0
tgx >0

x>0

xG(O,g—klm)

Periodu studenti pfipsali pouze k jednomu z bodt a nezahrnuli zkraceni

periody. Jiny druh pisma a stopa po smazané zavorce naznacuje, ze studenti

pripsali periodu na konci feseni.

Student (22) spravné zacal zapisovat intervaly

T T 3
xG(O,—)U(E,iﬂ

5 )
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Nasledné je zapsal takto z € (0, 5) + k.
Nyni popisu zakladni aktivity a poznamky, které zminila pani ucitelka

pri opravé této tulohy.

Uvnitf argumentu neni pouze x, pouziji tedy substituci 2x = a. Na

tabuli nacrtla graf funkce tangens.

- Je mi jasné, zZe se vétve opakuji. Pak to opaknu s periodou k.

Bod 0 patii do feSeni nebo ne? Kde je tangentoida kladna? (zvyraznila

¢ast grafu nad osou x)

Pro jaka a to nastava? Zapsala na tabuli nerovnost:

T
0< < —
“=5

Pripsala periodu k7. Zapis na tabuli vypadal nasledovné:

0—|—k7r<2x<g+k:7r

k7r< <7T+]<?7T
9 STSY T

- Miizete to nechat takto nebo zapsat pomoci intervalu takto:

kr © km

6777
x (2,4+

5)

Oprava ulohy probéhla ve velkém tempu, vétsinu operaci zapisovala pani

ucitelka na tabuli sama z divodu ¢asové tisné.
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3. cos(r — §) <

N | =

Tuto tilohu nefesili étyii studenti (4, 10, 12, 14). Ulohu nedofesil spravné

ani jeden student.

nacrtek nebo uzita strategie Identifikator studenta Pocet
Graf 1, 23 2
Nacrt jednotkové kruznice s vypocty 1,2, 3,7, 17, 19, 20 7
Pocetné 5,6,8,9,11, 13, 15, 16, 18, 21, 22,24 | 12
Neresilo 4,10, 12, 14 4

Tabulka 10: Nacrtky a postupy pouzité v 3. tloze

Substituci za argument pouzilo 5 studenta (1, 5, 6, 17, 21). Student (6)
polozil v priibéhu feseni substituci @ = x — £ rovnu nule, tj. a = 0.

P1i feseni tlohy bylo tieba urcit kofeny rovnice cosa = % Student (1) ur-
¢il graficky dva koteny 60°, 300°, do feseni vSak pouzil pouze kofen z prvniho
kvadrantu. Studenti (9, 17) pracovali ve svém feSeni s kofenem %, student
(19) pracoval v nacrtku s kofeny 30° a 330°, nelze je v8ak povaZovat za

kofeny rovnice, protoze zakladem jeho feSeni byla tato tprava:
T T
cos (x — —) = cosx — cos —
6 6

Popsanou tpravu pouzili i studenti (5, 8, 11, 15, 16, 19, 20, 22, 24). To muze
byt ovlivnéno napi. vlivem distributivniho zakona, kdy student roznasobuje
argument, nebo nepfesnym pouziti vzorce.

Jini studenti (3, 7, 13, 18) rozepsali levou stranu takto:

m T ...
cos (x — 6) :cosxcosg—i—smxsmg
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Obrézek 4: ReSeni 3. tlohy studentem (19)

Student(3) tento vyraz déle upravil, jak ukazuje obr. 5 na str. 62.
0,87 + 1 < 1
cosw + —sinz < =
’ 2 -2

Takto vzniklou nerovnici se snazil vyresit na zédkladé obrazku i jiny stu-
dent (7), jeho néacrtek je piekreslen na obr. 6'% na str. 62.

Formalné jsou tpravy levé strany nerovnice spravné, studentovi ale najit
feSeni neusnadni. V této tiloze si 1ze vSimnout i jiné tpravy - zaokrouhleni
zlomku ? I jini studenti pracovali spise s desetinnymi ¢isly nez se zlomky.

Tabulka 11 na str. 63 ukazuje, k jakym fesenim jednotlivi studenti dospéli.
Reseni zapisuji tak, jak je napsali studenti ve svych pracich. Reseni rovnice
7 se zde vyskytuje jako krajni bod intervalu ve 4 piipadech z 6. Intervaly
zapsané jako TeSeni se neshoduji ani u jednoho studenta. I v tomto malém
vzorku se vyskytlo nedodrzovani korektniho zapisu intervali a volny prechod
mezi riznymi mirami pro popis velikosti thlu.

V nékolika fesenich se projevily rozpory mezi jednotlivymi myslenkami.

Doklada to napf. feSeni tfeti ulohy studenta (1), viz obr. 7 na str. 63.

12N4értek byl nakreslen tuzkou piili§ slabé, aby mohl byt naskenovan.
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Obrazek 5: Regeni 3. lohy studentem (3)
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Obréazek 6: Nacrtek studenta (7)
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Zapsany koten student

€ (5 +km) 1

x € {5 + 2k, § 4 2km} 2
x € (§ + 2km, 2m + 2km) 3
z € (3, 3n) 9

x € (0° 4 2km,  + 2km) 17
x € (0;0,99 + 2km) 19

Tabulka 11: Zapsané tvary feseni 3. tlohy

Obrézek 7: ReSeni 3. tlohy studentem (1)

63



Student (1) spravné graficky uréil feSeni nerovnice cosa < % na jednot-
kové kruznici, nicméné hned vedle zvyraznil v grafu funkce, Ze fesenim jsou
vsechna r < 7. Reseni zvyraznéné v grafu funkce bylo ovlivnéno symbolic-
kym zapisem. Pravé toto studentské feseni ukazuje i jiny fakt. Pro studenta
miize byt prace s jednotkovou kruznici mnohem snazsi nez prace s grafem.
Lépe z ni mize vycist hodnoty kofenti a ur¢i hodnoty kosinu mensi nez %,
presto jeho predstava neni zcela spravna, jak doklada graf nakresleny hned
vedle.

Oprava této tlohy probihala néasledujicim zptisobem. Pani ucitelka dopo-
rucila uziti substituce za argument a uziti jednotkové kruznice. Nasledovaly

otazky:
- U: Kam se vynasi kosinus?
- S: Osa .
- U: Jaké body jsou v prusecicich, jaka kolecka?
- S: Plné.

- U: Kde jsou hodnoty mensi nez %?

- S: Oblouk vlevo.

- U: Kolik je to stupnt? A v radianech?
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- U: Kde jsme s hodnotami a? Zde napsala na tabuli nerovnosti:

5
g+2]€ﬂ'§a§§ﬂ'+2kﬂ'

- U: No a chci osamostatnit z. ReSenim jsou vSechna x splnujici nerov-
nost:

11
E+2k‘7r§:v§ —7 + 2km
2 6
- U : Nebo zapsané jako interval.

11
e <g + 2k, o + 2k)

Posledni tprava a kroky probéhly velmi rychle. Jedna studentka se

zeptala pfimo:
- S: Jak jsem ziskala ten druhy radek?

I dalsi studenti méli podobny problém. Pani ucitelka ukazala na sub-

stituované a a vysvétlila, ze si misto néj ma predstavit © — %, vzit to celé
jako dvé nerovnice a pficist § na obé strany. Upozorfiuji na otazku ,,Kde
jsme s hodnotami a?“ Vétsina studentii méla problém praveé s timto krokem
i v tloze predeslé. Studenti nezapsali, mezi kterymi hodnotami se pohybuje

jimi zvolena substituce za 2z ve 2. tloze.

Zejména posledni otazky, které pani ucitelka polozila, ukazuji na kroky,
které pro studenty byly obtizné. Tvar feseni neodpovida zakladnim nerov-
nostem =z < a, x < a, x > a, x > a (piip. f(z) < a, f(z) < a, f(z) > a,
f(z) > a). Objevuje se zde novy typ zavérecné nerovnosti a < z < b, p¥ip.

a < f(z) < b, kdy je neznama seviena z obou stran.
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4. Posledni tlohou byla soustava nerovnic. Obtiznost jsem se snazila snizit

omezenim Teseni na uzavieny interval v délce periody.

Reste soustavu nerovnic v intervalu (0, 27).

sing > —1

cotgx < ?

[\

Tuto tlohu neresilo 13 studentii, uspésné ji nedoresil ani jeden ze stu-
dentii. Vétsina téch, kteti ji tesili, pouzila néktery z nacrtki, jak popisuje

tabulka 12.

Uzita strategie Identifikator studenta | Pocet
Graf funkce sinus 2,3,4,5,6, 17, 18, 22 8
Graf funkce kotangens 5, 18, 19, 22, 23 5
Nacrt jednotkové kruznice 2, 3,19, 22, 23 5
Ciseln4 osa 2 1
Pocetné 11 1

Tabulka 12: Nacrtky pouzité v feseni 4. tlohy

Vzhledem k malému poc¢tu studentt, kteti se pokusili danou tlohu vyftesit,

popisi jednotliva feseni.

e Student (2) si nacrtnul jak jednotkovou kruznici, kterou skrtnul, graf

funkce sinus a ¢ast ciselné osy s body 0, —%, ?3 Jako Teseni zapsal

x € {g + 2km; m + 2kn}
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Tento interval je podmnozinou feseni. I téchto par krokd ukazuje, ze
student casto hleda rizné moznosti, jak do problému lépe nahlédnout.

Viz obr. 8

Obrézek 8: Refeni 4. tlohy studentem (2)

e Student (4) si poznamenal k nacrtku jednotkové kruznice sinx > %,
urcil spravné kotren %w, druhy kofen je graficky spravné, cislo je vsak

necitelné. Viz obr. 9

Obrézek 9: Reeni 4. tlohy studentem (4)

e Student (5) graficky spravné vyfesil nerovnici sinz > —3 , do grafu
funkce kotangens vynesl na osu y hodnotu 3. Zaménil bod z defini¢niho

oboru a hodnotu funkce. Dopocitat tlohu vsak nestihnul. Viz obr. 10
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Obrazek 10: Reseni 4. tlohy studentem (5)

e Student (6) na¢rtnul jednotkovou kruznici a zvyraznil oblouk s krajnimi

body 240° a 330°. Vyslednym fesenim byl interval

11

4
i + 2km; u + 2km)

Levym krajnim bodem je jeden z kofent sinz =

(

%, pravym krajnim
bodem kofen rovnice cotgx

V3 1 fazen{ kofentt odpovida tvaze
,body vétsi nebo rovny —1 a zarovenn mensi nez

3 S1 f“ . Viz obr. 11
"1}; D aiwm A
Cahy = 5 ik
_2_'- o --III" = \t_
wpq L AFae |
e L U 4o, % LATY

Obrazek 11: Reseni 4. tlohy studentem (6)
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e Student (11) se pokusil vyfesit jednotlivé nerovnice. Jeho zapis potvr-
zuje tendenci studentl nerozliSovat mezi hodnotami, které nabyva go-
niometricka funkce, a hodnotami, kterych nabyva argument. Student
si zapsal sinx > —30°, ihned poté sinx < 360° vedle cotgx < 60°.
Z téchto zapist odvodil interval (0, 7). Na feseni tohoto studenta oce-
nuji jeho ivahu o tom, zda tento interval je prvkem zadané mnoziny,

jiz naznacil zapisem x € (—0,2r) N (0, 7). Viz obr. 12
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Obrézek 12: Reseni 4. tlohy studentem (11)

e Student (17) uvedl podminky pro funkci kotangens. I tento student

pouzil nekorektni zapis pri feSeni nerovnic.

e Reseni studenta (18) se budu vénovat trochu podrobnéji, protoze obsa-
huje fadu chyb, které se vyskytly u vétsiho poc¢tu studentii. Obsahuje
nacrtek jednotkové kruznice se zvyraznénymi koteny 240°, 330°. Re-
Seni nerovnice sinx > —% je podle studenta sjednoceni intervali, které
zapsal takto:

4 11
T € U<I+2]€W;%+2kﬂ'>

kcz 3
Viz obr. 13 na str. 70.
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Obrézek 13: Reseni 4. tilohy studentem (18)

V feSeni této nerovnice se vyskytla dvé mista, kde student chyboval.
Prvni z nich - prepocet kofene ve tfetim kvadrantu - neni z hlediska
nerovnic tak zavazny. Druhym mistem je volba oblouku, ktery spliuje
nerovnost. Student zvolil oblouk opac¢ny. Moznych pficin miize byt né-
kolik: od chapani usporadani zapornych ¢isel, polohu hodnot mensich
¢i vétsich nez —%, az po nespravnou volbu intervalu, ve némz je splnéna
nerovnost, nespravné nacrtnuté vétve funkce kotangens. Vedle nerov-

nice si student tuzkou poznamenal

\/§ T
tgr < — = — = 60°
cotgx 3 3

Hranici % si spravné oznacil i do grafu funkce. Jako feSeni nerovnice
vSak zapsal z € (§ + k; %’T + k7). Z téchto jednotlivych FeSeni vSak jiz

nezapsal prinik.
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e I v feseni studenta (19) se vyskytuje zdpis sinz > —% a cotg < 3.

V tomto feseni se objevuje nacrt obou grafti do jedné soustavy, nicméné
s nimi student nepracuje. K soustavé pristupuje ryze pocetné a alge-
braicky. Také hodnoty, které vypocital, dokazuji, Ze si neni zcela védom,

zda na kalkulacce pouzit funkci nebo funkci k ni inverzni. Za 7 dosazuje

hodnotu 3,14. Viz obr. 14 na str. 71 a obr. 15 na str. 72.
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Obrazek 14: 1. ¢ast feseni 4. tlohy studenta (19)

e Student (22) pouzil podobny zapis nerovnosti sinz > —% jako stu-

dent(19), ale k feSeni soustavy pouzil na¢rtky funkci. U prvni nerov-
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Obrazek 15: 2. ¢ast FeSeni 4. tlohy studenta (19)
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nice zvyraznil opa¢ny oblouk, u druhé nerovnice lze pozorovat pokus
o pouziti jednotkové kruznice i pro funkci cotgx. Pod kruznicemi jsou
dva nacrtky priubéhu funkci. V pfeskrtaném nacrtku funkce kotangens
je zanesen bod Z. I zde k spravnému dofeseni druhé nerovnice chybél

pouze kousek. Viz obr. 16

Obrézek 16: Reseni 4. tlohy studentem (22)

Student (22) si nacrtnul nékolik obrazki, se kterymi pracoval, coZ na-
znacCuje, ze hledal vhodné grafické znézornéni situace. V jednotkové
kruznici si vyznadil oblouk (210°,330°), tedy opa¢ny, nez vyzaduje ne-
rovnost. Vedle této kruznice nacrtnul jesté jednu, kde zvyraznil ob-

louky (0°,60°) a (120°,180°). Zvyraznény oblouk odpovida Feseni, kdy
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student vypocita kofen rovnice a mechanicky zachova znak nerovnosti
cotg < %. Je to jediny student, ktery se rozhodl u funkce kotangens
pracovat s nacrtkem jednotkové kruznice. Pod obéma obrazky sjedno-
til dané intervaly. Toto feseni obsahuje typ obtizi, které identifikovali

P. Tsamir a N. Almog (2001), kdy studenti maji problémy s logickymi

spojkami mezi jednotlivymi intervaly, se kterymi pracuji.

Student (23) se snazil Fesit soustavu graficky. Do grafu si na¢rtnul funkci
sinus, jako dalsi krok zmensil amplitudu a nacrtnul do grafu funkci

%sinx. Viz obr. 17

Obrézek 17: Reseni 4. tlohy studentem (23)

Oprava této tlohy se soustfedila na nékolik krokt. Nejdiive pani ucitelka

zdtraznila logickou spojku mezi nerovnicemi.

] > 1 A cot < 3
S x —_— CO X —_—
=79 & 3

Studentiim doporucila pro vyteseni prvni nerovnice jednotkovou kruznici,

pro funkci kotangens graf funkce. Pod jednotlivé nerovnice nacrtla obrazky
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s TeSenimi. Poté se studentt zeptala, co budou délat s jednotlivymi vysledky
nerovnic: prunik nebo sjednoceni. Nejzietelnéji bylo slySet sjednotime, proto
se opét zduraznila spojka zaroven, tedy proniknout. Otazkou: ,,Hodnoty
mensi nez ? budu vytahovat nahoru nebo dold?“ dokazuje, Ze i zde maji vliv
pojmy z realného zivota, které budou ovliviiovat vzdy predstavy studenti.
Velmi jsem ocenila, Ze pro lepsi ndzornost pani ucitelka presla k ciselné ose,
na kterou vynesla jednotliva feSeni, pouzila obé moznosti pro velikosti thl.
Na tabuli byly nakonec zapsany obé varianty feSeni v radidnech i stupnich.

Reseni, kdy student pouzije jeden z kofenti rovnice a automaticky
zachova smeér nerovnosti bez ohledu na pribéh funkce ¢i obrazek, ktery si

nacrtnou, pouzilo 7 studentt z 11.

Shrnuti analyzy feSeni goniometrickych nerovnic

Z hlediska znalosti funkci byly prekvapivé nedostate¢né znalosti pritbéhu
jednotlivych goniometrickych funkci, zasahovani do argumentu funkce a ne-
rozliSovani mezi bodem z defini¢niho oboru a funkéni hodnotou odpovidajici
tomuto bodu.

Dalsim vyraznym problémem bylo uzivani symbolického jazyka. Nepiesné
zapisy se vyskytly nejen v oblasti zapisu funkci, ale i zdpisu mnozin. Studenti
casto nedbali na vyznam jednotlivych typt zavorek. Pti zapisu pracovali
s obéma mirami najednou: stupni i radidny. V priibéhu feseni se proto vy-
skytovaly smiSené zapisy. Vysledky nerovnic ve stupnich jsou pro studenty
snadnéji pristupné, protoze jsou reprezentovany celymi ¢isly, nikoli zlomky

jako pfi pouziti radianii. Student pracuje se stupni, periodu ale pouzije v ra-
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didnech, protoze je zvykly pouzivat slovni spojeni perioda je 27, prip. k.

Negativni transfer znalosti se projevil ve stejném piistupu ke goniomet-
rickym nerovnicim jako k lineArnim nerovnicim, pfip. ryze monotonnim ne-
rovnicim. Studenti urcili kofeny, néktery z nich zapsali na jednu ze stran
nerovnice. Jednou z pfi¢in mize byt i nejasna predstava, co symbolicky zapis
dané nerovnosti znamena. Chybi propojeni s danym vztahem vyznacenym
do grafu funkce.

Ma ocekavani toho, které chyby studenti udélaji, byla ovlivnéna tim, s ja-
kymi chybami jsem se setkala drive. Béhem studia na stfedni skole jsme
zékladni hodnoty funkci znali nazpamét nebo je odvozovali z obrazku jed-
notkové kruznice ¢i grafu, proto nase pani ucitelka dbala na presnost nacrtki.
Nacrtek jednotkové kruznice obsahoval dostatek informaci, diky kterym bylo
snazsi rozpomenout se na priitbéh funkce, hodnoty v zakladnich bodech defi-
ni¢niho oboru. Vsechny ¢tyti tlohy byly zamétené na praci s nacrtkem, proto
mohli byt studenti, ktefi patii k zrakovému predstavovému typu vyrazné
zvyhodnéni pied ostatnimi. Asocianisticka psychologie rozlisuje zrakovy, slu-
chovy, motoricky a smiseny predstavovy typ. Zakladem tohoto déleni je to,
jaky typ predtav pfevazuje u tvoreni, vybavovani a zpracovani informaci (Ji-

ranek, Soucek, 1969).

Logaritmické nerovnice

Logaritmické nerovnice jsem zadala ve t¥idé 7. F (3. ro¢nik), cely test
byl konzultovan s pani uéitelkou a je soucasti pfilohy (viz Ptiloha V). V za-
dani byly zakladni logaritmické nerovnice a jedna méné standardni tloha.

Zadavani bylo pfitomno 24 zakia (14 divek a 10 chlapci). Test nebyl hlasen
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predem, studenti si tedy ucivo vztahujici se k logaritmickym funkcim nezo-
pakovali. To ovlivnilo jejich motivaci test psat. Vétsina chlapcti se rozhodla,
Ze test vypliiovat nebudou: 4 viibec (nejsou zahrnuti), ostatni se pokusili
alespori o prvni tlohu (ti jiz zahrnuti jsou).

Pokud bych se méla zpétné vyjadiit k vybéru tloh, nebyl dobry. Musim
podotknout, ze prvni dvé tlohy jsou fesitelné spravné i bez vlivu defini¢niho
oboru pouhym vynechanim logaritmu, protoze obor pravdivosti dané nerov-
nice byl vlastni podmnozinou mnoziny, ve které mélo smysl nerovnici fesit.
Spravné feseni tlohy neukazuje, zZe student si je védom vSech podminek, které
a zakladu logaritmu. Vliv defini¢niho oboru na feSeni je ziejmy az ve treti
uloze.

Tabulka ¢. 13 popisuje uspésnost studentti v jednotlivych tlohach. Vy-
kiiénik u ¢isla v prvnim sloupci znamena, ze student neurcil podminky pro

feSitelnost nerovnice, vysledny interval byl vsak spravny.

Uloha Uspé&snost
True | False | Ne(do)fesené
logy (x+2)>3 |1+111] 5 3
log, (#? — 10) > log, 1 8! 7 5
log (2% — 2z) > logs 3 0 18 6
logy, a2 >1 0 13 7

Tabulka 13: 7. F - Gspésnost

Nyni se kratce vyjadiim k jednotlivym tloham.

V prvni tloze log, (= + 2) > 3 napsalo spravny interval feseni 12 studenti,

7



pouze jeden z nich vsak zapsal i podminky Tesitelnosti na zdkladé defini¢niho
oboru.

Ve druhé tloze jeden student zapsal netiplné podminky fesitelnosti. Tento
student neuvaZoval o zapornych hodnotach, které fesi nerovnici 22 — a > 0,
kde a € R (pfip. jiny znak nerovnosti), chyba pak vznikla nejen pii ur-
¢eni defini¢niho oboru, ale i v zavéru samotném. Vyskytla se chyba, kterou

2 = 25 lze zapsat

popisuji P. Tsamir a N. Almog (2001). Reseni rovnice x
& = +5. Studenti zépis > ++/11 povazuji za korektni i v p¥i FeSeni ne-
rovnic. Tento zapis feSeni nerovnice z? > 11, ktera vznikla tpravou druhé
tilohy, se vyskytoval velmi ¢asto. Zapis « > £+v/11 se vyskytl ve 4 piipadech
(1, 9, 15, 20), tito studenti vSak zapsali spravné intervaly FeSeni nakonec
takto z € (—o0o, —/11)U(V/11, 00), piipadné nepouzili symbol |, ale spojku
a. Castecné feseni x > /11 se vyskytlo dvakréat (10, 16), pouze student (10)
zapsal jako feSeni interval (11,00). Dva studenti (8, 14) zasahli do zékladu

logaritmické funkce a pracovali s nim jako s operdtorem (8) ¢i argumentem

(14). Student (8) upravil nerovnici v zadani na tvar:
log  22% —20 > log?2

Druhy student (14) odstranil logaritmus tak, ze na kalkulacce vypocital
log2 = 0,301, kterym logaritmus nahradil, a roznasobil jim argument.

Ve tfeti loze neotocilo znak nerovnosti 7 studentt (9, 10, 11, 12, 16, 17,
20). Studenti (9, 10, 11, 20) své FeSeni ukonéili ve fazi uréeni nulovych bodu
(kofentl rovnice x? — 2z < 3). Uréeni definiéniho oboru ovlivnilo spravnost
feSeni u 4 studentt (1, 12, 14, 15), jejichZ feSenim byl interval (—1, 3).

Ve c¢tvrté tloze se studenti, kteri tlohu fesili, rozdélili do dvou skupin.

Prvni skupina (2, 10, 15, 16, 17, 18) zacala uvazovat o podminkach pro zaklad
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a argument logaritmu; druhd skupina (1, 9, 11, 12, 13, 19, 20) fesila tlohu
bez téchto podminek. Obor Tesitelnosti rovnice urcili dva studenti (2, 15).
Pouze student (2) rozdélil svéa feSeni dvou interval podle hodnoty zékladu,

odstranil vSak chybné logaritmus. Objevovala se tato reseni:

e z > 3 u studentt (1, 19)

e 1 < 3 ustudentt (9, 10, 11, 12, 15, 20), ktefi zachovali znak nerovnosti

a nezahrnuli do ttvahy podminky, ackoliv je ne€kteri urcili.

e z € (2,3) u studentt (16, 17, 18), ktefi podminky v Gvahu vzali, ale
nerozdélili praci do intervalii podle hodnoty zakladu. Studenti (16, 18)

nevyloucili = 2, hodnotu, kdy je zaklad roven jedné.

U logaritmickych nerovnic neni vliv poznatkt z rovnic tak vyrazny. Lo-
garitmicka funkce je na svém zakladnim defini¢nim oboru ryze monotonni.
P1i fesSenich logaritmickych nerovnic se objevily chyby, které mély ptvod

v odstranéni logaritmu.
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6 Zavér

Chyby jsou soucasti vyuky a tvorii dilezitou soucCast procesu uceni. Jejich
zdrojem je i uc¢ivo samo (Brousseau, 1997), ale i studenttv pfistup. Ucitel
by mél vést své studenty k tomu, aby pouzivali zptisoby mysleni, které maji
blize ke kritickému mysleni zalozenému na analyze, tedy spise k anticipaci
analytické a explorativni, nez spontannimu jednani zalozeného na signélech.
Presto jsou intuitivni a spontanni napady predpokladem k vytvareni novych
a prekvapivych reseni. Volba vhodné strategie, kterou student pouzije, by
méla byt zaloZena na koordinaci riznych prvka a vztahi.

Mym cilem bylo urcit, jaké znalosti a jaké oblasti matematiky ovliviiuji
vyskyt chyb v feSeni nerovnic. Vyskyt chyb byl ovlivnén schopnosti porozu-
mét matematickému jazyku. Vétsinou se v literatufe (Kieran, 2004) doporu-
¢uje algebraickou symboliku doplnit grafickym znézornénim, které usnadnuje
studentovi lépe nahlédnout pod nékdy hife pristupnou symboliku matema-
tiky:.

Obtize s matematickou symbolikou se tykaly téchto oblasti: ¢iselné obory,
upravy algebraickych vyrazi, oblast funkci. Studenti nedodrzovali korektni
tvar zavorek pri psani intervali. Chyby se vyskytly pfi pouzivani zaklad-
nich pojmu jako funkéni hodnota, inverzni funkce, defini¢ni obor, argument
funkce. Studenti chybné& nacrtavali i grafy funkci. Casto neuréili véechny ko-
feny. Dovednost feSit rovnice souvisi i s dovednosti fesit nerovnice. Pocet
pruseciktt porovnavanych funkci je ovlivnén pravé faktory, jako je priibéh
funkce, perioda funkce a tvar argumentu.

Vyskytly se i chyby vzniklé Spatnym dosazenim, zapamatovanim vzorce

pro diskriminant a vzorce pro vypocet korent kvadratické rovnice, chyby
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vzniklé nespravnou algebraickou tpravou a numerické chyby.

V fesenich studenti se vyskytl tento negativni transfer znalosti z oblasti
rovnic do oblasti nerovnic. Projevil se pristupem k nerovnici jako specidl-
nimu pripadu rovnice. Patrny byl zejména pii tpravach, kdy student nasobil
algebraickym vyrazem a neuvazoval o jeho vlivu na znaménko nerovnosti.
Odpovidé obtizim s pojmem rovnice popsanych v (Tsamir, Almog, 2001).

Goniometrické nerovnice se ukazaly byt vice nachylné k negativnimu
transferu z linedrnich nerovnic. Studenti pocitali s goniometrickymi nerovni-
cemi podobné jako s linedrnimi nerovnicemi, pfip. ryze monotonnimi nerov-

nicemi. Urcili kofeny, néktery z nich zapsali na jednu ze stran nerovnice.
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8 Piilohy

8.1 Priloha I - Tabulka zakladnich nerovnosti

,Pro vSechna a,b,c € R,n € N“

za predpokladu

plati

a2 >0, |a| > 0JJa > a,Ja| > —a,

rovnost nastava prave, kdyz a = 0

a<besatce<b+c

c>0 a<b<&ac<be

c<0 a<b<sac>be
0<a<bes0<i<i

n liché a<bsa®<b?

n sudé 0<a<b=a™<d"

n sudé a <b" = la| < |0

(a<b)AN(c<d)=a+c<b+d

0<a<b)AN(0<c<d)=ac<bd

la| <b< (=b<a)A(a<b)

Tabulka 14: Zakladni nerovnosti
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8.2 Priloha IT - Vzor testu tfida 8.F

Gymnazium Litoméricka,Praha

Trida:

Jméno: Vyucujici:
Datum:

Dané nerovnice feste v oboru realnych cisel:

1.

9—t>>t+3
2.

1

— <1
3.

5—a:<3x—1

33—z 2—x
4.

v2r —1

<1
Tr— 2

5. Vyfeste soustavu nerovnic v oboru redlnych ¢isel:

2<3—4x<3
3 drxr+2 2
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8.3 Priloha III - Vzor testu trida 8.G, varianta A

Gymnazium Litoméricka,Praha

Trida:

Jméno: Vyucujici:
Datum:

Varianta A

1. Pro jakou mnozinu z, x € R je dana nerovnost pravdiva?

(w51) =2()

2. Reste rovnici s neznamou z € R

(237 (20) = (3)
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8.4 Priloha IV - Vzor testu trida 8.G, varianta B

Gymnazium Litoméricka,Praha

Trida:

Jméno: Vyucujici:
Datum:

Varianta B

1. Pro jakou mnozinu z, x € R je dana nerovnost pravdiva?

(o) =2(.)

2. Reste rovnici s neznamou z € R

(2 (3)- B () )
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8.5 Priloha V - Vzor testu tf¥ida 7. F

Gymnazium Litoméricka,Praha

Trida:

Jméno: Vyucujici:
Datum:

Dané nerovnice feste v oboru realnych cisel:

1.

log, (z +2) >3

2.

log, (% — 10) > log, 1
3.

logs (2* — 27) > log1 3
4.

logy, 52 >1

93



8.6 Priloha VI - Vzor testu tfida 3. B

Gymnazium Litoméricka,Praha

Trida:

Jméno: Vyucujici:
Datum:

Dané nerovnice feste v oboru realnych cisel:

1.

sine < ——
2

2.
tg2x >0
3.
T 1
_ )< =
cos(x 6) <3

4. Reste soustavu nerovnic v intervalu (0, 27).

sinx > —

w
[ eim

cotgx <
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